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Introduction

L’objectif de travail est de donner quelques résultats concernant I'inégalité
intégrale de Hardy.
-Ce travail est divisé en trois chapitres .
dans le premiére chapitre , on donne des définitions , des théorémes , des
exemples et des inégalités intégrales (Holder , Minkowski) dans I'espace de
Lebesgue classique LP . Dans le deuxiéme chapitre , on considéré les inégalités
classiques de Hardy , et dans le troisieme chapitre on se propose d’étendre les
inégalité intégrale que sont définis dans (0.00) & R et R™ et généralisé avec
quelques inégalités intégrales .
Mots clés : Inégalités de Holder, Inégalité de Minkowski, Inégalités de
Hardy.



Chapitre 1

Définitions et inégalités intégrales

1.1 définition

Notions :

1. On note par e le sous ensemble de €2 de mesure nulle.

1)’ On note par p.p pour dire presque partout .
2. On définit le support d’un fonction continue f par :

3. L’ensemble des fonctions continues sur R™ est noté par C'(R") .

1.1.1 Lemme de Fatou

Lemme 1.1.1 (lemme de Fatou)
Soit (fn)n une suite de fonctions mesurable non négatives et convergente ,

Alors f(z) = lim f,(x) est mesurable et de plus :
N oo

n— oo

/f(x)d:p < lim inf/fn(a:)da: (1.1)
Q Q
. Démonstration: : voir [2][4] O

Théoréme 1.1.1 (convergence monotone) :

Soit (fn)n une suite décroissante de fonctions mesurables qui converges vers



1.1. DEFINITION

f(z) alors f et mesurable et

lim an(x)dx:/gf(a:)da: (1.2)

n—oo

. Démonstration: : voir [2][4] O

Théoréme 1.1.2 (convergence dominée) :
Soit(fn)n une suit des fonctions mesurables qui converge presque partout vers
f(z) .87l existe une fonction G(x) intégrale et non négative tel que

|f(z)] < G(x) pur tout n,alors

|[fn(2)] < G(z)

et
lim [ fu.(x)dx = / f(z)dx (1.3).
Démonstration: : voir [2][4] O

1.1.2 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.1.3 (théoréeme de Fubini)
soit E un ensemble mesurable de R"(E C R") et F' C R™ (un ensemble
mesurable) et la fonction f(z,y) sur E x F.Alors pour presque tout les y € F

f(z,y) est intégrable sur E et :

[ teadsty = [ ([ f@inis= [ ([ sepdnay 0
. Démonstration:voir [2][4] O

Conséquence 1.1.1 :

Si f(x,y)est mesurable sur E x Fet est finie l'une des intégrales :

[ 1@ ianis, [ ([ i1l

alors toutes les intégrales de(1.4) existent et de plus (1.4)est vérifiée.

7



1.1. DEFINITION

Remarque 1.1.1 :
Si f n’est pas intégrable sue B X F ,alors les intégrales itérées peuvent ne pas

exister ou exister et étre différentes.

Exemple 1.1.1 :n=m=1
1 Log2 2
——— | dy)dx =
/0 (/0 (1’2+y2)2) yide
1 S R -
IV d)dy = — =
/0 (/0 (fc2+y2)2> =g

Soit 2 C R™ | un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit :

f:Q— C . ondit que f € Lp(R2) si :

N

Définition 1.1.1 :

1. f est mesurable sur 2 .

2 1 llome = ( / yf|pdx)” o

Remarque 1.1.2 :

Lp(Q) désigne Uespace des fonctions et || f||L,) sont des semi-normes

Exemple 1.1.2 :Soit

1 sizxe B
-1 sizxe EJE,

avec By C E,E; non mesurable,alors

(1) n’est pas vérifiée.

1/p
(2) HfHLp(E) = </dx) = |E|Y/? < oo,donc f ¢ LP(E).



1.1. DEFINITION

Définition 1.1.2 :

Soit Q) C R™un ensemble mesurable, f: Q) — C

supvraif(z) = inf sup f(x); (1.5)
€N CGQxGQ/e

inf ' = inf ; 1.6).
inf vraif(z) sup iy /ef(fr% (1.6)

Définition 1.1.3 :
Soit Q C R"™ mesurable et soit f:Q — C, 512 > 0.
On dit que f € Ly si [ et mesurable et

L) zsugvmi\f(x)\ < 00. (1.7).
€

Remarque 1.1.3 :
On pose || fllLo@ =0, pour|Q] = 0.

Théoréme 1.1.4 :(Théoréme de Riesz)

Soit Q) un ensemble mesurable et f une fonction mesurable sur €2 ,alors :

Jim [z, @) = 1/ 1 2o (@- (1.8).



1.1. DEFINITION

Démonstration: :

1.

b)

S| =0, alors || f|| 1) = 0 voir remarque (1.1.3),0n a :

Vp >0, [[fllz, = 0 (propricté de lintégrale de Lebesgue).

510 < Q] < oo, on pose M = |||z » on distingue trois cas :

M =0

donc || fllLo@) = 0 ce qui donne f = 0 presque partout , et donc

1z, =

0< M < oo
1
donc on a || f]|L,@) < [[fllo@ (12])7
d’ot
hm Ll < hm (!Q!) £l 2o (2
hrn HfHL y < M. (1.9)

Considérons maintenant les ensemble Q. = {x/|f(z)| > M — €} Ve > 0,

on a |Q] >0

1l = ( / \prdx)p > ( / \prdx)p > (M - ()b |

on obtient || f||rr) = (M — 6)(|QE|)%, en faisant tendre e — 0, on

obtient || f||z, ) = M (| |)%, et par suite on a :
hm HfHL > M (1.10)

de (1.9) et (1.10) , on a

ph_{noonHLp(Q) = pli_r>noo||fHLp( =lim, |z, @-

Et par conséquent

pll_f>lloo||f”Lp(Q) = [[fllzw(@

10



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

c) M =00, onposeQy ={z/|f(x)] >N} , VN >0, et donc |Qn| >0

||f||Lp<m=( / |f|pd:v>p2 ( / |f|pdx)p2N<|QN|>i ,

h—mp—monHLp(Q) Z N ’ VN > 0’

, d’ou

et

et donc lim, , ||fllz,@ =o00=M
im [ f]z,@) = M.
p—00

3. Si|Q = oo, alors légalité (1.9) n’est pas vérifie , en effet si f = 1;
on a:

1fl|z, ) = supvrailf(z)] =1

€

£l L, = (/Q dx) = . 0

1.2 Inégalités de Holder :

et par suite :

1.2.1 Inégalités de Young

1" cas :
Soit P> 1, alors

ab? b
Va,b>0 ab< —+ —, (1.11)
p q
1,1 _
avec + i 1.
Démonstration: :
On prend la fonction
t ot
p—
o(t) = -+ , Vt >0,
p q



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

et on doit montrer que p(t) > ¢(1) =1 pourt > 1 et p(t) < p(1) =1 pour

O<t<lona:

/
Pt) = —— ———t 1
0 p p—1gq
— l_lt‘ril—l
P q
1
= (1t
D

©'(t) = 0 nous donnes t = 1, donc t = 1 est un extrémum ;jmais comme
la fonction ¢ est croissante sur Uintervalle [1;00) (en effet si p > 0 nous
donnes > 0 d’out™? < 1 et comme q > 1 alorst > 1 ); ¢ et aussi décroissante

sur (0;1] . Alors t=1 est un minimum sur [1;00) d’ou :

e(t) = (1) , pour t>1.

a1
Maintenant , posons t = 7 donc :
1 1
t 1 1 1 br=1 1p97t

q qtr—1 Q(Lb—l)pfl B qa q a

d’ou :
t t p-1
plt) = -
(t) ; .
ab~1  prl
N bp qa
B laP 1b4
~ pab  qab
1 <ap bq>
= =+ =
ab \ p q
> (1)
= 1
Finalement on trouve
a? b
ab < — + —.
p q

12



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

2me Cas :
Pour O0<p<1, on a
abP b
Ya,b >0, ab>— + —. (1.12). O
p q
Corollaire 1.2.1 :

Soit p,q,r > 1 tel que % = —|—% , alors :

1
p
r r
VA, B >0,(AB)" < —-A? + -BY. (1.13)
p q
Démonstration: :
Comme % = %—i—é , alors 1 = p/r + Jlr , et on applique inégalité (1.11) avec
a=A" et b= B" on trouve :
ab/t pe/T

AB)Y =ab <
(45) “p/r q/r p q

Lemme 1.2.1 :
Soit Q un ensemble mesurable , si les fonction f:Q — Retg:Q — R
sont mesurable sur ), et g est non négative , alors :
inf vraif(z / x)dr < / f(z)g(z)dx < supvraif(z )/g(x)dx (1.14)
zEQ €N Q
Démonstration: :
Soit e C Q tel que |e| =0 , alors
[ fote= [ gode <sup po) [ gan
Q/e Qfe Q

alors

[ f@gterts < s 1) [ gtoja,

Qfe

d’otu

/Q F(2)g(@)dz < inf sup f(x) / 9(x)dx = supurai f(z) / g(x)da

€2 zeq/e z€Q

D’une maniere analogue on montre [’autre inégalité de (1.14). 0

13



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

Corollaire 1.2.2 :
Soit Q0 un ensemble mesurable , si les fonctions f: Q) — C et g: Q — C

sont mesurable sur Q, et f € Lo(£2),9 € L1(Q2), alors :

<N llzeellgllzy@)- (1.15)

\ | f@gtaras

Démonstration: :

/Q fgdx

< / fgl()d

< supvrail f(z)] / glda
=19 Q

< [ fllze@llgllz O

Théoréeme 1.2.1 : (Inégalité de Hélder)
Soit @ C R™ un ensemble mesurable , et 0 <p < oo, f € L,(Q) et g € L,(2)
avec % + % =1, alors :

(i) Si1l<p<oo

/Q Folde < 1l alloley . (1.16)

(i1) Si0 <p <1 etavec|Q >0, etVre g(x)#0

[itside = Ufllalle:  (117)
Démonstration: :
(1)
(1) 1 < p < oo, on applique le lemme (1.2.1) avec a = M, et
PRI
g
gl zy@)

14



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

on a

|f(x)g(z)|
1z, 9l Ly @)
L |f@)F 1 |g(z)
= - D +- q
p HfHLp(Q) q “g“Lq(Q)

f@e@| 1 [ Af@P 1 @)

Flo@ldlne = pJ 1o a) 19T o

p q

d’ou linégalité (1.16) .
(i) p = oo ; voir corolaire 1.2.2
(17) 0 < p < 1, un raisonnement analogue au précédent avec une application

de (1.12) nous donne l'inégalité(1.17) 0.

Corollaire 1.2.3 :

Soitp>0,p <00, —00<py <00 et — —|———5,alors

(i) Sip <m
£l < 1fll@llgllre@  (1.18)

(1) Sip > p1 et avec|Q] > 0, etVz € Q, g(x) # 0.

I fallz,) > Nl @9z, (1.19)

Démonstration:

(1) St p < py,on désigne par

1= (o)

avec F(z) = |f(x)]? et G(x) = |g(z)|P, et on applique 'inégalité (1.16) avec

1 1
mwtm =1
p p

15



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

donc

e
'B\H

A < (/|F(:c)|ppld:c)f (/|G ”da;)”p
([Irpa) " ([lstorrac)”™ ;

|f||Lp1 ||g||Lp2(Q)

IN

(1) Sip > py et avec || > 0,et Vo € Q,g(x) # 0 ,de maniére analogue on
montre (1.19) on utilisant l'inégalité (1.17). O

Proposition 1.2.1 :

: _ 1,1 11
Soit p; €]1,00[,i =1,2,.....k et 1 <r < oo tel que St =
(les p; sont dits v conjugués) , fi € Ly, (S2),alors

/= Hfz € L(Q) et [ fllL.o < HHszLp (1.20).

Corollaire 1.2.4 :

Soit 0 < p1 < p < pg < 00,alors

10y < A0S, @I FIE % (1.20)

+ l1—«

a
p1 p2

N 1 .
ot o € (0,1),et tel que & =

Démonstration:

1) Soit py < 00,0n prend B = O‘p + p(l o) et on applique l'inégalité de Holder
(avec F(x)=|f(z)|P*et G(x) = ]g(x)|p(1 ), on trouve

JAEE R

ap p(l—a)
< ([ireiEa)” ([cwraa)
Q Q
ap (1—o)p
P P2 P2
([ ([
Q



1.2. INEGALITES DE HOLDER :

on €leve a la puissance iles deux membres de la derniére inégalité,
on trouve :

11—«

</Q’f(:1:)|pdx>’17 < (/Qf(:c)pldsc)z% (/Q‘f<x)|p2d:c)p—2

1z, < A, @A IE S0

d’otu

2) 8i Py = o0 et donc 3P =1, alors on a

[if@pas = [ 7@l @) rds
Q Q
< A1y g IAAO )2
SO LGOI T i
= i@ asl e
= AR oIy

11—«
= A5 @l F 15 O

Corollaire 1.2.5 :

s0it 0 < p; < p < pa < 00,alors Ve >0 on a

« l1-o —« —«
1l < a® (1 —a) " = (N flle, @ + e fllz,,@) (1.22)

ou a € (0,1)et tel ]lo =+ Lo

p2

Démonstration: :

Uinégalité (1.22) d’écoule de l'inégalité (1.21) si on prend en considération

—a a /g l1—a
FIZ, o ey = (7 F @)™ (€11, @) O

et on utilisant aussi l'inégalité (1.11)

17



1.3. INEGALITE DE MINKOWSKI

1.3 Inégalité de Minkowski

Théoréeme 1.3.1 :(Inégalité de Minkowski)

Soit Q € R, un ensemble mesurable,l < p < oo, f € L,(Q),alors :

1+ 9l < 1flle,@ + 9l @ (1.23)

Démonstration: :
1) Sip=1

1+ gl = / 1+ glde < / fldz + / lgldz = |11z, @ + 9]l @-
Q Q Q

2) Sil<p<oo

/V+gmm =L/u+mu+mwwx
Q [9]
< / IS + g + / gllg + FIPda.
0 Q

On applique 'inégalité de Hélder :

/|f+9|pd$ < Wy @+ alP @ + lall@lLf + gP @

14,1 — P .
avec 5 + & = 1,et donc q = pfl,alors ;

P

_ . p p—1
IF + g lme = (/|f+g\” da:) |
Q

— ((/Q|f+g|1?dx);d$>p_l

_ p—1
= ||f+g||Lp(Q)

18



1.3. INEGALITE DE MINKOWSKI

d’ot
/Q 1+ gl7de < 11F + gl (1l + lglly@) -

on déduit que :
-1
1f + 9%, < I1f +9ll7, 0 2y + N9l @) -
Et par conséquent
1f + 9l < 1@ + 119llL,@)-

3) Sip=o00 Soit f,g € Loo(2),alors on a l'inégalité suivante :

1f + 9l @ 1 fll 2w + 119l Lo (@)- O

Corollaire 1.3.1 :
Soient m € N | et fi, € L,(2) pour tout k € {1,2,...,m},

I<p< @
ka < Zka‘HLp(Q) (1.24)
k=1 Lp(Q) k=1

Démonstration: :

Par récurrence.
1) pour k =1 vérifie

2) Soit m € N supposent que

> M <D il
k=1 Lpy(Q) k=1

et montrer que linégalité pour m + 1 on a

m+1 m
ka :Z||fk+fk+1”Lp(Q)
k=1 Ly(9) k=1

19



1.3. INEGALITE DE MINKOWSKI

et d’aprées linégalité

1f + 9l < [ fllz,@ + 9]l -

donc :
m+1 m
Sh <X (Ml + il )
k=1 Lp(€) k=1
m+41
< ZkaHLp(Q)' D
k=1

Corollaire 1.3.2 : (Inégalité de Minkowski pour les sommes
infinies)

Soit fi, € L,(Q) pour tout k € N tel que Z||fk||Lp(Q)< ©,1<p<oo,

k=1
alors
> fe < Ml (1.25)
k=1 Lp(R) k=1
Démonstration: :

On suppose que Z||fk||Lp(Q)< 00 .
k=1
A laide du critéere de Cauchy pour les séries numérique on montre que la
somme S, = Z”kaLp(Q) est une suite de Cauchy et puisque L, et complet
k=1

on déduit
Jim S = [ fellzyo
k=1

on passe a la limite quand m — ocet en vertu de la continuité des semi

normes y -1 fx == poy frx , lorsque m — oo, implique

Yo

k=1

< Z 1 fellz, 0 - O
) k=1

Ly(Q
Théoreme 1.3.2 :
Soit 0 < p < 1,et & CR" un ensemble mesurable,et f,g € L,(€2),

20



1.3. INEGALITE DE MINKOWSKI

alors :

1_
If+ gl <207 (1 flle,@ + ll9ll,@) - (1.26)

Démonstration: :

on utilise triviale Ya,b > 0.
(a+0)P <c(a’+0P). (1.27)

avec ¢ = max(1,2°P71) et donc pour 0 < p < 1,c = 1.0n applique cette

inégalité avec a = |f| et b = |g|,on obtient :

1 + gl = ( / |f+g|”dx> < ( [isvas+ |g|Pd:c) .

on applique l'inégalité(1.28) avec ¢ = max(1,2071) = 2P~1 et donc :

1+l < 27 <</Q'f 'pd””)p ’ (/ﬂ('g'pdxﬁ

< 27 (1 flle+ gl @) O

Lemme 1.3.1 :

Soit a; > 0,9 =1,...,m ,alors on a l'inégalité suivante :

(ﬁé%)p§0<§i%j (1.28)

k=1 k=1
avec ¢ = maz(1,mP~1)

Démonstration: : voir [6] O

Corollaire 1.3.3 :

Soit 0 < p < 1,alors

m l_ m
1> fellyey < me ™ N fally@  (1.29)
k=1 k=1

21



Chapitre 2

Inégalité classique de Hardy

2.1 Inégalité classique de Hardy

Théoréme 2.1.1 Soient p > 1,f(x) >0, f € Lpo,00)(x > 0) et

J? € Li(o,00)-F'(x) une fonction définie par :

F(x) :/OIf(t)dt,x>0:

alors

() w< (1) [C@ra ey

p

avec f # 0.La constante (Ll) est optimale. Pour le preuve du théoréme
p R

on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Sip > 1,f € Lya),Ya > vet
Fla)= [ s
0

alors
1

F(z) =O(xv)

pour x suffisamment petit.

22



2.1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY

preuve du lemme :

d’apres [inégalité de Holder

d’ot

preuve du théoréme :

Si0<&<nona

r _ 1 K p d 1-p
FEy = 2 [FEy ()i
PEP(E) i TPEP(n) p nxl—p VL () doe
o [ )

d’apres le lemme (2.1.1)
EPE(E) — Oquand fP est intégrable et & — o, d’ou

[ o< 35 [ (52) o
AL () ([ vere)
donc :

[ () e [ (Y ) ([owra) @

Si f(x) est non nulle sur (0,m) , le nombre gauche de (2,2) est strictement

positif , d’ou de (2,2) on déduit

A (&)d < (,%) | @y 2.3)

quand n — oo on obtient (2,1) , sauf que < est remplacé par < .

IN

IA

En particulier , lintégrale du membre gauche de (2,1) est fini .

23



2.1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY

Par conséquent , toutes les intégrales dans (2,2) sont finies lorsque n tend

vers oo et

Am(fgiydfgﬁ%i{ﬁw(iggpm};(Amummmm>; 2.9

dans (2,4) le signe < peut étre remplacé par < , a moins que x P(F(z))P et
(f(x))P soient effectivement proportionnelles .

Ceci transformerait f(x) en une puissance de x , alors si f est non nulle , on

déduit de (2,4)

J () o= () [ s

p
Pour démontrer que la constante (ﬁ) est optimale , on considere la fonc-

tion fo(z),0 < e < (p—1)/p définie par :

ﬂﬁw::{ol%l si z€(0;1)

r TP, siox€[l;00)

QAW(}_ilxﬂwﬁﬁ)p¢vz5p<_5j%%,op

Ammwfﬁzi

Ep

on trouve que

P
St la constante (Ll) dans(2.1)n’est optimale ,alors il existe une constante
p p—

P P

K avec K < (%) te que (2.1)reste valable si l'on remplace (Ll)
b— p—

par K.

En particulier ,on a
00 x p 00
/ @1/ﬂ@W)mgK/(MWWt
0 0 0

1 1
<K~
€p<—s—}—17—|—1> p

et puis
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2.1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY

P
il s’ensuit que (Ll) < K,quand ¢ — 0,de Cette contradiction on dé-
p —
P
duit que (Ll) est la constante optimale dans (2.1). Le théoréme (2.1) et

Prouvé U

Théoréme 2.1.2 Soient p > 1,f(x) > 0,et fP € Lyi(p0)(x > 0) et

[ € Lyo,00)-F () une fonction définie par :

F(az):/oof(t)dt,:c>o:

alors
/0 () de < p? / T f @) de (2.5)

avec f # 0.La constante pP est optimale. la preuve est analogue a (2.1).

Théoréme 2.1.8 Soient p > l,a # 1,0 < / TOf()Pdt < ooet
0

F(z)une fonction définir par :

F(z) = / " f(t)dt, (0> 1); Fx) = / " Ftydt, (o < 1):

alors

/000 zTFP(x)dr < (]a]i 1|>p/0°°ta (f(£))" dt (2.6).

Preuve:voir [5] O

Théoréeme 2.1.4 :
sotent 0 < p <1, a#10< / 7 (tf(t))Pdt < oo et F(x) une fonction
0

définie par :

F(z) = / " f(t)dt, (0 > 1); Fa) = / " F(tydt, (o < 1):

alors

/0 T )y > <|a’+1|>p /0 T () dt. (2.7)
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2.1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY

Preuve:On obtient le méme résultat en changeant le signe (voir [5])on consi-
deré la fonction elle méme.Dans ce qui suit on se propose de donner d’autre

démonstrations des inégalités classiques de Hardy.

Définition 2.1.1 :
Soit1<p<oo,n=1, z€(0,00), on définit :

les deux opérations Hy et Hy définis de la maniéré suivante :

@ =1 [ 1wnve >0 2.9

(C’est la valeur moyenne de f sur lintervalle (0,x))

et
(Hh)e) = 1 [ o> 0. (2.9

Théoréme 2.1.5 :
Soient1 < p < 00 ,]%—l—]% =1, f(x) >0, z*f(xz) mesurable sur (0,00)x (0, 1)

et % f(xz) € Ly,00) pour presque tous les z € (0,1),alors

« 1 - « . 1
e () @)y < (;—a) la (@) si o< (210

3

et

« 1 - « . 1
[ (H2f) (@) ]| 2,000 < (a— 5) 12 f (@) Lyomyi st @>—. (211

g

1) : Sz’a<1% on pose

I = Hl’a(Hlf)(x)HLp(o,oo)

- ‘ [ e sty

Lp(0,00)
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2.1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY

posons z = £ alors dy = wdz

I = ’/leaf(a:z)dz

Ly0,00)
1

< / laf @)y, ., d
) ,

On pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = %

o), = ([ 2l )

_ o ( / " el f(t)|”dt> ’
0

—al o
= eSO,

Dot
1 1
1< [ SO
0
] -1
<(1-2-a) 1Ol
p
| -1
<(5-a) 17Ol
2): Sia > z% de maniéré analogue on démontre l’'inégalité (2.11). [
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Chapitre 3

Extension et généralisation de
certaines inégalités intégrale

3.1 Extension de certaines inégalités de Hardy

I . Extension a R :

On pose
~ 1 [*
@) =5 [ ey
et
—~ 1
(Efa) =5 [ )y
L JSlyl>2
Soient 1 < p < o0, %—1—1% =1, x*f(xzz) mesurable sur R x (—1;1) et
x® f(x2) € Lywy pour presque tous les z € (—1;1) , alors

i Sia<i on a :

e () @)y, < (5 - a) e D@ e G
ii .'Sioz>]% , ona:
e (o)), < (a - %) e D@ e (32)

Dune maniere générale la preuve s’effectue le la méme maniére que celle du

(théoréme 2.1.5) .
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3.1. EXTENSION DE CERTAINES INEGALITES DE HARDY

Par exemple démontrons (3.1) .

On aVr #0;
N z ||
) =g [ wdr=gir [ s

1
« T 1 oa— |l" ’ '
el @), = 5 ( L [ s dx> .
Pour appliquer l’inégalité intégrale de Minkowsky , on fait un changement de
variable z =¥ | donc :
—~ 1 1 P 7
el iy, = 5 [ [l [ stz1a: d:c)

%/ </ny f(a2) v’da;) dz.

Avec le changement de variable t = xz en prenant en compte que

et

8

dr = % 562 >0 et de = —% si z < 0 et en changeant l’ordre d’intégration

, on obtient

— 1 1 1
2| (Hyf)(@)] L, < |||7f|af(t)||L,,<R)§/_1|Z|apdz. (3.3)

mais on a

1 1 0 1 1 1
/]z|_a_pdz:/ (—z)_a_r'dz—i-/ 27 rdz
-1 -1 0
1

0

0

donc (3.3) devient
Il E ) @) 2y < I FOl1, (‘“ i 17) |
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3.1. EXTENSION DE CERTAINES INEGALITES DE HARDY

C’est a dire :
_ 1\ !
el () @, < Wl @l (a4 7) 0

IT . Extension a R" :
Soientx e R" , r=|z| >0, B,={yeR"; |y|<r}, 1<p<oo, f(x)
une fonction mesurable sur B, . Considérons les deuzx opérateurs suivante :

(I, ) () o= — /B f(y)dy

mesB,

et

N =g L 0

Théoréeme 3.1.1 :
Soient 1 < p < 0 , zlv+1% =1 et f(r,§) € Lys,_,) ( o S,—1 désigne la

sphére unité dans R™ ), alors

i:Si, a<n
P

— — 1\ 7!
el RNty < (T2 ) Nl f@lryy (30
ii:-Sia>2
P

o 1

el (Faf) (@)1, < (— - ]7>_ el @), (35)

n

Preuve:
On démontre l'inégalité (3.4) .
On introduit les coordonnées sphériques (coordonnées polaire dans R™)

(p,€) ot p =yl , &= € St et on pose

Fp) = / F(p.€)de
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3.1. EXTENSION DE CERTAINES INEGALITES DE HARDY

alors

o) = [ oo | o

U, "

1
= n/ P~ f(p)dp,
UnT 0

ol vy, = W%(F(% + 1))t est le volume de la boule unité et la fonction T est

définie par
I‘(&):/ -l tdt.
0

Dans ce cas

roz—n T - p %
P f(p)dp| dx
0

,roc—n s -
/ p" " f(p)dp
Un 0

P\
dr)
> n—14+p(a—n+1),,—p 1 " n—17p
= |\nw [ 7 v, = | " f(p)dp
0

r

] (Hyf) (@) 2y =

PoN#
dr)
>1

Toz—n-l—l-l—nT_l(Hl(pnflT))(r) Y

alors

el )l = ek~ /oo
—mwa</

e e 7| o
=t ([T

pdr)p
P r)}pdr>

— nvo,” [r (Hy (0" ) (1) | (0.00)

D =

Hy(p" ' ]))(r)

=

\

ot vy = . — =2 . D’apres (2.10) du théoreme (2.1.5) , on obtient

o n—1r ar n—17p 1 -
I () ) 00 < ™0™ F 0 (—aﬁ;)
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3.1. EXTENSION DE CERTAINES INEGALITES DE HARDY

pour&l—a—p—<pl Donc

ol Tr a1 n—17p 1 ! 1 _L/

el (B f) @), < 1 5 F (—aﬁ;) nbun?
1 —1

< I T (—al—i-Z?) nhon?

00 . % 1 -1 , L
= (/ ro‘p+"1]f(r)|pdr) <—a1 + —/) nevy "
0 p

En vertu de ["inégalité de Hardy , on a :

=l 1o 5>d§\

Sn—l

< /S RUCGIL:

< ([ e o i) (mess

- ( / 10 dé) ’ ()

On utilise cette estimation et on revient aux coordonnées cartésiennes.

Alors

21 (H1 ) ()] e, < ( a+z>_ln;vn5 (/“’Taml /S N (r,f)l”dfdr)’l’
:n( ) (/ / \fr§>|>”d§dr);

(el () |T“f(x)|pdx)p

(F242) el iy

d’ot
a(TT. —o 1 - e
2 [*(HLf) @) |2y, < (= o Iz ]* f (@) | 2, gmy -

/
<
Avec les mémes arguments que (3.4) on démontre (3.5). O
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3.1. EXTENSION DE CERTAINES INEGALITES DE HARDY

Remarque 3.1.1 :
En utilisant ce raisonnement , on peut obtenir (3.1) et (3.2) .

Soit n =1, alors on a
I'={yeR; |y <r}=[—|z||]]

et mesl = 2|x| on pose

—~ 1
(Hif)(x) = 20l S f(y)dy
1 || p
= m e f(y) Y
et
— 1
(Haof)(x) := o0z S f(y)dy
1
_ d
5 / L
d’otu
st < z% ;
__ 1\ !
el RNty < (~at ) el @)
et
St o > ]% ;

(L) @) 1,5 < (a - %) 1] f (@) 2,0, =
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3.2. UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE INTEGRALE
SIMILAIRE A L’INEGALITE DE HARDY

3.2 Une généralisation de 'inégalité intégrale
similaire a 1’'inégalité de Hardy

En 1920 Hardy [2] pose l'inégalité suivant .

[ (22 s (2 [ o

telle que f >0 , p>1et F(z /f t)dt .

EN 2012 Sulaiman [6] présente d’inégalités similaires suivantes .

p/ab (@)pdm (b—a)p/ab (@)p(m—/&b (1—%>pfp(x)dx (1)

telle que f >0 en [a,b] C (0,00) , p>1 et F(x / f(t)

p/ab (F;a:))deZ (1__> /fpdm——/ 2)dz 2)

telle que f >0 en [a,b] C (0,00) ,0<p <1, et F(x /f

et en 2013 Banyat Sroysang a généralisé [1] .

Théoréeme 3.2.1 : Suppose f > 0 sur [a,b] C (0,00), etp > 1,49 >0
Jdéfinie par :

- [ e
p/aijq /fp d —/b(x_aqpf (2)da

alors
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3.2. UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE INTEGRALE
SIMILAIRE A L’INEGALITE DE HARDY

Preuve:

1 _
Notez que — + P—2_ 1.par Uhypothese et l'inégalité de Holder ,nous avons

/jwdm = /abm_q(f(t)dt)pdx.

x4

VAN
m\@
&I

fp(t)dt) (z —a)’ " da.
_ / b / " (2 — a)P " (b dtda
_ / b /t 0 — ) ()b (Fubini)

et puis

/ab F(;Z)pdx < /ab /tbtq (z — )" f2(t)dudt.
- /ab t79fP(t) (/tb (x —a)’" dx) dt.
. /ab £ f7(t) ((b —a)f ; Ui a>p) dt.
- ]1; ((b —a)” /ab f’;gt) dt — /ab (t_t—qa)pfp(t)dt> : =

Théoréeme 3.2.2 suppose f > 0 sur [a,b] C (0,00),et 0 < p < 1,q > 0

définie par :

F(z) = / F(t)dt

alors

b p _\P b
p/F<I)dx2<b @) /fpdx—b—lq b(:c—a)pfp(x)dx
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3.2. UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE INTEGRALE
SIMILAIRE A L’INEGALITE DE HARDY

Preuve:
1 -1

Notez que — + P—2 _ L.par U’hypothése et [inégalité [inverse de Hélder
p p

,NOUS AVONS

/abMd:v = /abx_q(f(t)dt)pdx.

x4

VAN
D\&
&I

fp(t)dt) (z —a)’ " da.

— /ab /j 7 (z — a)’" fP(t)dtdz.
_ / b /t " o — ) P (t)dtede( Pubing )

et puis

/bF(m)pdx > /b bbq — )" fP(t)dadt.

oz [ [y
_ p / ot ( /t - a)y! d:v) dt.
R

abfp ((b—a) (t—a)p>dt‘

_ %(b_a /fp £t — /(t—a)”fp(t)dt).

Corollaire 3.2.1 :

Suppose f > 0 sur [a,b] C (0,00) définie par :

- / " @)t
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3.2. UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE INTEGRALE
SIMILAIRE A L’INEGALITE DE HARDY

(1) sip>1 alors

p/a*’ (Fix))pd$§ (b_a)p/ab (@)Pd:ﬁ_/@b (1_%>pfp<x)dx

(ii) si0 <p <1 alors

b

p/ab (%x))pdx > (1- %)p/ab frdr — blp @ ay Py
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Conclusion

Le but de se travail est le présenté,quelques inégalités intégrales similaires

de Hardy, comme de (1) et (2) du chapitre 3. En suite elle put étre généralisée
b p
F
/ ( (a:)) dz,
. x
b P
F
/ < (z) ) dz,
« \9(7)

st on remplace

par

avec g > 0.
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