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Introduction

L’objectif de travail est de donner quelques résultats concernant l’inégalité

intégrale de Hardy.

-Ce travail est divisé en trois chapitres .

dans le première chapitre , on donne des définitions , des théorèmes , des

exemples et des inégalités intégrales (Hölder , Minkowski) dans l’espace de

Lebesgue classique Lp . Dans le deuxième chapitre , on considéré les inégalités

classiques de Hardy , et dans le troisième chapitre on se propose d’étendre les

inégalité intégrale que sont définis dans (0.∞) à R et Rn et généralisé avec

quelques inégalités intégrales .

Mots clés : Inégalités de Hölder, Inégalité de Minkowski, Inégalités de

Hardy.
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Chapitre 1

Définitions et inégalités intégrales

1.1 définition

Notions :

1. On note par e le sous ensemble de Ω de mesure nulle.

1)’ On note par p.p pour dire presque partout .

2. On définit le support d’un fonction continue f par :

3. L’ensemble des fonctions continues sur Rn est noté par C(Rn) .

1.1.1 Lemme de Fatou

Lemme 1.1.1 (lemme de Fatou)

Soit (fn)n une suite de fonctions mesurable non négatives et convergente ,

Alors f(x) = lim
n7→∞

fn(x) est mesurable et de plus :∫
Ω

f(x)dx ≤ lim
n7→∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx (1.1)

. Démonstration: : voir [2][4] �

Théorème 1.1.1 (convergence monotone) :

Soit (fn)n une suite décroissante de fonctions mesurables qui converges vers
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1.1. DÉFINITION

f(x) alors f et mesurable et

lim
n7→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx (1.2)

. Démonstration: : voir [2][4] �

Théorème 1.1.2 (convergence dominée) :

Soit(fn)n une suit des fonctions mesurables qui converge presque partout vers

f(x) .S’il existe une fonction G(x) intégrale et non négative tel que

|f(x)| ≤ G(x) pur tout n,alors

|fn(x)| ≤ G(x)

et

lim
n7→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx (1.3).

Démonstration: : voir [2][4] �

1.1.2 Théorème de Fubini

Théorème 1.1.3 (théorème de Fubini)

soit E un ensemble mesurable de Rn(E ⊂ Rn) et F ⊂ Rm (un ensemble

mesurable) et la fonction f(x, y) sur E×F .Alors pour presque tout les y ∈ F

f(x, y) est intégrable sur E et :∫
E×F

f(x, y)dxdy =

∫
E

(

∫
F

f(x, y)dy)dx =

∫
F

(

∫
E

f(x, y)dx)dy (1.4)

. Démonstration:voir [2][4] �

Conséquence 1.1.1 :

Si f(x, y)est mesurable sur E × F et est finie l’une des intégrales :

∫
E

(

∫
F

|f(x, y)|dy)dx,

∫
F

(

∫
E

|f(x, y)|dx)dy.

alors toutes les intégrales de(1.4) existent et de plus (1.4)est vérifiée.
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1.1. DÉFINITION

Remarque 1.1.1 :

Si f n’est pas intégrable sue E ×F ,alors les intégrales itérées peuvent ne pas

exister ou exister et être différentes.

Exemple 1.1.1 :n=m=1

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2

)
dy)dx =

π

4

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2

)
dx)dy = −π

4

Définition 1.1.1 :

Soit Ω ⊂ Rn , un ensemble mesurable avec 0 < p <∞ et soit :

f : Ω −→ C . on dit que f ∈ LP (Ω) si :

1. f est mesurable sur Ω .

2. ‖f‖LP (Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

<∞

Remarque 1.1.2 :

LP (Ω) désigne l’espace des fonctions et ‖f‖LP (Ω) sont des semi-normes

Exemple 1.1.2 :Soit

f(x) =

{
1 six ∈ E1

−1 six ∈ E/E1

avec E1 ⊂ E,E1 non mesurable,alors

(1) n’est pas vérifiée.

(2) ‖f‖Lp(E)
=

(∫
dx

)1/p

= |E|1/p <∞,donc f /∈ Lp(E).
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1.1. DÉFINITION

Définition 1.1.2 :

Soit Ω ⊂ Rnun ensemble mesurable, f : Ω→ C

sup
x∈Ω

vraif(x) = inf
e∈Ω

sup
x∈Ω/e

f(x); (1.5)

inf
x∈Ω

vraif(x) = sup
e∈Ω

inf
x∈Ω/e

f(x); (1.6).

Définition 1.1.3 :

Soit Ω ⊂ Rn mesurable et soit f : Ω→ C, si|Ω| > 0.

On dit que f ∈ L∞ si f et mesurable et

‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

vrai|f(x)| <∞. (1.7).

Remarque 1.1.3 :

On pose ‖f‖L∞(Ω) = 0 , pour|Ω| = 0.

Théorème 1.1.4 :(Théorème de Riesz)

Soit Ω un ensemble mesurable et f une fonction mesurable sur Ω ,alors :

lim
p→∞
‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖L∞(Ω). (1.8).
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1.1. DÉFINITION

Démonstration: :

1. Si |Ω| = 0 , alors ‖f‖L∞(Ω) = 0 voir remarque (1.1.3),on a :

∀p > 0 , ‖f‖Lp(Ω) = 0 (propriété de l’intégrale de Lebesgue).

2. Si 0 < |Ω| <∞, on pose M = ‖f‖L∞(Ω) , on distingue trois cas :

a) M = 0

donc ‖f‖L∞(Ω) = 0 ce qui donne f = 0 presque partout , et donc

‖f‖Lp(Ω) = 0

b) 0 < M <∞

donc on a ‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω)(|Ω|)
1
p

d’où

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) ≤ lim
p−→∞

(|Ω|)
1
p‖f‖L∞(Ω),

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) ≤M. (1.9)

Considérons maintenant les ensemble Ωε = {x/|f(x)| ≥M − ε} ∀ε > 0,

on a |Ωε| > 0

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

≥
(∫

Ωε

|f |pdx
) 1

p

≥ (M − ε)(|Ωε|)
1
p ,

on obtient ‖f‖Lp(Ω) ≥ (M − ε)(|Ωε|)
1
p , en faisant tendre ε −→ 0, on

obtient ‖f‖Lp(Ω) ≥M(|Ωε|)
1
p , et par suite on a :

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) ≥M (1.10)

de (1.9) et (1.10) , on a :

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) = lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) = limp−→∞‖f‖Lp(Ω).

Et par conséquent

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖L∞(Ω).
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

c) M =∞ , on pose ΩN = {x/|f(x)| ≥ N} , ∀N > 0 , et donc |ΩN | > 0

, d’où

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

≥
(∫

ΩN

|f |pdx
) 1

p

≥ N(|ΩN |)
1
p ,

et

limp−→∞‖f‖Lp(Ω) ≥ N , ∀N > 0,

et donc limp−→∞‖f‖Lp(Ω) =∞ = M

lim
p−→∞

‖f‖Lp(Ω) = M.

3. Si |Ω| = ∞ , alors l’égalité (1.9) n’est pas vérifie , en effet si f = 1 ;

on a :

‖f‖Lp(Ω) = sup
x∈Ω

vrai|f(x)| = 1 ,

et par suite :

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

dx

) 1
p

=∞. �

1.2 Inégalités de Hölder :

1.2.1 Inégalités de Young

1er cas :
Soit P ≥ 1 , alors

∀a, b ≥ 0 ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (1.11)

avec 1
p

+ 1
q

= 1.

Démonstration: :

On prend la fonction

ϕ(t) =
t

p
+
t−

1
p−1

q
, ∀t > 0,
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

et on doit montrer que ϕ(t) ≥ ϕ(1) = 1 pour t > 1 et ϕ(t) ≤ ϕ(1) = 1 pour

0 < t < 1 on a :

ϕ′(t) =
1

p
− 1

p− 1

1

q
t−

1
p−1
−1

=
1

p
− 1

q
t−

1
p−1
−1

=
1

p
(1− t−q)

ϕ
′
(t) = 0 nous donnes t = 1, donc t = 1 est un extrémum ;mais comme

la fonction ϕ est croissante sur l’intervalle [1;∞) ( en effet si ϕ′ > 0 nous

donnes > 0 d’où t−q < 1 et comme q > 1 alors t > 1 ) ; ϕ et aussi décroissante

sur (0; 1] . Alors t=1 est un minimum sur [1;∞) d’où :

ϕ(t) ≥ ϕ(1) , pour t > 1.

Maintenant , posons t =
ap−1

b
, donc :

t−
1
p−1

q
=

1

qt
1
p−1

=
1

q(a
p−1

b
)

1
p−1

=
b

1
p−1

qa
=

1

q

bq−1

a

d’où :

ϕ(t) =
t

p
+
t−

1
p−1

q

=
ap−1

bp
+
bq−1

qa

=
1

p

ap

ab
+

1

q

bq

ab

=
1

ab

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ ϕ(1)

= 1

Finalement on trouve

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

2me Cas :

Pour 0<p<1 , on a :

∀a, b ≥ 0, ab ≥ ap

p
+
bq

q
. (1.12). �

Corollaire 1.2.1 :

Soit p, q, r > 1 tel que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors :

∀A,B ≥ 0, (AB)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq. (1.13)

Démonstration: :

Comme 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors 1 = 1

p/r
+ 1

q/r
, et on applique l’inégalité (1.11) avec

a = Ar et b = Br on trouve :

(AB)r = ab ≤ ap/r

p/r
+
bq/r

q/r
=
r

p
Ap +

r

q
Bq. �

Lemme 1.2.1 :

Soit Ω un ensemble mesurable , si les fonction f : Ω −→ R et g : Ω −→ R

sont mesurable sur Ω, et g est non négative , alors :

inf
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx ≤
∫

Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx. (1.14)

Démonstration: :

Soit e ⊂ Ω tel que |e| = 0 , alors∫
Ω

fgdx =

∫
Ω/e

fgdx ≤ sup
Ω/e

f(x)

∫
Ω

gdx,

alors ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
Ω/e

f(x)

∫
Ω

g(x)dx,

d’où ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ inf
x∈Ω

sup
x∈Ω/e

f(x)

∫
Ω

g(x)dx = sup
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx

D’une manière analogue on montre l’autre inégalité de (1.14). �
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

Corollaire 1.2.2 :

Soit Ω un ensemble mesurable , si les fonctions f : Ω −→ C et g : Ω −→ C

sont mesurable sur Ω, et f ∈ L∞(Ω), g ∈ L1(Ω), alors :∣∣∣∣∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(Ω)‖g‖L1(Ω). (1.15)

Démonstration: :

∣∣∣∣∫
Ω

fgdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|fg|(x)dx

≤ sup
x∈Ω

vrai|f(x)|
∫

Ω

|g|dx

≤ ‖f‖L∞(Ω)‖g‖L1(Ω) �

Théorème 1.2.1 : (Inégalité de Hölder)

Soit Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable , et 0 < p ≤ ∞ , f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω)

avec 1
p

+ 1
q

= 1 , alors :

(i) Si 1 ≤ p ≤ ∞∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω). (1.16)

(ii) Si 0 < p < 1 et avec |Ω| > 0 , et ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0∫
Ω

|fg|dx ≥ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω). (1.17)

Démonstration: :

(i)

(1) 1 ≤ p < ∞ , on applique le lemme (1.2.1) avec a =
|f(x)|
‖f‖Lp(Ω)

, et

b =
|g(x)|
‖g‖Lq(Ω)

,
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

on a

ab =
|f(x)g(x)|

‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

≤ 1

p

|f(x)|p

‖f‖pLp(Ω)

+
1

q

|g(x)|q

‖g‖qLq(Ω)

∫
|f(x)g(x)|

‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

≤ 1

p

∫
|f(x)|p

‖f‖pLp(Ω)

dx+
1

q

∫
|g(x)|q

‖g‖qLq(Ω)

dx

=
1

p
+

1

q
= 1

d’où l’inégalité (1.16) .

(i) p =∞ ; voir corolaire 1.2.2

(ii) 0 < p < 1 , un raisonnement analogue au précédent avec une application

de (1.12) nous donne l’inégalité(1.17) �.

Corollaire 1.2.3 :

Soit p > 0 , p1 ≤ ∞ , −∞ ≤ p2 ≤ ∞ et 1
p1

+ 1
p2

= 1
p
, alors

(i) Si p ≤ p1

‖fg‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp1(Ω)‖g‖Lp2(Ω) (1.18)

(ii) Si p > p1 et avec|Ω| > 0, et∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0.

‖fg‖Lp(Ω) ≥ ‖f‖Lp1(Ω)‖g‖Lp2(Ω) (1.19)

Démonstration:

(i) Si p ≤ p1,on désigne par

A =

(∫
Ω

|F (x)G(x)|dx
)1/p

avec F (x) = |f(x)|p et G(x) = |g(x)|p, et on applique l’inégalité (1.16) avec

1
p1

p

+
1
p2

p

= 1
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

donc

A ≤
(∫

Ω

|F (x)|
p1
p dx

) p
p1
. 1
p
(∫

Ω

|G(x)|
p2
p dx

) p
p2
. 1
p

≤
(∫

Ω

|f(x)|p1dx

) 1
p1
(∫

Ω

|g(x)|p2dx

) 1
p2

= ‖f‖Lp1 (Ω)‖g‖Lp2 (Ω)

(ii) Si p > p1 et avec |Ω| > 0,et ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0 ,de manière analogue on

montre (1.19) on utilisant l’inégalité (1.17). �

Proposition 1.2.1 :

Soit pi ∈]1,∞[, i = 1, 2, ...., k ,et 1 < r <∞ tel que 1
p1

+ 1
p2

+ .... 1
pk

= 1
r

(les pi sont dits r conjugués) , fi ∈ Lpi(Ω),alors

f =
k∏
i=1

fi ∈ Lr(Ω) et ‖f‖Lr(Ω) ≤
k∏
i=1

‖fi‖Lpi (Ω) (1.20).

Corollaire 1.2.4 :

Soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞,alors

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖αLp1 (Ω)‖f‖1−α
Lp2 (Ω) (1.21)

où α ∈ (0, 1),et tel que 1
p

= α
p1

+ 1−α
p2

Démonstration:

1) Soit p2 <∞,on prend p
p

= αp
p1

+ p(1−α)
p2

,et on applique l’inégalité de Hölder

(avec F (x) = |f(x)|pαet G(x) = |g(x)|p(1−α)),on trouve∫
Ω

|f |p =

∫
Ω

|f |pα|f |p(1−α)dx

≤
(∫

Ω

|F (x)|
p1
pαdx

)αp
p1

(∫
Ω

|G(x)|
p2

p(1−α)dx

) p(1−α)
p2

≤
(∫

Ω

|f |αp
p1
αpdx

)αp
p1

(∫
Ω

|g|(1−α)p
p2

(1−α)pdx

) (1−α)p
p2
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1.2. INÉGALITÉS DE HÖLDER :

on élève à la puissance 1
p
les deux membres de la dernière inégalité,

on trouve :

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|f(x)|p1dx

) α
p1

(∫
Ω

|f(x)|p2dx

)1− α
p2

d’où

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖αLp1 (Ω)‖f‖1−α
Lp2 (Ω)

2) Si P2 =∞ et donc αp
p1

= 1 , alors on a∫
Ω

|f(x)|pdx =

∫
Ω

|f(x)|αpdx|f(x)|(1−α)pdx

≤ ‖|f |αp‖L1(Ω) ‖|f |
(1−α)p‖L∞(Ω)

=

∫
Ω

|f(x)|αpdx‖f‖(1−α)p
L∞(Ω)

=

∫
Ω

|f(x)|p1dx‖f‖(1−α)p
L∞(Ω)

= ‖f‖p1

Lp1 (Ω)‖f‖
(1−α)p
L∞(Ω)

= ‖f‖αpLp1 (Ω)‖f‖
(1−α)p
L∞(Ω) . �

Corollaire 1.2.5 :

soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞,alors ∀ε > 0 on a

‖f‖Lp(Ω) ≤ αα (1− α)1−α =
(
ε1−α‖f‖Lp1 (Ω) + ε−α‖f‖Lp2 (Ω)

)
(1.22)

où α ∈ (0, 1)et tel 1
p

= α
p1

+ 1−α
p2
.

Démonstration: :

l’inégalité (1.22) d’écoule de l’inégalité (1.21) si on prend en considération

‖f‖αLp1 (Ω)‖f‖1−α
Lp2 (Ω) =

(
ε1−α‖f‖Lp1 (Ω)

)α (
ε−α‖f‖Lp2 (Ω)

)1−α
�

et on utilisant aussi l’inégalité (1.11)
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1.3. INÉGALITÉ DE MINKOWSKI

1.3 Inégalité de Minkowski

Théorème 1.3.1 :(Inégalité de Minkowski)

Soit Ω ∈ Rn,un ensemble mesurable,1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω),alors :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω) (1.23)

Démonstration: :

1) Si p = 1

‖f + g‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|f + g|dx ≤
∫

Ω

|f |dx+

∫
Ω

|g|dx = ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

2) Si 1 < p <∞

∫
Ω

|f + g|pdx =

∫
Ω

|f + g||f + g|p−1dx.

≤
∫

Ω

|f ||f + g|p−1dx+

∫
Ω

|g||g + f |p−1dx.

On applique l’inégalité de Hölder :∫
|f + g|pdx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖|f + g|p−1‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)‖|f + g|p−1‖Lp(Ω)

avec 1
p

+ 1
q

= 1,et donc q = p
p−1

,alors :

‖|f + g|p−1‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f + g|p−1 p
p−1dx

) p
p−1

.

=

((∫
Ω

|f + g|pdx
) 1

p

dx

)p−1

= ‖f + g‖p−1
Lp(Ω)
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1.3. INÉGALITÉ DE MINKOWSKI

d’où ∫
Ω

|f + g|pdx ≤ ‖f + g‖p−1
Lp(Ω)

(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
.

on déduit que :

‖f + g‖pLp(Ω) ≤ ‖f + g‖p−1
Lp(Ω)

(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
.

Et par conséquent

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

3) Si p =∞ Soit f, g ∈ L∞(Ω),alors on a l’inégalité suivante :

‖f + g‖L∞(Ω)≤ ‖f‖L∞(Ω) + ‖g‖L∞(Ω). �

Corollaire 1.3.1 :

Soient m ∈ N , et fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ {1, 2, ...,m},

1 ≤ p ≤ ∞ ∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.24)

Démonstration: :

Par récurrence.

1) pour k = 1 vérifie

2) Soit m ∈ N supposent que∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)

et montrer que l’inégalité pour m+ 1 on a∥∥∥∥∥
m+1∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

=
m∑
k=1

‖fk + fk+1‖Lp(Ω)
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1.3. INÉGALITÉ DE MINKOWSKI

et d’après l’inégalité

‖f + g‖Lp(Ω)≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

donc : ∥∥∥∥∥
m+1∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑
k=1

(
‖fk‖Lp(Ω) + ‖fk+1‖Lp(Ω)

)

≤
m+1∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) . �

Corollaire 1.3.2 : (Inégalité de Minkowski pour les sommes

infinies)

Soit fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ N tel que
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)< ∞ , 1 ≤ p ≤ ∞ ,

alors ∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.25)

Démonstration: :

On suppose que
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)<∞ .

A l’aide du critère de Cauchy pour les séries numérique on montre que la

somme Sm =
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) est une suite de Cauchy et puisque Lp et complet

on déduit

lim
m→∞

Sm =
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)

on passe a la limite quand m → ∞et en vertu de la continuité des semi

normes
∑m

k=1 fk →→
∑∞

k=1 fk , lorsque m→∞, implique∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) . �

Théorème 1.3.2 :

Soit 0 < p < 1,et Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable,et f, g ∈ Lp(Ω),
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1.3. INÉGALITÉ DE MINKOWSKI

alors :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ 2
1
p
−1
(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
. (1.26)

Démonstration: :

on utilise triviale ∀a, b > 0.

(a+ b)p ≤ c (ap + bp) . (1.27)

avec c = max(1, 2p−1) et donc pour 0 < p < 1, c = 1.On applique cette

inégalité avec a = |f | et b = |g|,on obtient :

‖f + g‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f + g|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|f |pdx+ |g|pdx
) 1

p

.

on applique l’inégalité(1.28) avec c = max(1, 2p−1) = 2p−1 et donc :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ 2p−1

((∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

+

(∫
Ω

(|g|pdx
) 1

p

)
≤ 2p−1

(
‖f‖Lp(Ω)+‖g‖Lp(Ω)

)
�

Lemme 1.3.1 :

Soit ai > 0, i = 1, ...,m ,alors on a l’inégalité suivante :(
m∑
k=1

ai

)p

≤ c

(
m∑
k=1

api

)
(1.28)

avec c = max(1,mp−1)

Démonstration: : voir [6] �

Corollaire 1.3.3 :

Soit 0 < p < 1,alors

‖
m∑
k=1

fk‖Lp(Ω) ≤ m
1
p
−1

m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.29)
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Chapitre 2

Inégalité classique de Hardy

2.1 Inégalité classique de Hardy

Théorème 2.1.1 Soient p > 1,f(x) ≥ 0, f ∈ Lp(0,∞)(x > 0) et

fp ∈ L1(0,∞).F (x) une fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x > o :

alors ∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))p dx (2.1)

avec f 6= 0.La constante
(

p

p− 1

)p
est optimale. Pour le preuve du théorème

on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Si p > 1,f ∈ Lp(0,a),∀a ≥ xet

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt;

alors

F (x) = O(x
1
p′ )

pour x suffisamment petit.
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2.1. INÉGALITÉ CLASSIQUE DE HARDY

preuve du lemme :

d’après l’inégalité de Hölder

(F (x))p ≤
∫ x

0

(f(t))p dt

(∫ x

0

dt

)p−1

= xp−1

∫ x

0

(f(t))p dt

d’où

F (x) = O
(
x

1
p′
)

preuve du théorème :

Si 0 < ξ < η,on a

(F (x))p = − 1

p− 1

∫ η

ξ

(F (x))p
(
d

dx
x1−p

)
dx

=
ξ1−pF p(ξ)

p− 1
− η1−pF p(η)

p− 1
+

p

p− 1

∫ η

ξ

x1−p (F (x))p−1 f(x)dx

d’après le lemme (2.1.1)

ξ1−pF (ξ) −→ 0quand fp est intégrable et ξ −→ o, d’où∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

∫ η

0

(
F (x)

x

)p−1

f(x)dx

≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p′
(∫ η

0

(f(x))p dx

) 1
p

donc :∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p′
(∫ η

0

(f(x))p dx

) 1
p

(2, 2)

Si f(x) est non nulle sur (0, η) , le nombre gauche de (2,2) est strictement

positif , d’où de (2,2) on déduit∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ η

0

(f(x))p dx (2, 3)

quand η −→∞ on obtient (2,1) , sauf que < est remplacé par ≤ .

En particulier , l’intégrale du membre gauche de (2,1) est fini .
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2.1. INÉGALITÉ CLASSIQUE DE HARDY

Par conséquent , toutes les intégrales dans (2,2) sont finies lorsque η tend

vers ∞ et∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

{∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p′
(∫ ∞

0

(f(x))p dx

) 1
p

(2, 4)

dans (2, 4) le signe ≤ peut être remplacé par < , à moins que x−p(F (x))p et

(f(x))p soient effectivement proportionnelles .

Ceci transformerait f(x) en une puissance de x , alors si f est non nulle , on

déduit de (2,4) ∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))p dx

Pour démontrer que la constante
(

p
p−1

)p
est optimale , on considère la fonc-

tion fε(x),0 < ε < (p− 1)/p définie par :

fε(x) =

{
0, si x ∈ (0; 1)

x−ε−
1
p , si x ∈ [1;∞)

on trouve que ∫ ∞
0

(
x−1

∫ x

0

fε(x)dt

)p
dx =

1

εp
(
−ε− 1

p
+ 1
)p

∫ ∞
0

(fε(t))
p dt =

1

εp

Si la constante
(

p

p− 1

)p
dans(2.1)n’est optimale ,alors ,il existe une constante

K avec K <

(
p

p− 1

)p
te que (2.1)reste valable si l’on remplace

(
p

p− 1

)p
par K.

En particulier ,on a∫ ∞
0

(
x−1

∫ x

0

fε(x)dt

)p
dx ≤ K

∫ ∞
0

(fε(t))
p dt

et puis
1

εp
(
−ε− 1

p
+ 1
)p < K

1

εp
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2.1. INÉGALITÉ CLASSIQUE DE HARDY

il s’ensuit que
(

p

p− 1

)p
≤ K,quand ε −→ 0,de Cette contradiction on dé-

duit que
(

p

p− 1

)p
est la constante optimale dans (2.1). Le théorème (2.1) et

prouvé �

Théorème 2.1.2 Soient p > 1,f(x) ≥ 0,et fp ∈ L1(0,∞)(x > 0) et

f ∈ Lp(0,∞).F (x) une fonction définie par :

F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, x > o :

alors ∫ ∞
0

(F (x))p dx < pp
∫ ∞

0

(xf(x))p dx (2.5)

avec f 6= 0.La constante pp est optimale. la preuve est analogue à (2.1).

Théorème 2.1.3 Soient p > 1,α 6= 1 , 0 <

∫ ∞
0

t−α (tf(t))p dt < ∞et

F (x)une fonction définir par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (α > 1) ;F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (α < 1) ;

alors ∫ ∞
0

x−αF p(x)dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α (tf(t))p dt (2.6).

Preuve:voir [5] �

Théorème 2.1.4 :

soient 0 < p < 1, α 6= 1,0 <

∫ ∞
0

t−α(tf(t))pdt < ∞ et F (x) une fonction

définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (α > 1) ;F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (α < 1) ;

alors ∫ ∞
0

x−αF p(x)dx >

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α (tf(t))p dt. (2.7)
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2.1. INÉGALITÉ CLASSIQUE DE HARDY

Preuve:On obtient le même résultat en changeant le signe (voir [5])on consi-

déré la fonction elle même.Dans ce qui suit on se propose de donner d’autre

démonstrations des inégalités classiques de Hardy.

Définition 2.1.1 :

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ , n = 1 , x ∈ (0,∞), on définit :

les deux opérations H1 et H2 définis de la maniéré suivante :

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(y)dy,∀x > 0. (2.8)

(C’est la valeur moyenne de f sur l’intervalle (0, x))

et

(H2f)(x) =
1

x

∫ ∞
x

f(y)dy,∀x > 0. (2.9)

Théorème 2.1.5 :

Soient 1 < p <∞ ,1
p
+ 1
p′

= 1, f(x) ≥ 0, xαf(xz) mesurable sur (0,∞)×(0, 1)

et xαf(xz) ∈ Lp(0,∞) pour presque tous les z ∈ (0, 1),alors

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0,∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0,∞)
; si α <

1

p′
. (2.10)

et

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0,∞)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0,∞)
; si α >

1

p′
. (2.11)

1) : Si α < 1
p′

on pose

I = ‖xα(H1f)(x)‖Lp(0,∞)

=

∥∥∥∥∫ x

0

xα−1f(y)dy

∥∥∥∥
Lp(0,∞)
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2.1. INÉGALITÉ CLASSIQUE DE HARDY

posons z = y
x
alors dy = xdz

I =

∥∥∥∥∫ 1

0

xαf(xz)dz

∥∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
∫ 1

0

‖xαf(xz)‖Lp,x(0,∞)
dz

On pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = dt
z

‖xαf(xz)‖Lp,x(0,∞)
=

(∫ ∞
0

xpα|f(xz)|pdx
) 1

p

= z−α−
1
p

(∫ ∞
0

tpα|f(t)|pdt
) 1

p

= z−α−
1
p ‖tαf(t)‖Lp(0,∞)

D’où

I ≤
∫ 1

0

z−α−
1
p‖tαf(t)‖Lp(0,∞)

dz

≤
(

1− 1

p
− α

)−1

‖tαf(t)‖Lp(0,∞)

≤
(

1

p′
− α

)−1

‖tαf(t)‖Lp(0,∞)

2) : Si α > 1
p′
de maniéré analogue on démontre l’inégalité (2.11). �
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Chapitre 3

Éxtension et généralisation de
certaines inégalités intégrale

3.1 Éxtension de certaines inégalités de Hardy

I . Éxtension à R :

On pose

(H̃1f)(x) :=
1

2x

∫ x

−x
f(y)dy

et

(H̃2f)(x) :=
1

2x

∫
|y|≥x

f(y)dy

Soient 1 ≤ p ≤ ∞ , 1
p

+ 1
p′

= 1 , xαf(xz) mesurable sur R × (−1; 1) et

xαf(xz) ∈ Lp(R) pour presque tous les z ∈ (−1; 1) , alors

i : Si α < 1
p′

, on a :

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖|x|α(f)(x)‖Lp(R)
(3.1)

ii : Si α > 1
p′

, on a :

‖|x|α(H̃2f)(x)‖Lp(R)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖|x|α(f)(x)‖Lp(R)
(3.2).

Dune manière générale la preuve s’effectue le la même manière que celle du

(théorème 2.1.5) .
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Par exemple démontrons (3.1) .

On a ∀x 6= 0 ;

(H̃1f)(x) :=
1

2x

∫ x

−x
f(y)dy =

1

2|x|

∫ |x|
−|x|

f(y)

et

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
=

1

2

(∫
R

∣∣∣∣∣|x|α−1

∫ |x|
−|x|

f(y)

∣∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

.

Pour appliquer l’inégalité intégrale de Minkowsky , on fait un changement de

variable z = y
x
, donc :

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
=

1

2

(∫
R

∣∣∣∣|x|α ∫ 1

−1

f(xz)dz

∣∣∣∣p dx)
1
p

≤ 1

2

∫ 1

−1

(∫
R
||x|αf(xz)|p dx

) 1
p

dz.

Avec le changement de variable t = xz en prenant en compte que

dx = dt
z
,si z > 0 et dx = −dt

z
si z < 0 et en changeant l’ordre d’intégration

, on obtient

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤ ‖|t|αf(t)‖Lp(R)

1

2

∫ 1

−1

|z|−α−
1
pdz. (3.3)

mais on a ∫ 1

−1

|z|−α−
1
pdz =

∫ 0

−1

(−z)−α−
1
pdz +

∫ 1

0

z−α−
1
pdz

= −

[
(−z)

−α+ 1
p′

−α + 1
p′

]0

−1

+

[
z
−α+ 1

p′

−α + 1
p′

]1

0

= 2

(
−α +

1

p′

)−1

donc (3.3) devient

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤ ‖|t|αf(t)‖Lp(R)

(
−α +

1

p′

)−1

.
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C’est à dire :

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤ ‖|x|αf(x)‖Lp(R)

(
−α +

1

p′

)−1

. �

II . Éxtension à Rn :

Soient x ∈ Rn , r = |x| > 0 , Br = {y ∈ Rn ; |y| < r} , 1 ≤ p ≤ ∞ , f(x)

une fonction mesurable sur Br . Considérons les deux opérateurs suivante :

(H̃1f)(x) :=
1

mesBr

∫
Br

f(y)dy

et

(H̃2f)(x) :=
1

mesBr

∫
Rn\Br

f(y)dy

Théorème 3.1.1 :

Soient 1 ≤ p ≤ ∞ , 1
p

+ 1
p′

= 1 et f(r, ξ) ∈ Lp(Sn−1) ( où Sn−1 désigne la

sphère unité dans Rn ), alors

i : Si , α < n
p′

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤
(
−α
n

+
1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
(3.4)

ii : Si α > n
p′

‖|x|α(H̃2f)(x)‖Lp(R)
≤
(
α

n
− 1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
. (3.5)

Preuve:

On démontre l’inégalité (3.4) .

On introduit les coordonnées sphériques (coordonnées polaire dans Rn)

(ρ, ξ) où ρ = |y| , ξ = y
|y| ∈ Sn−1 et on pose

f(ρ) =

∫
Sn−1

f(ρ, ξ)dξ
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alors

(H̃1f)(x) =
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1dρ

∫
Sn−1

f(ρ, ξ)dξ

=
1

vnrn

∫ r

0

ρn−1f(ρ)dρ,

où vn = π
n
2 (Γ(n

2
+ 1))−1 est le volume de la boule unité et la fonction Γ est

définie par

Γ(δ) =

∫ ∞
0

tδ−1e−tdt.

Dans ce cas

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
=

(∫
Rn

∣∣∣∣rα−nvn

∫ r

0

ρn−1f(ρ)dρ

∣∣∣∣p dx) 1
p

=

(
nvn

∫ ∞
0

rn−1

∣∣∣∣rα−nvn

∫ r

0

ρn−1f(ρ)dρ

∣∣∣∣p dr) 1
p

=

(
nvn

∫ ∞
0

rn−1+p(α−n+1)v−pn

∣∣∣∣1r
∫ r

0

ρn−1f(ρ)dρ

∣∣∣∣p dr) 1
p

= n
1
pv

1
p
−1

n

(∫ ∞
0

∣∣∣rα−n+1+n−1
p (H1(ρn−1f))(r)

∣∣∣p dr) 1
p

alors

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
= n

1
pv

1
p
−1

n

(∫ ∞
0

∣∣∣rα−n+1+n−1
p (H1(ρn−1f))(r)

∣∣∣p dr) 1
p

= n
1
pv
− 1
p′

n

(∫ ∞
0

∣∣∣rα−n−1
p′ (H1(ρn−1f))(r)

∣∣∣p dr) 1
p

= n
1
pv
− 1
p′

n

(∫ ∞
0

∣∣rα1(H1(ρn−1f))(r)
∣∣p dr) 1

p

= n
1
pv
− 1
p′

n ‖rα1(H1(ρn−1f))(r)‖Lp(0.∞),

où α1 = α− n−1
p′

. D’après (2.10) du théorème (2.1.5) , on obtient

‖rα1(H1(ρn−1f))(r)‖Lp(0.∞) ≤ ‖rα1ρn−1f(r)‖Lp(0.∞)

(
−α1 +

1

p′

)−1
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pour α1 = α− n−1
p′

< 1
p′

. Donc

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤ ‖rα1ρn−1f(r)‖Lp(0.∞)

(
−α1 +

1

p′

)−1

n
1
pv
− 1
p′

n

≤ ‖rα1+n−1f(r)‖Lp(0.∞)

(
−α1 +

1

p′

)−1

n
1
pv
− 1
p′

n

=

(∫ ∞
0

rαp+n−1|f(r)|pdr
) 1

p
(
−α1 +

1

p′

)−1

n
1
pv
− 1
p′

n

En vertu de l’inégalité de Hardy , on a :

|f(r)| =
∣∣∣∣∫
Sn−1

f(r, ξ)dξ

∣∣∣∣
≤
∫
Sn−1

|f(r, ξ)| dξ

≤
(∫

Sn−1

|f(r, ξ)|p dξ
) 1

p

(mesSn−1)
1
p′

=

(∫
Sn−1

|f(r, ξ)|p dξ
) 1

p

(nvn)
1
p′ .

On utilise cette estimation et on revient aux coordonnées cartésiennes.

Alors

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(Rn)
≤
(
−α +

n

p′

)−1

n
1
pv
− 1
p′

n

(∫ ∞
0

rαp+n−1

∫
Sn−1

|f(r, ξ)|p dξdr
) 1

p

= n

(
−α +

n

p′

)−1(∫ ∞
0

∫
Sn−1

rn−1(rα |f(r, ξ)|)pdξdr
) 1

p

=

(
−α
n

+
1

p′

)−1(∫
Rn
|rαf(x)|p dx

) 1
p

=

(
−α
n

+
1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(Rn)

d’où

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(Rn)
≤
(
−α
n

+
1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(Rn)
.

Avec les mêmes arguments que (3.4) on démontre (3.5). �
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Remarque 3.1.1 :

En utilisant ce raisonnement , on peut obtenir (3.1) et (3.2) .

Soit n = 1 , alors on a

I = {y ∈ R ; |y| < r} = [−|x|; |x|]

et mesI = 2|x| on pose

(H̃1f)(x) :=
1

2|x|

∫
[−|x|;|x|]

f(y)dy

=
1

2|x|

∫ |x|
−|x|

f(y)dy

et

(H̃2f)(x) :=
1

2|x|

∫
R\[−|x|;|x|]

f(y)dy

=
1

2|x|

∫
y>|x|

f(y)dy

d’où

si α < 1
p′
;

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤
(
−α +

1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
.

et

si α > 1
p′
;

‖|x|α(H̃1f)(x)‖Lp(R)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
. �
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3.2. UNE GÉNÉRALISATION DE L’INÉGALITÉ INTÉGRALE
SIMILAIRE À L’INÉGALITÉ DE HARDY

3.2 Une généralisation de l’inégalité intégrale
similaire à l’inégalité de Hardy

En 1920 Hardy [2] pose l’inégalité suivant .∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

fp(x)dx

telle que f ≥ 0 , p > 1 et F (x) =

∫ x

0

f(t)dt .

EN 2012 Sulaiman [6] présente d’inégalités similaires suivantes .

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

(
f(x)

x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
fp(x)dx (1)

telle que f > 0 en [a, b] ⊆ (0,∞) , p ≥ 1 et F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p ∫ b

a

fpdx− 1

bp

∫ b

a

(x− a)p fp(x)dx (2)

telle que f > 0 en [a, b] ⊆ (0,∞) , 0 < p < 1, et F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

et en 2013 Banyat Sroysang à généralisé [1] .

Théorème 3.2.1 : Suppose f > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞), et p ≥ 1 , q > 0

,définie par :

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

alors

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

fp(x)

xq
dx−

∫ b

a

(x− aqp

xq
fp(x)dx
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Preuve:

Notez que
1

p
+
p− 1

p
= 1.par l’hypothèse et l’inégalité de Hölder ,nous avons

∫ b

a

F (x)p

xq
dx =

∫ b

a

x−q (f(t)dt)p dx.

≤
∫ b

a

x−q

((∫ x

a

fp(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

dt

) p−1
p

)p

dx.

=

∫ b

a

x−q

((∫ x

a

fp(t)dt

) 1
p

(x− a)
p−1
p

)p

dx.

=

∫ b

a

x−q
(∫ x

a

fp(t)dt

)
(x− a)p−1 dx.

=

∫ b

a

∫ x

a

x−q (x− a)p−1 fp(t)dtdx.

=

∫ b

a

∫ b

t

x−q (x− a)p−1 fp(t)dtdx.(Fubini)

et puis∫ b

a

F (x)p

xq
dx ≤

∫ b

a

∫ b

t

t−q (x− a)p−1 fp(t)dxdt.

=

∫ b

a

t−qfp(t)

(∫ b

t

(x− a)p−1 dx

)
dt.

=

∫ b

a

t−qfp(t)

(
(b− a)p − (t− a)p

p

)
dt.

=
1

p

(
(b− a)p

∫ b

a

fp(t)

tq
dt−

∫ b

a

(t− a)p

tq
fp(t)dt

)
. �

Théorème 3.2.2 suppose f > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞),et 0 < p < 1, q > 0

définie par :

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

alors

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≥ (b− a)p

bq

∫ b

a

fpdx− 1

bq

∫ b

a

(x− a)p fp(x)dx
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SIMILAIRE À L’INÉGALITÉ DE HARDY

Preuve:

Notez que
1

p
+
p− 1

p
= 1.par l’hypothèse et l’inégalité l’inverse de Hölder

,nous avons∫ b

a

F (x)p

xq
dx =

∫ b

a

x−q (f(t)dt)p dx.

≤
∫ b

a

x−q

((∫ x

a

fp(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

dt

) p−1
p

)p

dx.

=

∫ b

a

x−q

((∫ x

a

fp(t)dt

) 1
p

(x− a)
p−1
p

)p

dx.

=

∫ b

a

x−q
(∫ x

a

fp(t)dt

)
(x− a)p−1 dx.

=

∫ b

a

∫ x

a

x−q (x− a)p−1 fp(t)dtdx.

=

∫ b

a

∫ b

t

x−q (x− a)p−1 fp(t)dtdx.( Fubini )

et puis∫ b

a

F (x)p

xq
dx ≥

∫ b

a

∫ b

t

b−q (x− a)p−1 fp(t)dxdt.

= b−q
∫ b

a

fp(t)

(∫ b

t

(x− a)p−1 dx

)
dt.

= b−q
∫ b

a

fp(t)

(
(b− a)p − (t− a)p

p

)
dt.

=
b−q

p

(
(b− a)p

∫ b

a

fp(t)dt−
∫ b

a

(t− a)p fp(t)dt

)
. �

Corollaire 3.2.1 :

Suppose f > 0 sur [a, b] ⊆ (0,∞) définie par :

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt
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3.2. UNE GÉNÉRALISATION DE L’INÉGALITÉ INTÉGRALE
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(i) si p ≥ 1 alors

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

(
f(x)

x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
fp(x)dx

(ii) si 0 < p < 1 alors

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p ∫ b

a

fpdx− 1

bp

∫ b

a

(x− a)p fp(x)dx.
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Conclusion

Le but de se travail est le présenté,quelques inégalités intégrales similaires

de Hardy, comme de (1) et (2) du chapitre 3. En suite elle put être généralisée

si on remplace ∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx,

par ∫ b

a

(
F (x)

g(x)

)p
dx,

avec g > 0.
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