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Notations

R : Ensemble des réels.

e R: : R, —{0}.

e R" : Espace vectoriel sur R. des n-uples ordonnés (xq,...,z;,...,2,) , x; € R.

e (' : L’espace des fonctions continues dérivables.

o L2 : {f mesurable et ||f| 2 < oo}

e O, D : Ouvert de R".

e 00 : bord de .

e Nabla V : représenté 'opérateur gradient , Soit U une fonction de R™ dans R le

gradient noté aussi grad U(z) est :

ou ou

e Delta A : Opérateur laplacien. Soit u une fonction, laplacien est :

= 02U
e du
e Dérivée normale : 90 = ﬁ.grad u.
v
of
[ ] fx : %
[ ] fy . 8_y

e At : Le pas de temps.
e le pas h : c’est le pas de millage.

e Noeuds : les point x; de maillage.



Introduction

Les méthodes numériques ont été utilisées depuis 'antiquité pour 1’évolution des quantités
utilisées dans la vie courante. Ces méthodes ont par la suite été formalisées pour traiter certains
problémes précis. En terme modernes le but de ces méthodes est d’évaluer numériquement une
quantité qui est solution d’une équation plus ou moins complexe. De maniére générale, les ap-
proches numériques permettent de résoudre de maniére approchée des problémes ou ’approche
analytique échoue. Notons que les méthodes numériques passent toujours par des discrétisation
des problémes analytiques en des problémes numériques et qu’il existe une infinité des mé-
thodes des discrétisation d’une équation mais le plus couramment utilisées pour résolution des
équations aux dérivées partielles sont : la méthode des volumes finies, la méthode des éléments
finies et la méthode des différences finies.

L’objective principale de ce mémoire est ’application de la méthode des différences finies

sur les différents types des équations aux dérivées partielles (EDP) de deuxiéme ordre.

Ce travail est formalisé principalement en plus d’une introduction et quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne certaines généralités sur les équations aux dérivées par-
tielles et les différents types des conditions aux limites, en plus on présente des rappels sur les
méthodes numériques.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la méthode des différences finies, basé sur la discréti-
sation de maillage, le développement de Taylor et la convergence d’'un schéma numérique.

Dans le troisiéme chapitre nous nous intéresserons a étudier la résolution des EDPs hyper-

bolique, parabolique et elliptique par la méthode de différence finies.



Dans le dernier chapitre on a terminé notre travail par la transformation des systémes des
EDPs en un systéme algébrique qui sera résolu et les résultats sont obtenu grace a MATLAB.

En fin cette thése est cloturée par une bibliographie.



Chapitre 1

Introduction aux équation aux dérivée partielle et quelque méthodes

numériques

Dans ce chapitre nous allons présenté quelques rappelles fondamentaux utilisés

dans notre travail.

I.1 Les équations aux dérivées partielles

Les équations aux dérivées partielles (en abrégé : EDP), C’est le domaine le plus étudié
dans notre carriére universitaire, elles sont essentielles dans la compréhension scientifique pour
les différents domaines physique, chimie, informatique...et mathématique.

Dans cette partie nous présentons certaines généralités simples concernant les EDPs.

Nous visons essentiellement les équations linéaires et quasi-linéaire (a savoir les trois grands
famille : hyperbolique, parabolique et elliptique).

En plus, nous intéressons sur les différents types des conditions ( aux limite, initiale).
Définition 1.1 (application partielle) :

Soit f: R? — R et (zo, o) € R?. On appelle applications partielles associées a f en (g, o)

les deux applications de R dans R obtenues en figeant I'une des variables :

firze fi(x) = f(z,90) et farye foly) = fzo,9)

La notion de dérivée partielle de f en un point (g, yo) est alors particuliérement simple :

il s’agit des dérivées des applications partielles associées & f en (zo, yo)-

4



Chapitre 1 Equation aux dérivée partielle et quelque méthodes numériques

Définition 1.2 (dérivée partielle) :
Soit © C Ja, b[x]c, d[ dans R? et f: Q2 C R? — R une application. Soit (xq,y) € Q

et f1 :]a,b|— R lapplication définie par :

fi(x) = f(zo, %)

On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en (¢, yo) lorsque

f1 est dérivable en xy et on note 0y f(xg,yo). ou encore 9, f(xo, yo) le nombre fi(xo).

Définition 1.3 :
Une équation aux dérivées partielles ou équation différentielle partielle est une équation dont
les solutions sont les fonctions inconnues vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées
partielles. C’est une équation mathématique contenant en plus de la variable dépendante
(u dans les cas suivants) des variables indépendantes (x,y, ...) € R™ et une ou plusieurs dérivées
partielles qu’on peut écrire sous la forme :
ou Ou 0*u O*u

F (x, Yy ooy U, s 8—y, 972 a—yz, ) =0
Définition 1.4 :
On appelle ordre d’'une EDP T'ordre de la plus élevé des dérivées partielles intervenant
dans ’'EDP.
Définition 1.5 :
La dimension d’'une EDP est le nombre de variables indépendantes dont dépend la fonction
inconnue u.
Définition 1.6 :
Une équation aux dérivées partielles est dite linéaire si u et ces dérivées sont linéaire
( On peut écrire sous la forme : L(u) = f

L : Vopérateur linéaire aux dérivées partielles associé a une EDP).

Définition 1.7 :
Une équation aux dérivées partielles est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux

dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction wu.



Chapitre 1 Equation aux dérivée partielle et quelque méthodes numériques

I.1.1 Equation aux dérivées partielles du premier ordre

Définition 1.8 :
Une équation dans laquelle figure une fonction u de plusieurs variables indépendantes (1, ..., x,,)
et des dérivées partielles du premier ordre de u par rapport & ces variables, c¢’est-a-dire une

équation de la forme suivante :

ou ou
Flay, o — 28 =0
(xl’ o Oxy 8xn>

I.1.2 Equation aux dérivées partielles du deuxiéme ordre

On va prendre que la fonction a deux variables
Définition 1.9 :
Soit v une fonction de deux variables = et y. On appelle équation aux dérivées partielles

du deuxiéme ordre une relation de la forme suivante :

( ou Ou O*u 0O%u 82u>
Flxyu

" 0x’ Oy’ 92 Oxdy’ Oy?
Classification des équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre

On considére 'EDP d’ordre 2, quasi linéaire, & deux variables sous la forme :

au@@x @—1—26 u@a—ux 82u+c u@a—ux @—i-f u, T @@—O
7ax7ay7 7y axz 7ax7ay7 7y axay 7a$7ay7 7y ayQ ) 7y7ax7ay -
(1.1)
On classe les EDPs selon la valeur de A = b* — 4ac, 'équation (1.1) est :
e hyperbolique si: A>0
e parabolique si: A=0
e clliptique si: A<O0



Chapitre 1 Equation aux dérivée partielle et quelque méthodes numériques

Définition 1.10 :
On appelle probléme aux limites une équation aux dérivées partielles muni des conditions

aux limites sur la totalité de la frontiére du domaine sur lequel elle est posée.

Définition 1.11 :
On dit qu’un probléme est bien posé si pour toute donnée , il admet une solution unique

et si cette solution dépend continument de la donnée.

I.2 Les différents types de condition

Contrairement aux EDO, les conditions initiales ne suffisent pas pour assurer 'unicité de
solution, il faut également fournir des conditions aux limites pour certaines types d’équations
(exm : EDPs elliptiques) le compte des conditions initiales n’a pas de sens.

Les conditions initiales et les conditions aux limites se distinguent de la maniére suivante :
Condition initiale : Une condition initiale s’applique pour valeur donnée et unique d’une
variable indépendante & partir de condition initiale, il est possible de déduire la solution pour
toutes les autre valeurs de la variable indépendante.

Condition aux limite : Un condition aux limite est appliquée en tout point de frontiére

du domaine sur lequel on souhaite résoudre I’ équation.

Condition de Dirichlet

On appelle condition de Dirichlet une condition ot on impose la valeur de la fonction
cherchée sur le bord 0f2 est de la forme u = g.

Si g = 0 on dit que la condition de Dirichlet est homogéne.

Si g # 0 on dit que la condition de Dirichlet est non homogeéne.

Condition de Neumann

On appelle condition de Neumann une condition ot on impose la valeur de la dérivée normale
de la fonction recherchée sur le bord 02 est de la forme 8_Z =g.

Conditions de Fourier-Robin

On appelle condition de Fourier-Robin une condition ol on impose une relation entre

la valeur de la dérivée normale de la fonction cherchée et sa valeur sur le bord 0f).



Chapitre 1 Equation aux dérivée partielle et quelque méthodes numériques

I.3 Quelque méthodes numériques

L’objet de cette section est de décrire quelque méthodes de résolution d’un systéme linéaire

de la forme : Az =0

Méthodes directes

Une méthode est dite directe si elle donne au bout d’'un nombre fini d’opération une solution
exacte du systéme, qui permettent de résoudre le systéme soit par triangularisation ou soit par
factorisation de la matrice A.

Méthode de Gauss

La méthode d’élimination de Gauss a pour but de transformer A en une matrice triangulaire
supérieur A’, ensuite résoudre le systéme A’z = b’ donc la solution est exactement la solution
de Az = 0.

Méthode de Gauss-Jordan

Le méme que dans la résolution de Gauss. Pour des raisons d’organisation des calculs

on emploie souvent la technique de Gauss-Jordan pour calculer 'inverse d’une matrice
{A.’LZL = ei,i = O7 ey N}

telque e; = (0,...,0,1,0,...,0) et Az; le i-éme vecteur colonne de A~

Méthode de Cholesky

Méthode de factorisation pour une matrice A définie positive et symétrique, Il existe une unique
matrice [ triangulaire inférieure dont les termes diagonaux sont strictement positifs telle que
A = lI'. Le systéme a résoudre Ar = b se ramené alors a la résolution de deux systémes
triangulaires :

ly=1> et llz =y



Chapitre 11

Introduction a la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est I'une des techniques de recherche de solution approchée
pour les équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre un systéme de relation (schéma
numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches
les uns des autres.

Le principe fondamental de cette méthode consiste a appliquer au domaine d’étude
un maillage, ensuite en appliquant le développement de Taylor de la fonction a déterminer
dans chaque nocuds du maillage.

L’objectif étant de calculer ces valeurs discrétes u; comme étant une bonne approximation

de u(x;) ( valeur de la solution exacte aux points de discrétisation) points de grille x;
0<i<N:u ~u(x;) avec ¢ ={0,..,N}

Dans ce chapitre nous allons présenter les différentes étapes de la méthode :
— La discrétisation du maillage.
— Les dérivées partielles (dérivées premier,seconde...) et le développement de Taylor.

— Le schéma numérique et sa convergence.



Chapitre 2 méthode des différences finies

II.1 Maillage

Définition 2.1 :

On appelle maillage un ensemble des points isolés (noeuds) situés dans le domaine

de définition sur lequel on va applique la méthode des différence finies. Le maillage comprend
également des points trouvées sur la frontiére du domaine (ou au moins proche de cette frontiére)
afin de pouvoir imposer les conditions initiales ou la condition aux limite, avec une précision
suffisante. Pour une application définie sur un segment de R, on ajoutera en général les deux
extrémités du segment, mais pour un maillage en dimension supérieure, nous serons amenés a
choisir éventuellement des points du contours du domaine de définition.

Définition 2.2 :

On appelle le pas de maillage la plus grande distance entre deux points (nceuds) successifs
voisins situées sur le droit paralléle a I'un des axes. En dimension 1, cela simplifie en différence
des abscisses. Le pas (global) de approximation peut étre défini comme le plus grand pas

de maillage.

Le développement de Taylor en dimension m d’ordre n

Théoréme 2.1 :
Soit x = (z1, ..., x,) on considére la fonction f(z). Soit a = (a4, ..., a,) suppose
que f est différentiable dans la boule ouverte B qui contient a.

Si f(z) est différentiable dans la boule ouverte B avec a € B et x € B, Alors

Zk. > a% a,,;] o (a) (@), — az,)--(x5, — az,) +o(z — a)

Ji--Jr=1

10



Chapitre 2 méthode des différences finies

11.2 Différences finies en dimension un
On discrétise le segment | 0,1] avec :

T 4 ri=x1+ (1 —1)h

FIGURE 2.1 — Maillage en dimension 1

Expression des dérivées premiéres

Différences finies en avant

La fonction f est connue aux points x; (points pivots) du domaine d’analyse. A 'aide

de la formule de Taylor on développe la fonction f jusqu’a 'ordre 2
Flat b) = fw) +hf' () + o £(6) (21)
& abscisse d'un point se trouvant dans le voisinage de x; avec

La la forme résolu est :

ey = LT o 22

avec o(h) l'erreur de consistance :
h s
La formule de la dérivée premiére s’écrit en notation indicielle :

fr=tmdy on)

11



Chapitre 2 méthode des différences finies

L’équation (2.2) représente I'expression de la dérivée premiére de la fonction f écrite par un
schéma de différences finies en avant ou différences progressives.
L’application "différence en avant" | se justifier par le fait que la différence f;1 1 — f;

n

est calculée aux points z;,1 et x;, le point x; 1 se trouvant en " avant" de point pivot x;.

La formulation analytique de la dérivée est donnée par :

Fa) — 1 L) = 1)

h—0 h

La méthode de différence finies s’explique par le fait que le pas h ne peut étre égal a 0
les dérivées sont calculées a I'aide des relations (2.2) ou (2.3) en utilisant une quantité finie

de h. L’erreur commise est alors o(h).

Différences finies en arriére

En changeant h par —h dans I’équation (2.1) on obtient :

floi—h) = f) ~hf@)+ 26 m-h<E<m (2.4

La forme résolu est :

fla) ==~ —— +o(h) (2.5)

avec 'erreur de consistance :
h

L’erreur est de méme ordre de grandeur que celle obtenue pour le schéma de différences
en avant.

L’équation (2.5) s’écrit en notation indicielle :

v fi— fia
fi = h + o(h)

L’équation (2.5) représente I'expression de la dérivée premiére de la fonction f écrire par un
schéma de différence finies en arriére ou différence finies régressives.

n

L’application " différence en arriére ", se justifie par le fait que la différence f; — f;_1

est calculée aux pointes x; et x;_1, le point x;_; se trouvant en arriére" de point pivot x;.

12



Chapitre 2 méthode des différences finies

Différences finies centrées

L’élimination de f(x;) dans les équations suivante :
o o
flaith) = flai) + hf(2i) + 55 2 (2i) + 57 7€)

h? h3
flxi —h) = f(a;) = hf'(z;) + 5]02(371') - gfg(g)
permet de trouver la dérivée premiére par un schéma de différences centrées

f(zi+h) — f(x; —h)

o) — 2
() - +o(1?)
h2
avec o(h?) = —Eff’(f') r,—h<&<wz+h
En notation indicielle :
1 fiv1 — fim1 9

L’erreur est d’ordre de h? la dérivée premiére centrée est plus précise que dans le cas
de différences en avant ou en arriére.
I’application "différence centrée", ce justifie par le fait que la différence entre f; 11 et fi_1

est calculer aux points x;.1 et z;_; le point pivot se trouvant au centre de x; 1 et x; ;.

Expression des dérivées secondes

Différences finies en avant

On écrit le développement de Taylor de f(x; + h) et f(z; + 2h) :

Flo+ ) = F() + Rf ) + o) + o E)

i+ 20) = f() + 205 (w0) + 2021 (22) + 5o F(E)

Eliminant f’(z;) entre les deux équations, on obtient :

f//(l'i) _ f(xz) — zf(l'z _';LQh) + f(l'z + Qh) + O(h)

13



Chapitre 2 méthode des différences finies

avec o(h) = —hf?(£) xr; <& <+ 2h

2= fi— 2fi];/i-21 + fiyo +o(h) (2.6)

L’équation (2.6) représente l'expression de la dérivée seconde écrite par un schéma de différences

finies en avant ou progressives.

Différences finies en arriére

On considére le développement de Taylor de f(x; — h) et f(x; — 2h) :
h? h® .
flai = h) = fla) = hf'(2i) + 57 (@) = 57 17(€)

4
fxi = 2h) = f(x:) — 2hf"(a) + 20° f"(2) — §h3f3(f)
Eliminant f’(z;) entre les deux équations, on obtient le schéma de différences finies en arriére

de la dérivée seconde :

flx; —2h) — 2f(x; — h) + f(xy)

(x) = ) + o(h)
avec o(h) = hf3(€) x; —2h < & < x;
2= Jica — 2h];i—1 + fi +o(h)

Ce dernier est une schéma de différences finies en arriére de la dérivée seconde.

Différences finies centrées

On considére le développement de Taylor de f(x; + h) et f(x; — h) :

/ h2 /i h3 3 h4 4
flzi+h) = f(z:) + hf'(z:) + o (zi) + gf (zi) + s (3]

/ hQ " h3 3 h4 4
flxi—h) = f(x;) = hf'(z:) + gf (zi) — gf (zi) + Zf €)

Eliminant f’(z;) entre les deux équations, on a :

f”(l'i) _ f(xz B h) — zféfz) + f($z + h) + O(h2)

14



Chapitre 2 méthode des différences finies

1
avec o(h?) = —Eh2f4(£) ri—h<&{<z+h

2= fio1 — QhJ; + fir1 +o(h?)

Ce dernier est un schéma de différences finies centrée de la dérivée seconde.

Exemple 2.1 :

On considére un pas Ax = 0.1, calculons grace aux schéma de différences finies
(a) en avant (b) en arriére (c) et centrée

la dérivée premier de la fonction f(x) = z? au point x = 2

On a:

v, =2, Ae=01, z;yy=x,+Ax =21, z;1=2;,—Ax =19
fi=12)=4, fin=/,(21)=441, fi1=/f(19) =36, ["(z)=2

(a) Différences finies en avant

fz+1 fz A.T

et fioan o) = —SEO = -0l

(b) Différences finies en arriére

f’L f’L 1 A:C "

fl= T =39 o) =@ =01

(c) Différences finies centrées

pedmido_ g oy = A g =

15



Chapitre 2 méthode des différences finies

I1.3 Différences finies en dimension deux

Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire par des maillages formés de grilles per-
pendiculaires .

Soit (x,y) € [a,b] X [¢,d]

On prend h, et h, les pas de discrétisation des intervalles [a, b] X [c, d] respectivement.

e Discrétisation d’intervalle [a, b] :

b—
hy = ¢ (n, étant le nombre d’intervalle sur [a,b] )
n$

=z(i)=x;=a+1iX h, ie{l,2,..,n.}

e Discrétisation d’intervalle [c, d] :
d—
hy = ¢ (n, étant le nombre d’intervalle sur [c, d] )
Ny
iy(]):yjza—i_thy j€{1727”'any}

;.1 =a+ (i+1)h, = (a+ih;)+ hy, dans la suite on note z; + hy, ©; — hy, y; + hy et y; — hy

par Tii1, Ti—1, Yj+1 €t y;j_1 (respectivement).

Uiaf

Uij Uirrf

Uij-1

FIGURE 2.2 — Maillage en dimension 2

16



Chapitre 2 méthode des différences finies

. » . P LN azf
Expression des dérivées premiéres : —

ox

Différences finies en avant

Soit f(z,y) une fonction de classe C'*.

Le développement de Taylor de f(x; + hy,y;) est donné par :

2

f:p(xiyyj) _ f(xz + hmay}i> B f(xbyj) + 0<hx)

Pz
avec o(hy) = _§f2<§,77) T <§ <3+ hy
En notation indicielle :

f= fiJrl,]}'l_ i + o(hy)

Différences finies en arriére

Le développement de Taylor de f(x; — hy,y;) donné par :

h2
f(xz — hxa yj) = f(xm yj) - hmfm(xwy]) + Q_T 2(57 7)) (28)

f(xi,y;) — f(@i — ha,yy)
hy

avec O(hx) = % 2(5777) Xy — ha; < g < T;

En notation indicielle :

Différences finies centrées

On fait la différence entre (2.7) et (2.8) on obtient :

f. = f(@; + ha, yj)gz f(xi — ha,yj) +o(2)

17



Chapitre 2 méthode des différences finies

2
avec O(hi) = _%ffﬂ(g’ 77) Xy — hx < 6 <z; + h:l:

En notation indicielle :

- f’i-‘rl,j - fi—l,j 2

. . L of
Expression des dérivées premiéres : —

dy

Aprés I'expression de 5p O0 2
x

(= h
fy= ﬁ;zy J o(hy) avec O(hy) = —2—‘1!/ 2(5777)
et y; <n <y + hy (df avant )
i h
f, = % + o(h,) avec o(hy) = 2—3,/ (&m)

Y
ety —hy<n<y; (d.f arriére)

f _fi,j+1_fz',jfl+ (h2) (h2)——h—§f3(€ )
y_—Zhy o(h,) avec o\n,) = 6 1

et yj —hy <n<y;+hy (d.f centrées)

o'f
Ox?

Expression de la dérivée seconde :

Différences finies centrées

On consideére le développement de Taylor de f(z; + ha,y;) et f(z; — hy, y;) -

1

avec o(h2) = — T

f (&n) i1 <& < T

En notation indicielle :
i — 205+ Fin
f 1,] f,j f—'rl,] + O(hi)

fzx = 12

18



Chapitre 2 méthode des différences finies

: : 0°
Expression de la dérivée seconde : —];
Y
Différences finies centrées
2
On fait le méme calcule avec ez
i 2fi; ij
fo = T BRI ) avee o(h2) = o2 (E)
h? 12
et Yj—1 <n< Yj+1
: . O f
Expression de la dérivée seconde :
0xdy

On considére le développement de Taylor de f(xit1,v;) , f(zi—1,v;) , f(24i, yj+1) et f(zi,yj-1)

au voisinage (7, j) :

of of 0*f W (O°F\ My (9
o= () o () oo (35), 5 (50) + 5 (50), 0

fic1j-1 = fij — hs (g) — hy, <ﬁ
T/ Y

fir1,j-1 = fij+he

of of o f h2 (0%f h2 [92f
fz 1Lj+1 — fz] x(%)l‘i‘hy (a—y)j—hxhy (axay>l+? ?)—F?(a—zﬁ) (2.12)
2.

En effectuant une combinaison linéaire des quatre équations ((2.9) + (2.10) — (2.11) — (2.12)),
on obtient une approximation de la drivée croisée a l’ordre 1
En notation indicielle :

O’ f _ i = firga = fiorgn = fiorga
90y ), ; 4hyh,

+ o(hy, hy)

o(hg, hy) = :;), L€ m) avec Tiop <& < Tin Yji—1 <1 <Yj+1

19



Chapitre 2 méthode des différences finies

II.4 Convergence d’un schéma numérique

Dans cette section on suppose que ’équation différentielle définie sur un compact k& C R”
par :

F(u) =0 (2.13)

F est un opérateur différentiel faisant intervenir une fonction u aussi réguliére que nécessaire
ainsi que ses dérivées partielles.

cette équation est approchée par un schéma numérique aux différences finies noté :
Fp(u) =0 (2.14)

Fy, est un opérateur faisant intervenir w pris aux différents points de maillage et h le pas

discrétisation.
Définition 2.3 :

Le schéma numérique (2.14) est dit consistant si :

lim (Fy (u) — F(u)) = 0 (2.15)

h—0

Le schéma numérique (2.14) est dit consistant d’ordre p si :

[Fh(u) — F(u)| = o(h?) (2.16)
Définition 2.4 :

Un schéma numérique est stable si les erreurs ne peuvent pas croitre pendant

la procédure numérique d’un pas de temps au suivant.

Définition 2.5 :

Une condition nécessaire a la convergence d’un schéma numérique :
Consistance et Stabilité est entraine Convergence

Le schéma numérique (2.14) est convergent si pour toute solution u de I’équation F'(u) = 0

la solution approchée converge vers la solution exacte u lorsque h — 0.

20



Chapitre 111

Résolution d’une EDP par la méthode de différences finies

Dans ce chapitre, nous aborderons la résolution numérique de problémes d’équations aux
dérivées partielles par la méthode des différences finies, on va étudier trois types de problémes
hyperbolique, parabolique et elliptique. Les équations intervenant dans ces problémes sont :
L’équation de la chaleur, I’équation de Laplace et ’équation d’advection.

Ce chapitre est organisé comme suit :

1. L’étude du comportement qualitatif des solutions de notre probléme.

2. La consistance, la stabilité et la convergence des résultats obtenus.

II1.1 Problémes elliptiques

III.1.1 Problémes elliptiques en dimension un

On considére le probléme de Laplace (dimension 1) :

—u"(z) = f(z) = €]0,1]
u(0) =u(l) =0

(3.1)

En supposant que f est continue, donc on peut déterminer la solution exacte du probléme (3.1)

maintenant, nous allons effectuer une résolution numérique
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

Choix de discrétisation maillage

On discrétiser 'espace [0, 1]
0:$0<£L'1<ZL‘2<"'<1‘N<37N+1:1

Ou NeN, Vie{0,1,..,N} onpose h;=ux;1—x;
Le pas du maillage est défini par :

h= max Ah;
i=0,1,..,.N

On suppose que le pas de maillage est constant pour simplifier les calcules :
alorsona h=h; et z;;y=2;+h, Vie{0,1,...,N}

le probléme (3.1) s’écrit comme suite :

—u"(x;) = f(z;) Vied{l,..,N}
u(zg) = u(xyy1) =0

Choix du schéma numérique
On suppose u € C?[0,1] alors u admet un développement limité sous la forme :
2

w(zip1) = u(z; + h) = u(x;) + hu'(x;) + %u”(a:i) + o(h?)

et
2

h
(1) = u(x; — h) = u(z;) — h'(z;) + ?u"(:ni) + o(h?)
ot |o(h3)| < ch? et ¢ une constante indépendante de h.

En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient ’expression suivante :

) = M 2R T

L’expression (3.3) est une approximation de u”(x;) pour h suffisamment petit.

Pour i € {0,1, ..., N} on note u; une approximation de u”(z;) , d’ott u(z¢) = u(zn1) =0

Alors 'expression
Uity — 2U; + Uiy
2

22
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

est une approximation de u”(z;), le choix d’approximation n’est pas unique, dans notre cas
est appelé un schéma centrée.

Donc on peut approcher le probléme (3.2 ) par le probléme discret suivant :

Uip1 — 2U; + Uj—q .
— = f(x;)) Vied{l,.,N
- fw) Vie {1 N} o

ug = uny1 =0
La forme matricielle
On écrire le probléme (3.4) sous la forme matricielle.

On pose Uy, = (uy,...,uy)", prenons les conditions aux limites u(zg) = u(xyi1) =0

. U — 2u
Pouri =1 —% = f(z1)

) Uz — 2Ug + U
Pour i =2 —% = f(&?g)

. —2un + un—_
Pouri=N —% = f(zn)

Dot Ay € RV*N et b, € RN sont donnés par :

—2 1 0 0 Uy f(x1)
I -2 1 : Us f(z2)
Ah:_% 0 . e ocel U,=1] : et b=
1
0 1 -2 uy f(zn)

le vecteur uy est un solution du systéme matriciel
AhU h = bh (35)

la résolution de se dernier déterminera des valeur approché a la solution exacte.
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

II1.1.2 La convergence de différences finies dans probléme elliptique

Proposition 3.1 :

(Principe du maximum discret) soit b € RY tel que b; > 0 pour tout i € {1,..., N}.
Si U e RY veérifie AU, = by, alors U; >0 pour tout i € {1,...,N}.

Remarque 3.1 :

Le principe du maximum discret est I'ingrédient clé pour déduire 'existence et I'unicité

du probléme discret (3.4) de systéme matriciel (3.5).

Proposition 3.2 :

Le systéme matriciel (3.5) admet une unique solution.

Remarque 3.2 :

Pour montrer que le systéme matriciel (3.5) admet une unique solution il suffit de montrer
que Aj est symétrique définie positive.

Cette propriété permet de plus d’utiliser la méthode de Cholesky pour la résolution numérique
du systéeme A,U, = by,.

Définition 3.1 :

On appelle erreur de consistance R d’un schéma numérique, la quantité obtenue

en remplacant dans le schéma numérique 'inconnue par la solution exacte wu.

particuliérement 'erreur de consistance r; au point x; de schéma (3.5) donnée par :

1

(i) = 2u(es) + u(wi 1)) = f(w:)

r,— —
Définition 3.2 :
(Pordre d’un schéma) on dit qu'un schéma numérique & N points de discrétisation est
d’ordre p € N ¢§’il existe une constante ¢ € R indépendante de la solution exacte telle que

l'erreur de consistance vérifie

max_|r;| < ch?
i=1, N

De plus, on dit que le schéma est consistant si :

lim max |ry| =0
h30i=1 - ,N
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

Lemme 3.1 :
Si la solution exacte u de (3.1) vérifie (u € C%0,1]) alors le schéma (3.5) est consistant
d’ordre 2. Précisément on a :

2

h
|| < Ei&%ﬁ] Ju™® ()| Vie{1,..,N}

Démonstration : Puisque (u € C*[0,1]) on a le développement de Taylor a 'ordre 4 :

2 3 h4

—u" (i) + —u" (z;) + ﬁu4(§i)

u(ripr) = u(x;) + hu/(xi) + 2 6

4
ou & € [0,1], le dernier terme ﬂu‘l(g) est le reste de la formule de Taylor. De méme on a :

h? h3 ht
—u" () — —u"(x;) + —u*(v;)

w(wio1) = u(z;) — ha'(z;) + 9 6 24

ou v; € [0,1] donc en déduit :

%(u(xiﬂ) — 2u(x;) + u(zi1)) — flas)

" h” 4 4
= —u"(x;) — f(z;) + ﬂ(u (&) +u*(vi))

Or, comme u est la solution exacte de (3.1) ona u”(x;) = f(z;) donc:

il =—

h2

il = 53 (0'(60) + ' (0)
D’ou :
h?
|ri] < = max [u® ()] Vie{l,..,N}
12 zefo.1)

Remarque 3.3 :

On peut remarquer que si de plus u vérifie u* =0 alors r; =0 donc u; = u(x;).

Définition 3.3 :

Un schéma numérique est dit stable pour la norme ||.|| si sa solution est continue pour la norme
||.|| par rapport aux données.

En particulier pour le schéma A,U, = b, cela signifie qu’il existe une constante ¢ > 0

indépendante de h et by, telle que ||Uy|| < cl|bg||
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

Remarque 3.4 :
Pour toute norme vectorielle |.|| sur RY on peut définir une norme matricielle associée

RNXN

(norme subordonnée), encore notée ||.|| définie sur par :

VA e RV A = {||Az], [l=]l = 1}

La norme matricielle ||.| s définie par :

n
| Alloc = max Z |ai;]
=1

1<i<n

avec A = (a;j)1<i j<n €st une matrice N x N

Proposition 3.3 :

1
Le schéma numérique (3.5) est stable pour la norme |.| . En particulier, on a ||4; || < =

oo

Démonstration : Soit Uy la solution de (3.5) alors U, = A,:lbh
donc  [[Unlloe = 145 "balloe < |45 [loollbrlloo

Donc il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ indépendante de h telle que [|A; < e

On note e = (1,..,1) e RN et At =b;; € RV*N on a
—1 _
|A™ e||o= nax, |(Be);| = max | wa|

Soit v € RY avec v; > 0 pour tout i et comme A est inversible, il existe un unique w € R¥
tel que v = Apw. Par le principe du maximum discret, on a w; > 0 et donc (A,:l)i > 0.
Si on choisit v = ¢/ le j-éme vecteur de la base canonique de RY on a (A;'v); = (4;1);;
d’ou (A;l)” Z 0

N N
147 elloo= max | >~ biy| = max > bi; = [|4; el

1<i<N 1<i<N
— =

On pose d = eA; ', Alors e = Apd et d la solution numérique associé a I'équation (3.1)

avec f =1, a savoir
—w’(x) =1 =z €]0,1]
u(0) =u(l) =0
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

2
1

Or w"(z) = —1 donc w(z) = —% +azr+ f donne B =0et a= 5 Donc w(z) = —g(x —1).

En particulier w¥ = 0 D’aprés la Remarque (3.3) en déduit w(z;) = d; d'ott d; = %(a:z - 1)

Alors, on obtient :

_ - 1 1
14 o= 14y elloe= max, |di] = 5 max |zi(z: — 1] < 5 max|z(z — 1) = ¢

Remarque 3.5 :

Le schéma (3.5) est inconditionnellement stable car il n’est pas nécessaire de fixer

une condition sur le pas h pour avoir la stabilité.

Définition 3.4 :

Pour le schéma numeérique AU, = by, de 'équation (3.1) on dit que I’erreur de discrétisation

( ou de convergence) le vecteur e € RY dont les coefficients sont
e; =u(x;) —u; , 1 €{l,..,N}

ou u est la solution exacte de (3.1). De plus on dit que le schéma numérique converge en norme
||.|| si lerreur de discrétisation tend vers 0 en norme ||.|| lorsque le pas h tend vers 0.
Théoréme 3.1 :

Soit u la solution exacte de (3.1) et Uy la solution du schéma numeérique (3.5), on suppose

u € C*0,1]. Alors l'erreur de discrétisation vérifie

h2
lelloo < %Hu(‘”llm

Donc le schéma numérique (3.5) converge en norme ||.|| et elle est d’ordre 2.

Démonstration : On pose U = (u(x1), ..., u(zy))". Alors |le]loe = [|U — Unlloo

Par définition de l'erreur de consistance R on a

R =AU = b, = Ap(U = Up,) car AU, = by,

Donc U — Uy, = A;'R. Alors d’aprés le lemme (3.1 ) et la Proposition(3.3), on obtient
B2

lello = 143" Rlloo < 143 ool Rlloe = 55

™o
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

I11.1.3 Problémes elliptiques en dimension deux

Le principe est exactement le méme que celui de la dimension 1, la seule différence réside

dans I’écriture. On considére le probléme de Laplace ( dimension 2) :

—Au = f(z)  dans Q €]0,1[?
u=20 sur 0f

avec u = u(z,y), A= d2u+ Jju et IQ c’est le bord Q.
Choix de discrétisation maillage
Pour définir un maillage de €2 on pose :

x;=1th et y;=jgh ou 0<i,j<N+1 h= et N e N

N+1
Construction d’un schéma numérique

Grace au chapitre 2 'approximation de Aw(z;,y;) est donne par :

Wit + Wi1j — A5+ Wi g+ Ui
h2

Ahum ~

Avec cette notation, le probléme discrétisé est de trouver u;; tel que :

Uit + Ui — 45 + Uy 51 + Uy - .
s ) i—1,5 ;J i,5+1 il f(xi,yj) pour 1<i j<N
h (3.7)
Ugj = UN+1,j = W0 = Ui N4+1 = 0 pour 1 <4,5< N

La forme matricielle

Pour écrire (3.7) sous la forme matricielle.

On pose Un = (U1 ooy WIN, UL,y ovey UDN weey UNT, ooy UNN )
Alors le probléme (3.7) s’écrit : A U, = by,

Aj, € RN *N? 6t b, € RN sont donnés par :

B C 0 --- 0
¢ B C

b
|
|
o

28



Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

et
b = (f(@1,51), s F(@1,9n), F(@2,51), s [ (@8, yn))
—4 1 0 0
1 -4 1
avec B = 0 . e el eRNXN ot (O =IyeRVN
1
0 1 —4

Remarque 3.6 :
Tout les résultats de consistance, stabilité et convergence du cas de la dimension 1, s’adaptent

sans modification majeur.
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I11.2 Problémes paraboliques

I1I.2.1 Problémes paraboliques en dimension un

On considére le probléme de la chaleur (dimension 1) :

%(t,x) - %(t,x) = f(t,z) pour (t,x) €]0,7[x]0,1]
u(0,x) = ug(x) pour z €]0, 1] (3.8)

u(t,0) =u(t,1) =0 pour t >0

Théoréme 3.2 :

Si up € C'(]0, 1[), alors il existe une unique solution

u € C*(]0,T[x]0,1]) N C*([0,T] x [0,1]) de (3.8)

Choix de discrétisation maillage.

Soit (t;,x;) € [0,7] x [0,1] et soit M, N deux entiers fixés

i—ih  Vie{0,1, . N+1} h=-—
T =1 i€ { + 1} Nl

t; = jAt \Zi 0,1,...M+1 At =
] .7 jE{?? Y +} M+1

En particulier : o =0, zyi1 =1, t( =0, ty1 =T

uf) =uf) =0 Vi€ {0,1,... M+ 1}

W = ug(z;) =0 Vie {0,1,...,N +1}

%

Schéma Explicite

Construction d’un schéma numérique.

le développement limite de Taylor donne :

ou w(typ, @) —ulty,z)  ul™h =l
E(tj’xi) ~ I A7 J ~ = (D.f avant)
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

82u (t x) - U(tj, $i+1) — QU(t]’, l’z) + U(tj, [IZ'i,l)

Op2 ) = h2

8§u uj+1 — 2!+l

— (tj, 7)) ~ — ” (D.f centrée)

O0x? h?

On obtient alors le schéma suivant :

JHL g J Iyl

i+l wi o — 22U+ u

u; : wp o Ui h; i—1 = f(t;, ) 0<i<M, 1<i<N
ul® = () 1<i<N

Le schéma explicite s’écrit sous la forme suivante :

At

; - At
J+1 _ j
Y T e 12

J J J —
! (ulyq —2u] +ul_y) avec \ =

donc u T =l (1-2)) + A“g+1 + Al

La forme matricielle

Le probléme (3.9) s’écrie sous la forme d’un systéme matriciel U/t = AU’ = CY

pour i =1 U = (1 — 2X) + \uj + \u) ul) =
pour i = 2 U = ud (1= 2X) + M + M
pour i = N U = wly(1—20) + My, + My,
1 -2\ A 0o --- 0
A 1—-2X A
A= 0
A
0 A 1—=2)
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Chapitre 3 Résolution d'un EDP par la méthode différences finies

Encore, on peut écrire Le schéma (3.9) sous la forme :

Uittt —u/

AOJ J
Al + AU =C

avec AYU7 s’écrit sous la forme :

AU = g+1 - 2“? + Uz—l]

h2[
Ut = (Id — AtA)U? + AtCY

avec (Id— AtAY) est symétrique définie positive puisque A9 est symétrique définie positive

Schéma Implicite :

Construction d’un schéma numérique.

0 Jj_,d-1
altt (tj, i) ~ % (D.f arriére)
Alors on obtient le schéma suivant :
T —ul™ 2U +u
: A?Z B P B2 — = f(tj,z) 1<j<M+1,1<i<N
w® = uo(z;) 1<i<N (3.11)

Avec les méme conditions initiales de schéma explicite, on obtient :

wl ™t =l (14 20) — Ml — Ml

)

Passage aux probléme matriciel

On va écrire le probléme (3.11) sous la forme matricielle U/~! = AUJ = (Y

1420 =X 0 - 0
—A 14+2) -
A= 0
)\
0 S W )

Cj = (f(tlaxl)a >f(tj7:1:N))t U] = (Ujl, ...,Ug\/v)t VJ € {1, ,M + 1}
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Encore, on peut écrire Le schéma (3.9) sous la forme :

Ui —yi-t , ,
—,  tAUT=C Vie{l,. M+1}
D’ou

U/ = (Id+ AtA)) ' U7~ + At(Id + AtA)) 7 Vje{l,..,M+1}

avec (Id+ AtAY) est symétrique définie positive puisque AY est symétrique définie positive.

Un Schéma Autre

On somme les deux schémas explicite et implicite on obtient :

ou w(tjer, x;) —u(tj—1, ;) N uf“ — ug_l

E(tj“’ i) = 2AL ~ 2At

D’ou le schéma numérique :

J+1 -1 0wl &
: 2Atuz N s }?2 UZI_f(tvaz) 2<j<M+1,1<i<N
" = uo(x:) 1<i<N (3.12)

W =uldl =0  2<j<Mm
D’ou le schéma matriciel :

Ui+l _ i1

AT + AU =7 Vje{2,.,M+1}
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I11.2.2 La convergence de différences finies dans probléme parabo-

lique
La forme générale d’un schéma numérique
B,UYtY + B,UY) + B_,UYY = cU)

avec Bj inversible ou B; = 0 et By inversible.
1

0
At1d+A§L) B_;=0

1
Pour le schéma explicite on a : B; = A_t[ d By =

Donc :

Ut = (1d — AQ AHUD + AtcV)
L
At

1
d+AY  B,=—-—Id

Pour le schéma implicite on a : B; =0 By = A7

Donc :
UW = (Id + AV A)VU0-D 4 At(1d + AV A Do
1

1
0
ld Bo= A9 B =——"1Id

Pour le schéma autre on a : By = A7

Donc :
1

At[d Uu+ 4 AELO)UJ _ L[d -1 — oW

At

(3.13)

(3.14)

(3.15)

L’étude de la convergence de ces schémas est basée sur les propriétés de consistance et stabilité

définies ci-dessous pour le schéma général (3.13).
Définition 3.5 :

On appelle erreur de consistance & l'instant ¢; du schéma (3.13) le vecteur ;,(u)¥) de R®

défini par :
en(u)?) = By (mn(w))(tj41) + Bo(ma(w))(t5) + By (mn(w)) (tj4) — CV
ou
u(t, 1)
mh(u)(t) =
u(t, zN)
On dit que le schéma est consistant pour la norme ||.|| de R" si :

sup  |len(w)?]| = 0 quand At,h — 0
0<j<M+1
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Si de plus il existe ¢ > 0, p > 0 et ¢ > 0 indépendants de At et h tels que

sup |z (w)V]| < ¢ [(At)? + hY]
0<j<M+1

Alors le schéma et consistant d’ordre p en temps et ¢ en espace pour la norme ||.||
Proposition 3.4 :

Supposons que la solution u de probléme (3.8) est C? par rapport a la variable t et C*

par rapport a la variable z. Alors les schémas explicites et implicites sont consistants d’ordre 1
en temps et 2 en espace.

Si de plus u est C? par rapport a la variable ¢, alors le schéma autre est consistant d’ordre 2
en temps et en espace.

Définition 3.6 :

On dit que le schéma (3.13) est stable pour la norme ||.|| dans R™ §’il existe deux constantes
positives C(T") et Co(T") indépendantes de At et h telles que :

SiBi=0ouB_;=0o0na:

max [[UV] < CUT)[UP|| + Co(T) | max [CV]

0<j<M+1 0<j<M+1

SiBi#0et B.y#0ona:

max U9 < /D) (|UQ| + |[UD]) + Co(T) max [|CD|

0<j<M+1 0<j<M+1

et ceci quelles que soient les données initiales U et UM et les termes sources C'Y).

Le théoreme fondamental suivante donne le lien entre la convergence, consistance
et la stabilité.
Théoréme 3.3 :
(Théoréme de Lax) Le schéma (3.13) est convergent si et seulement s’il est consistant

et stable.
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Démonstration : Supposons que le schéma est consistant et stable, et montrons qu’il est
convergent. En faisant la différence entre la définition de ’erreur de consistance et ’équation
(3.13), on obtient :

B1eUt) 4 Boe@ + B 1elD = —5(u)(j)

on noté ) = UU) — (muu)(t;) Uerreur a l'instant ¢; le schéma étant stable on a :

max |[eP | < C{(T)||e?]] + Co(T) max ||e(w)|

0<j<M+1 0<j<M+1
Si By = 0ou B_; = 0 (et similairement dans le cas contraire). Lorsque At, h — 0 par hypothése

6] — 0 et par consistance du schéma

max [|e(u)?|| — 0
0<j<M+1

ce qui montre la convergence du schéma.

g

D’aprés ce résultat il est facile étudier la convergence pour la norme |||, du schéma explicite
Proposition 3.5 :

Sous la condition :
At 1
=<z
h? — 2

Le schéma explicite (3.14) est convergent en norme .| -

(3.16)

La condition (3.16) s’appelle condition de CFL (la condition de Courant, Friedrichs, Lewy,

1928 ) cette condition est suffisante pour assurer la stabilité.

Démonstration : D’apreés le théoréme de Lax et la Proposition (3.4) il suffit de vérifier

la stabilité pour la norme ||.||» du schéma. D’aprés I’équation (3.14)

G+1) _ (1— 2)\)%@) + )\ugr)l + /\ul@l + At f(ty, i)

%

u

At

2 le point clé de la preuve sous I'hypothése (3.16), en déduit :

On pose A =

W) < (1= 20)[u?] + Aul, | + Aul? |+ At f(t;, ;)]
<1 =22+ A+ VU oo + At CW]| o
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d’on :

Ul <UD oo + At _max [P
0<k<M+1

Une récurrence évidente donne alors

[V < 10O + A8 i |CD] < U + T mmax V]
0<k<M+1 0<k<M+1

pour tout j € {0, ..., M + 1} ce qui achéve la démonstration de la stabilité du schéma explicite.

g

Stabilité en norme ||.|[, : La norme ||.||, L’étude de la stabilité des schémas implicite

et autre schémas est plus facile en norme ||.||o est définie par :

||||h = \/EHHQ c-a-d :

V1l =

N
} : 2 _

h vy ou V= (Ui>1§i§N~
i=1

Proposition 3.6 :

Les trois schémas explicite, implicite et schéma autre sont consistants pour la norme ||.||5,

On considére un schéma général de la forme suivante :

Ut = BUY 4+ AtDY), U° donne. (3.17)

Théoréme 3.4 :
Un schéma de la forme (3.17) est stable pour la norme matricielle subordonnée ||.||,

si et seulement s’il existe une constante Cy > 0 indépendante de At et h telle que
p(B) <14 CyAt ou p est le rayon spectral de B.
Le rayon spectral de la matrice B est défini par :

p(B) = max |\ avec \; valeur propre de B.

1<i<n
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Proposition 3.7 :

Le schéma explicite est convergent pour la norme ||.||, si :
At 1
— < = 3.18
h? = 2 (3.18)

Plus précisément, si la solution u du probléme (3.8) est C? par rapport a la variable ¢ et C*

par rapport a la variable x, sous la condition(3.18) le schéma est convergent d’ordre 1 en temps
et 2 en espace.

Proposition 3.8 :

Le schéma implicite est convergent pour la normel|.||, quelle que soit la maniére dont At et h
tendent vers 0. Si la solution u du probléme (3.8) est C? par rapport & la variable ¢ et C*

par rapport a la variable x le schéma est convergent d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
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ITI1.3 Probléme hyperbolique

On considére le probléme d’advection ( dimension 1) :

ou ou
ou _ R+ R
e (t, ) +C(t,w)8$ (t,x) =0 (t,x) e RT x (3.19)

u(0,z) =up(xr) zelR
ou la vitesse de transport c et la donnée initiale uy sont données.
Définition 3.7 :

Toute fonction u € C' (R} x R) qui vérifie (3.19) est une solution classique de (3.19)

Corollaire 3.1 :
Si ug € C'(R), il existe une unique solution classique de u de (3.19) donnée par :

u(t, z) = up(z — ct)

Choix de discrétisation maillage
On note h, At (les pas d’espace et de temps), on se place sur un intervalle de temps borné

[0,7] oa T = NAt avec N € N on pose

Ij = jh j c Z

t, =nAt ne{0,..,N}
Construction d’un schéma numérique :
On cherche une approximation w au point z; et au temps t,, u(z;, t") >~ u”

J

Pour La discrétisation de ’équation d’advection en utilisant des opérateurs d’approximation

ot Ox
ou . u(xjathrl) - u<xj>tn) ?Jrl B u;l
T (xj,t,) = A7 + o(At) ~ A7 (D.f avant)
(3.20)
du w1, tn) — w(xj1, tn) 2y o W~ Wi
—(x; = ~ s J o D.f
(9x<xj’tn) 57 + o(h?) A (D.f centre)
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II1.3.1 Schéma explicite

Le schéma numérique de probléme (3.19) est donné par :

ntl g

] J
A T o

uj = uo(z;)

no_ g
u u g —u

j—1 :O

At
On pose A = c— donc le schéma explicite centré défini par :

n n )\ n n
W = . (uly, — ) (3.21)

La forme matricielle

Donc il s’agit d’écrire (3.21) sous la forme d’un systéme matriciel U/ = AUY

S N> =

|

o[>~

I =
o[>

(@)

>

e}
N[>~
—_

Les schémas explicites décentrés :

n+1

4 L o n n I )
le schéma explicite en avant u;™" = u} )\(ujH uj)

le schéma explicite en arriére u?“ =u; — A (u? — U?A)

La forme matricielle

Donc il s’agit d’écrire les deux schémas sous la forme d’un systéme matriciel U’ = BUY
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II1.3.2 La convergence de différences finies dans schéma explicite

Définition 3.8 :

L’erreur de troncature est :

n+1 n n n
i Tl Ui T Ui du

et = -2 L +c-2

i At 2h ot

(t,x) + c%(t, x)

Définition 3.9 :
Le schéma est consistant si :

lim &' =0
At,h—0 7

Définition 3.10 :

Le schéma est d’ordre p en temps et k en espace si (p, k) € N

6? =0 (Atp + hk)

D’apres 'expression (3.20) on a :

el = 0(At+h2)

J
alors le schéma d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Stabilité du schéma

Pour définir la stabilité en L? d’un schéma, on va construire pour tout n € N une fonction u}!
a partir des (u});ez

Pour étudier la stabilité L? d’un schéma, on utilise ensuite la transformée de Fourier

(c’est la méthode de Fourier-Von Neumann).

Définition 3.11 :

VT >03C(T)>0/Vt"<T, |upllz < C(T)|up | 2
Théoréme 3.5 :

Un schéma u}t! = Sy (At)up, Sy(At) € L? est stable L? si et seulement si :

v >0/ || (At)||2 <14v At
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I111.3.3 Tableau de différents schémas

schéma

ordre

stabilité

Explicite centrées

A

P =y = S —upy)

U;

o(At+h*) si A #£1

o(At? + h*) si A =1

% constant

instable [ et [?

Explicite avant (¢ < 0)

u?“ =uj — /\(u;-lJrl — u?)

o(At+h?*) siA#1
o( At +h?)si A =1
At

o constant

stable I si A < 1

Explicite arriére (¢ > 0)

o(At +h*) si A #£1

witt =l — Nufy, —ul ) o(At? + h*)si A =1 | stable I?si A < 1
% constant
Lax oAt +h?) si A # 1
n 1 n n )\ n 3 3
uj+1 = §(uj_1 —ufy) — E(ujJrl —u}) o(At> +h?)si A =1 | stable > si A < 1
% constant
Lax-Wendroft
2
ut =l — 5(u§-‘+1 —uf ) — ?(U?H —2uf +ufy,) o(At + h?) stable [ si A < 1
% constant
Implicite centrées
A
wl = ult 4 §(U?+1 —ut}) o(At + h?) stable [
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Chapitre 1V

Application la méthode différences finies sur MATLAB

Le but de ce chapitre est de transformer un probléme d’équation aux dérivées partielles en

un systéme algébrique qui sera résolu et les résultats sont obtenus grace & MATLAB.

IV.1 Problémes elliptiques

On va résoudre le probléme de Laplace ( dimension 2 ) :

Au=0  dans le domaine (z,y) €]0.20[x]0.10[
w(z,0) = u(x,10) =0 et y €]0.10] (4.1)
u(0,y) = 0 et u(20,y) = 100 et x €]0.20[

On récrit le probléme (4.1) sous la forme d'un schéma numérique du probléme ( 3.6)

avec h, = h, =h on a:

i1, Wiy — A+ u i : :
Ujy1,; + Ui—1j ZQJ"‘U,]—H"‘UJ 1 =0 26{0’1’__.’7],1} et g G{O,L---,T@} (4 2)

Uz 0 = Ug,10 = U0y = 0 et U20,y = 100

On va résoudre ce dernier pour h € {5,2.5,1.25,0.625,0.3125}
lére cas h =5

Discrétisation de 1’espace :

b—a b—a 20-0 d—rc d—c 10-0
Ng " h 5 ‘ Ny h 5

La grille maillée contient alors (n, + 1)(n, + 1) mailles

43



Chapitre 4 Application sur MATLAB

On peut trouver les valeurs de u; ; aux points ou i € {0,1,2,3,4} et j € {0,1,2}
Donc le nombre d’inconnues est réduit (n, —1)(n, —1) =3 x 1

D’aprés le schéma numérique (4.2), Pour j = 1eti € {1,2,3} on a:

Pour i =1 Uz1 + Uo,1 — 4u171 + Up,2 + U0 = 0 Up1 = O, Ur0 = 0
Pour i =2 Uu3,1 + U1 — 411,271 + U2,2 + Uz, 0 = 0 U0 = O, U2 = 0
Pour i =3 Uy,1 + Ug,1 — 41,6371 -+ Uus,2 -+ Uz,o = 0 us,o = O, Uz = 100

Nous obtenons le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :

—4u171 + U211 + uz1 = 0
ury — 4ugy +uzy =0 (4.3)

Ui 1 + U211 — 4'LL371 = —100

En fin on résout le systéme (4.3) grace a une méthode numeérique (vue en chapitre 1) on pose

—4 1 0 0 Uy,1
A= 1 -4 1 B = 0 et Uy = Ug.1
0 1 —4 —100 us;1

le systéme équivalent au systéme matricielle AU, = B et sa résolution détermine les valeurs

approchées de U},

1.786
Un=| 7.143
26.786

2éme cas h=2.5

On refait le méme travaille précédant alors on a les valeurs de u;; au point correspondant
aux valeurs de i, j telles que i € {0, ...,8},7 € {0, ..., 4} sont obtenues grace aux conditions
aux bords

d’o le nombre d’inconnues est réduit : n = 21
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D’aprés le schéma numérique (4.2), Pour i € {1,2,...,7} et j € {1,2,3}, nous obtenons

le systéme suivant :

/

—duyg +ugy + 04+ ua+ 0+ =0
Upg —4ugy +uzg +04 -+ uge+0+---=0
04 ugy —4dusy+us; +0+-+uga+04---=0

O+---+uss —4ur1 +0+---+ur2+0+--- = —100

g+ 0+ —dupg+ugp+0+--+u3+0+---=0

O+uo +0+ -+ +uyp —4uss +ug3+0+---+upz+0+---=0 (4.4)
O+ +ur 1 +0+---+us2 —4urs +0+---+uy3 =—100

O cvevvennnnnn Uy — 4usg + g A+ 04 e =0

| Sy § + s — dugs +usz+0+---=0

Gréace aux conditions aux limites on va cherche les inconnus de systéme (4.4) :

_}
Y
0 0 0 ] 0 0 0 0 0
3 23 Ugg LUy Usz Ugz Usg
0 Uiz L2z 23 43 5 6 100
2 Uzz Uz - Ugq . Un
0 s 42 5 62 -z 100
U, 1, 1, 1. 1, _
0 U g 21 1 41 51 61 Uz 100
_}
- &
0 0 0 0 o 0 0 0 -
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Pour résoudre ce dernier systéme on a fait un programme sur MATLAB :

KKk ok ok ok ok ok sk ok ok okokook ok ok ok sk sk sk sk ok okokokook skook sk sk sk ok kokokoskokoskoskoskoskoskokokokoskok

forj=1:ny—1

fori=1:nx—1

v(k) = u(i, j);
k=k+1;
end end

kst sk kol sk Rk sk ki sk sk skok skokok sk sk koskosk skokoskokokosk sk skokoskoroskoskoskokoskoskokokoskorokskok

On va mettre les inconnues sous une forme d’un vecteur comme suit

—4U1+U2+U8:O
U1—4’02+U3+Ug:0

02—4U3+U4+U10:0

Vg — 4U7+U14 = —100
01—4U8+U9+1}15:O

UQ+U8—4UQ+U10+U16+:O

VU7 — 4’013 + Vg4 + V9 = —100
vg — 41]15 + vig = 0

Vg + V15 — 4vi6 + V17 = 0

V13 + V19 — 41)20 “+ V91 = 0

V14 + Vo9 — 4vy; = —100
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Reste maintenant a résoudre le systéme matriciel suivant : A x v = B, tel que

-4 1 0 1 0 0 0
1 -4 1 1
0 1 —4 1 1
1 -4 0 1 : —100
1 0 —4 1 1 0
A= ’ ! et B=
1 0
1 -4 0 1 —100
0o -4 1 0 0
1
1 -4 1
O cer e e e e 01 0 - or 1 —4 100

Al j)=—4  i=]
A+ 1,5)=A@G,j+1) =1 Vi<mng et Vj<n, avec i =j
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Le programme suivant résout le systéme A x v = B :

kst koK ok sk Rk skofok sk sk skok sk ok skokok kot skosk sk kokoskokok sk sk skokoskokokeskokokoskoskokoskoskorosk sk

cle ;clear
h=2.5;

a = 0;

b = 20;

c=0;

d = 10;

nx = (b—a)/h;
ny = (c — d)/h;

n=(nx—1)*(ny —1);
%%% ( remplissage des éléments de la matrice A )
A = zeros(n)

fori=1:(n—-1)

A(iy 1) = —4;

A(i+1,i) =1,

A(i,i+1) =1,
if(mod(i,(nx — 1)) == 0)
A(i+1,1) =0;
A(i,i+1)=0;

end end

fori=1:n—nr+1

Alnz —1+14,1) = 1;

Ali,ne —141) = 1;

end

A(n,n) = —4;

%%% ( remplissage des éléments de la vecteur B )
fori=1:n

B(i) = 0;
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if(mod(i,nx — 1) == 0)

B(i) = —100;

end end

%%% ( résolution du systéme Av = B et transformation du vecteur v en la matrice U ).
V=A\DB;

k=1;

forj=1:ny—1

fori=1:nzx—1

u(g,1) = V(k);
k=k+1;
end end

%%% ( les conditions aux limites )
forjg=ny:—-1:2
fori=nx:—-1:2

u(j,1) = u(j —1,i—=1);

end end

fori=1:nx

forj=1:ny
u(1,4) = 0;
u(j,1) = 0;

u(ny + 1,i) = 0;
u(j,nx + 1) = 100;
end end
u(l,nz + 1) = 0;

%%% ( les vecteurs z,y et la matrice w )

r=0:h:b;
y=0:h:d,
w(l,1) =0
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for j=2:nx+2
w(l,j) =2(j —1)
end
fori=2:ny+2
w(i, 1) =y(i—1)
for j=2:nx+2
w(i,j)=u(i—1,7—1)
end end
%%% ( affichage de la courbe en tenant compte des vecteurs x, y et de la matrice U )

mesh(z,y,u)

KKk sk sk sk sk ok ok >k skokokosk sk sk sk sk sk sk sk oskokok skosk sk sk sk sk skokokoskosk sk skosk sk skosk sk okoskokoskoskosk

Donc les valeurs de w sont dans le tableau suivant :

z/y 0 2.5 5 7.5 10
0 0 O 0 0 0
2.5 0 0.353006810049633 0.498850563656651 0.353006810049633 0O
> 0 0.913176676541880 1.28938863452734  0.913176676541880 0
7.5 0 2.01031126159055  2.83235062136894  2.01031126159055 0
10 0 4.29571774845139  6.01939132776730  4.29571774845139 0O
12,5 0 9.15316840444769  12.6537791927975  9.15316840444769 0
15 0 19.6631766765419  26.2893886345273  19.6631766765419 0O
175 0 43.2101496671925  53.1774219922281  43.2101496671925 0O
20 0 100 100 100 0

En remplagant la valeur de h ( h = 2.5 en premiére ligne) par {5, 1.25,0.625,0.3125}
on trouvera u pour chaque cas le tableau suivant représenter les graphes de solution u

dans chaque cas.
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pour h =5

= 0.625

pour h

=1.25

pour h

pour h = 0.3125

-

FEvolution de la courbe Au =0 en fonction de h
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Comparaison de la solution approchée

1) On prend la solution approchée aux points communs entre les deux

cassh=5bet h=25

y | = | solution approchée cas h =5 | solution approchée cas h = 2.5
510 0 0

515 1.78571428571429 1.28938863452734
5110 7.14285714285714 6.01939132776730

5115 26.7857142857143 26.2893886345273

5120 100 100

La courbe suivante représente la comparaison entre les solutions approchées

dans les deux cas h=5et h = 2.5

comparal
100
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501
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1077

]

ison de la solution approchée dans le cas h=5 avec h=2.5

0

—h=5 |
h=2.5]

On remarque que les courbes de solution sont proches
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2) On prend la solution aux points communs entre les cas : h € {2.5,1.25,0.625,0.3125}

Yyl x cas h = 2.5 cas h =1.25 cas h = 0.625 cas h = 0.3125

5/ 0 0 0 0 0

5| 2.5 | 0.498850563656651 | 0.434732806834212 | 0.418505616842477 | 0.414441792375014
51 5 1.28938863452734 | 1.14420182221567 | 1.10685780990001 | 1.09746804035127
5| 7.5 | 2.83235062136894 | 2.57632475144895 | 2.50865817239936 | 2.49152549537937
5| 10 | 6.01939132776730 | 5.63172716012545 | 5.52500384903970 | 5.49766275428185
5 | 12,5 | 12.6537791927975 | 12.2036674741561 | 12.0729062688631 | 12.0387387668753
5| 15 | 26.2893886345273 | 26.1442018222157 | 26.1068578099000 | 26.0974680403511
51 17.5 | 53.1774219922281 | 54.0426842017741 | 54.3510265531809 | 54.4366512148311
51 20 100 100 100 100

La courbe suivante représente la comparaison entre les solutions approchées dans les cas

h € {2.5,1.25,0.625,0.3125}

100
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50
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20 F

107r

comparaison de la solution approchée dans different cas de h

—h=25
h=1.25

— h=0.625
h=0.3125

|'|’I

On remarque que les courbes de solution sont trés proches

Conclusion :

Le pas h est plus petit, la diffirence entre les solutions approchées est plus petit.
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IV.2 Problémes paraboliques

La résolution du probléme de la chaleur ( dimension 1) :

( Ou 0*u
5 = Y9 t>0 x€]0.2]
uw(z,0) =100  si  x €]0.1] (4.5)

(2,0
u(xz,0) =100(2—2z) si  x€]l.2]
u(z,0) =u(2,t) =0

k
avec a=—¢clR
cp
Prenons : k£ = 0.13,¢ = 0.11,p = 7.8, h, = 0.25 et At est déterminer par la condition de
stabilité
k At - 1
r=——<=
cp h2 2

La solution analytique

La solution analytique du probléme (4.5) donnée par :

1 2 Dz —1
Uegact (T, 1) = 800 X Z 20+ 1) X COS m(2n + 2) (z ) X exp_0'3738(2n+1)2t (4.6)

Discrétisation de 1’espace :

On va résoudre notre équation sur I'intervalle [0.2] avec un pas h,
2—0 2
Ona z; =th ie€{0,1,...,n,} ol e =— =

Discrétisation de temps :

On a fait une discrétisation sur t avec hy = At

Ona t;=jh (to=0) j€40,1,...,n} ol ==
t
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Le programme suivant calcule les valeurs de u(z;,t;)
sk ko kR Rk kK Rk kK ok kKRR kR kR o
clc; clear;
k=0.13; c¢=0.11;
p="7.8;, hx=0.25
r=1/4;
ht = hz x hx x cx p*r/k;

Tmazx = 100 x ht;

cla = 0; clb = 0;

a=0; b=2;

nx = (b—a)/h; nt = Tmazx/dt;
%%% ( les vecteurs z et ¢ )
xr=0:hx:b

t=0:ht: Tmax;

%%% ( la solution analytique )
v = zeros(nx + 1,nt + 1);

n =0;

while(n <= 100)
fori=1:nx+1
forg=1:nt+1

u(i, j) = v(i,7) +800% 1/(pi®* (2% n+1)%) x cos(pix (2xn+ 1) x (x(i) — 1)/2) * exp(—0.3738 x

(2xn+1)2xt()));
v(i,5) = u(i, j);

end end
n=n+1;
end

%%% ( affichage de la courbe en tenant compte des vecteurs ¢, x et de la matrice v )

mesh(t, x,v);

kool ok koo sk okok ok okok ok sk skok sk kok sk ook sk skokok sk kok sk kokook skokok skokokeskoskoskok skokok skorok sk
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100 ~

80

60 -

FIGURE 4.1 — Représentation graphique de la solution analytique tepact(i, t5)

La solution approchée
On va calculer la solution approchée du probléme (4.5) par la méthode explicite pour r > 5

t <1
et r< -
2

On récrit le probléme (4.5) sous la forme d’un schéma numérique du probléme (3.8), On a :

ul "t — ] Uk % ug-&-l —2u] +ul_,
At cop h?

On utilise le schéma explicite (3.10) (vu on chapitre trois).

De méme maniére qu’on a vu au probléme elliptique, on fait les calcules mais avec les conditions

du probléme (4.5), on trouve :

Uit = M x U;+ N
1<j<nt—1
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1—-2r T 0

T 1—2r r

0 T 1—2r
avec M =

0

1
Nous avons pris r = 0.25 pour le cas ou r < 5 et r =0.625 pour le cas ou r > —

0
T

0
r 1-—2r r
0 T 1—2r

Le programme suivant calcule les valeurs du vecteur .

J
Uy

0

et N =

J
Ty,

2

Pour avoir le graphe du deuxiéme cas il suffit de remplacer r par 0.625

KKk ok ok sk ok ok ok sk ok okokok sk ok sk sk sk sk sk ok oskokoskosk sk sk sk sk sk sk sk skokoskokoskosk sk skoskoskokokokokosksk

cle; clear;

k=0.13; ¢=0.11;
p="1.8; h=0.25
r=1/4;

ht = hx « hxxcxpx*r/k;
Tmax = 100 *x ht;

a=0; b=2;

cla = 0;¢clb = 0;
nx = (b—a)/hz;
nt = T'max /ht;

%%% ( les vecteurs x et ¢ )
xr=0:hx:b
t=0:ht:Tmax;

%%% ( remplissage des éléments de la vecteur N )

fori=1:nx—1

N(i) = 0;
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end

N(1) =7 *cla;

N(nz —1) =1r*clb;

%%% ( remplissage des ¢léments de la matrice M )
fori=1:nx—2

M(i,i) =1—2x%r;

M(i,i+1)=mr;
M(i+1,i) =mr;
end

Mz —1,nr—1)=1—-2xr;
fori=1:nx+1

if (i) <1

Ci(i) = 100 * 2(i);

else

Ci(i) = 100 * (2 — z(i));

end end
fori=1:nx—1

h(i) = Ci(i + 1);

end
J=1
h="n;

while(j < nt + 2)
fori=1:nx—1
w(i, j) = h(i);
end

h=Mxh+ N’
J=J+1

end
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fori=nx:—-1:2
forg=nt+1:-1:1
w(i,j) = w(i—1,5);
end end
forj=1:nt+1
w(l,j) = 0;
w(nz +1,5) =0;
end
%%% ( affichage de la courbe en tenant compte des vecteurs ¢, z et de la matrice w )

mesh(t, x,w);

stk sk ok st ok ook s ok s ok ook ok sk s ok ok ok skok sk sk sksk sk sk skok sk sk skok sk sk ok sk okskskok

100 ~
80

60 -

FIGURE 4.2 — Représentation graphique de la solution numérique méthode explicite pour r < 3
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1
FIGURE 4.3 — Représentation graphique de la solution numérique méthode explicite pour r > 3

Remarque 4.1 :
1 1
d’aprés les deux graphes correspondantes a r < 3 et r > 3 la méthode explicite présenter

deux régions de stabilité :

1
Sir< 3 la méthode est stable et converge vers la solution analytique

1
Sir > 5 la méthode présenter des failles et la courbe ne converge pas.
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Comparaison de ueyqct(, 1) €t ugpy,(x,t) : Nous combinons le programme de la solution
analytique avec celui de solution numérique pour voir faire la comparaison, puis on ajoute a la

fin du nouveau programme la partie suivante :

Kkokokok Kokokoksk

a la fin de programme de la solution analytique
= 1;

forj=1:nt+1

fori=1:nx+1

sal(k) = v(i,7);

vo(k) = (i, j);

k=Fk+1;

end end

Frak A la fin de programme de la solution approchée *****

k=1;

forj=1:nt+1

fori=1:nzx+1

snl(k) = w(i,7);

ww (k) = w(i, j);

end end

sk sk ok sk KKK R R R R oK
k=[1:(nz+1)*(nt+1)]

k1l =11:(nx+1)=* (nt+1)]/100

errl = abs(sal — snl);

S1 = [ww; vv]

figure(1)

plot(k1;errl);

figure(2)

plot(k; S1);

kool ok sk ok sk kR ok skok ok sk skok sk kok skokok sk skokok sk kok sk kokook skokok skokok sk skokok skokok skorok sk
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Dans le cas h, = 0.25

La courbe présente une comparaison entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.25

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchéee
100 |

— solution analytique

20 ' — solution approchee

80 [if

70

of ”‘

50 [

30 f I i
20

0 100

52
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||||\“”H|||”mHIlIlllllllllill|'|'|'|"|'l'1'|hmh" AR Areon )
500

600 700 800 900 1000

k

Nous remarquons que les deux solution donnent des résultats proches

La courbe présente la différence entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.25

Erreur entre la solution exacte et la solution approchée

Erreur

187

1.6 [

1.4 1

1.2 1

err2

0.8

0.6

047

0.2

Nous remarquons que l’erreur est décroissant
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Dans le cas h, = 0.125

La courbe présente une comparaison entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.125

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

100
— solution analytique
20 — solution a :
pprochée
80
70

—

— .

WW I

\ L
I ”W | mm\‘m”

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Nous remarquons que les deux solution donnent des résultats trés proches

82
5 8 8 & &8 8

k

La courbe présente la différence entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.125

Erreur entre la solution exacte et la solution approchee

09y
08
071
06
NSk
o

0.4 1

0.3

0.2

0.1

o LU

Nous remarquons que l’erreur est décroissant
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IV.3 Problémes hyperboliques

On résoudre probleme d’advection ( dimension 1) :

u du
—_— — > .
u(0,t) = u(l,t) = cos(ct) [ =2m (4.7)

u(z,t =0) = cos(z)

At
avec c(t,z) =1, r=co-

1
<3 (la condition de stabilité)

La solution analytique

La solution analytique de (4.7) donnée par :
u(t,z) = g(x — ct) ou ¢ une fonction arbitraire.

D’aprés les conditions aux bords on a u(z,t) = cos(x — ct)

Discrétisation de 1’espace :

On va résoudre notre équation sur l'intervalle [0.27] avec un pas h,

) . 2r—0 2w
Ona z; =th i€{0,1,...,n,} ol Ny = =
h h
Discrétisation de temps :
On a fait une discrétisation sur t avec h; = At
Tmax

Ona t;=jh (to=0) j€40,1,....,n} ol n, =
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Le programme suivant calculée la solution analytique

kst koK ok sk kR sk kok sk sk skok sk kok skokok skt skosk sk skok skokok sk sk skokoskokokeskokokokoskokoskoskorosksk

cle; clear;

= (2% pi);
r=1/4;

nx = 50;

c=1;

a=0; b= (2xpi);
hz = (b—a)/nx
ht = (rx h)/c;

Tmax = 100 % ht;

nt = Tmaz /ht;n

% %% ( les vecteurs x et t )
x=0:hz:b

t=0:ht: Tmax;

%%% ( la solution analytique )
forg=1:nt+1
tt=(j—1)*ht;
fori=1:nx+1

xx = (i — 1) * hx;

u(i, j) = cos(xx — tt);

end end

%%% ( affichage de la courbe en tenant compte des vecteurs t, x et de la matrice u )

mesh(t, x,u)

KKk sk ok sk ok ok ok sk sk skokok sk sk sk sk sk sk sk sk skokoskosk skosk sk sk sk sk koskokoskokoskoskoskoskoskoskokokokoskosksk
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FIGURE 4.4 — Représentation graphique de la solution analytique

La solution approchée

1 1
La solution approchée de (4.7) par la méthode explicite pour r > 3 et r < 3

On récrit le probléme (4.7) sous la forme d’un schéma numérique de probléme (3.19), on a :

u ] uly —ud . .
W +c o =0 j€{0,...,n}, i€{0,....,n.}
u? (0) = v/ (1) = cos(ct) | =2r (4.8)

u®(x;) = cos(z)
Pour calculée la solution approchée de systéme (4.8) en utilise le schéma explicite centrée
(3.21) (vu on chapitre trois).
1

1
Nous avons pris 7 = 0.25 pour le cas ou r < 3 et r = 0.625 pour le cas ou r > 3
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Le programme suivant calcule les valeurs du vecteur .

Pour avoir le graphe du deuxiéme cas il suffit de remplacer r par 0.625

KKk ok ok ok ok sk sk ok ok koK ok ok ok ok sk sk sk sk ok skokokok kook sk sk sk sk ok skokokokoskok sk sk skoskokokokokokk

cle;clear; 1 = (2 pi);

r=1/4;
nx = 50;

c=1;
a=0;b=(2x*pi);
hz = (b — a)/nx;
ht = (r = h)/c;

Tmax = 100 % ht;

nt = Tmax/ht;

% %% ( les vecteurs x et t )
x=0:hz:b

t=0:ht: Tmax;

%%% ( les conditions aux limites )
forg=1:nt+1

tt = (j— 1) * ht;

v(1,j) = cos(tt);

v(nz +1,7) = cos(tt);

end

fori=1:nx+1

zx = (i — 1) * ha;

v(i, 1) = cos(zx)

end
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%%% ( la solution approchée )
forg=2:nt+1
fori=2:nx
v(i,g) = (i, j —1) = (r/2)* (v(i+1,j = 1) —v(i = 1,j = 1));
end end
%%% ( affichage de la courbe en tenant compte des vecteurs ¢, x et de la matrice v )

mesh(t,x,v)

kool ok koo sk okok ok skok ok sk skok sk kok sk ook sk skokok sk kok sk skokook skokok skokok sk kokok skokok skorok sk

1
FIGURE 4.5 — Représentation graphique de la solution numérique méthode explicite pour r < 3
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1
FIGURE 4.6 — Représentation graphique de la solution numérique méthode explicite pour r > 3

Remarque 4.2 :
1 1
d’aprés les deux graphes correspondantes a r < > et r > 3 la méthode explicite présenter

deux régions de stabilité :

1
Sir< 2 la méthode est stable et converge vers la solution analytique

1
Si r > — la méthode présenter des failles et la courbe ne converge pas.
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Comparaison de Ucyqct(7,1) €t ugpy(z,t)
Nous combinons le programme de la solution analytique avec celui de solution numérique pour

voir faire la comparaison, puis on ajoute a la fin du nouveau programme la partie suivante :

koo ok koo sk kR sk kR sk sk sk ok sk kR sk Rk sk sk skok sk kok skokok skokoskoskoskokokoskokokeskoRokokoskokosk

m = 1;
forj=1:nt+1
fori=1:nzx+1
uu(m) = u(i, j);
vo(m) = (i, j);
m=m+ 1;

end end

Kk ok ok ok ok sk ok ok ok sk skok ok ok ok ok sk sk ok sk skokok okook sk sk sk sk sk sk oskokokok okook sk sk sk sk ok okokokokok

k2 =11:(nx+1)* (nt + 1)]
err = abs(uu — vv);

S = [uu; vv]

figure(1)

plot(k2, err);

figure(2)

plot(k2;5);

KKk ok ok sk sk ok ok sk okokok ok sk sk sk sk sk sk sk kokok skook sk sk sk sk skokokoskokosk skosk sk skoskokokoskokoskosk sk
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Dans le cas h, = 0.1256

1.5

La courbe présente une comparaison entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.1256

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchee

— solution analytique
— solution approchée

0.5 "

15 I I I i i

A

k2

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Nous remarquons que les deux solution donnent des résultats trés proches

0171

La courbe présente la différence entre la solution exacte et approchée dans le cas h, = 0.1256

Erreur entre la solution exacte et la solution approchee

Erreur

0.09

0.08

0.0v

0.06

err

0.05
0.04
0.03
0.02

0.01
o Lt AT R LR i

L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
k2

Nous remarquons que l’erreur est décroissant
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Conclusion : (Probléme parabolique et hyperbolique )

Pour avoir un bon résultat dans cette méthode numérique (explicite)

e Il faut tenir compte de la valeur de r (condition de CFL) car elle influencera le résultat.
e La méthode numérique est converge pour l'espace et le temps.

e Quand le pas h est plus petit, I'erreur tend vers 0 et la solution approchée se rapproche

& la solution exacte.
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Conclusion

La meilleure solution est la solution analytique, mais en pratique, la méthode analytique
est inapplicable pour certaine EDPs, donc il faut trouver des solutions approcher cette derniéere

est trouver par des méthodes numérique comme la méthode des différence finis.

Apres notre étude sur cette méthode, nous somme arrive aux des avantages
e grande simplicité d’écriture et faible cout de calcule
e Rapidité et performance des algorithmes
e Facilité de monter en ordre
e Grand nombre d’EDP approchables
D’une part et aux des inconvénients d’autre part
o Limitation de géométrie des domaines de calcule
e Difficultés de prise en compte des conditions aux limites de type Neumann

e En général absence de résultats de majoration d’erreurs.

En plus de cela, ce travail nous a permis de comprendre qu’il existe plusieurs méthodes
numériques permettant d’approcher une équation partielle bien qu’elles soitent limitées. ce qui
nous a conduit a affirmer qu’il n’existe pas une méthode numérique universelle pour approcher

la solution exacte.
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