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INTRODUCTION

La théorie de l'interpolation des espaces vectoriels a débuté par une observation
faite par Jozef Marcinkiewicz et qui fut généralisée et connue sous le nom de théoreme
de Riesz-Thorin.

En termes simples, si la fonction est linéaire et continue sur un espace L, et aussi sur
un autre espace L, alors elle est aussi continue sur I’espace L,, pour tout r compris
entre p et ¢. En d’autres mots L, est espace intermédiaire entre L, et L.

En analyse un espace d’interpolation ou espace interpolé est un espace qui se
trouve entre deux espaces. Les applications les plus importantes de cette notion
ont lieu pour les espaces de Nikolsky-Besov dont les fonctions qui sont dérivables
un nombre non-entier de fois. Les espaces sont crées par interpolation a partir des
espaces de Sobolev (fonctions dérivables au sens faible un nombre entier de fois).
En d’autres termes B o(R") est un espace interpolé de L, et W" ou 0 < [ < m,
m € N, on écrit

B,p = (Lyp, W,").



Introduction

De nombreuse méthodes ont été mises au point pour construire de tels espaces de
fonctions : Transformation de Fourier, interpolation complexe, interpolation réelle,
dérivées fractionnaire, théoreme de Chaatit, etc...

Dans ce travail on s’intéresse aux théoremes de Riesz-Thorin et Marcinkiewicz avec
quelques applications.

Dans le premier chapitre sont considérés les espaces de Lebesgue qui jouent un role
assez important dans les chapitres qui suivent. On cite quelques inégalités intégrales
relatives a ces espaces et qui sont aussi nécéssaires pour la suite.

Le deuxieme chapitre aborde le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin. Ce
dernier est énoncé, prouvé et accompagné de quelques applications.

L’étude du troisieme chapitre concerne le théoreme d’interplation de Marcinkie-
wicz qui est prouvé, de plus la fin du chapitre comprend quelques applications.

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie.



CHAPITRE 1

RAPPELS

1.1 Tribus et mesures

Définition 1.1.1 Soient U un ensemble, T une partie de U (i.e T C p(U)). On dit

que une famille de partie de T est une tribu (o algébre) sur U si T vérifie :
1. o €T.

2. T est stable par ['union dénombrable c-a-d :
V(AH)HGN G T = UneNAn 6 T
3. T est stable par passage au complémentaire c-d-d :

VAeT = A°cT.

Définition 1.1.2 On appelle espace mesurable le couple (U, T) ot U est un ensemble
et T est une tribu, les éléments de T sont appelés des ensembles mesurables de U.
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1.2. ESPACES DE LEBESGUE

Définition 1.1.3 Soit (U, T) un espace mesurable, on appelle mesure, une applica-
tion . T — Ry verifiant :

1. p(¢) =0

2. p est o -additive, c-d-d que pour toute famille (A, )nen d’éléement de T disjoints

deuz o deux telle que A, NA,, =0 etn#m on a :

p(UnenAy,) = Z 1(Ay)

neN
Définition 1.1.4 Soient (U, T) un espace mesurable, . une mesure de U. Le triple

(U, T, 1) est appelé espace mesuré.

1.1.1 Les fonctions mesurables

Définition 1.1.5 Soient (U, Ty) et (V,Ty) deuz espaces mesurables ot Ty ( respec-
tivement Ty ) une tribu définie sur U (respectivement V'). Une fonction

f:U —V est dite mesurable si

VA€ Ty, fHA) €Ty O

1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.2.1 Soit 1 < p < co. On désigne par L,(U, T, u) 'ensemble des fonc-

tions mesurables f : U — R (ouC) telles que :

1l = ( / !f!pdu)p “ .

1. R+ = R+ U {OO}



1.2. ESPACES DE LEBESGUE

Le cas p = 00, Lo (U, T, 1) consistent en toutes les fonctions mesurables et les fonc-

tions bornées presque-partout, alors on écrit

[l 2o @) = 6588161[1])|f(f'5)| = inf sup [f(z)| =inf{C 20, p{z € U: |f(2)| > C} = 0}.

zeU/e

Notation. - Soit 1 < p < oo; on désigne par p’ I'exposant conjugué de p i.e.
1

1
S+= =1
PP

Proposition 1.2.1 (Inégalité de Hélder) Soient f € L,(U), g € Ly(U) et

1 <p < oo avee p' lexposant conjugué de p. Alors fg € Ly1(U) et

[ 1r@soa < W lswllsl, o
Preuve. Voir [3].

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Minkowsky) Soit 1 < p < oo, pour tout

frge Ly(U). Alors f+g € Ly(U) et

If+ 9l < N lle,a + 19l
Preuve. Voir [3].

Proposition 1.2.3 (Inégalité de Minkowsky pour les intégrales) Soient
UCR" etV CR™ deuxr ensembles mesurables, 1 < p < oo et la fonction F est

mesurable sur U x 'V, alors

H / Fle,y) dyllo,w) < /V 1 (e ) |20 dy

Preuve. Voir [3].

Théoréme 1.2.1 (Tonelli) Soient U C R™ etV C R™ deux ensembles mesurables,
F(z,y) est une fonction intégrable sur U x V. On suppose que
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1.3. FONCTIONS DE NORME

[, F(z,y)dy < oo , pour presque tout x € U,

et que

/daz/ |F(z,y)|dy < oc.
U %
Alors

foV |F(z,y)| drdy < oo.

Théoréme 1.2.2 (Fubini) Soient U C R"™ et V' C R™ deux ensembles mesurables,

F(z,y) est une fonction intégrable sur U x V. Alors pour presque tout x € U,

ﬂ%weLMU,LF@wMyEMW%

de méme, pour presque tout x €'V,

ﬂ%weLﬂﬂ,LF@waehW%

de plus on a :

Joxy Flzy)dedy = [, dz [, F(z,y)dy = [, dy [, F(z,y) dx.

U

1.3 Fonctions de norme

Notations.
— Soit M™* L’ensemble des fonctions mesurables définies de U dans R,.

— Soit £ un sous ensemble de U, Xg la fonction indécatrice de E définit par :

1 site Fk
Xp(t) =

0 sit¢ B



1.3. FONCTIONS DE NORME

Définition 1.3.1 L’application ||.|| : MT — [0, 00] est appelée fonction de norme
si quelque soient f,q et f, dans M™ telle que (n = 1,2,...), Va € C(ouR) et pour
tout sous-ensemble E de U, vérifie les propriétés suivantes :

() - lfl=0<=f=0 pp; Aafll=lallfll; If+gll < /Il + gl

() -0<g=<f pp=lgll <|fl

(P5) -0< fu et fo—=f pp=|full = Il

(Py) - p(E) < oo = [|Xp]| < o0

(Ps) - i(E) < 0o = [, fdu < Cg||f||, ot Cg est une constante positive.

L’espace de Lebesgue L, avec 1 < p < 0o est le simple exemple sur la fonction de

norme, tels que :

(fopdu)% sil<p<oo
1|z, = femr

esssupy f sip =00

Proposition 1.3.1 L’espace de Lebesgue L, est un espace normé (semi-normé).

Preuve. 1.1) Pour 1 <p < oo,

I fllz,@) = (/ f”(u)du) =0<=f=0 pp.
U
1.2) Pour p =0
1 fllzow() = €55 sup f=0<f=0.
2) Soita >0
lafl,@) = all fllL,w)-

3) Soit f,g € M™T, on applique l'inégalité de Minkowsky

[f+ gl < (If1+ 1) < 2272 (1F1P + L) -



1.3. FONCTIONS DE NORME

On obtient :
Jolf +glPdu < 2074 [ (IfP + [g]?) du
< 27 [l fPPdu+ [, lglPdu]
alors
(If +gPdu)? < 255 [f,|fIPdu+ [, |gPdu]
< 25 ((fulfPdu)” + (fylgldu)*)

d’ou

1 1 1
P P P
([1r+aban)” < ([1sran) s ( [ 1aran)
U U U
Proposition 1.3.2 Soit U un ensemble mesurable, pour 1 < p < oo, on a :
0<g<f pr=l9le,w) </,

Preuve. 1) pour 1 <p < oo, on a:

0<g</f p-p=>/g”dUS/fpdu
U U

~ (o)’ < ()

9ll, @) < IFllz,w)-
2) Pour p =00, 0ona:0 < g < f p.p et daprés la définition du sup-essentiel, on
obtient :

esssup g < esssup f,
U U
d’ou
9]l 2@y < N fllze@)-

Proposition 1.3.3 Soit U un ensemble mesurable, pour 1 < p < oo on a :

nh_{{}o ”anLp(U) = HfHLp(U)'

10



1.3. FONCTIONS DE NORME

Preuve. D’aprés 'hypothése, on a :
1. f, une suite de fonction positives et croissantes.
2. f existe tel que f = lim f,.
n—oo

On applique le théoreme de la convergence monotone, on obtient

JLHC}OanHLp(U) = Ji_)rI;OfU<fn)pdN
g 1 p
Jor Jim (f)" dp

i p
=l (JE& fn) dp (carp 2 1)
= Ju fPdp =1l @)

Proposition 1.3.4 Soient U un ensemble mesurable et E un sous-ensemble de U,

pour 1 < p<oo,ona:
n(E) < oo = || Xel|L,w) < oo

Preuve : Pour 1 <p <oo,on a:

Nt = ( [ ey an)" = Nteln i < o

Car :
sil<p<oo (M(E))% < u(E) < oo

=1<

3=

sip=o0 (u(E))

Proposition 1.3.5 Soit E un sous-ensemble de U,pour 1 < p < 0o, on a :

W(E) < 00 = /fdu < Cell e
E

11



1.4. INEGALITES MULTIPLICATIVES

1
Preuve. Pour 1 < p < oo et — + — = 1. On applique I'inégalité de Holder et on
p P

prend g = X'z, on obtient

J;; j?(ilt = ,J;; ]T?tﬁs (ifL
([ 7 du)? ([o(Xp) du)?

< Cgllfll, e

=

IN

oun Cp = (u(E))i Les cas p = 1 et p = 0o sont evidents. O

1.4 Inégalités multiplicatives

Proposition 1.4.1 Soient U C R™, U un ensemble mesurable,

0<pr<p<py<o0,0€e(0,1). Alors

10y < 11, o171 (L.1)
ol
1 0 1-0
- =—+4 . (1.2)
p 4! D2

Preuve. 1) Soit p, < co. En appliquant I'inégalité de Holder avec les paramétres Py
p

b P2
(Gp) p(1—0)

a-0)p

[urpas= [ 1100w a < ( / |f|mdx) ( / |f|”2d:c> o

cela implique que

HfHLp(U) < HfHLpl(U)HfHLp vy

12



1.5. INEGALITES DE HARDY

2) Soit py = co. Alors d’aprés (2) on a § = D1t

p

S lflrde = [, |12 |07 do
< (fy 1% dw)(fy, | fP2 dar) 720"

= A Iz AP @)

(1-6
= A1 o I,

d’ou

(1-6
1Ly < IS, @ IS -

L’inégalité (1.1) est 'une des plus simples des inégalités d’interpolation.

O

1.5 Inégalités de Hardy
On consideré les opérateurs Hy et Ho défini par

(Hyf) (o /f Ydy, V>0,

(Hyf)(z) est la valeur moyenne de la fonction f sur (0, z).

(Haof )(z / fly)dy, Vx>0,
1 1
Théoréme 1.5.1 Soit 1 < p < oo. Vf mesurable sur (0,00) et —+ — =1 on a :
p 7
1
CL) St a < ]?
07 1 - «
2 (HL ) @)y 000 < (5 = @) 2 f (@) 0.00)- (1.3)
1
b) St o > -
p
o 1 -1y,
|2 (H2 f) @)y 0,000 < (= Z) 2 F @)y 0,000 (1.4)

13



1.6. SOMME (DIFFERENCE) ARITHMETIQUE

1
Théoréme 1.5.2 Soient 0 < p < 1, a < —. Alors existe une constante Cy > 0,
p

telle que V' f non négative monotone définie sur (0, 00)

2% (H 1) (@)]| Ly 0.00) < Crll® f (@), 0,00)- (1.5)

1
Sia> —, 3Cy >0, telle que YV f non négative décroissante on a :

2% (H2f) ()| Ly 0.00) < Callz® f (@)L, 0,00 (1.6)

1.6 Somme (différence) arithmétique

Définition 1.6.1 Soit deux sous-ensembles Uy et Uy de R™. On désigne par Uy + Uy
(respectivement Uy — Us) la somme (respectivement la différence) arithmétique de les

sous-ensembles Uy et Uy definie comme suit :

Uiy + U, :{1’E]Rn DX =21+ Xa, oux, € Uy et z9 € Uy }

Exemple 1.6.1 a) [0,1] + [0,1] = [0,2].
b) [0,1] —[0,1] = [0,1] + [-1,0] = [-1,1].

c) Vay,x90 € R*, Vry,re >0, on a :
B(zy,71) & B(x2,72) = B(x1 £ 29,71 £ 72),
ot B(z,r) désigne la boule de centre x et de rayon r.
Remarque 1. Dans I'étude, opérateurs 7" definit sur Ly, @) |J Lp, ) tels que

T: ka(U) — qu(v), ke {1,2},

14



1.6. SOMME (DIFFERENCE) ARITHMETIQUE

ou

T: ka(U) — L;k(V)ﬂ ke {1,2},

avec 0 < p1, pa2, q1, @2 < o0 et sz(V) sont des espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.6.2 Soinet Ly ) et Ly, deuz espaces de Lebesgue. On désigne par
Ly, ) + Lp,y la somme arithmétique c’est-a-dire la somme arithmétique des en-

sembles des fonctions dans les espaces Ly

Ly, wy + Lpywy ={f € LpyoyU Loy - f=fi+ f2 0t f1 € Ly, wy et fa € Ly, }-

O

15



CHAPITRE 2

THEOREME DE RIESZ-THORIN

2.1 Préliminaires

Dans cette section, les scalaires peuvent étre des nombres complexes.
Soit T est un opérateur linéaire de L, = L,(U,du) dans L, = L,(V, dv), cela signifie

que Vo, B € R(C), T(af + Bg) = aT(f) + BT(g). On peut écrire :

T Lp — Lq.
Si en plus T est borné ,(i.e) si
T
i
20 e,

est finie ou M est la norme de 'opérateur T

Lemme 2.1.1 (Le principe de Phragmén-Lindelsf ) Soit Q une bande de C
telle que Q = {z : x1 < z < w3}, x1 et xy sont des réels.

16



2.1. PRELIMINAIRES

Soit F' une fonction analytique sur 2, continue sur sa frontiére et s’il existe trois

constante strictement positives M, K, A telles que :

|F(2)| < K , sur la frontiére de Q
[F'(2)]
<M Q
(Im(z)3 =7 7

Alors

VzeQ, |F(z)] < K.

Théoréme 2.1.1 (Théoréme d’Hadamard des trois droites) Supposons que
F(z) une fonction analytique (holomorphe) sur la bande ouverte 0 < Rez < 1 et

bornée continue sur la bande fermée 0 < Rez < 1. Si
|F(it)] < My, |F(1+idt)] < My, —oo <t < +4o0.
Alors, on a :
|F(0+it)| < M3~ M? | —00 < t < 400, V0 € [0,1].
Preuve. Soient € > 0 et A € R, posons
F.(2) = F(2)e®* ) (2.1)

Alors, on a :
[FL(z)] = |F(2)el= )

_ ]F(z) ‘e(e(Re 22)+ARe z)

< ’F(Z>‘6(6(1—(Imz)2)+)\Rez)

17



2.1. PRELIMINAIRES

Quand Imz — +oo, |F.(2)] — 0.
De plus, pour —oo < t < +00
|FL(it)| = |F(it)|e(e(Re ()*+ARe (i)
= |F(z)’eR6(—6t2+iAt)
= |F(it)]e™" < |F(it)],
d’ou
|[Fe(it)] < [F(it)] < Mo.
D’autre part
|FL(1+it)] = |F(1+ it)|elc(e (4i)*+ARe (1+it))
= ‘F(Z)|€R€(E+2i5t—at2+)\+i)\t)|F€(1 + zt)\
= |F(1+ it)\65_5t2+/\ < |F(1 +it)]est
< |F(1+it)]est < Myes™ .
D’aprés le principe de Phragmen-Lindeldf avec A = 1 et K = max(My, M1est?), on
obtient :

|F.(z)] < maX(MO,MleEJ”\).
C’est-a-dire :
—00 < t < 400, V0 € [0,1], |F(0 + it)| < max(My, Mye*™).
Depuis (2.1), on a : |F(z)| = |F.(z)]e e(Fe2)*~ARez alors
|F(0 +it)] = |F.(0 +it)|e =),
Cela imlique que : pour —oo < t < +o00 et V0 € [0, 1]
F(0+it)] < |e=sOr0P X0+ man(My, ¢ M)

< e_E(BQ_tQ)_’\emax(Mo, ea-i—)\Ml)

< e_E(BZ_tQ)max(Moe_’\e, €€+(1_9))‘M1).

18



2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Fixons V0 € [0, 1] et —0co < t < 400 , on peut passer a la limite e — 0, on obtient :

|F(0+it)] < max(Moe Y, Mjest?)
< max(Myp~%, M, p*~?)
by

ol e~ = p. Optimisons en p : le seconde membre est minimum lorsque

Mop=? = Mp'~?, c’est-a-dire p = %(1) Avec ce choix, on obtient :

|F(0 +it)| < Mg~ M. O

2.2 Théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin

Théoreme 2.2.1 Soient py, qo, p1 et q1 des réels tels que po # p1 et qo # q1- On

constdere l'opérateur linéaire borné T tel que :

T: Ly, (U,dp) — Ly, (V, dv),
de norme M, et

T : Lp (U, dp) — Ly, (V,dv),

de norme M. Alors
T : L,(U,du) — Ly(V,dv),
de norme M, tel que :
M < My—'M?, (2.2)

o0 < <1 et
1 1—460

1 1-60 0
,— = + —. (2.3)
q do a1

0
_|_ J—
p Po Y4

D’aprés (2.2) on a que M est logarithmiquement conveze (i.e)log M est convexe, on

note aussi la signification géometrique de (2.3) sont les points sur le segment de droite

19



2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

1 1 1 1
entre (—, —) et (—, —) . Dans [1] on prouve aussi le théoreme de linterpolation
Po 4o P @1

de Riesz-Thorin au moyen des méthodes abstraites.

1 1
Preuve. Soient ¢, ¢’ des exposants conjugués (a + ? =1, heljetgc Lq/>.

On définit :
<h,g >=/ h(y)g(y) dv.
v
Alors
| <hg>|= y) dv /\h W) dv.
D’apré I'inégalité de Holder, on obtient :
[<hg> 1< [ Il < Wil Lol
Donc
<h,g>
Ik, > w,
lgllr,
d’out
|hllL, = sup {| <h,g>|}.
”gHLq/:]'
On a:
T:L, — L,
f — Tf
et
<Tf,g>= / Tf(y)g(y)dv.
v
Alors

| <Tf,g>|= Tf y) dv

< [ mrwat|av

Puisque ¢ et ¢’ sont conjugués et d’aprés I'inégalité de Hoder, on obtient :

|<Tfg>|< /V TFw)a(w)|dv < |71, llglls, (2.4)
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Comme T est borné, on a :

1T fllz, < M fr,- (2.5)

On majoré (2.4) par (2.5), on obtient :

| <Tfg><Mlflz,llgllz, -

Alors
M | <Tf,g> \’
1 fllz,llgllz,
d’ou
M =sup{| <Tf,9>[,|fllz, = llgllz, =1} (2.6)

Comme p < 00 et ¢ < 0o, on suppose que f et g sont bornées et a support compact
et || fllz, = llgllz, =1 d’aprés (2.6).

Pour 0 < Re(z) <1,z € Z, on pose

1 11—z z 1 11—z z
= +

) +_
p(z) po Do ¢(2) w6

et

Pl) = 9, 2) = |f@IFT o

~— — [—

V(z) = ¢(y,2) = Ig(y)l%‘ (z)’ L YeV

pour f(z) # 0 et g(y) # 0, on a p(z) et ¥(z) sont des fonctions analytiques (holom-

porphes). De plus, on a :

= lo(x, 2)| = )| 7t f(z)
o2 = (o, ) = [1F @R,
d’out
e = £ (@) = |f ()77,
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

et

d’ou

e Montrons que ¢(z) € L,,, j = 0,1.

On a |¢(2)] = lp(x, )| = | ()7 alors [p(2)[” = (|f(2)[77)" et comme f € L,

donc f est mesurable, ainsi

()| = | () [PGE),

est mesurable, de plus

[l du= [ 1#@PF du <.
U U

Dot p(z) € Ly, j =0,1.

e Montrons que ¥(z) € Lq;, j=0,1.

/

On a [¢(2)] = [1(y, 2)| = g(y)|7®, alors [¢(2)|% = (|g(y)| 7@ )% et comme g € Ly,

donc g est mesurable, ainsi
BN =g )
est mesurable, de plus
[ = [l a <o

e Montrons que T'p € L,;, j =0, 1.

On a T est borné, alors || T¢| 1, < Cll¢|L,, et puisque [[¢f|r, est finie, donc

IT¢l,, < oo,

22



2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

dot T € Ly, j =0, 1.

e Montrons que ¢'(z) € L,,, j = 0,1

On a:
p(2) = |f(@)|55) 7 f(a)
(d-2) , =z ;1
= [f@)P"m T f()
(1—=2) 2z 1
_ ep( 70 +H+5)ln‘f(m)|f(x),
Alors
1 1 (A=2) | 2 LAy f(x
#(2) =l -~ p—o)lnlf(w)le”( o Fer R @l (),
d’ou
, 1 1
¢'(z) = p(p—1 - p—o)ln | f(@)]p(2).
On pose A = p(+ — L) In| f(x)|, alors on obtient :
p p(Pl Po f ?

¢'(2) = dp(2),
et comme (z) € L,,, j = 0,1, donc
¢'(z) € Ly,, j=0,1.
D’une maniere analogue on prouve que :
V'(z) € Ly, j=0,1

e Montrons que T'¢’ € L,;, j = 0,1
On a T est borné et (Typ) = T¢', alors [[(Te)|r,, = IT¢'|L,, < Cill¢[|z,, ou

j=0,1, et comme ¢’ € Ly, alors [|¢'|[, est finie,donc [[(T¢)||z,, < oo, d’on

Ty € Ly, j=0,1
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

e Montrons l'existence de F(z) pour 0 < Rez <1

F(2) =< Tel:).0(2) >= [ Tl do

Alors,
F(z) < |F(= |</IT90 (2) | dv

Comme Tp(z) € Lq;_,l/}(z) € Ly avec j = 0,1 et ¢; conjuqué de q; donc, d’aprés

I'inégalité de Holder, on obtient :

F(z) < |F(2)] < / Te()0(=) | db < [Tl 191,

Donc F(z) < oo (car [T, et ||1j)||Lq; sont finies ). Ainsi l'existence de F'(z) est
prouvée.

e Montrons que F'(z) est analytique (holomorphe) sur 0 < Rez < 1.

Comme ¢ et 1 sont des fonctions analytiques ( car sont des exponentienlles), alors
il faut montrer que F'(z) existe.

On a F(z) =< T¢(z),¢(z) >, alors

0<Tp(z),¥(z) >
0z

= < TOD y(z) > 4 < Tp(z), 22 >

Fl(z) =

= <T¢'(2),9(2) > + <Tp(2),9'(2) > .

Donc

F'(z) < [F'(2)]

IN

| <T¢'(2),9(2) > [+ ] < Te(2),¢'(2) > |.

D’aprés I'inégalité de Holder, on obtient :

F'(2) < [F' @) < 1T N2y, 190l I TNz, 1412,
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Donc F'(z) < oo (i.e) F'(z) existe et alors F(z) est analytique (holomorphe) sur

0< Rez < 1.

e Montrons que F'(z) est bornée continue sur 0 < Rez < 1
a) Montrons que F(z) est continue
Comme elle est composée de fonctions continues, alors F'(z) est continue sur
0< Rez<1.
b) Montrer que F' est bornée
VRez € [0,1] :

F(z)| < /V T o(2)i(2)] dv

D’aprés I'inégalité de Holder, on obtient :

IF()] < 1Tl ¥z,

d’ou F(z) est bornée.

Pour —oco <t < +00, on a :

leGt)lz,, =

-
~
—~
-
Y
:
)
s
o
Y
=
—
—
~
=i
o

P 1/po
Sy lF @)™ dpe)

(Jyy 1 f (@) dpe) 70
= (Jy 1f @) dp)rro

PO
’

SRSt

B |-
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

comme || f|[r, =11, dolt

le(@)12,, = (Lf@),)m = 1.

Et aussi
1/p1
lo(1+it)||z, = ( ‘|f |7 fggc;' dﬂ) p
1/
- (o)
- (f oot )
24 1/p1
= (fU|f P >
= (fU|f |pdﬂ)75
1p
— ( |Pdlu)pp
alors
(1 +it)[z,, = ([f(@)],)r = 1.
De méme

1 (it)llz,, = (1 +it)llz, =1

Par hypothese, on a : [F(it)| < [, [Tp(it)(it)| dv out j = 0, 1. D’aprés l'inégalité de

Holder et comme T'p € Ly,et ¢ € Ly, , on obtient :

[E@)] < [1Te(@) g, 90l » (2.7)

comme 1" est borné, alors

ITe(it)]| Ly, < Molle(it)]|L,,- (2.8)

On majoré (2.7) par (2.8), on obtient :

[E@)] < Molle(@t)]r,, [l (@), ,

L M =suw{| <Tf, 9> fllz, = llgllz, =1}
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2.2. THEOREME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

d'ou |F(it)] < My avec —oo < t < 400.
D’une maniere analogue pour |F(1 + it)|, on obtient :
|F(1+idt)] < M; ou —o0 <t < 400

Pour 0 < 6 < 1, on pose p(f) = f et ¥(0) = g, alors
F0)=<Tf,g>
D’aprés le théoreme d’Hadamard des trois droites, on obtient :
[FO) = <Tfg>]< My’ M.
Comme M = sup{| <Tf,g > |, [|f|lz, = llgllz, = 1}, alors on obtient :

M < Mi~oMY. O
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2.8. APPLICATIONS DU THEOREME DE RIESZ-THORIN

2.3 Applications du théoreme de Riesz-Thorin

Dans cette section, nous allons donner deux applications simples du théoreme
d’interpolation de Riesz-Thorin. Nous les incluons pour illustrer le role du théoreme
d’interpolation de Riesz-Thorin.

Dans les applications qui suivent, nous considerons le cas U =V = R" et

dp = dv = dx (mesure de Lebesgue).

2.3.1 Inégalité de Hausdorff-Young

Théoréme 2.3.1 Soient 1 < p < 2, f € Ly(R"), ot (Ff) = [ f(x)e~">dx.
Alors :

IFfllz,, < @m)7 | flL,, Y, & € R™
Preuve. Soit T' la transformation de Fourier notée par F telle que :

FPEQ)= | fla)e s e

Ol\l<$,§>: x1£1++$n§n aVGCﬂ?:(l'l,ZEQ,"‘,CUn) et 52(517527"'7£n)'

Alors on a :

(FAE] = |fpn f@)e <06 da
fRn ‘f(w)|€—i<a:,£> dr

Jn 1] (@)] do.

IN

IN

D’aprés la formule de Parseval :

(FNEF da = (2m)" . |f ()] da,

|
et | |
( 5 \(ff)(fﬂzdx)? _ om? ( i ‘f(x)Ide)2’
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2.8. APPLICATIONS DU THEOREME DE RIESZ-THORIN

donc
I(FHlzs = 27) %) £l .-
De plus, on a :

EN©I< [ 1r@lde = £l

En passant a la borne supeérieure, on obtient :

IF e < sgpl(ff)(é“)l < Ifllz,-

L’opérateur F est est donc définit comme suit :
F: L — Ly , de norme My < 1,
F : Ly — Ly , de norme M; = (27r)%.

On applique le théoreme de Riesz-Thorin a I'opérateur F et on obtient :
F:L,— L, denorme M, (2.9)

pourpo=1,p1 =2, gg=00 et ¢y =2, 0n a:

1 1-6 6 1 1—-06 0
Syl s 212 peo 1]
, Tty T o T €]0,1]
Comme suite :

1 1 0

S=1- 2 - =2 0€0,1].

; i 10, 1]

1

0
(i.e)p’:q:§0f11<p<2.LanormeMde

) = (27)¥ car My =1, M} = (27)2% et comme

En eliminant @, on sait que — =1 —
p

|3

sl R 0

n

Popérteur (2.9) est bornée par (27)
M < My~?M?, on obtient :
M < (2m)30 = (21)™@) = (2m)7 .

Donc, on a prouvé l'inégalité de Hausdorff-Young (i.e) sil <p<2ona:

17 £z, < @07 (1fL,- 0
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2.8. APPLICATIONS DU THEOREME DE RIESZ-THORIN

2.3.2 Inégalité de Young

Théoréeme 2.3.2 St K € L, et f € L, oul < p < ¢, alors (kx f) € L, pour

1 1 1
=S et

q p
[k * fllz, < 1K, f]lz,-

Preuve. Soit T' 'opérateur de convolution définit par :

Tfx)=[| K(x-y)fly)dy=(Kx* f)(),

Rn

ou K la fonction donnee dans L,. Alors

o R

LP
D’aprés les inégalitées de Minkowsky, Fubini et Holder on obtient :
ITflle, < Jou IE (@ =y)fW)llz, dy
= Jo 1K@ =yl f ()] dy

1K (2 = )llz, Jn | f ()] dy,

IN

par conséquent on obtient :

1Tz, < 1T, 1]z (2.10)

De plus, on a pour tout x

Tf() < [ |[K(z—y)f(y)ldy

Rn

D’aprés I'inégalité de Holder ou p,p’ sont des conjugués, on obtient :

T ()] < [IKL, 1 f]l,

donc

1T fllpoe < NE N, £, (2.11)
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2.8. APPLICATIONS DU THEOREME DE RIESZ-THORIN

D’aprés (2.10) et (2.11), Popérateur 1" est donc définit comme suit :
T: L — L,, de norme My = || K|,
T: Ly — Ly, de norme M; = ||K]||r,.

On peut appliquer le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin a 'opérateur T, et

on obtient :
T:L,— L, (2.12)

ol

1 1- 0 1 1—-6 0

—=—F -, —=——+—et0<f<L

P 1 g p 00

e 1 1 1 )
En éliminant 6, ona — = — — — et 1 < p < p'. La norme M de opérateur (2.12)
q p p

est majorée par |[K||z, (ie)

M < My~"Mg < (| K]lr,)" ™" = | K],

Donc, on a prouvé I'inégalité de Young : Si K € L, et f € L, ou 1l < p < p/, alors

1 1 1
kxf)e L, pour — = - — — et
(k1) € Ly a p /

1k Pllz, < 1Kz, )z, - O
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CHAPITRE 3

THEOREME DE MARCINKIEWICZ,

3.1 Fonctions de disrtribution

Définition 3.1.1 Soient U C R", f: U — C une fonction mesurable. La fonction

de distribution de f est la fonction \(f, o) définie par l’égalité suivante :

Af0) = plx - |f(2)] > o}, Vo € [0,00)

ot o désigne la mesure de Lebesgue.

Proposition 3.1.1 \(f,0) est une fonction positive, décroissante de o et continue

a droite.
Preuve. a) soient 01,09 deux réels positifs tels que : o1 < g9, on a l'inclusion :
{z |f(@)] > o1} D{z : [f(x)] > 02},
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3.1. FONCTIONS DE DISRTRIBUTION

d’ou
wlz = |f(@)] > o1} > plz o |f(z)] > o2}
Alors

)‘(fa Ol) = )‘(fv 02)7

donc A(f, o) est décroissante.

b) Montrons la continuité a droite :

A(f, o) est une fonction décroissante de o alors il suffit de montrer que

limy, o0 A(f, 0+ 1) = A(f, 0).

On a la suite d’ensembles A, = {z : |f(z)| > o+ L} est décroissante pour I'inclusion
oun € N*.

n(MhiyAn) = lim p(A,)

n—oo

— lim A(f,0 + 1)

= Alf,0),

alors A(f, o) est continue a droite.

Proposition 3.1.2 Pour 1 <p<oo, on a :

)%, st 1 <p<oo. (3.1)

— - P\
£l =@ [ o"\(f.)

[fllL = inf{o : A(f,0) =0} (3.2)
Preuve. Pour 1 <p < oo, on a:

Jom oA o) do = [T TS o) do

o

= Jo < (f{m Af|>0} d“) do

= Jo % (Jy Yo 1150y du) do;
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3.2. ESPACES DE MARCINKIWIECZ(ESPACES FAIBLES)

d’aprés le théoreme de Fubini-Tonelli, on obtient :

Jo & Jowinsoy dpdo = [ ( @)l o da) dji

= Joslf@Pde =3 [, 1f(2)P do

— i
d’ou
e do 1
A(F.0) T = Ly
| oo =i,
> do
umzzp/ A(f,0) 22,
0 g
et

o do\»
11, = (o [~ o300 %)

Pour p = 0o on a par défintion :
[fllze = inf{o >0, p{z e U |f(z)| > o} =0},
et d’aprés la définition de A(f, o)

| fllo., =inf{c : A(f,o) =0}.

3.2 [Espaces de Marcinkiwiecz(espaces faibles)

Définition 3.2.1 Soient 0 < p < oo, U un ensemble mesurable U C R",
f:U — C. Pour 0 < p < oo, on dit que f € L3 ( espace de Marcinkiewicz ou

espace faible) si f est mesurable sur U et

=
A\
3

15 = sup o(A(f,0))

c€[0,00)
dans le cas p =00, on a : LY = L.
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3.2. ESPACES DE MARCINKIWIECZ(ESPACES FAIBLES)

Lemme 3.2.1 (Inégalités multiplicatives) Soient U € R",U un ensemble me-

surable, 0 < p; < p < py < 00. Alors

HfHL;(U) < HfHILgl@(U)Hf GL;Z(U)u (3.3)
et
(p2—p1) 7
P\P2 — P1 P _
PR Frrarrestd M 3 g 4 3.4
1 1-60 6
ou 6 € (0,1) est définie par 'égalité — = +—.
p yai P2

Lemme 3.2.2 Pour oy, 0y positifs tels que 0 = 01 + 02, et pour f,g des fonction
mesurables,

on a :

Af+g,0) = A(f,01) + Mg, 02).

Preuve. Il suffit de constater que :

{z:[(f +9)@)] >0} C ({z: |f(@)] >} U{z:[g(x)] > 02}),

Pour cela on montre que :

{z: [f(@)] > o} Uiz : |g(2)] > 02})" € ({22 [(f + 9) ()] > 0})".

Soit ({z : |f(x)] > o1} U{x : |g(x)| > o2})", alors :

[(f +9)(@)] = |f(2) + g(0)] < [f(2)| + |9(z)| o1+ 02 = 0.

Ainsi
ze({z:|(f+9)@)] <o},
d’ou
{z:|(f +9)(@) >0} C{z: [f(2)] > o1} U{z : [g(x)] > 02},
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3.2. ESPACES DE MARCINKIWIECZ(ESPACES FAIBLES)

Cela implique que :

pz = [(f +9)(@)] > o)) < pl{a - [f(2)] > on}) + p{z - g(2)] > 02}),

donc

)\<f+g,0') = A(fv 0-1)+)\(970-2) (35)
Définition 3.2.2 Soit ||.|| une application de X dans R ot X un espace vectoriel.
On dit que ||.|| est une quasi-norme si :

(1) |z =0=2=0
(i) ||ax| = |all|z||, pour tou o de R et x de X

(iii) il existe k > 1 tel que ||x + y|| < k(||lz|| + ||lyl|), pour tout x et y de X

Proposition 3.2.1 Pour 0 < p < oo, (L3, ||.

L;) est un espace quasi-norme.

Preuve. (i) si [|f[|r; = 0 alors pour tout o > 0, A(f,0) = 0 et par définition de
A(f,.), on déduit que f est nulle presque partout.

(ii) pour tout réel o , on a :

Maf,0) = plz: |f(z)] > ﬁ},
alors
1 ag 1 ag o 1
laflle; =supo(Aaf.o))r = supo(A(f.1)» = lal sup LLA(F 20)> = lallfll;.

la

(iii) D’aprés I'inégalité (a + b)% <ar+ b%, le lemme (3.1.2) et pour oy = 03 = %, on

>
—
+
<
2
e
[\
/N
=
b
N Q
=
LT
_|_
/N
=
<
o] Q
N—
3 =
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3.3. ESPACES DE LORENTZ

Alors

==
AN
9
—
>
—
)
NS
S~—
N——
=
+
q
—
>
—~
<
NQ
=
S 1=

cA(f + 9.0))
< 2(5M£.9)7 +2(5M9. D)
< 2(5MF9)7 + 500, 9)F).

en passant a la borne superieure, on obtient :

1F+glley <201 F1zy + llgllz;)- a

Les espaces Ly sont en particulier des espaces de Lorentz L., en utilisant un

autre concept.

3.3 Espaces de Lorentz

Définition 3.3.1 Soient U C R™, U un ensemble mesurable, f : U — C, une fonc-
tion mesurable. On appelle réarrangement de la fonction f dans un ordre décroissant,

la fonction f* définie par l’égalité : Wt € [0, 00)
f*(t) =inf{o € 10,00) : A(o, f) <t} (3.6)

Les propriété de la fonction f* sont comme suit :

1) f* >0, décroissante et continue a droite.

2) Ape = Agsur [0, 00). (3.6)
3) S =11

4) o= f*(t) = t=X\f,o). (3.6)"

Remarque 1 Vf € L;(U), O<p<ocoona:

I/

2 _ L ox
L) = tes[}igo)t”f (t)
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Lemme 3.3.1 Vf € L}y, on a:
A1y = 1A 0
Preuve. Si pour un ¢ donné, il y a un ¢ tel que f*(t) = o, d’aprés (4), on a :
Af,o) <t,

ainsi

< t5 f*(t),

=

o(A(f,0))

d’ol1 par passage au sup par rapport a ¢ ensuite par rapport a ¢, on obtient :

(1) (2)
1A, < 17190, (3.7)

D’autre part, pour € > 0 et d’aprés la définition carctéristique du sup, on obtient :

2 L ox
IS0y < 17 17(8) + &

et d’aprés (x * %), on a :

1%y < o(A(fr0))7 +e,

en passant a la borne supeérieure, on a :

/1

(2) )
Lx(U) = HfHL;(U)a (3.8)
alors d’aprés (3.7) et (3.8) on obtient
n (2)
17180 = 15120,

Lemme 3.3.2 Soient U C R™ un ensemble mesurable, f,g: U — C deux fonc-

tions mesurables, ¥V t1,t2€ [0, 00)

(f +9)"(tr +t2) < f*(t) + 9" (t2), (3.9)
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3.3. ESPACES DE LORENTZ

et

(f9)"(t1 +12) < f*(t1)g"(t2)- (3.10)
Le théoreme suivant est prouvé dans [2].

Théoréeme 3.3.1 Soient 0 < p < oo, U C R"™, un ensemble mesurable,une fonction

f mesurable sur U, alors

1l 2oy = 1f 1 Lp000) = 1| 2of0,mes v)- (3.11)

Définition 3.3.2 Pour 1 < p < oo, on définit l’espace de Lorentz, noté Ly, par :
1
0o/, L ay r -
||f||LpT(o,oo) = (fo (tr f*(t)) %) <00, 1< < o0,

1Nl 2oy = IIf

2 1o,
oy = S (17 f(1)) < oo,

Proposition 3.3.1 Soit 1 < p < oco. Alors

1) [[fllyp0.00) = [1f 1|25 (0.00)

2 1
2 1 ey = 1IN0y = A1 0

Preuve. 1) Si r = p, alors

1l 000 = ( / 1040 dt)” 1 o

d’aprés (3.1) et (3.1)’, on obtient :

* o * dO' 1
17000 = (7 / A, 0) )5,
0 o
alors
> ., do.1 o do. 1
v / A, 0) ) = (p / A ) DY = 10
0 2 0 g
d’ou

1Nl 2,p0,00) = 112, (0,00)-

2) Si r = oo, voir la preuve du lemme (3.2.3).
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3.3. ESPACES DE LORENTZ

Remarque 2 En général, les espaces de Lorentz sont des espaces qausi-normé mais
dans le cas ou p > 1, il est possible de remplacer la qausi-norme par une norme et

donc les Ly, devient des espaces de Banach. U
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3.4. THEOREME D’INTERPOLATION DE MARCINKIEWICZ

3.4 Théoréeme d’interpolation de Marcinkiewicz

On montre avec certaines suppositions supplémentaires relatives aux parametres,
que le théoreme de Riesz-Thorin peut-étre renforcé, c’est a dire que la bornétude de
Vopérateur T': L,y — Lg) peut-étre établie sur des conditions plus faibles par

rapport a I'opérateur
T Lywy — Lauvy, (k=1,2);

c’est-a-dire qu’on peut considérer des opérateurs plus généraux et non seulement

linéaires.

Définition 3.4.1 L’opérateur T : Ly — Ly vy est dit sub-additif :
1) Si son domaine de définition contient les fonctions f, g et leur somme arithmétique

f+ g, de plus est vérifiée l'inégalité suivante :
T(f +9) <ITf]+|Tgl.
2) Si son domaine de définition contient f et af Ya € C(R) et est vérifiée l'inégalité
T(af) < lallf].

Théoréme 3.4.1 (Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz) Soient

UcCR" V CR™ des ensembles mesurables,
0<pr <q1 <00, 0<py < g2 <00, g1 # Gas (3.12)
un opérateur sub-additif défini sur L, ) + Ly, ), tel que

T: Lpl(U) — L;l(v), T LPQ(U) — L;z(V)7 (313)

41



3.4. THEOREME D’INTERPOLATION DE MARCINKIEWICZ

de plus

||T||Lp1(U)‘>L;1 < 00, HT||Lp2(U)‘>L;2 < Q. (314)

V) )

Alors quelque soit p et q tels que

1 1-6 0 1 1-0 0
—, — = + —, (3.15)
p y4! b2 q q1 q2

pour un certain 6 € (0,1),

T: Lp(U) — Lq(V)a (316)

existe la constante C' > 0, dépendant seulement de p1, pa2, q1, @2, p et q, telle que

1-6 0
1Ty 2y < CNTUES ot T ot (3.17)

Remarque 3 1. Géometriquement les conditions (3.12) et (3.15) peuvent étre in-
terpretées comme suit : les points (—, —) avec 0 < 6 < 1, parcourent l’intervalle
P q
_ , 1 1 11 , : :
reliant les points | —, — | et | —, — | qui se trouve sur la bissectrice du 1°" quart

P1 @1 P2 G2

du plan des coordonnées.

2. 1l est aussi utilisé la terminologie suivante. Si l'opérateur T est borné en tant que
opérateur de Ly vers Lqyyy, alors on dit que T' est un opérateur de type fort (p, q)
et s’il est borné de Ly vers L;(V), alors on dit que T est un opérateur de type faible
(p,q). A Uaide de cette terminologie, le théoréme peut-étre formulé comme suit :

Si la condition (3.12) est vérifiée et si lopérateur sub-additif T est au méme temps
un opérateur de type faible (p1,q1) et (p2,q2), alors pour les points q indiqués dans

le théoréme, T' est du type fort (p,q).

3. Du théoreme, il s’ensuit que pour établir pour un certain Co > 0, Vf € Ly
HTfHLq(V) < CO”fHLp(U)> (318)
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3.4. THEOREME D’INTERPOLATION DE MARCINKIEWICZ

il suffit de prouver deux inégalités pour lesquelles C; > 0, Cy > 0

ITflley ) < Crllfllzy @, €t ITFlley, ) < Collfllz,,w), (3.19)

a (V) — 2(V) —

ou dans la 1°7¢ inégalité Vf € Ly, ) et dans la 2°™¢ inégalité Vf € L,,w, avec p, q

, D1, @1 €t P2, Go qui sont liés par (3.12) et (3.15).

Le lemme suivant est prouvé dans [2].

Lemme 3.4.1 Soient U C R", U un ensemble mesurable, f une fonction mesurable
sur U. Alors V¢ € (0,00), il existe des fonctions fi¢ et for mesurables sur U , telles

que f = fie+ foe sur U et Vp € (0, 00]

| frell, ) = 1 0.0 » el = 11 Loe.00)- (3.20)

Conséquence Si0 <p; <p<p; <00, f € Ly, alors V& € (0,00)

Jie € Lpywy » Joe € Ly

Preuve. D’une part en vertu l'inégalité de Holder on a :

1 frelle,, @ = 1 2, 0.0)-

/
En prenant comme parametres L et (3) = Ll dans l'inégalité de Holder pour

b1 n)  p-
(f*)P*, on obtient :

1 1

€ p1 p—py | P1
1P lepon = ([ (1) < (107 6

1
=& 7| f* 0.0

1 1
<& || fllL,00 < 0o,
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et d’autre part pour ps < oo

1f2ell,,w) = 1 000 = (/5 |(f*) ()] dt) "

s o) f*(t) D2 )PQ_
=f (é)(/5 6 dt) =1
Comme ;:((?)' < 1, alors
(@)™ - @
f*(€) 1
d’ot
* - f*(t> g % " -2 ki
I < (&) (/f G dt) =171 P e
< IO BN ey < 00
Sip=o0

I f2.6ll oo @) = 1f oo (gio0) = f7(§) < 00

On a pris en considération le fait que V¢ € (0,00), f*(§) < oo et f* décroissante sur
(0, 00).

Preuve. (Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz)
1. Soit p; # p2. On prouve le théoreme pour p; = ¢; et pa = go, pour la preuve dans
le cas général on peut consulter [8] et [11].

1 1- 6 1 1-6
J— + —

0
Alors - = + —, doup=gq.
p

D1 D2 7 q p1 P2

On pose

My =T: Lyw) — Ly, vy » Ma=T: Ly,w) — Ly,

2. Au début on prouve que 'opérateur :

T : Lywy — Ly est borné.
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Soit f € Lypwy, Y& € (0,00), fie et foe des fonctions du lemme (3.4.1). Comme T est

sub-additif, alors d’aprés le lemme (3.3.2) et la remarque 3 on a :
(TF)"(26) = ITf1" (2€) < (ITfrel + |T fagl)™ (26)
< (The) () + (T fag) " (8)-
En vertu du théoreme (3.3.1) et de l'ingalité de Minkowsky on obtient :
I7 £ty = T @l = 28NS @00, om pose € =

< 2" G (T F1 Olly000 + 1T o (©)l00)

1
on pose a4 = a = (——1) sia>0,ay =0sia<0.

p
D’aprés la conséquence du lemme (3.4.1) fre € Ly, (k € {1,2}) et en vue des
définitions (3.2.1) et (3.3.1) (Définition de I'espace de Ly ;) et en prenant en compte

(2) et (3) Vt € (0,00) et en particulier £ =& on a :
. _a
(T fre)" < Myt o || frellz,, @) k€ {1,2}.
Par conséquence d’aprés I'inégalité (3.20) du lemme (3.4.1), on trouve :

1T 11)" ) llyo00 < M |[€ 7 gl o

Ly(0,00)

N B,
= My €51 2, 000

Lp(0,00)
1€ o
= M| (E/o (f (t))pldt) | 2,,(0,00)
1
1 /¢ o
= M, —/ (f ()P dt (3.21)
é- 0 LL(OVOO)
P1
De la méme maniere pour py < 0o, on a :
* ]' > * E
(T fo.) ()|, (0,00) < Mo —/ (f*(t))P= dt (3.22)
g § LL(0,00)
P2
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En appliquant I'inégalité de Hardy avec L > 1 et celle avec L < 1 respective-
b1 D2
ment & (3.21) et (3.22) a la fonction f* qui est décroissante, on obtient :

1

(T fre) (E)llz,000 < CLMUIY T, (0,000
pP1

= C1 My ]| L, (0,000 = CLM || f| 1,0

et d'une maniere analogue pour ps < oo on obtient :

(T f2,)"(E) | L, 0,00) < CoMa|| 1|, 0,

ou C] et Cy dépendant seulement de py, ps et p.

Finalement, on a :

| T fllz, vy < C3(My + M) fllz, @), (3.23)

avec C3 = max(C, Cs).
3. Pour la preuve de 'inégalité (3.17) on utilise le lemme (3.4.1) avec a a la place

de € o1 @ > 0. Alors (3.21) devient

1 « * P1 ﬁ
——A (F ) di

(T f1,06)* (@) || £, (0,00) < My ot

L p (0,00)
1

1
11 P1

1
< Myar »

3
gl<meWt

LL (0,00)
P1

D’une manieére analogue a la place (3.22) on obtient respectivement une inégalité

11 11
analogue a la précedente avec ar2 » a la place de a1 »

P2

1

V(T Foae) (0|2, 000) < MaaP s géwuwmmﬁ

L p (0,00)
P2
Par conséquent a la place de (3.23), on obtient :
11 11
1T fllz,0v) < Cs(Myam > + Maavz™ 7 )| f[| ., w)- (3.24)
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On recherche le minimum de la partie droite de (3.24) par rapport a a > 0, d’ou

le résultat :
1T fll, vy < CaMi™ M| f| 1, ),

ou C4 ne dépend que de py, ps et p. O

3.5 Applications du théoreme de Marcinkiewicz

On considérer une géneralisation de l'inégalité de Hausdorff-Young. Soient 1’es-
pace mesurable (R™, ) et 1 mesure de Lebesgue, soit w une fonction de poids (elle
est mesurable et positive dans R"). Alors on désigne L,(w) l'espace L, avec la mesure

wdx et la norme dans L,(w) est :
1
o = ([ roPate)ae)”
Avec ces notations, on a le théoreme suivant.
Théoreme 3.5.1 Soient f € L,, 1 <p < 2. Alors
IF L, qe-re»y < Cpll fllz,- (3.25)
Preuve. On définit 'opérateur T tel que :
(T1)(€) = |l Fr©).
Par la formule de Parseval, on a :

I sy = [ I F @RI ) = W e < Call

Par l'inclusion des espaces de Lebesgue dans les espaces de Marcinkiewicz (i.e)
(L5(1§17")) > (L2(I€]7*")), on peut conclure que :
T : Ly, — Ly(|€]7%"). (3.26)
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Nous avons aussi

T: Ly — Li(|¢). (3.27)

Pour montrer (3), nous introduisons 'ensemble suivant :

E, = {&tel que [["|F f(E)] > o}

On utilise la mesure v = [£]72"d¢ et on suppose || f||z, = 1. D’aprés la définition de
la transformation de fourier, on a pour tout £ de R™ |Ff(£)| < 1. Ainsi pour € € E,,

on a o < [£]". Par suite :

T f,0) = W(E,) = / e de < / €2 de < Co.

o l§|" >0
On a prouve que :

Yo > 0, 0/\(Tf, U) < CleH[d?

et donce

ITf

rie-2 < Chl[ flley-

On peut appliquer le théoreme de Marcinkiewicz a I'opérateur T', on obtient :

T: Lp — Lq(|£|—2n) (328)
avec
L_1-6 6_ 9 1
p 1 2 2 ¢

Donc ¢ = p et la norme de 'opérateur (3.28)est majorée par C), tel que :
M < C,Ci70CY = O,
Car 0 ne dépend que de p. D’ou

”-Ff”Lp(\grn(?fP)) < CprHLP- U
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CONCLUSION

Le présent travail est en quelque sorte une introduction & la théorie d’interpola-
tion. C’est un theme d’actualité et qui a beaucoup d’applications dans les différentes

branches de mathématiques.
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