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INTRODUCTION

La théorie de l’interpolation des espaces vectoriels a débuté par une observation

faite par Jözef Marcinkiewicz et qui fut généralisée et connue sous le nom de théorème

de Riesz-Thorin.

En termes simples, si la fonction est linéaire et continue sur un espace Lp et aussi sur

un autre espace Lq, alors elle est aussi continue sur l’espace Lr, pour tout r compris

entre p et q. En d’autres mots Lr est espace intermédiaire entre Lp et Lq.

En analyse un espace d’interpolation ou espace interpolé est un espace qui se

trouve entre deux espaces. Les applications les plus importantes de cette notion

ont lieu pour les espaces de Nikolsky-Besov dont les fonctions qui sont dérivables

un nombre non-entier de fois. Les espaces sont crées par interpolation à partir des

espaces de Sobolev (fonctions dérivables au sens faible un nombre entier de fois).

En d’autres termes Bl
p,θ(Rn) est un espace interpolé de Lp et Wm

p ou 0 < l < m,

m ∈ N, on écrit

Bl
p,θ = (Lp,W

m
p ).
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Introduction

De nombreuse méthodes ont été mises au point pour construire de tels espaces de

fonctions : Transformation de Fourier, interpolation complexe, interpolation réelle,

dérivées fractionnaire, théorème de Chaatit, etc...

Dans ce travail on s’intéresse aux théorèmes de Riesz-Thorin et Marcinkiewicz avec

quelques applications.

Dans le premier chapitre sont considérés les espaces de Lebesgue qui jouent un rôle

assez important dans les chapitres qui suivent. On cite quelques inégalités intégrales

relatives à ces espaces et qui sont aussi nécéssaires pour la suite.

Le deuxième chapitre aborde le théorème d’interpolation de Riesz-Thorin. Ce

dernièr est énoncé, prouvé et accompagné de quelques applications.

L’étude du troisième chapitre concerne le théorème d’interplation de Marcinkie-

wicz qui est prouvé, de plus la fin du chapitre comprend quelques applications.

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie.
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CHAPITRE 1

RAPPELS

1.1 Tribus et mesures

Définition 1.1.1 Soient U un ensemble, T une partie de U (i.e T ⊂ ρ(U)). On dit

que une famille de partie de T est une tribu (σ algèbre) sur U si T vérifie :

1. φ ∈ T .

2. T est stable par l’union dénombrable c-á-d :

∀(An)n∈N ∈ T ⇒ ∪n∈NAn ∈ T .

3. T est stable par passage au complémentaire c-á-d :

∀A ∈ T ⇒ Ac ∈ T .

Définition 1.1.2 On appelle espace mesurable le couple (U, T ) où U est un ensemble

et T est une tribu, les éléments de T sont appelés des ensembles mesurables de U .

5



1.2. ESPACES DE LEBESGUE

Définition 1.1.3 Soit (U, T ) un espace mesurable, on appelle mesure, une applica-

tion µ : T −→ R̄+
1 vèrifiant :

1. µ(φ) = 0

2. µ est σ -additive, c-á-d que pour toute famille (An)n∈N d’èlèment de T disjoints

deux à deux telle que An ∩ Am = ∅ et n 6= m on a :

µ(∪n∈NAn) =
∑
n∈N

µ(An)

Définition 1.1.4 Soient (U, T ) un espace mesurable, µ une mesure de U . Le triple

(U, T , µ) est appelé espace mesuré.

1.1.1 Les fonctions mesurables

Définition 1.1.5 Soient (U, TU) et (V, TV ) deux espaces mesurables où TU ( respec-

tivement TV ) une tribu définie sur U (respectivement V ). Une fonction

f : U −→ V est dite mesurable si

∀A ∈ TV , f−1(A) ∈ TU . �

1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.2.1 Soit 1 ≤ p <∞. On désigne par Lp(U, T , µ) l’ensemble des fonc-

tions mesurables f : U −→ R (ouC) telles que :

‖f‖Lp(U) =

(∫
U

|f |p dµ
) 1

p

<∞.

1. R̄+ = R+ ∪ {∞}.

6



1.2. ESPACES DE LEBESGUE

Le cas p =∞, L∞(U, T , µ) consistent en toutes les fonctions mesurables et les fonc-

tions bornées presque-partout, alors on écrit

‖f‖L∞(U) = ess sup
x∈U
|f(x)| = inf

e∈U
sup
x∈U/e

|f(x)| = inf {C ≥ 0, µ{x ∈ U : |f(x)| > C} = 0} .

Notation. - Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on désigne par p′ l’exposant conjugué de p i.e.

1

p
+

1

p′
= 1.

Proposition 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ Lp(U), g ∈ Lp′(U) et

1 ≤ p ≤ ∞ avec p′ l’exposant conjugué de p. Alors fg ∈ L1(U) et

∫
U

|f(t)g(t)| dt ≤ ‖f‖Lp(U)‖g‖Lp′ (U).

Preuve. Voir [3].

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Minkowsky) Soit 1 ≤ p ≤ ∞, pour tout

f, g ∈ Lp(U). Alors f + g ∈ Lp(U) et

‖f + g‖Lp(U) ≤ ‖f‖Lp(U) + ‖g‖Lp(U).

Preuve. Voir [3].

Proposition 1.2.3 (Inégalité de Minkowsky pour les intégrales) Soient

U ⊂ Rn et V ⊂ Rm deux ensembles mesurables, 1 ≤ p ≤ ∞ et la fonction F est

mesurable sur U×V , alors

‖
∫
V

F (x, y) dy‖Lp(U) ≤
∫
V

‖F (x, y)‖Lp(U) dy

Preuve. Voir [3].

Théorème 1.2.1 (Tonelli) Soient U ⊂ Rn et V ⊂ Rm deux ensembles mesurables,

F (x, y) est une fonction intégrable sur U×V . On suppose que

7



1.3. FONCTIONS DE NORME

∫
V
F (x, y) dy <∞ , pour presque tout x ∈ U ,

et que ∫
U

dx

∫
V

|F (x, y)| dy <∞.

Alors

∫
U×V

|F (x, y)| dx dy <∞.

Théorème 1.2.2 (Fubini) Soient U ⊂ Rn et V ⊂ Rm deux ensembles mesurables,

F (x, y) est une fonction intégrable sur U×V . Alors pour presque tout x ∈ U ,

F (x, y) ∈ L1(V ) ,

∫
V

F (x, y) dy ∈ L1(U),

de même, pour presque tout x ∈ V ,

F (x, y) ∈ L1(U) ,

∫
U

F (x, y) dx ∈ L1(V ),

de plus on a :

∫
U×V

F (x, y) dx dy =
∫
U
dx
∫
V
F (x, y) dy =

∫
V
dy
∫
U
F (x, y) dx.

�

1.3 Fonctions de norme

Notations.

– Soit M+ L’ensemble des fonctions mesurables définies de U dans R+.

– Soit E un sous ensemble de U , XE la fonction indécatrice de E définit par :

XE(t) =


1 si t ∈ E

0 si t /∈ E

8



1.3. FONCTIONS DE NORME

Définition 1.3.1 L’application ‖.‖ :M+ −→ [0,∞] est appelée fonction de norme

si quelque soient f, g et fn dans M+ telle que (n = 1, 2, . . .), ∀a ∈ C(ouR) et pour

tout sous-ensemble E de U , vérifie les propriétés suivantes :

(P1) - ‖f‖ = 0⇐⇒ f = 0 p.p ; ‖af‖ = |a|‖f‖; ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

(P2) - 0 ≤ g ≤ f p.p =⇒ ‖g‖ ≤ ‖f‖

(P3) - 0 ≤ fn et fn → f p.p =⇒ ‖fn‖ → ‖f‖

(P4) - µ(E) <∞ =⇒ ‖XE‖ <∞

(P5) - µ(E) <∞ =⇒
∫
E
fdµ ≤ CE‖f‖, où CE est une constante positive.

L’espace de Lebesgue Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞ est le simple exemple sur la fonction de

norme, tels que :

‖f‖Lp(U) =


(∫

U
fpdµ

) 1
p si 1 ≤ p <∞

ess supU f si p =∞

f ∈M+

Proposition 1.3.1 L’espace de Lebesgue Lp est un espace normé (semi-normé).

Preuve. 1.1) Pour 1 ≤ p <∞ ,

‖f‖Lp(U) =

(∫
U

fp(u)du

) 1
p

= 0⇐⇒ f = 0 p.p .

1.2) Pour p =∞

‖f‖L∞(U) = ess sup
U

f = 0⇐⇒ f = 0.

2) Soit a ≥ 0

‖af‖Lp(U) = a‖f‖Lp(U).

3) Soit f, g ∈M+, on applique l’inégalité de Minkowsky

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ 2p−1 (|f |p + |g|p) .

9



1.3. FONCTIONS DE NORME

On obtient : ∫
U
|f + g|pdu ≤ 2p−1

∫
U

(|f |p + |g|p) du

≤ 2p−1
[∫
U
|f |pdu+

∫
U
|g|pdu

]
,

alors (∫
U
|f + g|pdu

) 1
p ≤ 2

p−1
p
[∫
U
|f |pdu+

∫
U
|g|pdu

] 1
p

≤ 21− 1
p

((∫
U
|f |pdu

) 1
p +

(∫
U
|g|pdu

) 1
p

)
,

d’où (∫
U

|f + g|pdu
) 1

p

≤
(∫

U

|f |pdu
) 1

p

+

(∫
U

|g|pdu
) 1

p

Proposition 1.3.2 Soit U un ensemble mesurable, pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

0 ≤ g ≤ f p.p =⇒ ‖g‖Lp(U) ≤ ‖f‖Lp(U)

Preuve. 1) pour 1 ≤ p <∞, on a :

0 ≤ g ≤ f p.p =⇒
∫
U

gpdu ≤
∫
U

fpdu

=⇒
(∫

U

gpdu

) 1
p

≤
(∫

U

fpdu

) 1
p

,

d’où

‖g‖Lp(U) ≤ ‖f‖Lp(U).

2) Pour p = ∞, on a : 0 ≤ g ≤ f p.p et d’aprés la définition du sup-essentiel, on

obtient :

ess sup
U

g ≤ ess sup
U

f,

d’où

‖g‖L∞(U) ≤ ‖f‖L∞(U).

Proposition 1.3.3 Soit U un ensemble mesurable, pour 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

lim
n→∞

‖fn‖Lp(U) = ‖f‖Lp(U).

10



1.3. FONCTIONS DE NORME

Preuve. D’aprés l’hypothése, on a :

1. fn une suite de fonction positives et croissantes.

2. f existe tel que f = lim
n→∞

fn.

On applique le théorème de la convergence monotone, on obtient

lim
n→∞

‖fn‖Lp(U) = lim
n→∞

∫
U

(fn)p dµ

=
∫
U

lim
n→∞

(fn)p dµ

=
∫
U

(
lim
n→∞

fn

)p
dµ (car p ≥ 1)

=
∫
U
fpdµ = ‖f‖Lp(U).

Proposition 1.3.4 Soient U un ensemble mesurable et E un sous-ensemble de U ,

pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

µ(E) <∞ =⇒ ‖XE‖Lp(U) <∞

Preuve : Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

(µ(E))
1
P =

(∫
E

(XE)p du

) 1
p

= ‖XE‖Lp(E) <∞.

Car :

si 1 ≤ p <∞ (µ(E))
1
P ≤ µ(E) <∞

si p =∞ (µ(E))
1
p = 1 <∞

Proposition 1.3.5 Soit E un sous-ensemble de U ,pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

µ(E) <∞ ⇒
∫
E

f dµ ≤ CE‖f‖Lp(E)

11



1.4. INÉGALITÉS MULTIPLICATIVES

Preuve. Pour 1 < p < ∞ et
1

p
+

1

p′
= 1. On applique l’inégalité de Hölder et on

prend g = XE, on obtient

∫
E
f dµ =

∫
E
fXE dµ

≤
(∫

E
fp du

) 1
p
(∫

E
(XE)p

′
du
) 1
p′

≤ CE‖f‖Lp(E)

où CE = (µ(E))
1
p′ . Les cas p = 1 et p =∞ sont evidents. �

1.4 Inégalités multiplicatives

Proposition 1.4.1 Soient U ⊂ Rn, U un ensemble mesurable,

0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, θ ∈ (0, 1). Alors

‖f‖Lp(U) ≤ ‖f‖θLp1 (U)‖f‖1−θLp2 (U), (1.1)

où

1

p
=

θ

p1
+

1− θ
p2

. (1.2)

Preuve. 1) Soit p2 <∞. En appliquant l’inégalité de Hölder avec les paramétres
p1
θp

et (
p1
θp

)′ =
p2

p(1− θ)
.

∫
U

|f |p dx =

∫
U

|f |θp|f |(1−θ)p dx ≤
(∫

U

|f |p1 dx
) θp

p1

(∫
U

|f |p2 dx
) (1−θ)p

p2

,

cela implique que

‖f‖Lp(U) ≤ ‖f‖θLp1 (U)‖f‖1−θLp2 (U).

12



1.5. INÉGALITÉS DE HARDY

2) Soit p2 =∞. Alors d’aprés (2) on a θ =
p1
p

et

∫
U
|f |p dx =

∫
U
|f |θp|f |(1−θ)p dx

≤ (
∫
U
|f |θp dx)(

∫
U
|f |p2 dx)

1
p2

(1−θ)p

= ‖ |f |θp ‖L1(U)‖ |f |(1−θ)p ‖L∞(U)

= ‖f‖θpLp1 (U)‖f‖
(1−θ)p
L∞(U),

d’où

‖f‖Lp(U) ≤ ‖f‖θLp1 (U)‖f‖
(1−θ)
L∞(U).

L’inégalité (1.1) est l’une des plus simples des inégalités d’interpolation.

�

1.5 Inégalités de Hardy

On consideré les opérateurs H1 et H2 défini par

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(y) dy, ∀x > 0,

(H1f)(x) est la valeur moyenne de la fonction f sur (0, x).

(H2f)(x) =
1

x

∫ ∞
x

f(y) dy, ∀x > 0,

Théorème 1.5.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. ∀f mesurable sur (0,∞) et
1

p
+

1

p′
= 1 on a :

a) Si α <
1

p′

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0,∞) ≤ (
1

p′
− α)−1‖xαf(x)‖Lp(0,∞). (1.3)

b) Si α >
1

p′

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0,∞) ≤ (α− 1

p′
)−1‖xαf(x)‖Lp(0,∞). (1.4)

13



1.6. SOMME (DIFFÉRENCE) ARITHMÉTIQUE

Théorème 1.5.2 Soient 0 < p < 1, α <
1

p′
. Alors existe une constante C1 > 0,

telle que ∀f non négative monotone définie sur (0,∞)

‖xα(H1f)(x)‖Lp(0,∞) ≤ C1‖xαf(x)‖Lp(0,∞). (1.5)

Si α >
1

p′
, ∃C2 > 0, telle que ∀f non négative décroissante on a :

‖xα(H2f)(x)‖Lp(0,∞) ≤ C2‖xαf(x)‖Lp(0,∞). (1.6)

�

1.6 Somme (différence) arithmétique

Définition 1.6.1 Soit deux sous-ensembles U1 et U2 de Rn. On désigne par U1 +U2

(respectivement U1−U2) la somme (respectivement la différence) arithmétique de les

sous-ensembles U1 et U2 definie comme suit :

U1 + U2 ={ x ∈ Rn : x = x1 + x2, où x1 ∈ U1 et x2 ∈ U2 }.

Exemple 1.6.1 a) [0, 1] + [0, 1] = [0, 2].

b) [0, 1]− [0, 1] = [0, 1] + [−1, 0] = [−1, 1].

c) ∀x1, x2 ∈ Rn, ∀r1, r2 > 0, on a :

B(x1, r1)±B(x2, r2) = B(x1 ± x2, r1 ± r2),

où B(x, r) désigne la boule de centre x et de rayon r.

Remarque 1. Dans l’étude, l’opérateurs T definit sur Lp1(U)

⋃
Lp2(U) tels que

T : Lpk(U) −→ Lqk(V ), k ∈ {1, 2},

14



1.6. SOMME (DIFFÉRENCE) ARITHMÉTIQUE

ou

T : Lpk(U) −→ L?qk(V ), k ∈ {1, 2},

avec 0 < p1, p2, q1, q2 ≤ ∞ et L?qk(V ) sont des espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.6.2 Soinet Lp1(U) et Lp2(U) deux espaces de Lebesgue. On désigne par

Lp1(U) + Lp2(U) la somme arithmétique c’est-à-dire la somme arithmétique des en-

sembles des fonctions dans les espaces Lp(U)

Lp1(U) + Lp2(U) ={f ∈ Lp1(U)

⋃
Lp2(U) : f = f1 + f2 où f1 ∈ Lp1(U) et f2 ∈ Lp2(U) }.

�
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CHAPITRE 2

THÉORÈME DE RIESZ-THORIN

2.1 Préliminaires

Dans cette section, les scalaires peuvent être des nombres complexes.

Soit T est un opérateur linéaire de Lp = Lp(U, du) dans Lq = Lq(V, dν), celà signifie

que ∀α, β ∈ R(C), T (αf + βg) = αT (f) + βT (g). On peut écrire :

T : LP −→ Lq.

Si en plus T est borné ,(i.e) si

M = sup
f 6=0

‖Tf‖Lq
‖f‖Lp

est finie où M est la norme de l’opérateur T .

Lemme 2.1.1 (Le principe de Phragmén-Lindelöf ) Soit Ω une bande de C

telle que Ω = {z : x1 < z < x2}, x1 et x2 sont des réels.
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2.1. PRÉLIMINAIRES

Soit F une fonction analytique sur Ω, continue sur sa frontière et s’il existe trois

constante strictement positives M , K, A telles que :
|F (z)| ≤ K , sur la frontière de Ω

|F (z)|
(Im(z))A

≤M , sur Ω

Alors

∀z ∈ Ω, |F (z)| ≤ K.

Théorème 2.1.1 (Théorème d’Hadamard des trois droites) Supposons que

F (z) une fonction analytique (holomorphe) sur la bande ouverte 0 < Re z < 1 et

bornée continue sur la bande fermée 0 ≤ Re z ≤ 1. Si

|F (it)| ≤M0 , |F (1 + it)| ≤M1 , −∞ < t < +∞.

Alors, on a :

|F (θ + it)| ≤M1−θ
0 M θ

1 , −∞ < t < +∞, ∀θ ∈ [0, 1].

Preuve. Soient ε ≥ 0 et λ ∈ R, posons

Fε(z) = F (z)e(εz
2+λz) (2.1)

Alors, on a :

|Fε(z)| = |F (z)e(εz
2+λz)|

= |F (z)|e(ε(Re z2)+λRe z)

≤ |F (z)|e(ε(1−(Imz)2)+λRe z)

17



2.1. PRÉLIMINAIRES

Quand Im z −→ ±∞ , |Fε(z)| −→ 0.

De plus, pour −∞ < t < +∞

|Fε(it)| = |F (it)|e(ε(Re (it))2+λRe (it))

= |F (z)|eRe(−εt2+iλt)

= |F (it)|e−εt2 ≤ |F (it)|,

d’où

|Fε(it)| ≤ |F (it)| ≤M0.

D’autre part

|Fε(1 + it)| = |F (1 + it)|e(ε(Re (1+it))2+λRe (1+it))

= |F (z)|eRe(ε+2iεt−εt2+λ+iλt)|Fε(1 + it)|

= |F (1 + it)|eε−εt2+λ ≤ |F (1 + it)|eε+λ

≤ |F (1 + it)|eε+λ ≤M1e
ε+λ.

D’aprés le principe de Phragmèn-Lindelöf avec A = 1 et K = max(M0,M1e
ε+λ), on

obtient :

|Fε(z)| ≤ max(M0,M1e
ε+λ).

C’est-à-dire :

−∞ < t < +∞, ∀θ ∈ [0, 1], |Fε(θ + it)| ≤ max(M0,M1e
ε+λ).

Depuis (2.1), on a : |F (z)| = |Fε(z)|e−ε(Re z)2−λRe z, alors

|F (θ + it)| = |Fε(θ + it)|e−ε(θ2−t2).

Cela imlique que : pour −∞ < t < +∞ et ∀θ ∈ [0, 1]

|F (θ + it)| ≤ |e−ε(θ+it)2−λ(θ+it)|max(M0, e
ε+λM1)

≤ e−ε(θ
2−t2)−λθmax(M0, e

ε+λM1)

≤ e−ε(θ
2−t2)max(M0e

−λθ, eε+(1−θ)λM1).

18



2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Fixons ∀θ ∈ [0, 1] et −∞ < t < +∞ , on peut passer à la limite ε −→ 0, on obtient :

|F (θ + it)| ≤ max(M0e
−λθ,M1e

ε+λ)

≤ max(M0ρ
−θ,M1ρ

1−θ)

où e−λ = ρ. Optimisons en ρ : le seconde membre est minimum lorsque

M0ρ
−θ = M1ρ

1−θ, c’est-à-dire ρ = M0

M1
. Avec ce choix, on obtient :

|F (θ + it)| ≤M1−θ
0 M θ

0 . �

2.2 Théorème d’interpolation de Riesz-Thorin

Théorème 2.2.1 Soient p0, q0, p1 et q1 des réels tels que p0 6= p1 et q0 6= q1. On

considère l’opérateur linéaire borné T tel que :

T : Lp0 (U, dµ) −→ Lq0(V, dν),

de norme M0, et

T : LP1(U, dµ) −→ Lq1(V, dν),

de norme M1. Alors

T : Lp(U, dµ) −→ Lq(V, dν),

de norme M , tel que :

M ≤M1−θ
0 M θ

1 , (2.2)

où 0 < θ < 1 et

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
. (2.3)

D’aprés (2.2) on a que M est logarithmiquement convexe (i.e) logM est convexe, on

note aussi la signification géometrique de (2.3) sont les points sur le segment de droite
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

entre

(
1

p0
,

1

q0

)
et

(
1

p1
,

1

q1

)
. Dans [1] on prouve aussi le théoreme de l’interpolation

de Riesz-Thorin au moyen des méthodes abstraites.

Preuve. Soient q, q′ des exposants conjugués

(
1

q
+

1

q′
= 1, h ∈ Lq et g ∈ Lq′

)
.

On définit :

< h, g >=

∫
V

h(y)g(y) dν.

Alors

| < h, g > | =
∣∣∣∣∫
V

h(y)g(y) dν

∣∣∣∣ ≤ ∫
V

|h(y)g(y)| dν.

D’apré l’inégalité de Hölder, on obtient :

| < h, g > | ≤
∫
V
|h(y)g(y)| dν ≤ ‖h‖Lp‖g‖Lq′ .

Donc

‖h‖Lq ≥
| < h, g > |
‖g‖Lq′

,

d’où

‖h‖Lq = sup
‖g‖Lq′=1

{| < h, g > |}.

On a :

T : Lp −→ Lq

f −→ Tf

et

< Tf, g >=

∫
V

Tf(y)g(y) dν.

Alors

| < Tf, g > | =
∣∣∣∣∫
V

Tf(y)g(y) dν

∣∣∣∣ ≤ ∫
V

|Tf(y)g(y)| dν.

Puisque q et q′ sont conjugués et d’aprés l’inégalité de Höder, on obtient :

| < Tf, g > | ≤
∫
V

|Tf(y)g(y)| dν ≤ ‖Tf‖Lq‖g‖Lq′ . (2.4)
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Comme T est borné, on a :

‖Tf‖Lq ≤M‖f‖Lp . (2.5)

On majoré (2.4) par (2.5), on obtient :

| < Tf, g > | ≤M‖f‖Lp‖g‖Lq′ .

Alors

M ≥ | < Tf, g > |
‖f‖Lp‖g‖Lq′

,

d’où

M = sup{| < Tf, g > |, ‖f‖Lp = ‖g‖Lq′ = 1}. (2.6)

Comme p <∞ et q′ <∞, on suppose que f et g sont bornées et à support compact

et ‖f‖Lp = ‖g‖Lq′ = 1 d’aprés (2.6).

Pour 0 ≤ Re(z) ≤ 1, z ∈ Z, on pose

1

p(z)
=

1− z
p0

+
z

p0
,

1

q′(z)
=

1− z
q′0

+
z

q′1
,

et

ϕ(z) = ϕ(x, z) = |f(x)|
p
p(z)

f(x)

|f(x)|
, x ∈ U

ψ(z) = ϕ(y, z) = |g(y)|
q′
q′(z)

g(y)

|g(g)|
, y ∈ V

pour f(x) 6= 0 et g(y) 6= 0, on a ϕ(z) et ψ(z) sont des fonctions analytiques (holom-

porphes). De plus, on a :

|ϕ(z)| = |ϕ(x, z)| =
∣∣∣∣|f(x)|

p
p(z)

f(x)

|f(x)|

∣∣∣∣ ,
d’où

|ϕ(z)| = |f(x)|
p
p(z) = |f(x)|

p
p(Re z) ,
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

et

|ψ(z)| = |ψ(y, z)| =
∣∣∣∣|g(y)|

q′
q′(z)

g(y)

|g(y)|

∣∣∣∣ ,
d’où

|ψ(z)| = |g(y)|
q′
q′(z) = |g(y)|

q′
q′(Re z) .

• Montrons que ϕ(z) ∈ Lpj , j = 0, 1.

On a |ϕ(z)| = |ϕ(x, z)| = |f(x)|
p
p(z) alors |ϕ(z)|pj = (|f(x)|

p
p(z) )pj et comme f ∈ Lp,

donc f est mesurable, ainsi

|ϕ(z)|pj = |f(x)|p(
pj
p(z)

).

est mesurable, de plus

∫
U
|ϕ(z)|pj dµ =

∫
U
|f(x)|p(

pj
p(z)

) dµ <∞.

D’où ϕ(z) ∈ Lpj , j = 0, 1.

• Montrons que ψ(z) ∈ Lq′j , j = 0, 1.

On a |ψ(z)| = |ψ(y, z)| = |g(y)|
q′
q′(z) , alors |ψ(z)|q′j = (|g(y)|

q′
q′(z) )q

′
j et comme g ∈ Lq′ ,

donc g est mesurable, ainsi

|ψ(z)|q′j = |g(y)|q
′(

q′j
q′(z) )

est mesurable, de plus

∫
V
|ψ(z)|q′j dν =

∫
V
|g(y)|q

′(
q′j
q′(z) ) dν <∞.

• Montrons que Tϕ ∈ Lqj , j = 0, 1.

On a T est borné, alors ‖Tϕ‖Lqj ≤ C‖ϕ‖Lpj et puisque ‖ϕ‖Lpj est finie, donc

‖Tϕ‖Lqj <∞,
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

d’oú Tϕ ∈ Lqj , j = 0, 1.

• Montrons que ϕ′(z) ∈ Lpj , j = 0, 1

On a :

ϕ(z) = |f(x)|(
p
p(z)

)−1f(x)

= |f(x)|p(
(1−z)
p0

+ z
p1

+ 1
p
)
f(x)

= e
p(

(1−z)
p0

+ z
p1

+ 1
p
) ln |f(x)|

f(x).

Alors

ϕ′(z) = p(
1

p1
− 1

p0
) ln |f(x)|ep(

(1−z)
p0

+ z
p1

+ 1
p
) ln |f(x)|

f(x),

d’où

ϕ′(z) = p(
1

p1
− 1

p0
) ln |f(x)|ϕ(z).

On pose λ = p( 1
p1
− 1

p0
) ln |f(x)|, alors on obtient :

ϕ′(z) = λϕ(z),

et comme ϕ(z) ∈ Lpj , j = 0, 1, donc

ϕ′(z) ∈ Lpj , j = 0, 1.

D’une manière analogue on prouve que :

ψ′(z) ∈ Lqj , j = 0, 1

• Montrons que Tϕ′ ∈ Lqj , j = 0, 1

On a T est borné et (Tϕ)′ = Tϕ′, alors ‖(Tϕ)′‖Lqj = ‖Tϕ′‖Lqj ≤ C1‖ϕ′‖Lpj où

j = 0, 1, et comme ϕ′ ∈ Lpj alors ‖ϕ′‖Lj est finie,donc ‖(Tϕ)′‖Lqj <∞, d’où

Tϕ′ ∈ Lqj , j = 0, 1
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

• Montrons l’existence de F (z) pour 0 ≤ Re z ≤ 1

F (z) =< Tϕ(z), ψ(z) >=

∫
V

Tϕ(z)ψ(z) dν

Alors,

F (z) ≤ |F (z)| ≤
∫
V

|Tϕ(z)ψ(z) | dν

Comme Tϕ(z) ∈ Lq′j ,ψ(z) ∈ Lq′j avec j = 0, 1 et qj conjuqué de q′j donc, d’aprés

l’inégalité de Hölder, on obtient :

F (z) ≤ |F (z)| ≤
∫
V

|Tϕ(z)ψ(z) | dν ≤ ‖Tϕ‖Lqj ‖ψ‖Lq′j

Donc F (z) < ∞ (car ‖Tϕ‖Lqj et ‖ψ‖Lq′j sont finies ). Ainsi l’existence de F (z) est

prouvée.

• Montrons que F (z) est analytique (holomorphe) sur 0 < Re z < 1.

Comme ϕ et ψ sont des fonctions analytiques ( car sont des exponentienlles), alors

il faut montrer que F ′(z) existe.

On a F (z) =< Tϕ(z), ψ(z) >, alors

F ′(z) =
∂ < Tϕ(z), ψ(z) >

∂z

= < T (∂ϕ(z))
∂z

, ψ(z) > + < Tϕ(z), ∂ψ(z)
∂z

>

= < Tϕ′(z), ψ(z) > + < Tϕ(z), ψ′(z) > .

Donc

F ′(z) ≤ |F ′(z)|

≤ | < Tϕ′(z), ψ(z) > |+ | < Tϕ(z), ψ′(z) > |.

D’aprés l’inégalité de Hölder, on obtient :

F ′(z) ≤ |F ′(z)| ≤ ‖Tϕ′‖Lqj ‖ψ‖Lq′j ‖Tϕ‖Lqj ‖ψ
′‖Lq′

j
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2.2. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE RIESZ-THORIN

Donc F ′(z) < ∞ (i.e) F ′(z) existe et alors F (z) est analytique (holomorphe) sur

0 < Re z < 1.

• Montrons que F (z) est bornée continue sur 0 ≤ Re z ≤ 1

a) Montrons que F (z) est continue

Comme elle est composée de fonctions continues, alors F (z) est continue sur

0 ≤ Re z ≤ 1.

b) Montrer que F est bornée

∀Re z ∈ [0, 1] :

|F (z)| ≤
∫
V

|Tϕ(z)ψ(z)| dν

D’aprés l’inégalité de Hölder, on obtient :

|F (z)| ≤ ‖Tϕ‖Lqj ‖ψ‖Lq′j ,

d’où F (z) est bornée.

Pour −∞ < t < +∞, on a :

‖ϕ(it)‖Lp0 =
(∫

U

∣∣∣|f(x)|
p

p(it) f(x)
|f(x)|

∣∣∣p0 dµ)1/p0
=

(∫
U
|f(x)|

p
p(it)

p0 dµ
)1/p0

=
(∫

U
|f(x)|

p
p(Re (it))

p0 dµ
)1/p0

=
(∫

U
|f(x)|

p
p0
p0 dµ

)1/p0
=

(∫
U
|f(x)|p dµ

) 1
p0

p
p

=
(∫

U
|f(x)|p dµ

) 1
p
p
p0 ,
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comme ‖f‖Lp = 1 1, d’où

‖ϕ(it)‖Lp0 = (‖f(x)‖Lp)
p
p0 = 1.

Et aussi

‖ϕ(1 + it)‖Lp1 =
(∫

U

∣∣∣|f(x)|
p

p(1+it) f(x)
|f(x)|

∣∣∣p1 dµ)1/p1
=

(∫
U
|f(x)|

p
p(1+it)

p1 dµ
)1/p1

=
(∫

U
|f(x)|

p
p(Re (1+it))

p1 dµ
)1/p1

=
(∫

U
|f(x)|

p
p1
p1 dµ

)1/p1
=

(∫
U
|f(x)|p dµ

) 1
p1

p
p

=
(∫

U
|f(x)|p dµ

) 1
p
p
p1 ,

.

alors

‖ϕ(1 + it)‖Lp1 = (‖f(x)‖Lp)
p
p1 = 1.

De même

‖ψ(it)‖Lq′0 = ‖ψ(1 + it)‖Lq′1 = 1.

Par hypothèse, on a : |F (it)| ≤
∫
V
|Tϕ(it)ψ(it)| dν où j = 0, 1. D’aprés l’inégalité de

Hölder et comme Tϕ ∈ Lq0et ψ ∈ Lq′0 , on obtient :

|F (it)| ≤ ‖Tϕ(it)‖Lq0‖ψ(it)‖Lq′0 , (2.7)

comme T est borné, alors

‖Tϕ(it)‖Lq0 ≤M0‖ϕ(it)‖Lp0 . (2.8)

On majoré (2.7) par (2.8), on obtient :

|F (it)| ≤M0‖ϕ(it)‖Lp0‖ψ(it)‖Lq′0 ,

1. M = sup{| < Tf, g > |, ‖f‖Lp
= ‖g‖Lq′ = 1}
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d’où |F (it)| ≤M0 avec−∞ < t < +∞.

D’une manière analogue pour |F (1 + it)|, on obtient :

|F (1 + it)| ≤ M1 où −∞ < t < +∞

Pour 0 < θ < 1, on pose ϕ(θ) = f et ψ(θ) = g, alors

F (θ) =< Tf, g >

D’aprés le théorème d’Hadamard des trois droites, on obtient :

|F (θ)| = | < Tf, g > | ≤M1−θ
0 M θ

1 .

Comme M = sup{| < Tf, g > |, ‖f‖Lp = ‖g‖Lq′ = 1}, alors on obtient :

M ≤M1−θ
0 M θ

1 . �
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2.3 Applications du théorème de Riesz-Thorin

Dans cette section, nous allons donner deux applications simples du théorème

d’interpolation de Riesz-Thorin. Nous les incluons pour illustrer le rôle du théorème

d’interpolation de Riesz-Thorin.

Dans les applications qui suivent, nous considerons le cas U = V = Rn et

dµ = dν = dx (mesure de Lebesgue).

2.3.1 Inégalité de Hausdorff-Young

Théorème 2.3.1 Soient 1 ≤ p ≤ 2, f ∈ Lp(Rn), où (Ff) =
∫
Rn f(x)ei<x,ξ>dx.

Alors :

‖Ff‖Lp′ ≤ (2π)
n
p′ ‖f‖Lp , ∀x, ξ ∈ Rn.

Preuve. Soit T la transformation de Fourier notée par F telle que :

(Ff)(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−i<x,ξ> dx

où < x, ξ >= x1ξ1 + · · · + xnξn avec x = (x1, x2, · · · , xn) et ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn).

Alors on a :

|(Ff)(ξ)| =
∣∣∫

Rn f(x)e−i<x,ξ> dx
∣∣

≤
∫
Rn |f(x)|e−i<x,ξ> dx

≤
∫
Rn |f(x)| dx.

D’aprés la formule de Parseval :

∫
Rn
|(Ff)(ξ)|2 dx = (2π)n

∫
Rn
|f(x)|2 dx,

et (∫
Rn
|(Ff)(ξ)|2 dx

) 1
2

= (2π)
n
2

(∫
Rn
|f(x)|2 dx

) 1
2

,
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donc

‖(Ff)‖L2 = (2π)
n
2 ‖f‖L2 .

De plus, on a :

|(Ff)(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)| dx = ‖f‖L1

En passant à la borne supèrieure, on obtient :

‖Ff‖L∞ ≤ sup
ξ
|(Ff)(ξ)| ≤ ‖f‖L1 .

L’opérateur F est est donc définit comme suit :

F : L1 −→ L∞ , de norme M0 ≤ 1,

F : L2 −→ L2 , de norme M1 = (2π)
n
2 .

On applique le théorème de Riesz-Thorin à l’opérateur F et on obtient :

F : Lp −→ Lq, de norme M, (2.9)

pour p0 = 1, p1 = 2, q0 =∞ et q1 = 2, on a :

1

p
=

1− θ
1

+
θ

2
,

1

q
=

1− θ
∞

+
θ

2
, θ ∈]0, 1[.

Comme suite :

1

p
= 1− θ

2
,

1

q
=
θ

2
, θ ∈]0, 1[.

En eliminant θ, on sait que
1

p
= 1− 1

q
(i.e) p′ = q =

θ

2
où 1 < p < 2. La norme M de

l’opérteur (2.9) est bornée par (2π)n(
θ
2
) = (2π)

n
p′ car M0 = 1, M1 = (2π)

n
2
θ et comme

M ≤M1−θ
0 M θ

1 , on obtient :

M ≤ (2π)
n
2
θ = (2π)n(

θ
2
) = (2π)

n
p′ .

Donc, on a prouvé l’inégalité de Hausdorff-Young (i.e) si 1 ≤ p ≤ 2 on a :

‖Ff‖Lp′ ≤ (2π)
n
p′ ‖f‖Lp . �
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2.3.2 Inégalité de Young

Théorème 2.3.2 Si K ∈ Lρ et f ∈ Lp où 1 < ρ < ρ′, alors (k ∗ f) ∈ Lq pour

1

q
=

1

p
− 1

ρ′
et

‖(k ∗ f)‖Lq ≤ ‖K‖Lρ‖f‖Lp .

Preuve. Soit T l’opérateur de convolution définit par :

Tf(x) =

∫
Rn
K(x− y)f(y) dy = (K ∗ f)(x),

où K la fonction donnèe dans Lp. Alors

‖Tf‖Lρ =

∥∥∥∥∫
Rn
K(x− y)f(y) dy

∥∥∥∥
Lρ

D’aprés les inégalitées de Minkowsky, Fubini et Hölder on obtient :

‖Tf‖Lρ ≤
∫
Rn ‖K(x− y)f(y)‖Lρ dy

=
∫
Rn ‖K(x− y)‖Lρ|f(y)| dy

≤ ‖K(x− y)‖Lρ
∫
Rn |f(y)| dy,

par conséquent on obtient :

‖Tf‖Lρ ≤ ‖K‖Lρ‖f‖L1 . (2.10)

De plus, on a pour tout x

|Tf(x)| ≤
∫
Rn
|K(x− y)f(y)| dy

D’aprés l’inégalité de Hölder où ρ,ρ′ sont des conjugués, on obtient :

|Tf(x)| ≤ ‖K‖Lρ‖f‖Lρ′ ,

donc

‖Tf‖L∞ ≤ ‖K‖Lρ‖f‖Lρ′ . (2.11)
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D’aprés (2.10) et (2.11), l’opérateur T est donc définit comme suit :

T : L1 −→ Lρ, de norme M0 = ‖K‖Lρ .

T : Lρ′ −→ L∞, de norme M1 = ‖K‖Lρ .

On peut appliquer le théorème d’interpolation de Riesz-Thorin à l’opérateur T , et

on obtient :

T : Lp −→ Lq, (2.12)

où

1

p
=

1− θ
1

+
θ

ρ′
,

1

q
=

1− θ
ρ

+
θ

∞
et 0 < θ < 1.

En éliminant θ, on a
1

q
=

1

p
− 1

ρ′
et 1 ≤ p ≤ ρ′. La norme M de l’opérateur (2.12)

est majorée par ‖K‖Lρ (i.e)

M ≤M1−θ
0 M θ

0 ≤ (‖K‖Lρ)1−θ+θ = ‖K‖Lρ

Donc, on a prouvé l’inégalité de Young : Si K ∈ Lρ et f ∈ Lp où 1 < ρ < ρ′, alors

(k ∗ f) ∈ Lq pour
1

q
=

1

p
− 1

ρ′
et

‖(k ∗ f)‖Lq ≤ ‖K‖Lρ‖f‖Lp . �
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CHAPITRE 3

THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ

3.1 Fonctions de disrtribution

Définition 3.1.1 Soient U ⊂ Rn, f : U −→ C une fonction mesurable. La fonction

de distribution de f est la fonction λ(f, σ) définie par l’égalité suivante :

λ(f, σ) = µ{x : |f(x)| > σ}, ∀σ ∈ [0,∞)

où µ désigne la mesure de Lebesgue.

Proposition 3.1.1 λ(f, σ) est une fonction positive, décroissante de σ et continue

à droite.

Preuve. a) soient σ1,σ2 deux réels positifs tels que : σ1 ≤ σ2, on a l’inclusion :

{x : |f(x)| > σ1} ⊃ {x : |f(x)| > σ2},
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3.1. FONCTIONS DE DISRTRIBUTION

d’où

µ{x : |f(x)| > σ1} ≥ µ{x : |f(x)| > σ2}.

Alors

λ(f, σ1) ≥ λ(f, σ2),

donc λ(f, σ) est décroissante.

b) Montrons la continuité à droite :

λ(f, σ) est une fonction décroissante de σ alors il suffit de montrer que

limn→∞ λ(f, σ + 1
n
) = λ(f, σ).

On a la suite d’ensembles An = {x : |f(x)| > σ+ 1
n
} est décroissante pour l’inclusion

où n ∈ N∗.

µ(∩∞n=1An) = lim
n→∞

µ(An)

= lim
n→∞

λ(f, σ + 1
n
)

= λ(f, σ),

alors λ(f, σ) est continue à droite.

Proposition 3.1.2 Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

‖f‖Lp = (p

∫ ∞
0

σpλ(f, σ)
dσ

σ
)
1
p , si 1 ≤ p <∞. (3.1)

‖f‖L∞ = inf{σ : λ(f, σ) = 0} (3.2)

Preuve. Pour 1 ≤ p <∞, on a :

∫∞
0
σp−1λ(f, σ) dσ =

∫∞
0

σp

σ
λ(f, σ) dσ

=
∫∞
0

σp

σ

(∫
{x :|f |>σ} dµ

)
dσ

=
∫∞
0

σp

σ

(∫
U

1{x :|f |>σ} dµ
)
dσ ;
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d’aprés le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient :

∫∞
0

σp

σ

∫
U 1{x :|f |>σ} dµdσ =

∫
U

(∫ |f(x)|
0

σp

σ
dσ
)
dµ

=
∫
U

1
p
|f(x)|p dx = 1

p

∫
U
|f(x)|p dx

= 1
p
‖f‖pLp ,

d’où ∫ ∞
0

σpλ(f, σ)
dσ

σ
=

1

p
‖f‖pLp ,

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

σpλ(f, σ)
dσ

σ
,

et

‖f‖Lp =

(
p

∫ ∞
0

σpλ(f, σ)
dσ

σ

) 1
p

.

Pour p =∞ on a par défintion :

‖f‖L∞ = inf {σ ≥ 0, µ{x ∈ U : |f(x)| > σ} = 0} ,

et d’aprés la définition de λ(f, σ)

‖f‖L∞ = inf{σ : λ(f, σ) = 0}.

3.2 Espaces de Marcinkiwiecz(espaces faibles)

Définition 3.2.1 Soient 0 < p ≤ ∞, U un ensemble mesurable U ⊂ Rn,

f : U −→ C. Pour 0 < p < ∞, on dit que f ∈ L?p ( espace de Marcinkiewicz ou

espace faible) si f est mesurable sur U et

‖f‖(1)L?p = sup
σ∈[0,∞)

σ(λ(f, σ))
1
p <∞,

dans le cas p =∞, on a : L?∞ = L∞.
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Lemme 3.2.1 (Inégalités multiplicatives) Soient U ∈ Rn,U un ensemble me-

surable, 0 < p1 < p < p2 <∞. Alors

‖f‖L?p(U) ≤ ‖f‖1−θL?p1 (U)‖f‖
θ
L?p2 (U), (3.3)

et

‖f‖Lp(U) ≤
[

p(p2 − p1)
(p− p1)(p2 − p)

] 1
p

‖f‖1−θLp1 (U)‖f‖
θ
Lp2 (U), (3.4)

où θ ∈ (0, 1) est définie par l’égalité
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2
.

Lemme 3.2.2 Pour σ1, σ2 positifs tels que σ = σ1 + σ2, et pour f,g des fonction

mesurables,

on a :

λ(f + g, σ) = λ(f, σ1) + λ(g, σ2).

Preuve. Il suffit de constater que :

{x : |(f + g)(x)| > σ} ⊂ ({x : |f(x)| > σ1} ∪ {x : |g(x)| > σ2}) ,

Pour cela on montre que :

({x : |f(x)| > σ1} ∪ {x : |g(x)| > σ2})c ⊂ ({x : |(f + g)(x)| > σ})c .

Soit ({x : |f(x)| > σ1} ∪ {x : |g(x)| > σ2})c, alors :

|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ σ1 + σ2 = σ.

Ainsi

x ∈ ({x : |(f + g)(x)| ≤ σ}) ,

d’où

{x : |(f + g)(x)| > σ} ⊂ {x : |f(x)| > σ1} ∪ {x : |g(x)| > σ2}.
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Cela implique que :

µ({x : |(f + g)(x)| > σ}) ≤ µ({x : |f(x)| > σ1}) + µ({x : |g(x)| > σ2}),

donc

λ(f + g, σ) = λ(f, σ1) + λ(g, σ2). (3.5)

Définition 3.2.2 Soit ‖.‖ une application de X dans R où X un espace vectoriel.

On dit que ‖.‖ est une quasi-norme si :

(i) ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖, pour tou α de R et x de X

(iii) il existe k > 1 tel que ‖x+ y‖ ≤ k(‖x‖+ ‖y‖), pour tout x et y de X

Proposition 3.2.1 Pour 0 < p <∞,
(
L?p, ‖.‖L?p

)
est un espace quasi-normé.

Preuve. (i) si ‖f‖L?p = 0 alors pour tout σ > 0, λ(f, σ) = 0 et par définition de

λ(f, .), on déduit que f est nulle presque partout.

(ii) pour tout réel α , on a :

λ(αf, σ) = µ{x : |f(x)| > σ

|α|
},

alors

‖αf‖L?p = sup
σ≥0

σ(λ(αf, σ))
1
p = sup

σ≥0
σ(λ(f,

σ

|α|
))

1
p = |α| sup

σ
|α|≥0

σ

|α|
(λ(f,

σ

|α|
))

1
p = |α|‖f‖L?p .

(iii) D’aprés l’inégalité (a+ b)
1
p ≤ a

1
p + b

1
p , le lemme (3.1.2) et pour σ1 = σ2 =

σ

2
, on

obtient : ∀σ ≥ 0

(λ(f + g, σ))
1
p ≤

(
λ(f,

σ

2
)
) 1
p

+
(
λ(g,

σ

2
)
) 1
p
.
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Alors

σ(λ(f + g, σ))
1
p ≤ σ

(
λ(f, σ

2
)
) 1
p + σ

(
λ(g, σ

2
)
) 1
p

≤ 2
(
σ
2
λ(f, σ

2
)
) 1
p + 2

(
σ
2
λ(g, σ

2
)
) 1
p

≤ 2
(
σ
2
λ(f, σ

2
)
1
p + σ

2
λ(g, σ

2
)
1
p

)
,

en passant à la borne supèrieure, on obtient :

‖f + g‖L?p ≤ 2(‖f‖L?p + ‖g‖L?p). �

Les espaces L?p sont en particulier des espaces de Lorentz Lpr, en utilisant un

autre concept.

3.3 Espaces de Lorentz

Définition 3.3.1 Soient U ⊂ Rn, U un ensemble mesurable, f : U −→ C, une fonc-

tion mesurable. On appelle réarrangement de la fonction f dans un ordre décroissant,

la fonction f ? définie par l’égalité : ∀t ∈ [0,∞)

f ?(t) = inf{σ ∈ [0,∞) : λ(σ, f) ≤ t} (3.6)

Les propriété de la fonction f ? sont comme suit :

1) f ? ≥ 0, décroissante et continue à droite.

2) λf? = λf sur [0,∞). (3.6)′

3) f ?(t) = |f(t)|?.

4) σ = f ?(t)⇔ t = λ(f, σ). (3.6)′′

Remarque 1 ∀f ∈ L?p(U), 0 < p ≤ ∞ on a :

‖f‖(2)L?p(U) = sup
t∈[0,∞)

t
1
pf ?(t)
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Lemme 3.3.1 ∀f ∈ L?p(U), on a :

‖f‖(1)L?p(U) = ‖f‖(2)L?p(U).

Preuve. Si pour un σ donné, il y a un t tel que f ?(t) = σ, d’aprés (4), on a :

λ(f, σ) ≤ t,

ainsi

σ(λ(f, σ))
1
p ≤ t

1
pf ?(t),

d’où par passage au sup par rapport à σ ensuite par rapport à t, on obtient :

‖f‖(1)L?p(U) ≤ |f‖
(2)
L?p(U). (3.7)

D’autre part, pour ε ≥ 0 et d’aprés la définition carctéristique du sup, on obtient :

‖f‖(2)L?p(U) ≤ t
1
pf ?(t) + ε

et d’aprés (∗ ∗ ∗), on a :

‖f‖(2)L?p(U) ≤ σ(λ(f, σ))
1
p + ε,

en passant à la borne supèrieure, on a :

‖f‖(2)L?p(U) ≤ ‖f‖
(1)
L?p(U), (3.8)

alors d’aprés (3.7) et (3.8) on obtient

‖f‖(1)L?p(U) = ‖f‖(2)L?p(U).

Lemme 3.3.2 Soient U ⊂ Rn un ensemble mesurable, f, g : U −→ C deux fonc-

tions mesurables, ∀ t1,t2∈ [0,∞)

(f + g)?(t1 + t2) ≤ f ?(t1) + g?(t2), (3.9)
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et

(fg)?(t1 + t2) ≤ f ?(t1)g
?(t2). (3.10)

Le théorème suivant est prouvé dans [2].

Théorème 3.3.1 Soient 0 < p ≤ ∞, U ⊂ Rn, un ensemble mesurable,une fonction

f mesurable sur U , alors

‖f‖Lp(U) = ‖f ?‖Lp(0,∞) = ‖f ?‖Lp[0,mesU). (3.11)

Définition 3.3.2 Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on définit l’espace de Lorentz, noté Lpr, par :

‖f‖Lpr(0,∞) =
(∫∞

0
(t

1
pf ?(t))r dt

t

) 1
r
<∞, 1 ≤ r <∞,

‖f‖Lp∞(U) = ‖f‖(2)L?p(U) = supt≥0(t
1
pf ?(t)) <∞.

Proposition 3.3.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

1) ‖f‖Lpp(0,∞) = ‖f‖Lp(0,∞),

2) ‖f‖Lp∞(U) = ‖f‖(2)L?p(U) = ‖f‖(1)L?p(U).

Preuve. 1) Si r = p, alors

‖f‖Lpp(0,∞) =

(∫ ∞
0

(f ?)p(t) dt

) 1
p

= ‖f ?‖Lp(0,∞),

d’aprés (3.1) et (3.1)′, on obtient :

‖f ?‖Lp(0,∞) = (p

∫ ∞
0

σpλ(f ?, σ)
dσ

σ
)
1
p ,

alors

(p

∫ ∞
0

σpλ(f ?, σ)
dσ

σ
)
1
p = (p

∫ ∞
0

σpλ(f, σ)
dσ

σ
)
1
p ,= ‖f‖Lp(0,∞)

d’où

‖f‖Lpp(0,∞) = ‖f‖Lp(0,∞).

2) Si r =∞, voir la preuve du lemme (3.2.3).
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Remarque 2 En général, les espaces de Lorentz sont des espaces qausi-normé mais

dans le cas où p > 1, il est possible de remplacer la qausi-norme par une norme et

donc les Lpr devient des espaces de Banach. �
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3.4. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE MARCINKIEWICZ

3.4 Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz

On montre avec certaines suppositions supplémentaires relatives aux paramètres,

que le théorème de Riesz-Thorin peut-être renforcé, c’est à dire que la bornétude de

l’opérateur T : Lp(U) −→ Lq(V ) peut-être établie sur des conditions plus faibles par

rapport à l’opérateur

T : Lpk(U) −→ Lqk(V ), (k = 1, 2);

c’est-à-dire qu’on peut considérer des opérateurs plus généraux et non seulement

linéaires.

Définition 3.4.1 L’opérateur T : Lp(U) −→ Lq′(V ) est dit sub-additif :

1) Si son domaine de définition contient les fonctions f , g et leur somme arithmétique

f + g, de plus est vérifiée l’inégalité suivante :

|T (f + g)| ≤ |Tf |+ |Tg|.

2) Si son domaine de définition contient f et αf ∀α ∈ C(R) et est vérifiée l’inégalité

|T (αf)| ≤ |α||f |.

Théorème 3.4.1 (Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz) Soient

U ⊂ Rn, V ⊂ Rm des ensembles mesurables,

0 < p1 ≤ q1 ≤ ∞, 0 < p2 ≤ q2 ≤ ∞, q1 6= q2; (3.12)

un opérateur sub-additif défini sur Lp1(U) + Lp2(U), tel que

T : Lp1(U) −→ L?q1(V ), T : Lp2(U) −→ L?q2(V ), (3.13)
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de plus

‖T‖Lp1(U)−→L?q1(V )
<∞, ‖T‖Lp2(U)−→L?q2(V )

<∞. (3.14)

Alors quelque soit p et q tels que

1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2
,

1

q
=

1− θ
q1

+
θ

q2
, (3.15)

pour un certain θ ∈ (0, 1),

T : Lp(U) −→ Lq(V ), (3.16)

existe la constante C > 0, dépendant seulement de p1, p2, q1, q2, p et q, telle que

‖T‖Lp(U)−→Lq(V )
≤ C‖T‖1−θLp1(U)−→L?q1(V )

‖T‖θLp2(U)−→L?q2(V )
. (3.17)

Remarque 3 1. Géometriquement les conditions (3.12) et (3.15) peuvent être in-

terpretées comme suit : les points

(
1

p
,
1

q

)
avec 0 < θ < 1, parcourent l’intervalle

reliant les points

(
1

p1
,

1

q1

)
et

(
1

p2
,

1

q2

)
qui se trouve sur la bissectrice du 1er quart

du plan des coordonnées.

2. Il est aussi utilisé la terminologie suivante. Si l’opérateur T est borné en tant que

opérateur de Lp(U) vers Lq(V ), alors on dit que T est un opérateur de type fort (p, q)

et s’il est borné de Lp(U) vers L?q(V ), alors on dit que T est un opérateur de type faible

(p, q). A l’aide de cette terminologie, le théorème peut-être formulé comme suit :

Si la condition (3.12) est vérifiée et si l’opérateur sub-additif T est au même temps

un opérateur de type faible (p1, q1) et (p2, q2), alors pour les points q indiqués dans

le théorème, T est du type fort (p, q).

3. Du théorème, il s’ensuit que pour établir pour un certain C0 > 0, ∀f ∈ Lp(U)

‖Tf‖Lq(V )
≤ C0‖f‖Lp(U)

, (3.18)
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il suffit de prouver deux inégalités pour lesquelles C1 > 0, C2 > 0

‖Tf‖L?
q1(V )
≤ C1‖f‖Lp1(U)

et ‖Tf‖L?
q2(V )
≤ C2‖f‖Lp2(U)

, (3.19)

où dans la 1ere inégalité ∀f ∈ Lp1(U) et dans la 2eme inégalité ∀f ∈ Lp2(U), avec p, q

, p1, q1 et p2, q2 qui sont liés par (3.12) et (3.15).

Le lemme suivant est prouvé dans [2].

Lemme 3.4.1 Soient U ⊂ Rn, U un ensemble mesurable, f une fonction mesurable

sur U . Alors ∀ξ ∈ (0,∞), il existe des fonctions f1,ξ et f2,ξ mesurables sur U , telles

que f = f1,ξ + f2,ξ sur U et ∀p ∈ (0,∞]

‖f1,ξ‖Lp(U) = ‖f ?‖Lp(0,ξ) , ‖f2,ξ‖Lp(U) = ‖f ?‖Lp(ξ,∞). (3.20)

Conséquence Si 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, f ∈ Lp(U), alors ∀ξ ∈ (0,∞)

f1,ξ ∈ Lp1(U) , f2,ξ ∈ Lp2(U).

Preuve. D’une part en vertu l’inégalité de Hölder on a :

‖f1,ξ‖Lp1(U)
= ‖f ?‖Lp1 (0,ξ).

En prenant comme paramètres
p

p1
et

(
p

p1

)′
=

p

p− 1
dans l’inégalité de Hölder pour

(f ?)p1 , on obtient :

‖f ?‖Lp1 (0,ξ) =

(∫ ξ

0

(f ?)p1 dx

) 1
p1

≤
[
‖(f ?)p1‖L p

p1

|ξ|
p−p1
p

] 1
p1

= ξ
1
p1
− 1
p‖f ?‖Lp(0,ξ)

≤ ξ
1
p1
− 1
p‖f‖Lp(0,ξ) <∞,
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et d’autre part pour p2 <∞

‖f2,ξ‖Lp2(U)
= ‖f ?‖Lp2(ξ,∞)

=

(∫ ∞
ξ

|(f ?)(t)|p2 dt
) 1

p2

= f ?(ξ)

(∫ ∞
ξ

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p2 dt) 1
p2

= I.

Comme

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣ < 1, alors ∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p2 < ∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p ,
d’où

I ≤ f ?(ξ)

(∫ ∞
ξ

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p dt) 1
p2

= |f ?(ξ)|1−
p
p2 ‖f ?‖

p
p2

Lp(ξ,∞)

≤ |f ?(ξ)|1−
p
p2 ‖f‖

p
p2

Lp(ξ,∞) <∞.

Si p =∞

‖f2,ξ‖L∞(U) = ‖f ?‖L∞(ξ,∞) = f ?(ξ) <∞.

On a pris en considération le fait que ∀ξ ∈ (0,∞), f ?(ξ) <∞ et f ? décroissante sur

(0,∞).

Preuve. (Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz)

1. Soit p1 6= p2. On prouve le théorème pour p1 = q1 et p2 = q2, pour la preuve dans

le cas général on peut consulter [8] et [11].

Alors
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2
,

1

q
=

1− θ
p1

+
θ

p2
, d’où p = q.

On pose

M1 = T : Lp1(U) −→ L?p1(V ) , M2 = T : Lp2(U) −→ L?p2(V )

2. Au début on prouve que l’opérateur :

T : Lp(U) −→ Lp(V ) est borné.

44
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Soit f ∈ Lp(U), ∀ξ ∈ (0,∞), f1,ξ et f2,ξ des fonctions du lemme (3.4.1). Comme T est

sub-additif, alors d’aprés le lemme (3.3.2) et la remarque 3 on a :

(Tf)?(2ξ) = |Tf |? (2ξ) ≤ (|Tf1,ξ|+ |Tf2,ξ|)? (2ξ)

≤ (Tf1,ξ)
?(ξ) + (Tf2,ξ)

?(ξ).

En vertu du théorème (3.3.1) et de l’inǵalité de Minkowsky on obtient :

‖Tf‖Lp(V )
= ‖(Tf)?(ξ)‖Lp(0,∞) = 2

1
p‖(Tf)?(2ξ)‖Lp(0,∞), on pose ξ =

z

2

≤ 2
1
p
+( 1

p
−1)

+
(
‖(Tf1,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞) + ‖(Tf2,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞)

)
,

on pose a+ = a =

(
1

p
− 1

)
si a ≥ 0, a+ = 0 si a < 0.

D’aprés la conséquence du lemme (3.4.1) fk,ξ ∈ Lpk , (k ∈ {1, 2}) et en vue des

définitions (3.2.1) et (3.3.1) (Définition de l’espace de L?pk(U)) et en prenant en compte

(2) et (3) ∀t ∈ (0,∞) et en particulier t = ξ on a :

(Tfk,ξ)
? ≤Mkt

− 1
pk ‖fk,ξ‖Lpk (U), k ∈ {1, 2}.

Par conséquence d’aprés l’inégalité (3.20) du lemme (3.4.1), on trouve :

‖(Tf1,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤M1

∥∥∥ξ− 1
p1 ‖f1,ξ‖Lp1 (U)

∥∥∥
Lp(0,∞)

= M1

∥∥∥ξ− 1
p1 ‖f ?‖Lp1 (0,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

= M1‖
(

1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1dt

) 1
p1

‖Lp(0,∞)

= M1

∥∥∥∥1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

. (3.21)

De la même manière pour p2 <∞, on a :

‖(Tf2,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤M2

∥∥∥∥1

ξ

∫ ∞
ξ

(f ?(t))p2 dt

∥∥∥∥ 1
p2

L p
p2

(0,∞)

. (3.22)
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3.4. THÉORÈME D’INTERPOLATION DE MARCINKIEWICZ

En appliquant l’inégalité de Hardy avec
p

p1
> 1 et celle avec

p

p2
< 1 respective-

ment à (3.21) et (3.22) à la fonction f ? qui est décroissante, on obtient :

‖(Tf1,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤ C1M1 ‖(f ?)p1‖
1
p1

L p
p1

(0,∞)

= C1M1‖f ?‖Lp(0,∞) = C1M1‖f‖Lp(U),

et d’une manière analogue pour p2 <∞ on obtient :

‖(Tf2,ξ)?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤ C2M2‖f‖Lp(U),

où C1 et C2 dépendant seulement de p1, p2 et p.

Finalement, on a :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C3(M1 +M2)‖f‖Lp(U), (3.23)

avec C3 = max(C1, C2).

3. Pour la preuve de l’inégalité (3.17) on utilise le lemme (3.4.1) avec aξ à la place

de ξ où a > 0. Alors (3.21) devient

‖(Tf1,aξ)?(aξ)‖Lp(0,∞) ≤M1

∥∥∥∥ 1

aξ

∫ aξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

≤M1a
1
p1
− 1
p

∥∥∥∥1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

.

D’une manière analogue à la place (3.22) on obtient respectivement une inégalité

analogue à la précèdente avec a
1
p2
− 1
p à la place de a

1
p1
− 1
p

‖(Tf2,aξ)?(aξ)‖Lp(0,∞) ≤M2a
1
p2
− 1
p

∥∥∥∥1

ξ

∫ ∞
ξ

(f ?(t))p2 dt

∥∥∥∥ 1
p2

L p
p2

(0,∞)

.

Par conséquent à la place de (3.23), on obtient :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C3(M1a
1
p1
− 1
p +M2a

1
p2
− 1
p )‖f‖Lp(U). (3.24)
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3.5. APPLICATIONS DU THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ

On recherche le minimum de la partie droite de (3.24) par rapport à a > 0, d’où

le résultat :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C4M
1−θ
1 M θ

2‖f‖Lp(U),

où C4 ne dépend que de p1, p2 et p. �

3.5 Applications du théorème de Marcinkiewicz

On considérer une génèralisation de l’inégalité de Hausdorff-Young. Soient l’es-

pace mesurable (Rn, µ) et µ mesure de Lebesgue, soit ω une fonction de poids (elle

est mesurable et positive dans Rn). Alors on désigne Lp(ω) l’espace Lp avec la mesure

ωdx et la norme dans Lp(ω) est :

‖f‖Lp(ω) =

(∫
Rn
|f(x)|pω(x) dx

) 1
p

.

Avec ces notations, on a le théorème suivant.

Théorème 3.5.1 Soient f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ 2. Alors

‖Ff‖Lp(|ξ|−n(2−p)) ≤ Cp‖f‖Lp . (3.25)

Preuve. On définit l’opérateur T tel que :

(Tf)(ξ) = |ξ|nFf(ξ).

Par la formule de Parseval, on a :

‖Tf‖L2(|ξ|−2n) =

(∫
Rn
|ξ|−2n|Ff(ξ)|2|ξ|2n dξ

) 1
2

= ‖Ff‖L2 ≤ C2‖f‖L2 .

Par l’inclusion des espaces de Lebesgue dans les espaces de Marcinkiewicz (i.e)

(L?2(|ξ|−2n)) ⊃ (L2(|ξ|−2n)), on peut conclure que :

T : L2 −→ L?2(|ξ|−2n). (3.26)
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3.5. APPLICATIONS DU THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ

Nous avons aussi

T : L1 −→ L?1(|ξ|−2n). (3.27)

Pour montrer (3), nous introduisons l’ensemble suivant :

Eσ = {ξ tel que |ξ|n|Ff(ξ)| > σ}.

On utilise la mesure ν = |ξ|−2ndξ et on suppose ‖f‖L1 = 1. D’aprés la définition de

la transformation de fourier, on a pour tout ξ de Rn |Ff(ξ)| ≤ 1. Ainsi pour ξ ∈ Eσ,

on a σ ≤ |ξ|n. Par suite :

λ(Tf, σ) = ν(Eσ) =

∫
Eσ

|ξ|−2n dξ ≤
∫
|ξ|n≥σ

|ξ|−2n dξ ≤ Cσ−1.

On a prouvè que :

∀σ > 0, σλ(Tf, σ) ≤ C1‖f‖L1 ,

et donc

‖Tf‖L?1(|ξ|−2n) ≤ C1‖f‖L1 .

On peut appliquer le théorème de Marcinkiewicz à l’opérateur T , on obtient :

T : Lp −→ Lq(|ξ|−2n) (3.28)

avec

1

p
=

1− θ
1

+
θ

2
= 1− θ

2
=

1

q
.

Donc q = p et la norme de l’opérateur (3.28)est majorée par Cp tel que :

M ≤ CθC
1−θ
1 Cθ

2 = Cp.

Car θ ne dépend que de p. D’où

‖Ff‖Lp(|ξ|−n(2−p)) ≤ Cp‖f‖Lp . �
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CONCLUSION

Le présent travail est en quelque sorte une introduction à la théorie d’interpola-

tion. C’est un thème d’actualité et qui a beaucoup d’applications dans les différentes

branches de mathématiques.
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