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Introduction

Les espaces fonctionnels de Banach sont trés connus et trés utilisés dans le do-
maine mathématique.
L’objectif de ce travail est d’étudier un probléme mathématique, qu’on trouve sou-
vent dans le domaine fonctionnel, qui sont la convolution et ’approximation . Cette
étude sera faite dans I'espace L? et LP®) dont ils sont peu connu dans le domaine de
la recherche, mais ayant des propriétés plus riches par rapport aux autres espaces.
Les espaces LP®) apparaissent pour la premiére fois dans les années 1931 dans un
article de W. Orlicz (voir [12]). La premiére recherche systématique a été effectuée
en 1950 par H. Nakano (voir [11]|) puis un peu plus tard poursuivie par I. Musicleh
(voir [10]). La théorie des espaces de fonctions (dansR ) avec un exposant variable
est développée par 1. Tsenov ( [16]), I. I. Sharapudinov ( [15]), et v. v. zhikov ( [17]
et [18]).
Dans les années 1980 ces espaces ont été étudiés pour étre appliqués aux problémes
de la mécanique (voir par exemple [17] ). Quelques propriétés de ces espaces sont
établies par O. Kovacik, et J. Rakosnik, (voir [7]). Les normes dans LP(*) sont consi-
dérées d’'une maniére plus détaillée par D. E. Edmunds,et J. Lang, et A. Nekvinda
(voir [5]).
Récemment ces espaces sont intensivement étudiés a cause de la publication de
M.Ruzicka voir [13] qui constitue un cadre naturel pour le modéle mathématique
de certains fluides électrorhoéologiques qui est lié & un systéme non linéaire d’équa-
tions aux dérivées partielles a coefficients variables.
Beaucoup de mathématiciens ont été intéressés par cette partie de ’analyse fonc-
tionnelle et par conséquent un nombre assez important de résultats intéressants a
été obtenu.
D’autre part beaucoup de problémes restent ouverts jusqu’a présent. L’une des
plus importantes différences qui existent entre l'espace LP classique et LP(®) est
que ce dernier n’est pas invariant par rapport a la translation (plus précisément
| f(x 4+ h)|| o # ||f(2)||Le@)). Ce probléme cause beaucoup de difficultés dans cer-
taines questions, par exemple I'inégalité de Young dans les convolutions, la densité
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des fonctions de classe C'! dans l'espace de Sobolev. Il y’a aussi le probléme de la
fonction maximale.

Le champ des espaces LP®) a connu un grand développement les derniéres années ; par
exemple 15 articles ont été publiés avant 2000 ; entre 2000 et 2004, il y’etit apparition
de 31 publications et finalement entre 2005 et 2010 ont vu le jour 242 publications!.
Dans le présent travail on étudie les espaces classiques de Lebesgue et quelques unes
de ses généralisations, c’est a dire les espaces LP® et on aborde quelques notions sur
les espaces classiques

Ce mémoire comprend deux parties, telle que nous partageons ce travail en cinq cha-
pitres :

Dans le premier chapitre est un préliminaires on donne des définitions et des prin-
cipes généraux comme les inégalités intégrales (Holder et Minkowsky ) dans l’espace
de Lebesgue classique L”.

Dans le deuxiéme chapitre, nous parlons de la convolution et ’approximation dans
I’espace de Banach LP, et on donne les conditions qui vérifient la densité de C3° dans
I’espace LP.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie les définitions et les inégalités intégrales (Hol-
der et Minkowsky ) dans LP®) ot p(z) est une fonction (par exemple I'inégalité de
Holder ressemble a celle des LP & une constante prés), et on expose les propriétés de
I'espace LP(®) | et dans le quatriémé chapiter on constate que quelques propriétés ne
sont pas conservées par rapport au cas classique.

Pour le dernier chapitre,on considére les convolutions et I'approximation dans LP(®)
ol on voit qu’il y’a une certaines différences de ces notions par rapport a L classique.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorémes uti-
lisés dans ce mémoire.

Dans toute suite €2 désigne un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue

Définition 1.1. (fonctin mesurable) : [1]
Une fonction f est mesurable au sens de Lebesque si [|f| < oo, cette condition équi-
vaut a lensemble des conditions : [ fT < oo et [ f~ < oo, et on pose, lorsqu’elle est

satisfaits :
[i=[r-[r

On désigne par L'(2) 'espace des fonctions intégrables sur € & valeurs dans R

On pose || fllzi= Jq|fldz

Quand il n’y aura pas d’ambiguité on écrira L' au lieu de L'(Q) et [ f au lieu
Jo f(x)dz
Quelques résultats d’intégration qu’il faut absolument connaitre

Théoréme 1.1. (Convergence monotone) :
Soit (f,) une suite de fonctions croissante de L' telle que sup [ f, < oo alors f,(x)

converge p-p sur Q vers une limite finie notée f(x) , de plus f € L* et || f,— fllzr — 0
Démonstration : Voir [§]

Corollaire 1.1. Soit (f,,) une suite décroissante de fonctions mesurables qui converge
vers f(x) alors f est mesurable et lim [, fo(x)dz = [, f(x)dx
n—oo



Théoréme 1.2. (convergence dominée de Lebesgue) :
Soit (f,) une suite de fonction de L', tel que :

a) fn(x) = f(z) p-p sur Q2
b) Il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |fn(x)|< g(z) p-p sur
alors, f € LY () et ||fu — fllzr — 0.

Démonstration : Voir [1]
Lemme 1.1. (de Fatou) :

Soit (f,) une suite de fonction de L' telle que

1) pour chaque n, f,(x) >0 p-p sur )

2) sup [ f, < 0o pour chaque z € Q on pose f(x) = lim inf f,(z) alors f € L* et
n n—00

/fg lim inf [ f,.

n—oo

Démonstration : Voir [1]
Théoréme 1.3. (Densité) :
L’espace Cy est dense dans L*(Q2), c’est -a-dire Vf € L*(Q2), Ve > 0,3f1 € Co(Q) tel
que || f — fillp < €.

Démonstration : Voir [1]
Soient €2y € R™, Qy € R™ des ouverts et soit F : €); X {3 — R une fonction
mesurable
Théoréme 1.4. On suppose que [, |F(2,y)|dy < oo p-px € Q et que [, dz [, [F(z,y)|dy <
oo alors F € LY(Q x )

Démonstration : Voir [1]

Théoréme 1.5. (De Fubini) :

On suppose que F' € L'(Q1 x Q) alors p-p v € O, F(z,y) € LUQ) [o |F(z,y)ldy €
Ly(€1)

De méme pour presque tout y € (g

F(z,y) € LY(Q) et le F(z,y)dr € L1(Q)

De plus on a :
/ d:v/ F(z,y)dy = / dy/ F(z,y)dx
o Qo Qo 1951

= // F(z,y)dxdy.
Q1><QQ

Démonstration : Voir [1]
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1.1 Définition et propriétés élémentaires sur les es-
paces L”

Définition 1.2. Soit p € R avec 1 < p < 00,0n pose
LP(Q) = {f : Q — R} telle que f mesurable et | f|Pe L*()
On note

| fllze = [/Qlf(a:)|pdx]zla.

On vérifiera ultérieurement que ||.||r» est une norme.
Démonstration : Voir |9

Définition 1.3. On pose

L>(Q) = {f Q— R} telle que f mesurable et il existe ¢ > 0 constante telle que
@< ¢ pp sur Q.

On note

| fl| oo () = inf {c f@)<e, p—p sur Q} ot || f|| Lo () = sup vrai| f].
|-l () est une norme.

Démonstration : Voir |9

Remarque 1.1. Si f € L™ on a, |f(2)|<||f||ze,p-p sur Q.

1.2 Inégalités de Holder.

Notation :
. L. o, .11
Soit 1 < p < 0o on désigne par ¢q l'exposant conjugué de pi,e; — + — = 1.
p g

Lemme 1.2. Soit p > 1, alors
T X
Va,b>0, ab< ™+, (1.1)
p q

1,1
avec = + = = 1.
p+q

Démonstration :
On prend la fonction

, pour tout t > 0;
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Et on doit montrer que

Pour
t>1
Et
p(t) < (1) =1
Pour
0<t<I1.
On a ) L1
P(t) =~ = — =t
p p—1lg
1 1 1
— T = (1179
p P p

¢'(t) = 0 nous donne t = 1, donc t = 1 est un extrémum, mais comme la fonction ¢
est croissante sur l'intervalle [1;00) (en effet si ¢/(¢) > 0 nous donne %(1 —t77) >0
d’ou 77 < 1 et comme ¢ > 1 alors t > 1), ¢ et aussi décroissante sur (0;1]. Alors
t =1 est un minimum sur [1;00) d’ol

o(t) > ¢(1) =1, pour t > 1.

. p—1
Maintenant, posons ¢ = “5—, donc

1

1 1
t p—1 ]_ ]_ bpfl _ 1bq71

D’ou
1
) t N t 1 gr! N pa—t
gp = — =
P q bp qa
= 1—17‘;—: + %% = ﬁ(% + %) > (1) =1 finalement on trouve ab < % + %.

Lemme 1.3. S:0 < p <1, alors on aVa,b > 0,ab > %p—l— %.

Démonstration :
D’une maniéré analogue que lemme 1.2.
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Corollaire 1.2. Soit p,q,r > 1 tel que % = % + %, alors

VA,B>0, (AB) <-A"+-B (1.2)
p q
Démonstration : Comme 2= —+— alors 1 = 5 /T +— /r, et on applique 'inégalité

(1.1) avec a = A" et b= B" on trouve

Lemme 1.4. Soit ) un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 - Retg: Q2 — R
sont mesurables sur ), et g est non négative, alors :

irelgf)vmif( / dx</f x)dx < supvraif(x )/Qg(:z:)d:z: (1.3)

el

Démonstration : Soit e C (2 tel que |e| = 0, alors

/ fode = [ fode < sup f(2) / gdz,
Q Qe Q

Q\e
Alors
| f@gtaris < s 1io) [ gl
Q/e Q
D’ou
[ s@a@ar < it swp s [ gio
Q $E€$EQ\6 Q
= supvraz’f(:v)/gdx
e Q

D’une maniére analogue on montre 'autre inégalité de (1.3).

Corollaire 1.3. Soit ) un ensemble mesurable, si les fonctions f : Q@ — C et
g : Q — C sont mesurables sur Q et f € L>(Q), g € L'(Q), alors :

’/f HfHLOO(Q)HgHLl (1.4)
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Démonstration :

‘/Qfgdx‘ f/Q|f9|dﬂfSiggvmilf(:v)\/\g]dx

< 1 e@lloll, o

Théoréme 1.6. (Inégalité de Holder)
Soit Q C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, f € LP(Q) et g € LY() avec
1/p+1/q=1, alors :

(i) Sil<p<oo

PR Vi v (19
(11) Si0<p<1 etavec ’Q! >0, et Ve € Q, g(x) #0
[ 15912 2 110191 (16)
Démonstration :
(7) (1) 1 < p < o0, on applique le Lemme (1.2) avec
L@l )
HfHLP(Q) HgHLq(Q)
On aura
1))

[f1lzr @ gl

L [f@)P 1 ]g(z)[
- D + - q

p HfHLP(Q) q “gHLq(Q)

Y

On intégral les deux momber on trouve

1 p 1 a
S@o o L[, 1 el
Fle@ldue ™ = o) We " 0/ Tl

1 1

p q

D’ou I'inégalité (1.5).

(2) p = oo} voir corollaire 1.3.

(i) 0 < p < 1, un raisonnement analogue au précédent avec une application de
lemmel.3 nous donne l'inégalité (1.6).
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Proposition 1.1. Soit p; €]1,00[, i =1,2,....k, et 1 <r < oo tel que pil + piQ +...+
1 -

” % (les p; sont dits r conjugués), f; € LPi(Q2), alors

2 K
f= Hfi €L (@) et |f L@y S H HfiHLm(Q) (1.7)
i1 i=1

Démonstration : Par récurrence.

1.3 Inégalités de Minkowsky.
Lemme 1.5. Soit f,g € L>(Q2), alors on a l'inégalité suivante :
In +gHL°°(Q) < HfHLOO(Q) + Hg”Loo(Q)'

Démonstration : Soit e; et es deux ensembles tel que |e;| = |ea] = 0, on pose
e = ey Uey, alors Ve > 0, on a

€ .
w7 < [l i+ 5o =12
Et donc

sup [f1 + fo| < sup(|fi] + | f2))
Qfe Q/e

IN

sup o] +sup | o] < [l Aill ) 12l iy €

Donc
Helfsal}E [+ fo] < ([ Fill ey + £l ooy + &

On fait tendre € vers 0, on trouve :

lngQL}E i+ fof < HleLoo(Q) + ||f2HL°°(Q)
Finalement

”fl + fQHLoo(Q) < HleLoom) + Hf2||L°°(Q)'

Théoréme 1.7. (Inégalité de Minkowsky)
Soit Q € R™, un ensemble mesurable, 1 < p < oo, f € LP(Q) et g € LP(R2), alors :

15+ 9l 1oy < 17Ny + 1910y (18)
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Démonstration :
1)Sip=1:

14 0l = [ £+ ldz < [ 17lde+ [ Jolde =117 0, + ol o

2) Si p = oo : Voir le lemme 1.5.
3)Sil<p< oo

/|f+g|pdx:/|f+g|\f+g|p1dx
Q Q

< [Uslls+aP e+ [ Jolls+ ol e

On applique l'inégalité de Holder :

KJf+ﬂ%x§Nﬂmmmv+gWﬂhmn+MMM@mf+ﬂWWMm)

1,1 _ — P .
avec 5 + 2 =1, et doncq—pf1 , alors :

—1

-1 Sz N
117 +0 niy = ([ |+l 100)

_ ((/Q\f+g\”dx>‘l’dx>p_l

=17+l

L1 abde < 15+ all ey (151 oy + 9000

On déduit que :

1+ 9115y < 17+ 9ty (1L oy + Nl )

Et par conséquent
Hf +gHLP(Q) < ||f||LP(Q) + ”gHLP(Q)'
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Corollaire 1.4. Soient m € N, et f, € LP(Q) pour tout k € {1,2,...m}, 1 <p <
o0, alors

I

k=1

i
k=1

Démonstration : Par récurrence.

(1.9)

Lr(Q)

Théoréme 1.8. (Inégalité intégrale de Minkowsky)

Soitent E C R™ et F C R" des ensembles mesurables, et 1 < p < oo, f une fonction
mesurable sur £ X F' alors

| [ rtwar],,, < [ Jrew

Démonstration : Voir (|2]).

dy. (1.10)

Lr(E)
Théoréme 1.9. Soient E C R™ et ' C R" des ensembles mesurables, et f une
fonction mesurable sur E x F alors pour 0 < q <p < o0 on a

Hllf(%y)lng(F)‘ (1.11)

< 1@ iz

L3(E) Ly(F)

Démonstration :

17 )3 |

A

= | [ Vst
< (/FH\f(x,y)\q]
< (/FHf(fv,y)‘

< 1@ vl

Ly (E)

1

q

D

L (E)

1
, d)q
L

q g )}I
LE(E) Y

o)

LY(F)

Proposition 1.2. LP est un espace vectoriel et ||.||» est une norme pour tout 1 <
p <00

Demonstration : Voir |9
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Théoréme 1.10. (Fischer-Riesz)
(LP,||.|l») est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

Démonstration : 1) Si p = oo, soit (f,) une suite de Cauchy dans L>, donc

pour k > 1 il existe Ny, € N tel que Ym,n > Ny on a
1
Hfm - anLoo < E

Donc il existe une ensemble E) négligeable tel que
1
[fm = fal< Vo € Q\E;. (1.12)

Posons E = UEy, donc (f,.(z)) est de Cauchy pour tout x € Q\E. passant a la limite
dans (1.12) quand m — oo , on obtient

7(2) ~ F@I< 1.7 € D\ Bin > N

1
Done f € L*(Q) et ||f — fallze < E’Vn > Ni, || f = fallpee — o0.

2) Sil < p < oo, Soit (fn) une suite de Cauchy dans LP(S2). Pour conclure il
suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans LP. On extrait une sous-

. 1
suite (fn, ) telle quel| fr,,, — fa,llzr < ﬁ,‘v’k > 1.
1
(on procéde comme suit : il existe ny tel que || fm — fullrr < 5 pour m,n > nq, on

1
prend ensuite ny > ny tel que || fr — fullze < 52 bour m,n > ny, etc).

Posons
gn(x) = ZZ:1|fnk+1 (27) - fnk(x)‘
Donc
gkl =122k Fanr () = far @)1 < 32020 [ frnsn (@) = fap ()| 0
"1
< ok <1
k=1

Alors d’apres le théoréeme de la convergence monotone sur Q2 p-p g,(x) converge vers
une limite notée g(x) avec g € LP.

D’autre part on a pour m >n > 2

() = fu(@)|< [ () = frna (@) [+ + i (2) = fu(@)[< gn(2) = gna(2)

Il en résulte que p.p. sur Q,(f, est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x)
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bn a p-p sur )

|f(@) — fal2)|< 9(x) — gnlz) < g(x) pourn > 2.

D’ou f € LP(Q)

Enfin || fo = fllr = 0, en effet on a |fo(x) = f(2)[P— 0 p-p et | fu(x) — f(2)[P< g7 ()

magjorant intégrable. On conclut grice au théoréme de Lebesgue.



Chapitre 2

Approximation dans LP(R")

2.1 Convolution

Définition 2.1. Deux fonctions f et g définies p.p. et mesurables sur R™ sont dites
convolables , si pour presque tout x € R™ la fonction :

y— f(r—y)gly) est intgrable sur R"

On définit alors le produit de convolution de f et de g par la formule
frg(@)= [ flz—y)g(y)dy pp en zeR"
Rn

Proposition 2.1. (Commutativité de la convolution) :
Soient deux fonctions f et g mesurables sur R™ et convolables , alors

frglx)=gx*f(zx) pp en xeR"
Démonstration : Voir [6]

Définition 2.2. (Le support d’une fonction );
Soit une fonction f définie sur un espace topologique X et a valeurs dans R ou C,
Le support de la fonction f est

supp(f) = {z € X|f(z) # 0}

Proposition 2.2. (Majoration du support de f x g)
Soient f et g deux fonctions mesurables définies p.p. sur R™ et convolables. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g)



2.1 Convolution 20

Awvec la notation

A+B={a+0b/ ac A et be B}

Lemme 2.1. Soient A C R" compact et B C R™ fermé. Alors A+ B est fermé dans
RTL

Démonstration : Voir [6]

Proposition 2.3. (Régularité de la convolution C3° x L}, )
Pour toute fonction ¢ € C5°(R™) et tout f € L}, (R™), le produit de convolution ¢ * f
appartient a C°(R") , et on a

o= f)=(0%) * f, pour tout o € N"

De méme

¢ € Ci'(R") et f € Lip(R") = ¢+ f € C"(R")
Démonstration : Voir [6]

Lemme 2.2. (Invariance de la norme dans L’(R"™) par rapport a la trans-

lation).
Soit 1 <p<oo, heR" et fe LP(R"), alors :
1f (@ + B)l| ey = [1f (@) o). (2.1)
Démonstration :
1. 1<p<oo.

1@+ B zogeny = ( e nPr)’

On fait le changement de variable z +h =y <z =y — h d’ou :

7+ Wl = (| 1F@Pdy)” = 1@l

| f(x + h)||Lo@ny = sup vrai|f(x + h)| = inf sup |[f(z+ h)]
xER™ {e:le]=0} R" /e
Ot e est ’ensemble de mesure nulle.
On fait le changement de variable x +h = y; c-a-d R"/e = (R"/e) + h =
R"”/(e+ h) (somme arithmétique). On pose X = e+ h;si |e| = 0 alors |[X| =0
et réciproquement.

inf sup |f(y)|= _inf sup | f()] = || £l zee mn).-
s (f)] = st s 1) =l
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2.1.1 Inégalité de Hausdorff-Young

Théoréme 2.1. (Inégalité de Hausdorff-Young)
Soient p,q,r € [1,00] tels que

1 1 1
-—+-=1+-
P q r
Et soient f € LP(R") et g € L4(R™)
Alors f et g sont convolables sur R" et fxg € L"(R™), De plus f*g vérifie 'inégalité

avec la convention 1/0 = occ.

1 * gller @y <IFlle@mllgll o@m)
Démonstration [6] : Distinguons 4 cas.

1 er cas : supposons que — + — = 1, de sorte que
P q

Pour tout x € R™ , la fonction
y — flz—y) € L/(R").
Donc, pour tout x € R™ , I'application
y — flz—y)gly) € L'(R"),

D’apreés I'inégalité de Holder ce qui montre que f et g sont convolables, et que, pour
tout z € R"” 'on a

rea)| = | [ s natni]
< [ = 0atw|as
é‘h@—y) 9 ZHf 9 :
@)l 1 La@n) @I 1 La@ny

D’ou
1S * gllzeerny SIS NlLeny 9]l Lagen).-
2 éme cas : Supposons que p = ¢ = 1, de sorte que r = 1 puisque
1 1 1

Sty 1=1
rop oq



2.1 Convolution 22

Soient f et g € L'(R™) , alors la fonction
(X,Y) — f(X)g(Y) € LY(R"xR")

Effectuons le changement de variables
X=x-y, Y=y, le jacobien

DIXY) |1 -1 |_,
D(z,y) [0 1 | 7

Alors la fonction (z,y) — f(x — y)g(y) appartient également a L'(R™ x R")
D’apreés le théoreme de Fubini, la fonction

y — flz—y)gly) € L'(R") p.p en z €R"

De sorte que f et g sont convolables. De plus

I, s [
s

I

flx —y)g(y)dy

fla - y>Hg<y>‘dydx

R"

0 o) axay

9

remll o wn

3 éme cas : supposons que p =1 et 1 < qg=1r < oo . D’aprés le 2 éme cas, la
fonction 1
y — |f(x—=ylilg(y)| € LYR") pp en x€R"

tandis que la fonction
_1 ’ n n
y— [fle—=y)"elgy)] € LYR") pp en xR

I 4
En notant ¢ =1

D’aprés I'inégalité de Holder, la fonction

y — |fl@ = 9)llgw)l= If(z — )5 |f (@ — v)|7]g(v)|

appartient donc a L'(R") pour presque tout x € R™ | de sorte que f et g sont

convolables, et on a
(] )

Fla - y>ﬁg<y>Hf<x )
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q d(1-3) N /4
< [ e-wlaw| anf|re-n] )
= Ul

En appliquant I'inégalité de Hausdorff-Young dans le cas déja établi ot p = q =
r = 1 au produit de convolution |f|*|g|? , on trouve donc que

/

9(y)

q q
Hf*g = [ [ s =wata| a

q—1 D

< Hf / £l % lg| du
L'(Rm) JR™
q—1 q q q

:‘P f g :Hf g
LIl i)l lloegn) Li®m) Il llze@n)

4 éme cas : Supposons que 1 < p,q,r < oo vérifient

11 1
l+-=-+-=
ropoq

D’apreés le 2 éme cas, la fonction
y— |fl@ =) gw)|”" € L'(R") pp en z €R"
tandis que
y — |f(z —y)|*P" e L™ P(R") pour tout en z € R"

y — |lg(y)|*Y" € L™ UR™) pour tout en x € R"

Remarquons en effet que

De sorte que

l<p<r et l<qg<r
Appliquons 'inégalité de Holder a trois termes, avec n = 3, p1 = r, po = -2 et

r—p
p3 = % , de sorte que

1 1 1 1 1 1 1
e — == (- )+ (=
b1 P2 P3 r p r q
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On en déduit que la fonction

y — | f(@—y)llg@)= =" fl@—y)" lgW) [gly) "

Appartient & L'(R") p.p. en x € R"
De sorte que f et g sont convolables, et que

([ W= tatnlste = oty )

< (|f}p * ’g|q HfHLP Rn) g HLq R™)

Appliquant 'inégalité de Hausdorff-Young dans le cas déja établioat p=qg=7r=1
. . J2 q
au produit de convolution | f| * ‘ g’ , on trouve finalement que

= L e
I e Nl [ 1117 1ol

1y 19 oy 1 1 ey 19
= |z 9l ooy

T

qf@—yWﬂWm@Wﬂ”@)dx

\V*g o(v)

IN

IN

Ce qui conclut la démonstration.

2.2 Approximation dans LP(R")

Définition 2.3. (approximation de l’identité) :
On appelle approzimation de l'identité (ou suite régularisation ) toute suite (py)n>1
de fonctions telle que

1. p, € C3°(R™)

2. supp p, C B(0,1)
3. [pn=1

4. pn >0 sur R™.

Dorénavant on utilisera systématiquement la notation p,, pour désigner une suite
régularisante
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Remarque 2.1. Qu’l existe des suites régularisantes.

En effet, il suffit fizer une fonction p € C*(R™) avec supp(p) C B(0,1), [p =1,
p >0 sur R™.

Prendre la fonction par :

1
_ ) e 1 sifz|< 1

ple) = { 0 si |z|>1
Appartient a C§°(R™)
On construit une fonction de C§°(R™) en remplagant la valeur absolue |z|par la norme
||| d'un élément x € R™
A partir d’une fonction de C*(R™) , comme la fonction &, on introduit une notion trés
utile dans le probléme de ’approzimation des fonctions par des fonctions réguliéres,
la notion de suite régularisante. En posant :

)
Jg &(nx)dx

On obtient une suite régularisation a savoir quelle vérifient :
(1) pu € C RNV > 1
(2) pn(x) >0,Vz € R,Vn > 1
(8) Jgpn(x)de =1,¥n > 1
(4) Le support de p, est contenu dans un intervalle [—&,,&,] avec qui tend vers
0 quand n tend vers l'infini
Ce type de fonction a pour limite fonction de Dirac.

Pn Vn > 1.

Proposition 2.4. Soit f € C(R™), alors p,xf — [ uniformément sur tout compact
sur R™

Démonstration :

Soit k C R™ un compact fizé.

Ve >0 35 > 0 tel que |f(x —y) — f(z)|< e, Va € k,Vy € B(0,0)

On a

(o P)(z) — f(z) = / @ — ) — F(@)lpuly)dy

1
Etdansn>g etx €k,

I(pn*f)(:v)—f(w)lée/ =

B(0,1)
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Théoréme 2.2. :
Soit f € Co(R™) et soit (pn)o<n<n, une suite régularisante. alors

pn* [ E€C et p,*x f— f uniformment sur R"™ lorsque n — 0F
Démonstration [6| :Supposons que supp(f) C B(0, R) , alors
supp(pn * f) C B(0, R) + B(0,1,) C B(0, R+ ry,) pour tout n €]0,ngl,

d’aprés la Proposition 2.2.

D’autre part, d’aprés la Proposition 2.3, la fonction p, * f € C*°(R"). pour tout n €
]07 nO['

En fin, en utilisant la commutativité du produit de convolution (cf. Proposition 2.1),
on a

b @)= Fa) = [ pula) o= )y~ f(a)
— [ p@le =) - f@)dy

/n pu(y)dy =1

Par conséquent, comme p,, > 0 est a support dans B(0,7,)
b f@) = @) < [ pulwlfle = v) - f@)dy
< swlfe-p - @] [ iy
B(0,ry)
()|

ly|<rn

= sup [f(z—y)—f
ly|<rn
Or f est continue & support compact, et donc uniformément continue sur R™ par
conséquent, comme 7, — 0 lorseque n — 0"

— 0 lorsque n — 0"

flz—y)— f(x)

sup
zERM,|y|<rpn

On en déduit alors que

sup |pn * f(x) — f(z)|— 0 lorsque n — 0"
TER”
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2.2.1 Densité de Cj°(R") dans LP(R")

Théoréme 2.3. :
Soit f € LP(R™) avec 1 < p < o0, Alors
a) pour toute suite régularisante (pp)o<n<ng , ON G

lpn* f = fller@ny — 0 lorsque n — (I
b) pour tout n > 0, il existe une fonction f, € C°(R™) telle que

Ifo = fller@ny <1

Remarque 2.2. L’ensemble C§°(R") est dense dans LP(R™) pour 1 < p < 0.
Mais pour p = oo , ce cas Co(R™) n'est pas dense dans L®(R"™) (puisque la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues est une fonction continue).

Donc, en particulier, C§°(R™) n’est pas dense dans L>(R™).

Démonstration : [6]

Par densité de Co(R™) dans LP(R™) étant donnén > 0 , il existe ¢ € Co(R"™) telle que

1
Hf—dmmw<§n

Puis, d’apres le Théoréme 2.2, si (pn)o<n<n, €St une suite régularisante

sup | pn * ¢(z) — ¢(z)| — 0 lorsque n — 0F
TER™

Or supp(¢) est compact, soit donc R > 0 tel que supp(¢) C B(0, R) de sorte que
supp(p)n * ¢ C B(0, R) + B(0,r,) = B(0, R+ ry),

D’aprés la Proposition 2.2 et le Lemme 2.1. Alors, grice a l'inégalité de Hélder

l6a % 6= Gllra < sUp oy * 6(a) = G()|BO, sup 7,)[7= 0 lorseque m = 0*
TER™

0<n<ng

Pour démontrer le b), on choisit n > 0 assez petit pour que

1
lpn * & — @l Loy < 3"

Et on pose f, = p, * ¢ : ainsi

1o = fllie@ny I = @lle@mllon * ¢ — dllr@ny <.
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D’autre part

pn* ¢ € CP(R™) est support dans B(0,R+ 715, ),

0<n<ng

ce qui établit le b).
Pour démontrer le a), on écrit que

< NS = llze@ny+Hlon * & — Slle@ny+llon * f — pn * Dl Lo@n)
< (I+lpallr @) f = éllre@ny+lon * & — @l Lo@n)
N+lpn * & — bl Lo@n).-

ILf * pn — fllze(an)

Prenant la limite supérieure de chaque membre de cette inégalité pour n — 07,
on trouve que

T om0 = 0l <

Et comme cect vaut pour tout n > 0, il s’ensuit que le membre de gauche de cette
inégalité, qui est un nombre indépendant de n , est nul, ce qui établit le a).
D’apres Uinégalité de Hausdorff-Young (Théoréeme 2.1 ). Or on a vu que

lpn % ¢ — || Lewny —> 0,  lorseque n — 0"



Chapitre 3

L’espace LP ()

3.1 Notation et Définitions

NOTATION
(2 est un ensemble de R"
|Q2| désigne la mesure de 2
P(Q) L’ensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p : Q@ — [1, 0]
On pose :
Qy = Qu(p) ={x € Q,p(r) =a,a € [1,x]|}
En particulier : Q) ={z € Q,p(z) =1} et Qo = {z € Q, p(x) = 0}

puis :

Qo = Q/(2UQ)

p = suporai p(z),p = inf vrai p(z).
e - €

Cp = X lloo + X000 + (X0 lloo
1+ L1

T — - — —.

P p 7

Ot y désigne la fonction caractéristique des ensembles correspondants.

Définition 3.1. On note par LP®)(Q) Iensemble des fonctions f mesurables et telles
que :

IEQOO

L(f) = /Q/Q |f($)|p(x)d$+ sup vrai|f(z)| < oo (3.1)

Remarque 3.1. On peut adopter une autre définition.
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Définition 3.2. On note par LP@ 'ensemble des fonctions f mesurables et telles

que :
WO = [ 1P < oc (3.2
Q)00
sup vrailf(z)| < oo (3.3)
€N

Les définition 3.1 et 3.2 sont équivalents.

Dans ce qui suit on cite certaines propriétés de I,(f).

Proposition 3.1.
1. I,(f) > 0,Vf.

2. L,(f) =0 si et seulement si f =0 p.p .

3. I(—f) = L(f),Yf € L™ (Q).

4. I, est conveze.

5. si|f(x)] > |g(x)| pour x € Q presque par tout, et si I,(f) < oo alors I,(f) >
Tp(g)-

6. si0 < I,(f) < oo alors Uapplication A — Ip(f) est continue et décroissante
sur lintervalle [1,00)

Démonstration :

(1) et(2) sont obtenues d partir des propriétés de l'intégrale de Lebesque.
(3)Egalité évidente.
(4) voir [10].
(5) Est déduire d’une propriété de l'intégrale de Lebesgue.
(6) Soit Ay et Ay > 1 alors

@) _ (@)
AT N
|f ()] |f ()]
Q—)\l dxg/g—)\Q dz

Et donc I,(A\1) > 1,(\2). La continuité de Ip(é) est évidente.
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Définition 3.3. On définit sur LP®)(Q) la norme suivante ;

. f
1oy = inf{XA> 02 Lp(F) < 1} (3.4)
Lemme 3.1. .Soit f € LP®)(Q) alors
I, (#) <1V f telle que 0 <|[f|, e < 00 (3.5)
HfHLPW)(Q)

Démonstration : On prend une suit (A, ), décroissante qui converge vers || f| 1o ()

et donc la suite ('/\ﬂ)n est criossante et converge vers ol

lemme de Fatou ,On obtient :

p(z) p(z)
/ (#) dr < lim inf/ <|>\i|) dr <1,
Q LP@)(©) n—0o0 Q n

Six € Qo (3.5) est évidente .

Et finalement on a Ip(ﬁ) <1.
LP(®) ()

et donc en vertu de

Corollaire 3.1. Pour tout f € L*™)(Q) tel que 0 < || f|| o) ()< 00

Si||f||Lp(-r>(Q)§ 1 alors I,(f) < ||f||LP(1)(Q) (3.6)

Démonstration : On a

1 p(z) 1
T >———2>1, ou p(z)>1
(||fHLp<z>(Q)> | £l Lo @)

Jolf @) dx _ / ( |f ()] >
[fllro@)  — Ja \flleee @)
Ou la dérniére inégalité d’ecoule du lemme 1.6, d’ou Ip(p) < 1l Lo

Lemme 3.2. Soit f € LP@)(Q),p < oo alors

£l e ) \ P 1l o)\ 2
() < (R ) s Az e ()

1/l o ) \ 2 1fllro @\
(o) < i< (TR w0 r s Wl (58)
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Démonstration : On prouve (3.8).
Soit f € LP@(Q) et s0it 0 < A < £l Lr) ) et donc

; / (e) /( /] )MONWWYM
S e A W LR (R2) dx.
3= o \ I Mzotone) 4

Mais

/<_ﬁLJW«M@mQW@</< UI)WKMmmex
o \[[fllzre ) A = Jo \IIfll o \

Alors

”fHLp(z)
()
3 >1ona

!
)

/ ( | )p<x>(||f||w><m)ﬁd
[p(A)S/ 11l o) ) A .

Et comme p < oo alors ddpres le lemme 3.1 on a I, <—||f|| f( : ) =1
(@) (9)

b}(%) < (||f||L;>\<w>(Q)) ‘

Le méme raisonnement est valable pour l’inégalité a gauche , et l'inégalité (3.7) est
taitée d’une maniére analogue

Donc

Lemme 3.3. Soit 0 <p <p < oo, si Ip(g) < b, pour a>0,b>0, alors

[ fll o ) < ab”

Avec

_J 1/p sib>1

YTl 1p sib<1

. . . f f(x) Pe)
Démonstration : Soit b > 1 et I, - = dx < b alors
Q a
p(x) p(x)
1
/f(ml) dxg—/M der <1
Ql gbz bJal a
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Et comme

Hf”LP(T)(Q): inf{A,)\ > O’[p(é) < 1}

Alors 1
£l Lo )< ab® pour b > 1.

De maniére analgue on monter que || f{| o) o)< ab'/? pour b < 1 et donc

£l Lo () < ab”

Définition 3.4. Soit p(x) € [1;00) alors on dit que la fonction q(z) est la conjuguée
de p(z) si

00 pour x € §q,
qglr) =< 1 pour x € .,
p(px()xll pour x € Q,

Remarque 3.2. Si p(z) = cste

%é%i”Q?M)

- [l
= AZ,/Ifl’”§1

Jir<oe— (fir <

ey = X > 1, tg 1,(5) < 11 = ([ 1) =1

On trouve

Donc

3.1.1 Quelques exemples :
Exemple 3.1.1. Soit Q = (—1,1)

st —1<x<0
st 0<ao <1

1
2
0 st —1<x<0
ﬂ@_{z si 0<z<1
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Alors

L(f) = /Q F@PPde = /0 e

Donc

f e rr@Q).
Exemple 3.1.2. Soit Q =]0,1[;

—x

p(z) = i et f(x)=4""z>2.

Donc

s

O\,L
Sl
IS
S

—_

2~

=

Il
QO | — | = %IHN
o A;H

S L

ol 8

o o]

S QU

S

A
8

D’oii f € LP@(Q)

1
Exemple 3.1.3. Soit Q =0, 1], p(x) = E,f(iﬂ) =a"

Donc

1
L(f) :/ v dr = |Inz|j= oo
0
D’ou
f ¢ 179(9)
Exemple 3.1.4. (Calcule de la norme dans LP®)(Q)).
Soit Q@ = (—1,1)
() = 1 st —1<x<0
PEI=12 sio<z<i
2 st —1<x<0
ﬂ@_{l si 0<w<1
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o |
A ol A
09 1

= 224221 <1

p(z)

fa)

Donc on résoudre l'inégalité
A2 -1 <.

Posons \™' =z > 0 on obtenu 2? + 2z — 1 < 0.
Alors A =8, donc ©1=—/2—1,2o=v2—-1
Donc S = [0,+/2 — 1], alors sup A = /2 — 1 et inf A = (v/2 — 1)~}
D’ou
[ f[l o) ) = (V2-1)'=v2+1L

3.2 Inégalités de Holder

Théoréme 3.1. (Inégalité de Hélder) Soient p(x) et q(x) € P(R2). alors l'inéga-
lité
1 @ataide <yl oo 3.9)

1

Est vérifiée pour chaque f € LP@(Q) et g € LI®D(Q), oir, = 1+ 1 — 5 avec

Lt o = L et | lpoo=inf{ A > 0: In(§) < 1}.

p(z) T q(@)

S 1=

il lgl

Démonstration : On pose a = ——*—et b = —2— p = p(x),q = q(x) On
”f”Lp(a:)(Q) ”gHLq(ac)(Q)

applique l'inégalité ab < % + %
Puis on intégré sur

Q= Q/Q UQ alors :

Ip<#> < 1 pour tout f tel que 0 < || f| o o)< o0
[ £[] o) )
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D’ou
1 p(z) 1 q()
Qo ||f||Lp<z)(Q)g||Lq(z>(Q) Qo p(z) ||f”Lp<z>(Q) Qo q() ||9HLq(w)(Q)

1 p(x) 1 q(=)

< —/ I dw—l——/ 9| i@
P Jao I fll v 4 Jao 119l La@) @)
1 1

< _]P(L) Ty
p ||f||Lp(x>(Q) q ||9||Lq<:v>(9)
1 1

< -+
r g
1 1 1 1

< —F+l—-—==1+-—==-=m,.
p p p p

Donc

1 1
|f(@)g(@)ldr < (1+ = = [ fllre o)l 9l Lae o)
Qo p p

= Tp||f||Lp<x>(Qo)||9||Lp(w>(90)~

N

Pour z € Q; ou x € ), on retrouve 'inégalité de Holder classique.

Remarque 3.3. Si p = cste € [1;00), on retrouve l'inégalité classique de Holder
avec r, =1

Corollaire 3.2. On peut définir sur LP(Q) la norme suivante

f

A

p(z)

2
dr <1}, (3.10)

FIE o on = inf )\,)\>0:/ =
11y = 4 o

Avec la quelle on exprime l'inégalité de Hélder comme suite

1 @ata)de < 1 o910

Démonstration : On procéd comme dans le Théoréme 3.1 c’est-dire :

1 p(z) 1 q(x)
[ el L g
(Qo HfHLP(I)(Q)HgHLq(z)(Q) Qo p(x) HfHLp(w)(Q) Qo q(x) HgHLq<w>(Q)
9 p(z) 1 9 q(z)
< / / dx+—/ J
a0 P(@) [ | fll e ) 2 Ja, 4(x) [ |9l Lo ()

1
2 0
1 1
2 2
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D’ou
| 17@@lde < a0y
()(0)

Et pour Q4,1 on est ramené aux cas classique.

3.2.1 Généralisation de I’inégalité de Holder.

1
q(z)
quence direct de l'inégalité de Holder comme dans le cas classique ( car || f®|| ue i) #
Lr®) (Q)

L’inégalité de Holder pour ﬁ + = rlm) et valable mais pas comme une consé-
r(z)
||fHLp(a;)(Q))‘

Lemme 3.4. Soit 0 < s(x) < p(z) <p < 00,z € Q/Qu, alors
11 o) < Hfs(’”)HL%e;(Q)S 1A 7000 @ OUT [Lf Nl 2o ) = 1 (3.11)

Et
5 s(x) s
1 2o @< IIf ||L%(Q)§ ||f||Lp<z>(Q)7p0W £l o) <1 (3.12)

Démonstration : Soit f € LP®)(Q) telle que [ £l Lo )= 1, et soit 0 < s(x) <
p(r) <p<oo,x €N/, alors

s(z)

10 s = iz 115 < 1)
=) (Q) tH
p(@)
fs(w) s(z)
= inf{u > 1,/ de <1}
Ql H
_ |fp )
= inf{u >1, ~dr < 1}
Q lus(z)
On pose X = (*@ ") alors = \*@) et done

S\T ST |f ‘p(x)
”f()“LiE.””( = inf{\*® >1/ e de <1}

Et comme A > 1 alors
A < N <\

Donc
inf A& < inf A\*@) < inf \°.
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Et on a
11 Z{mHAAZ%LM%g@MSIQs
— inf{A A > 1,/9%@ <1}
Wi = {mf{m - 1’/9 %dx < 1}}8
— inf{\, > 1,/9%dx§1}‘
Par suit

I vy < 15l g < 1 ooy

Et de maniére analogue on montre la seconde inégalité.

Proposition 3.2. Soit p(z) > 1l,q(z) > 1 et r(x) > 1 avec ﬁ + $ =
L

oy €6 soit sup r(z) < oo, alors

IEQ/QOO

1 £ 9l re ) < el fll Lo ) 191l Lo @) (3.13)

avec ¢ = sup 1% + sup

r(z)
q(z)

Démonstration : On a l'inégalité du corollaire 1.2

r@) < 7@ @y TE) )
WB < o T ®

On remplace dans cette inégalité A par f /|| f|l o)) et B par g/||gll Lo q), on obtient

‘ f@y@) [ @] fa@) [ )| g |
’|fHLP<I)(Q)HgHL‘I(I)(Q) ~ p(z) HfHLp(w>(Q) q(x) ”g”L‘NI)(Q)
Alors

r(z) p(x)
/ f(@)g(@) i | r(2)|  fl) e [ r(@)|_gl)
Q/Q0o ||f||Lp<w>(Q)||9||Lq<w)(sz) /oo p(x) ||f||Lp(x>(Q) Q/Qoo q(z) ||9||Lq<x>(sz)

q(z)

dz.
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Donc
/ f@o@) "7y T@ / r@)| S P
Q/Qoo )||9||Lq<x)(9) p(z) Q/Q P p(z) ||f||Lp<w)
q(z)
n Supr(x)/ r(z) g(x)
Q/Q0 4 q() HQHLW

ZL‘):

q(z)

< SUP

p(l’)

]r( f(@)g(x) )) <1

cl[ fll o @l 9l Lo @

Et finalement On a
1 £ 91l re @) < el fll o @)l 9]] Lo (o) -

Remarque 3.4. Sir(x) = 1,0n trouve l'inégalité (3.9) avec ¢ = ry.

3.3 Inégalite de Minkowsky

On se propose de définir une autre norme

Définition 3.5. Soit f € LP@(Q) alors on definit sur LP™)(Q) la norme suivante :
[fll;="sup

Iy(g)<1 / f dx
Ou 1/p(z) +1/q(x) = 1.

Proposition 3.3. .(Inégalité de Minkowsky)
Soit f,g € LP®)(Q) , alors on a

1+ glle < 1flp+lgll,

Od [[fllp=sup | | f(x)p(x)dz|

Iy(p)<1 JQ

< 00,

Démonstration : On a

I+l = s / (f()+g(l‘))so(x)dw
(9)<1
< Iqss)gl / f(z +1qs(lgl)21 /Q g(z)p(z)

< |[fll+llglly
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Corollaire 3.3. Soient m € N, f;, € L*@(Q) pour tout k = {1,2,...,m};

alors
IIZ fellp< ZkaHp (3.14)

Démonstration : Par récurrence

Définition 3.6. Soit f € LP@(Q), alors on peut définir sur LY@ (Q) la norme
sutvante :

I£l= sw | / f(@)p(@)dz] < oo (3.15)

QOHLq(z)(Q)<
o1
Avee o5 + i =1

Proposition 3.4. Pour tout f € LP@) () on a I’équivalence des normes suivantes :

dlFILZ NS A, (3.16)
Avec L
c=2 ¢ (3.17)

Démonstration : Voir [14]

Proposition 3.5. Soit p € P(Q?) , tel que p < 0o et p > 1 alors

l / eyl < / 1 Cllndy (3.18)

Démonstration : On a
< / flx,y dy) z)dx

[ ol -
Q HGDHLq(L)(Q)_
//Iw (z,y)|dxdy
<1

Hsonm(z) @<

= (o fpresmaoie )i

La(@) ()=

- / 1)l ady.
Q

IN
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Proposition 3.6. LP®(Q) = {f : ||f|l,< oo} et pour chaque f € LP®(Q) On a :

& Nl @ < N llp< rpll fll oo @

Démonstration : Voir [7]

Corollaire 3.4. Soit p € P(S2), tel que p < oo et p > 1. alors

|| / o y)dyllas ¢ / 1 )llndy (3.19)
Avec ¢ = 271+g

et
|| / Fem)lmere < /Q 1) o eyl (3.20)

Démonstration :L’intégrale (3.19) découle de la proposition 3.4 et la proposition
3.5 pour linégalite (3.20) on utilise la proposition 3.4 la proposition 3.6.



Chapitre 4

Propriétés des espace LP(x)

Théoréme 4.1. Soient Q2 et p € P(x), Alors
LPD(Q) € LP(Q) + LE(Q)

Et
||f||Lﬁ(Q)+LB(Q) < 2||f||LP(w)(Q)
Démonstration : Voir [3]

Théoréme 4.2. Soient Q,p(x) € P(Q), alors l’espace LP™)(Q) est complet

Démonstration : Soit {f,} une suit de Cauchy de fonction de LP®)(Q) et soit
e > 0, alors il existe ng € N tel que

/Q () = Fal)lg(@)|dz < e, (4.1)

Pour tout, n > ng et pour tout g telle que /,(g) < 1, on décompose €2 sous forme
d’ensemble G, de mesure finie et on définit les fonctions g = (14|Gy|) "' xGi, k € N,
alors

LG < [ (0 16D 7 + (G <1
Gy
En remplagant g par g dans (4.1) on trouve

| fn(x) — fulz)|de < e(14 |Gkl|),m,n > ng, k € X.
Gg

Ceci montre que la suite {f,} est de Cauchy, et donc convergente dans chaque
L'(G}), et par récurrence on trouve une suit { fr(lk)}net fonctions f*) € LY(G}) tel



4.1 Normes équivalentes 43

que fflk)(x) — f®)(x) pour x € GFpresque partout , k € N .
Ainsi,

—>Zf ©)Xaw(x) = f(x), pour x € Qpp

Remplagant f,, par fmm) dans (4.1) en utilisant le lemme de Fatou on trouve

1) = ollgtalde < sup [ 1727~ fulellg(olde < o

pour tout n > ng et chaque g avec I,(g) < 1.
Ainsi [[f — full,< e
4.1 Normes équivalentes
Lemme 4.1. Soit || f||,< oo et I,(g) < oo, alors
o 1l i 1y(9) < 1
L(9) £l st 1y(g) > 1
Démonstration : Si I,(g) < 1 alors la premiére inégalité découle de la définition

del| f1|, (voir 3.5 )
Soit 1,(g) > 1 en vertu de la convexite de I,(g) on a :

L(I,(9)g) < I(g) 'I(g) = 1

\Afumqu

Et donc

= ]q(g)

IA

(fﬂ)fq(g)‘lg(x)dx
I,(g) sup
Iq (9)~H<1

/f (2)dz
< LI/l

Lemme 4.2. Soit 1 < p(z) < oo et L,(f) < oo, si || f]|,< 1,alors

I(f) <1 (4.2)
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Démonstration :
Supposons le contraire I,(f) > 1, on rappelle que I'application A — I,(f) est continue
et décroissante alors il existe A > 1 tel que [p(f) = 1 (car si A = 1 implique que
L(f) > 1 et I,(f) = 1 au méme temps, donc c’est impossible, et de méme pour
A < 1 impossibilité).
posons

o(z) = ‘@pm_l signf(z),z € O
On a
Iq(g)—/Q @ e )signf(x)dx—/Q @p( 'y _f,,(g)_1
Et donc
iz [ireaeiar = [l sionsia
_ /\f pr(zda:—)\Ip(g)—)\>1,

Qui contredit le fait que || f|,<1

Proposition 4.1. Soit f € LP®)(Q) tel que | f|,< 1, alors

L(f) < ol fI”

0t ¢ = X [loo 1020 oo X [loo
Démonstration : voir |7

Proposition 4.2. (sur les normes équivalents)
LP@(Q) = {f : | fll,< oo} et pour chaque f € LP®(Q) on a :

Cp_1||f||LP(w)(Q)§ I fl1,< rp||f||Lp(x)(Q)
Démonstration : Soit f € Lp(x)(Q)

Si I,(g) < 1 alors d‘aprés I'inégalité (3.7) on a ||g[[ e ) < 1 et de I'inégalité de
Holder on a

/|f z)dz| < 1l fll oo @) 191 Lo @) < 7ol £l oo @)
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et donc

/Q F()g(w)ds

D’autre part , soit 0 < || f||P< oo donc

< 1l fll e @)

[ fllp="sup
I,(2)<1

A ¢,' <1 (car ¢, > 1 voir notation) (4.3)

cpll fllp »
D’aprés la proposition 4.1 on a Ip(m) < ¢, = l et de 3.9 on obtient m

Lp(x
L alors || fl o))< pl f]l et finalement on trouve
Cgl”fHLp(w)(Q)S (Al

4.2 Convergences.
Proposition 4.3. soit p < oo alors :

L(f.) — 0 si et seulement si | f,||, — 0 (4.4)

Démonstration : ||f,|, — 0 alors de la proposition 4.1 I,(f,) — 0 quand
n — 0o
Maintenant, soit I,(f,) — 0 et soit € € (0;1] pour n suffisamment grand on a
I,(fn) < €< 1donc

LU L(f)7) = / BT P+ sup wrailfy () ()

:EEQOO

< L) / o R@P 1) sup orail (0)

IEQOO

- Ip(fn)_ljp(fn) =1
Et donc 1 1
anHp < Ip(fn)5 < €P.

Finalement || f,|[, — 0.

Proposition 4.4. Soit p < oo si f, — 0 dans LP®)(Q) alors f, — 0 en mesure
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Démonstration : On suppose le contraire. Donc il existe €,0 € (0, 1]et une sous-
suite {ny} telle que
liin’{:c €| ful| >€}| =0

Alors d’apres la proposition 4.3 on trouve I,(f,,) > 0€? et cela contredit le fait que
fn — 0 dans LP®) ()

Proposition 4.5. Soit 0 < |Q]< oo et p,q € P(Q2) alors
LID(Q) — LP@(Q) si et seulement sip(x) < (z) pp z € Q (4.5)

ot la norme de l'opérateur d’injection n’existe de pas |Q|+1

Démonstration : Voir [7]
Proposition 4.6. Soit 1 <p < q(z) < g < o0, alors pour tout x € R Ona

L2(R™) N LIY(R") — LY(R™).
1l existe un constante ¢ > 0 telle que
Al sy < Cmax(1f sy, 1fl1oce)

Démonstration : premiere étape, soit ¢ < oo et A > 0 alors

f f () ")
I, ()\) /R 3 dx
q(x)
/ e dx +/
wif@<y | A (w1 f(2)>\}

q B q
< £l Lagrn) N | £l Lagrn)
= by A

Si A = 2max (HfHLq(Rn), Hf”Lq(Rn)) alors on a

q(z)

f(z)

IN

1

O= =
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\

Deuziéme étape § = oo alors f € L>(R™) et sup vrai| f(x)| < oo, Soit A = 2max (HfHLq(Rn), | Il oo (mr)

TER™ /
alors
q(z)
I, <i> = / M dx + supvrai /()
A R"/Q Qoo )\
7@l )", 1 e

- A A

< 1 1+ 1 <1

< 5 5 =
Alors :

o< 2 (s e )
Et finalement on trouve

1oy 20 (1 s e )
Lemme 4.3. (Propriété de la semi-additivité)

Soit ' UQ" = Q, et soit p € P(Q) tel que p < co. Alors pour tout f € LP@(Q) On
a

maX{HfHme |\fr|m<z)m} < flimioriey <o+l Fllsoraey  (4:6)

Démonstration : on pose a =| f| o)) €t b =||f | 1pe) ().t on pose que a >
b,alors
p(z) p(z) f
o [ e (T )
/Q / YN Lo o)

Et donc || f|| 1p@) () > max(a,b) .
Et démontrée I'inégalité de droite, on pose
fl@) o xaf(x) b xof(x)
= -
a+b a+b a a+b b

b
dl‘ < /‘ a le |p d +/| X?f ’p :E)d
a+b a

f(z)

max(a, b)

/()

a

Et donc

B
a+b+a+b
Dot || f| o) < a+ b (d’aprés la définition de || f|| Lo )-
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Lemme 4.4. soit 0 < pi(x) < p(z) < pa(x) < 00 et |Qoo(p2)|= 0, alors
LP@(Q) N LP2@(Q) C LPD(Q) C LPO(Q) 4 L2 () (4.7)
Ot LP1@)(Q) + LP2@)(Q) désigne la somme algébrique des espaces
Démonstration. Découle du lemme 4.3

Théoréme 4.3. Soient Q0 un ouvert et p(x) € P(R), supposons que p < oo alors,
pour tout f € LP@(Q) et {fr.} C LP®(Q),les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) fx — f en norme
(2) fr — f en moduler
(8) fr — f en mesure

Démonstration : Voir (|3])

Théoréme 4.4. Soient 2 un ouvert et p(x) € P(Q)), supposons que p < oo alors
lensemble des fonctions bornées a support compact avec supp(f) C Q est dense dans

LP@)(Q))

Démonstration : Voir ([3])

4.3 p(x)-continuité.
Définition 4.1. Soit f € LP®) on dit que f est p(z)-continue si

Ve > 0,30(e) > 0 telle que I,(fn — f) <€ pour h € R" |h|< ¢
Ou fr(z) = f(x + h),x € R™

Remarque 4.1. II existe des fonctions f € LP®)(Q) qui ne sont pas p(x)-continue.
Voir exemple ci-dessous.

Exemple 4.3.1. soitn=10=(—-1,1) et 1 <r <s<oo

[ r sizel01)
p(:p)—{ [

s sixe[—1,0)

Et
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Alors f n’est pas p(x)-continue
Démonstration : On a

1 1
/ |—f<;)yp<x>dx:x1/ B
-1 0

S dr < 0o

Alors f € LP@(Q)
Soit h € (0, 1) alors

f(x_'_h):{(x—i-h)_sl sia:—i—he[(z,l) donc z € [—h;1—h)

0 siz+he(—1,0) donc z € (1 —h;—h)
Et donc
1-h 1-h
]p(ﬁ) — ]MP(’”)d:p - )\—1/ (|2 + h %)p(m)dm
A ~1-h A —h
0 1-h B
= )\1[/ ]a:+h\1dx+/ |z + h|~ dz]
—h 0

0
> >\_1/ |z + h|"'dx = oo, pour tout A\ >0
—h

Donc f;, ¢ LP™®) pour tout A > 0.

Remarque 4.2. Cet exemple nous montre bien que Uespace LP®) n'est pas invariant
par rapport a la translation.

Théoréme 4.5. Soit Q@ C R" contient une boule B(xg,7) = {x € Q, |z — xo|< 1}
sur laquelle la fonction p est continue et non constante, alors il existe une fonction
f € LP@(Q) pour laquelle f n’est pas p(x)-continue.

Démonstration : Voir [7]



Chapitre 5

Approximation dans o)

5.1 convolution

Définition 5.1. Pour deux fonctions f et g mesurables, on définit la convolution
par :

fxg(z) = . fz=y)gly)dy = . f(y)a(z —y)dy (5.1)

Quel que soit x € R™, pour vu que cette formule ait un sens. Si les fonctions f
et g sont seulement définies sur le sous-ensemble 0 alors on les prolonge par zéro
en dehors de 0 L’opération de convolution dans les espaces classiques de Lebesgue
est décrite par linégalité de Young pour les convolutions (voir en détails chapitre
convolution dans L?).

If * gllor @y <N fllze@mllgllpe@ny,

Siq=1, ona
1f * gllr@ey <[ fllzo@n)llgllor @n)-
Malheureusement ces inégalités ne pewvent pas re généralisées dans les espaces LP™*)

pour p non constant ceci est du fait que ces espaces ne sont pas invariants par rapport
a la translation (par contre quand p est constant on a || f(z+h)| ey = (2)| Lo gn))-
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Dans ce qui suit, on montre que lopérateur de translation est bornée dans L)
si et seulement si p(x) est une constante, autrement dit ceci est possible seulement
dans le cadre des espaces classiques de Lebesgue.

Proposition 5.1. soit p € P(R") et Soit l'opérateur de translation 1, défini comme

suit (Tf)(y) = fly = h).
Alors T, est une application de LP®)(R™) vers LP@)(R™) pour tout h € R" si et
seulement st p est constante

Démonstration :
Si p est constant alors le résultat est bien connu dans LP(R™)
Inversement, on a

||Thf||Lp<z)(Rn) = inf {)\, A>0: ]p(ﬂ) < l}

A
— inf{A,)\>O:/

—h) o
|f(x >‘p()dx§1}
R A
On pose y =z — h alors x =y + h et donc
17 ooy = inf{m >0, / |%y)!p(“’”dy < 1}
Rn

HfHLT*hp<I)(Rn)7

En vertu de la définition de la norme dans LP(®)(R").
Et donc LP(®)(R™) < L7-»P@)(R™), alors & partir de la proposition 4.5, on a p > 7_,p
presque pour tout z € R" c’est a dire que

p(x) > p(x + h) presque pour tout x € R". (5.2)

On remplace h par —h dans (5.2) et on trouve p(x) > p(z — h), posons y = = — h,
alors x =y + h et cela donne

ply +h) > p(y) presque pour tout y € R™ (5.3)

Finalement de (5.2) et (5.3) on a p(z) > p(xz + h) > p(z) presque pour tout = € R™,
et comme h est arbitraire, alors p est constante.
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Remarque 5.1. La proposition précédente est aussi valable si on remplace R™par
un ouvert @ C R™ Q # 0 car on suit la méme démarche de la démonstration et on
trouve que p(x) > p(x + h) > p(x) sur (2 —h) N Q.

Théoréme 5.1. Soit Q un ouvert bornée de R™ et p,r € P(R") avec 1 < p <p <
00,1 <r <7 < oo alors la convolution x : (f,g) — f * g est bornée en tant qu’une
application de LP@(Q) x LY(R™) vers L™®)(Q) si et seulement sip > T
Démonstration : Voir[}] -

On peut encore illustrer ce résultat avec un contre-exemple.

Exemple 5.1.1. Soit p(z) définie comme suit

o ostx<O
p(x)_{pg st x> 0.

Avec 1 < p; < py < 00, et

(2) = |z — 2|71 si|2]< 3
FE=N 0 si |z|> 3

Avec 0 < a < pil — p% et aussi on prend f définie comme suit

f(x)_{ |z — 1|7 six e (-2,0)

10 si sinon

1

ot 0 <v< —,alors g € L'(R) et f € LP@(R), mais g * f ¢ LP®(R) Démonstra-
!

tion : g € L'(R) car

Comme o — 1 > —1, alors

[lat@lds = {5+ 1] < o
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Et f € LP@)(R) car

10

-,

~1 0
= / —(x—l—l)”pld:c—l—/(x—l—l)”pld:c

—Up1

f(z) r+1 dx

p(z) 0
dr = /
2

2

1

-1

= [(z+ )75 = (e D)7

vpy — 1

Et comme —vp; + 1 > 0,alors

1

I =
vpr — 1

»(f)

—1)7t 1] < 00

Maintenant en calcule g * f

-1
gx* f(x) = /Rf(t)g(x —t)dt > /3|t+ 17w —t —2|* 'dt.

On pose s = —t — 1 alors t = —s — 1 et donc

S
Et on pose £ =
x_

(g f)(x)

Avec

Alors

g+ f() > / (9 — 14 s,

T alors s = (x — 1) et donc

/ e = 1) — 1PN+ 1) - 1)de

2—x

_ 1\ vt Ep— a—ld

@=n [T
C

(x — 1)v—o

1
_ —v a—1
c_/og (1+ &)~ Lde.

( ) 1 Cp2
px
/R’g*f‘ e Z/0 = 1@
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Et cette intégrale est diverge car(v — a)ps > 1 et donc g * f ¢ LP@(R).

La proposition suivante est une conséquence du théoréme précédent. Elle exprime
le fait que méme dans le cas particulier ou ¢ = 1, l'inégalité de Young pour les
convolutions n’est pas vérifiée

Proposition 5.2. Soit p € P(R") avec 1 < p < p < oo alors l'inégalité
1 * gllLr@ @ny < cllfller@m 9]l Lo gy (5.4)

Est vérifiée pour une certaine constante ¢ > 0,et quelle que soit f € LP®) (R™) et
quelle que soitg € L*(R™) si et seulement si p est constante.

Démonstration : Si I'inégalité est vraie, alors d’aprés le théoréme 5.1 onap > p
p pour tout sous-ensemble ouvert borné Q C R"et donc p est constante. Inversement,
si p est constante, alors cette inégalité est une conséquence directe de l'inégalité de
Young pour les espaces classiques de Lebesgue.

5.2 Approximations dans L)

Définition 5.2. (opérateur de Hardy-Littlewood "fonction maximal”) :
Soit f € L (R™),0n définie l'opérateur de Hardy-Littlewood pour v € R™ comme
suite,

Mf(z) = My f(x) = pﬁ /B o

r>0

pour f € L (R™) le g-éme opérateur mazimal est définie par :

1 q %
My (0) = sp( i /Q F)lidy)

zEQ
Avec Q = [—r,r]"

Définition 5.3. (Le majorant radial) :

Soit ¢ € Co(R™), pour tout t > 0, ¢y(x) =t "¢(x/t), cette normalisation est valable
si ¢ € LYR™), Alors : ||¢e]|r =||¢|ls , On définie donc le majorant radial de ¢ par la
fonction suivante :

®(z) = sup |p(y)|.

ly|>|z|

Remarque 5.2. Soit f € LP(R"), si ¢ est bornée, donc On a

|01 f ()| < (@ [f])(2)
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Définition 5.4. Soit ¢ € L'(R") telle que ¢(x)dr =1 .
R"l
L’ensemble {¢y} = {¢py : t > 0} est appelé une approximation d’identité. Si le majo-

rant radial de ¢ est aussi dans L*(R™) , {¢:} est appelé identité approximative d’un
type potentiel

n

-Le nom " approximation d’identité" est motivé par le théoréme suivant

Théoréme 5.2. Soit {¢;}, pour tout p,1 <p < oo, si f € LP(R") alors
e+ f— fll, — 0 lorsque t— 0.
Plus loin, si {¢;} est un type potentiel, alors pour tout p, 1 < p < o0
¢ % f(x) — f(x) simplement presque partout lorsque t — 0.

Démonstration : Voir [3].

Lemme 5.1. Soit {¢;} un identité approximative d’un type potentiel, et soit @ le
radial majorant de ¢ ,alors

Vf e L (R") et Va,suplg, * f(x)|< C(n)||®| M f(x)

>0
Démonstration : Voir [3]

Théoréme 5.3. Soient Q) et p(z) € P(R), soit f € LP@(Q), si{®;} est un identité
approzimative d’un type potentiel alors pour tout t>0

f est finie presque par tout @, : f — f convergence simplement presque par tout
Démonstration : D’apres le théoreme 4.1 on écrire f = fi + fo ou fi € LP(Q) et
fo € L2(Q) dupuis @y x f = Oy x fi + §y x fo, et D, € LY(R)d’apres Uinégalité de
Young (2.1) chaque terme est fini presque par tout, et la limite souhaitée suite a la
fois de théoreme 5.2

Quand ) est de mesure finie comme corollaire de théoréeme 5.3 donc nous ce type
potentiel approrimatif converge aussi dans la mesure, st nous supposons que p < oo
alors c’est vrais pour tous ensemble ouvert )

Théoréme 5.4. Soient Q et p(x) € P(Q) tel que p < oo, Soit f € LP@)(Q)
Si{¢} est un identité approzimative d’un type potentiel, alors ¢y * f — f en mesure
sur €



5.2 Approximations dans L) 56

Démonstration :
Fixer f € LP®)(Q) depuis p < oo Selon le théoréme 4.4, il existe une suite {gz} C
LP®)(Q) des fonctions bornées de support compacte tel que g — f en norme, fixe ¢,
0 < e < 1 ,alors pour tout k

{z € Qg+ fz) = f(0)[Z e} < [{zeQ: g * (f —g)(@)[> ¢/3}]
+ Ho e Qo+ gi(e) — gi(w)= €/3}]
_'_

{z € Q:gr(z) — f(x) > €/3}]

Selon théoreme 5.3 g, — f en mesure par conséquent, pour tout k suffisamment
grand, le derniére terme est inférieure a €/3 encoure en utilisant le fait que p < oo,
par le lemme 5.1et théoréme 5.2

nous vous cela :

{z Qo = (f — gr)(x)|> €/3}]

€ )
< [z eQ: M(f—gr)(x) 2 ¢/c}
< e [ |f@) - gu(o)

Q
Ici M désigne la fonction maximal
Encore par théoréme 4.3 g, — f en moduler, donc pouvons choisir k suffisamment
grand que la cote droite est également inférieure a ¢/3, Enfin donné k, g, € L*(9),

et donc ¢; * gx — gr en norme L', et aussi dans la mesure ¢ — 0, donc pour tous t
suffisamment proche de 0.

{z € Q1| * gr(w) — g(2)|= €¢/3}[< €/3.

Si nous combinons les trois inégalités, nous avons cela

{z € Qo fz) — fz)|=z e}[< e
Puis que € > 0 est arbitraire, ¢, x f — f en mesure dans ).

Théoréme 5.5. Soient Q un ouvert et p(x) € P(RQ), supposons p < oo et l'opéra-
teur mazimal est borné sur LP'®)(Q) si {¢,} est un identité approzimative d’un type
potentiel, alors

stgquﬁt * fllp@) < el f lp@), (5.5)

Et ¢y % f — f en norme dans LP®)(Q), le constante C dans (5.5) dépend de n, p(z),
||MHLp’(z)(Q) et || ¢l
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Démonstration :Fix¢ f € L@ (Q) et t > 0, soit ® est la majorant radial de ¢
alors d’aprés (5.2), il existe h € LF'@(Q), ||kl @)= 1 tel que

160 % fllp@) < lloe* | flllp@) < 2@(@/9@ * | fl(x)h(x)dz,

’ 1 1
x) — — 1 X Qo |00 [| X Qo oo || X Q1 ||
](p( ) (p D )H OH ” H H 1”

Depuis ¢, est une fonction radial d’aprés le théoréme de Fubini et inégalité de Holder,
lemme (5.1) et notre hypothése sur p'(z)
|

/Q Gl D@ h(@)dr = [ 1£(@)]én  h(z)de

Q

(@)l / ()| Mh(z)dz

(@)@l kp) 1 f o) | M ]| )

/M| oo ) | fllp@ 1ol @)= €[l Fllpa)

Puisque les constante ne dépendant pas de ¢, I'inégalité (5.5) suite a la fois,

Pour prouver que ¢; * f converge vers f en norme dans LP®)(Q), nous utilisons un
argument d’approximation similaire a cette preuve du théoréme 5.4

Fixe € > 0 par le théoréme 4.4 il existe une fonction g borné avec un support compact
et non identiquement nulle,tel que || f — g||)< €,puis par (5.5)

o: % f = fllpy < bt x (f = 9llp@y+10: + 9 = gllp@+I1f = 9llp@)
< ¢+ H¢t +9— g“p(x)

Depuis € > 0 est arbitraire pour compléter la preuve, il suffira de montrer que

ININIA

lim = [6¢ % g = gllp)=0

Depuis p < oo, Selon le théoréme 4.3 on aura

lim/{z\qﬁt x g(x) — g(x)\p(”)dx = 0.

t—0
Soit go(x) = g()/ 2611 ]lgleo), depuis 6]1> 1, lgolloc< 1/2, en autre
60 % gola)| < / 160 — 9)190(w)]dy
Q

< lgolle / 6z — y)ldy
< 1/2.
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Donc, [l¢0 = go — gollc< 1, et done
iy [ 0+ a) — o) = Timy | holllll160 = (o) = go(o) e
< ol 1Ply [ 161 % o) — o) P
—0 Q

Depuis go € L2(2) et 1 < p < oo, par le théoréme 5.2 le derniére terme est égale 0
cela compléte la preuve .

Remarque 5.3. Si nous supposons que p > 1, et l'opérateur mazimal est borné dans
LP@)(Q), alors l'inégalité (5.5) suite immédiatement du lemme 5.1



Conclusion

A cause de la suite régularisation on a pu démontrer une propriété important
dans les espaces fonctionnelles tel que la densité de 'espace C§°(R™) dans LP(R").
Mais dans LP@®(R") on a trouver un probléme dans le produit de convolution ,
ce probléme est causé par l'invariance par rapport a la translation qui n’est pas
valable dans LP(*)(R™) (voir contre exemple 4.3.1); mais malgré ca les propriétés
d’approximation de C§°(R") dans LP®)(Q) reste valable mais avec d’autre méthode
que dans LP®) (R™) (dans LP(*)(Q) on utilise 'opérateur potentiel type approximation
de l'identité ou lieu d’une suite régularisante )



Bibliographie

[1] HAIM.BREZIS, Analyse Fonctionnelle, Théorie et applications, collection ma-
thématique appliquées pour les la maitrise

[2] V. I. Burenkov, Mans inequalities in L? , Moscow-university 1989.

[3] David V. Cruz-Uribe,Alberto Fiorenza, Variable Lebesgue Spaces , Foundations
and Harmonic Analysis, 2013

[4] L.Diening, P.Harjulehto, Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponents,
SPIN Springers internal project number,December 2, 2010.

[5] D.E. Edmunds, J. Lang, A. Nekvinda, On L™ norms, Proc. R. Soc.Lond , Ser.
A 445,219-225 (1999).

[6] F.Golse,Distributions,  analyse de  Fourier,Equations aux  dérivées

partielles,Octobre 2012.

[7] O. Kovacik, J. Rakosnik,On spaces LP®) and W*?@) ' Czechoslovak Mathematical
Journal, vol. 41(1991)

[8] E. Lieb, M.Loss, Analysis. American Mathematical Society. volume 14.2000, Pri-
mary 28-01, 42-01, 46-01, 49-01.

[9] Xavier MARY, Mesure et intégration, (Notes de cours)

[10] J. Musielak,Orlicz Spaces and Modular , Springer, Berlin (1983).

[11] H. Nakano,Modulared Semi-Ordered Linear Spaces , Maruzen, Tokyo (1950)
[12] W.Orlicz, Uber konjugierte Exponentenfolgen, StudiaMath. 3, 200U212(1931).
[13] M. Ruzicka, Electrorheological Fluids : Modeling and Mathematical Theory,

Lecture Notes in Mathematics , vol. 1748. Springer, Berlin (2000).

[14] S. G. Samko, Diferentiation and integration of variable order and the spaces

LP®)  Contemporary Mathematics, Volume 212. 1998.

[15] I. 1. Sharapudinov,On a topology of the space L[0; 1]) , Matem. Zametki
26(1979), nod, 613-632.




BIBLIOGRAPHIE 61

[16] 1. Tsenov,Generalization of the problem of best approximation of a function in
the space L® | Uch, Zap, Dagestan Gos, Univ, 7,25-37(1961).

[17] V. V. Zhikov, Averaging of functionals of the calculus of variations and elasticity
theory, Math. USSR, Izv. 29,33-66(1987).

[18] V. V. Zhikov,n passing to the limit in nonlinear variational problem O. Mat.
Sbh. 183, 47-84 (1992).




