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Introduction

La théories des équations différentielles fractionnaires a émergé comme
un domaine intéressant a explorer ces derniéres années. Cette théorie a de
nombreuses applications |1, 4, 8] par exemples : la biologie, I'électricité, la
physique et la chimie - - - etc.

Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de 'existence et 'unicité des
solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fraction-
naire.

Ce travail est divise en cinq chapitres;
Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et
outils de base qui nous seront utiles dans la suite de travail.

Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré aux définitions quelques
opérateurs d’intégration et de dérivation fractionnaire et leurs propriétés.

Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité
de solutions pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens
Hadamard.

Quatriéme chapitre : Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence des
solutions pour une équation différentielle fractionnaire avec poids.

Cinquiéme chapitre : On traite dans ce chapitre 'existence de la solu-
tion pour une classe de problémes aux valeurs initiales d’ordre fractionnaire.



Chapitre

Préliminaires

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des
notions et des résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fonctionnelle,
notamment les fonctions spéciales qui représentent un outils indispensable
dans notre étude.

1.1 Espaces fonctionnels

Soient [a, b] un intervalle compact de R aveca >0et n e N=0,1,....

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1.1 Pour 1 < p < oo, on note par L*([a,b]) l’espace des fonc-
tions f réelles sur [a,b] telles que f soit mesurable et

b
/ |f ()" doe < 400.

Pour p = 0o, l'espace L>([a,b]) est lespace des fonctions mesurables f bor-
nées presque partout (p,p) sur [a,b].

Théoréme 1.1.1 [1, §|
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(1) Pour1 < p < oo, l’espace LP([a,b]) est un espace de Banach muni de

la norme : 1
b P
11 = ([ 1)

(2) L’espace L*>([a,b]) est un espace de Banach muni de la norme :
Fllp = E{M >0 (@) <M pp sur [a,b]}

Définition 1.1.2 Définissons l’espace XP(a,b), (¢ € R, 1 < p < o0) est
Uespace des fonctions [ réelles et mesurable sur [a,b|, muni de la norme :

/]

b dt %
xr = (/ \tcf(t)\p7) , (ceR,1<p<o0).

[fllxee = ess sup @[ f(H)]),  (p=00).

a<t<b

1.1.2 Espace des fonctions continues et absolument conti-
nues
Définition 1.1.3 On désigne par C"([a,b]) l'espace des fonctions f qui ont

leurs dérivées d’ordre inférieure ou égale a n continues sur |a,b|, muni de la
norme :

n

1fllen = sup | ()]

i—0 Z€la,b]
En particulier si n = 0,C°([a,b]) := C([a,b]) Uespace des fonctions f conti-
nues sur [a,b] muni de la norme :

[fllc = sup |f(z)].

z€[a,b]
Remarque 1.1.1 (C"([a, b)), ||-||on) est un espace de Banach.

Définition 1.1.4 On dit qu’une fonction f est absolument continue sur |a, b|
et on note f € AC([a,b]) si :
Ve > 0, 36 > 0 tel que pour toute partition ((ax,by))r de |a,b], on a :

n

D (e —ar) <= |f(bx) = flar)| <e.

k=1
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Proposition 1.1.1 Si f € AC([a,b]), alors elle admet une dérivée intégrable
sur lintervalle |a, b] presque partout et

Vo € [a,b] : f(x) = f(a) + /I f'(t)dt.

Proposition 1.1.2 L’espace AC([a,b]) muni de la norme
Wl = 11fllc + 1f Nl est un espace Banach.

Définition 1.1.5 On note par AC"([a,b]), la classe des fonctions f conti-
nuement dérivables jusqu’a l'ordre (n — 1) sur [a,b] avec f*~' € AC([a,b]).
En particulier AC*([a,b]) = AC([a, b]).

Définition 1.1.6 On définit l'espace ACY,, des fonctions telle que :

ACY a,b] = {f 2 la,b] — R/6" 'zt f(z) € ACa,b],p € R, 6 = x%} .

1.1.3 Espaces des fonctions continues avec poids
Définition 1.1.7 Soit A € R: 0 < \) < 1. On désigne par Cy([a,b],R) les-

A
pace des fonctions f définies sur ]a,b] telles que la fonction (log E) f(x) e
a
C([a,b],R) c’est-a-dire :

Cx([a,b],R) = {f :la,b] = R, continue et lim (1og g)/\f(at) em’ste} .

r—at

muni de la norme :

= sup
¢  z€lab]

<log f)A f(z)|.

a

111 = | (102 )" o)

L’espace Cy([a,b],R) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids.
On peut montrer que ||-||, est une norme et que (Cy([a,b],R),||-]|,) est un
espace de Banach.

Remarque 1.1.2 En particulier Cy([a,b]) = C([a,b]), il est clair que
Co G C,.
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Définition 1.1.8 Pour un sous ensemble Q0 de Cy([a,b],R), on définit Q2
par :
O ={fa: feQ}.
avec R
x
(loga) f(z), x €la,b).
a(z) = R
, T
N E—

Donc fy € C([a,b],R).

Définition 1.1.9 Construisons l’espace généralisé C,, . 10|, b] défini par :

Cuooslast] = {@)] (tog 2) @ f(z) € Cla.bl, 11,06 = || (l085) ()| }-

En particulier C 5 10g[a, b] = Cy 105[a, b] et Coo10gla, b] = Cla, b].

1.2 Outils d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Notations et définitions

On considére dans toute ce paragraphe que F et F' sont des espaces de
Banach munis des normes ||-||; et ||-|| respectivement, K un compact dans
E et C(K, F) l'espace des fonctions continues muni de la norme uniforme :

1flle = sup [|f(@)]F-
zeK

Définition 1.2.1
1) On dit que une famille de fonctions M C C(K,F) est équicontinue
s1

Ve> 0,30 > 0,Vu,v € K : |lu—v|p<d=|flu)— fv)|r<e VfeM.

2) Dans le cas ou E = [a,b] et F' =R muni de la topologie usuelle, une
partie M de C(E, F) et dit équicontinue si :

Ve > 0,30 > 0,Vf € M,Vay, 29 € [a,b] : |71 — x| < = |f(x1) — fx2)] < e

10
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Définition 1.2.2 On dit que M est uniformement borné s’il existe une constante
c > 0 telle que :
[flle <e  VfeM.

Définition 1.2.3 Soit f une application définie sur E a valeurs dans F. On
dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout
borné de E en un ensemble relativement compact dans F'. f est dit compact
si f(E)est relativement compact dans F'.

1.2.2 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Ce théoréme est connu pour son nombre considérable d’applications entre
autre la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relative-
ment compactes de ’espace des fonctions continues.

Théoréme 1.2.1 (3] Soient E un espace de Banach compact et F' un espace
de Banach quelconque.
Une partie M de C(E, F) est relativement compact si et seulement si :

1) M est uniformément bornée.

2) M est équicontinue.

3) Pour tout x € E, l’ensemble M (x) définit par :

M(z) ={f(z), f € M}.
est relativement compact dans F'.

Remarque 1.2.1 Pour qu’une partie M C C([a,b],R) soit relativement
compact il faut et il suffit qu’elle soit uniformément bornée et équicontinue.

Le théoréme suivant est une extension naturelle du théoréme d’Ascoli- Arzéla.

Théoréme 1.2.2 L’ensemble Q2 C C\(|a,b],R) est relativement compact si
et seulement si )y est relativement compact dans C([a, b, R).

1.2.3 Algébre de Banach

Définition 1.2.4 On appelle algebre de Banach un espace de Banach A (es-
pace vectoriel normé complet ) sur le corps des nombres complexe muni d’une
multiplication bilinéaire et associative (-) vérifiant :

- yll < =l - llyll;
pour tout x et tout y de A.

11
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1.3 Quelques théorémes de point fixe

1.3.1 Principe de contraction de Banach

Définition 1.3.1 Soit T : E — E. On dit que x € E est un point fize de
Uapplication T si T'(x) = x.

Définition 1.3.2 Soit T une application d’un espace de Banach de E dans
lui méme. On dit que T est lipschitzienne s’il existe un nombre k > 0 tel
que :

[Tz —Ty| < klz—yl, Vzyek

S10< k<1, on dit alors que T est une contraction.

Théoréme 1.3.1 [11] Soit T' une application d’un espace de Banach E dans
lui méme et T" une contraction alors T admet un point fize unique dans FE,
1.e il eriste unique u € E tel que : T'u = u.

Théoréme 1.3.2 [11] Le résultat de Théoréme 1.3.1 reste valable si il existe
m € {1,2,---} telle que T™ une contraction.

1.3.2 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.3.3 [11] Soient E un espace de Banach, U un sous ensemble
ouvert borné, avec 0 € U de E et T : U — E est complétement continue,
alors :

(i) T admet un point fize dans U, ou bien

(11) Il existe y € OU et y = NT'(y) pour A €]0, 1].

1.3.3 Théoréme de Dhage

Théoréme 1.3.4 [11] Soit S un sous ensemble convexe borné et fermé non
vide de l’algebre de Banach X. Soient A X — X et B: S — X deux
opérateurs tels que :

(a) A est lipschitzien avec k constante de Lipschitz.

(b) B est complétement continue.

(¢c) x=Ax-By = x €S pour tout y € S et

(d) Mk <1 ou M = [|B(S)|| = sup,es | B(x)]|-

Alors l’équation de lopérateur x = (A - B)(z) admet une solution.

12
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1.4 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions spéciales a savoir la
Gamma, Béta et Mittag-Lefler. Ces fonctions jouent un role important dans
le calcul fractionnaire. L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est
la fonction Gamma d’Euler I'(z).

Cette fonction est tout simplement la généralisation de la factorielle a tous
les nombres réels.

Définition 1.4.1 La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale sui-

vante : -
I'(2) :/ ettt
0

Avec R(z) > 0, on désigne par R(z) la partie réelle de z € C.

Proposition 1.4.1 [1| La fonction Gamma I'(-) posséde les propriétés fon-
damentales suivantes :
. Pour z€e C,R(z) >0 ona IT'(z+1)==2I'(2) et I'(1)=1,

. T(n) = (n — 1)! pour tout n € N*, CT(2)D(1—2) = Sm?m)
./01 e tdt = i:: (ijrlz:)' .T (%) = /T,

T(z) = /O1 In G)Z_ldt, pour  R(z) > 0,
o e

Définition 1.4.2 La fonction Béta est une fonction a deux variables est
définie par Uintégrale suivante : Pour z,w € C* avec R(z) >0 on a :

B(z,w) = /01 =711 —t)“tdt.

Proposition 1.4.2 [1] La fonction Béta vérifié les propriétés suivantes :

13
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L)l (w)

. Pour z,w € C*avecR(z) > 0,R(w) >0 alors: f(z,w) = TGtw)

. Pour R(z) >0, R(w) >0 ona: B(z,w) = p(w,z),

 B(zw) = Bz + 1,w) + Blz,w+ 1),

Bleyw+1) = ZA+1Lw) = =

o] tz—l

Définition 1.4.3 La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de
fonctions suivantes :

Az, w),

+00 k

z
E, _—§ . )
o(2) kzor(k/’ 0y’ a>0, z€C

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

+oo k
z
Eq = e , B8 >0, C.
5(2) kz_; fokr s © B ze
Proposition 1.4.3 [1]
z 1 : m—2 Zk
Eia(z) =e€?, .VmeN,ELm:Zm_1 e — =
k=0
e —1
Eip(z) = P . Ey1(z) = cosh(y/z),
ef—1—-=z sinh(z
Eis(z) = 2 By = 2( )

1.5 Inégalité de Gronwall généralisée

Théoréme 1.5.1 (6] Soient x, h, k des fonctions continues sur [to, T[ (T <
o0) telle que k(t) > 0. Si

x(t) < h(t) +/ k(s)z(s)ds.

to

14
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alors

(t) < h(t) + / t h(s)k(s) exp [ / t k(u>du] ds, te [t T|.

to

Si, en plus h(t) est non décroissante alors

2(t) < h(t) exp ( /t: k(s)ds> , t et T|.

Théoréme 1.5.2 Soient o > 0, a(t) et u(t) deuz fonctions positives et lo-
calement intégrables sur 1 <t < T, T < oo, g(t) est une fonction continue

positive et croissante sur 1 <t <T et g(t) < M, (M constant) si

ult) < alt) +9t0) [ (102 ’f) O

5 (g(?(i(cf}))n (lgt)] &

alors

alors

Par itération on obtient :

n—1
u(t) <> BFa(t) + B u(t)
k=0
Par suite, on a :
ds
B"u(t) § F (o) <log ) )?

et B"u()—>0quandn—>—|—oopour te[l,T].
En effet ; (par récurrence) on a : pour n = 1, (1.3) est donnée :

mut) < [ o0 (logﬁ)a_lu@%.

15
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Supposons qu’ elle est vraie pour n = k

Bfu(t) < /1t % (log 2) - u(s)%

Montrons qu’elle est vraie pour n = k£ + 1, nous avons :

B¥lu(t) = B (BXu(t))

< (o) | t (1gt) [ | (ﬁg,‘j;)) (1og§)’““u<T>d§] x

D’aprés le théoréme de Fubini, on trouve :

) < o0 [ [ [ () o) d_] oL

S )

Faisons un changement de variable log(s) = log(7) 4 zlog(%) donc

t t a-l ka—1 (] t ka+a—1 1
/ <log —) <log f) a5 _ <log _) / (1— Z)a—l Ska—1 7,
T S T S T 0

¢ (k+1)a—1
- (oet)
T
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Donc

t T no—1
B"u(t) < /1 % <log é) u(s )Cis — 0 quand n — oo

D’ou  B"u(t) — 0 quand n — oc.

Corrollaire 1 Soit g(t) = b > 0, l'inégalité (1.1) est donnée par :

i u(t) < a(t) + b /1 t (log é)a_l u(s)%,

u(t) < alt) + /1 Z% (1og§) : a(s)] %, te LTl

Corrollaire 2 Sous l’hypothése du Théoréme 1.5.2, supposons que a(t) est
une fonction non décroissante sur [1,T[. Alors

u(t) < a(t)Eaa (9(6)1 () (logt)?),

alors

avec E, 1 la fonction de Mittag Leffler définie par Eq1( Z
— I'( ak +1)
Preuve D’aprés Corrollaire 1, on a :
t o0 ( n na—1
gOT(@)" [ 1\ ds
1 ————|log - —
i /1 ; I'(na) &% s

= (g(t)I'(a)(log t)*)"
Z I'(na+1)

u(t) < a(t)

n=0

= a(t)Ea, (9(t)I(a)(logt)?) .

17



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons principalement quelques définitions de
base, les propriétés liées a l'intégrale et dérivée fractionnaire de type Hada-
mard.

Tout d’abord soit f(x) une fonction définie sur [a,b] ou 0 < a < b < oo et
uweR.

2.1 Intégrale fractionnaire de type Hadamard

Propriété 2.1.1 [2| Pour n € N*, l'intégrale d’ordre n de type Hadamard
pour p € Reta > 0 est donnée par la formule suivante :

R A o TS
:ﬁ/ (%)“(mgt)”lfi) C @>a)

On peut généraliser, d’une maniére naturelle, la formule précédente pour
n = « qui est nombre réel quelconque par la définition suivante.

Définition 2.1.1 L’intégrale fractionnaire de type Hadamard avec paramétre
1€ R de la fonction f d’ordre a € R est définie par :

(1% f)() = ﬁ / ’ (%)“ (g 2)" Wy (2.1)

18



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

avec x € (a,b).

Dans le cas p1 = 0, (2.1) est donné par :

(1 . ) () = %a) / ) (logf)a_l@dt.

A1
Exemple 1 Soit f(z) =ax™# (log E) avec 0 <a<letfB>0o0na:
a

I'(B)

Vg f ) = (1o 2)" 2:2)
at.u xTr) = m$ og a . .
En effet;
p-1 A AN " at
e ) [ ) (o)
atu [x (Og a ] () /, 8% &% t’
t
en effectuant le changement de variable y = Tog <, on obtient :
O =
T B+a—1
5-1 xH <log —) 1
HJa —u (] T _ a / 1 — )18 14
at [z <0g a) ] o) (=) gy
FBT(@)  yfy, T)\Pe?
=\ log =
T(a+ B)l(a)" ( ©8 a>
L(B) (. m\fte?
== log — :
I'a+ 5)x ( ©8 a>
Remarque 2.1.1 Intégrale de type Hadamard de (2.2) avec = 0 est don-
née par :
B-1 '(B) T\ at+B-1
o (1og% =—"—(log— . 2.
“+(Oga) F(Oz+ﬁ)<0ga) (2.3)

19



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

2.2 La dérivée fractionnaire de type Hadamard

Définition 2.2.1 La dérivée fractionnaire de type Hadamard avec parameétre
1€ R de la fonction f d’ordre a > 0 est définie par :

(" D5 ) () = a7t (M1 f (). (2.4)

d
awvecd =x—, n—1<a<neZ" xe€(ab) et 0<a<b< oo.
Dans le cas pp = 0 la définition 2.2.1 est donnée :

("Dgs (@) = 0" ("L f (@)
x\B-1
Exemple 2 f(z) =x7# (log —) avec0<a<letf>0
a

"Dy f(x) = %x“ <log g)ﬁal : (2.5)

En effet;
8—1 B—1
HDO‘+ |:wu (10g f) } = pTH M [anja (log £> }
a’,u a a’, U a

STl & —u E n—a+p-1
=g Hi"x [F(ﬁ—kn—a)x (loga) ]

_ T s (1. T
I (B+n-— oz)x "0 <log E)

_T(B) T—a+8) . ays-e
“T(B+tn-a) TB-a) (loga)

Remarque 2.2.1 La dérivée de type Hadamard de (2.5) avec u = 0 est

donnée par :
o () ) = 2 )
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Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Pour =1, ona:

102 (1) = ey (los )

Donc la dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Hadamard n’est pas
nulle.

2.3 Propriétés de la dérivée et 'intégrale frac-
tionnaire de Hadamard

Lemme 2.3.1 Soienta>0,5>0,1<p<oo,0<a<b<ocoetpu,ceR
avec j > c. Pour f € X?(a,b) on a :

(12 12, () =T 180 f (). (2.6)
Preuve
H[gW.HJfW (z)

- ﬁ/j (%2“ <1Og§>a‘1% x ﬁ_/j (5) ﬁ_(loj %)5—1f(t)%
= m/a t“_lf(t)dt/t <1og %) <log %) Eu

L’intégrale interne est évaluée par le changement de variable suivant :
log ¢

T log %

D’ou
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Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Lemme 2.3.2 [10] Soient o > 5 > 0,1 < p < 00,0 < a <b < o0 et
i, ¢ € R avec p > c. Pour f € XP(a,b) on a :

("D I ) () =TI f (), (2.7)
En particulier si 8 =m € Z*, alors
("D I ) () =T f (). (2.8)

Lemme 2.3.3 (I)Pour l'intégrale fractionnaire au sens de Hadamard (2.1),

st o« — 1 alors v eNE £
18 fx) = / (;) th. (2.9)

et sia — 0% on a :
Mg f (@) = f(2). (2.10)
(II) Pour la dérivée fractionnaire au sens Hadamard (2.2)
Si oo — 0T alors

D3 f(x) = f(2). (2.11)

Preuve
(I) En utilisant une intégration par parties, on obtient :

lim (HIO‘ x))

a—0t M
f(t
= lim —— —) log it )dt
a—0t+ I t

I
-

aﬁO* 1 + a

(II) On a :

d 1 ¢ g —a
3, Daef (1) = Ji 2™ (%) {mm / (ﬁ) CHIRG
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Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Siao — (n—1)" alors

D% @) = o ) = G )" @) (212)

Avec § = x—.

dzx

Si o — n~ alors

g, (@) = 2 (2 (@) = (6 + p)" (). (2.13)
En particulier o — 1 alors
Do, f(@) = uf(@) + of (@) = (u+0)f(x). (2.14)

Théoréme 2.3.1 Soit (n—1)<a<f<neZ " 1<p<oo,0<a<b<
oo et soit pi,c € R pour > ¢ et pour f € XP(a,b) et HI;ﬁ}yf € ACY , [a,b]
on a:

"D M f @) =T DI f (). (2.15)

En particulier si f = n alors
HDZJWVH ff‘wf(x) =1 D::z (55) (2‘16)

Preuve
D’aprés la définition de 'intégrale (2.1) et la dérivée (2.2) de type Hadamard
ona:

"Dl Mg @) =arear (LTI f ()

at,u

= o (I ()

= 276" e (M0 f ().
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Chapitre 2. Calcul fractionnaire

L’expression intérieure peut étre formulée comme suit :

gr—1lon <ng;ﬁ+af(x)>

= ot (m /am t* (10g%)n+&_ﬁ_1 f(ﬂ%)

m+a—-F—-1)n+a—-F=2)---(n+a—-pF—(n—1))
I(n+a—-p)

[ (os?) ™ s

_ M_x—!w/am <£)“ (log%)(a—ﬁﬂ-l)—l f(t)%

= M f ()

Ainsi
("D2 110 ) (@) = amrsar (M1 ()

=" D% f(x).

Théoréme 2.3.2 [10] Soient 8> a>0,(n—1)<a<nneZ " m-1<
B<meZ", 0<a<b<ool<p<oo, etsoit u, c € R avec u > ¢ et
pour f € ACY,, et HDfl"ﬁﬂf € XP(a,b) on a :

Hff+,#.HDg+7u f(x) = [f;j f(x). (2.17)
En particulier st o = 3 alors
HpS HDE, f(@) = f(a). (2.18)
Lemme 2.3.4 Sia > 0, f(-) € C([a,b]) et a > 0 alors l’équation différen-
tielle :
ADe f(t) = 0. (2.19)

admet comme solution :

(1) = zn: ‘, (log 2>a_j . (2.20)



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Et on a la formule suivante :

n t a—j
Hja HpNa
I ADR0) = 10)+ D e (1s2) (221)
J:
o j=1,2,---n,n—1<a<netcelR.
Preuve

Ao f(t)=0 <o HI'7of(t) =0

n—1 j
" DR BT f(t) = E C;ALIDCL+ <log a)

=0
n—1 . | —n~+o
B L(j+1) t\’
= f(t) = ;ij(j —n+a+1) (10g5>

n

L(j A
= 0= e (e

j=1
n ¢ j—n+a—1
= f(t) = Zc; (log —)
=1 ¢
n t a—j]
= f(t) = cj <log 5)
j=1
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Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Inversement, on a :

n

=3¢ (10% 2)%] = Dy, f(t) =" Dg, Xn: ¢ <1Og é)aﬂ

J=1 J=1

n t a—j
:>H ng_ (t) = Z C]‘.HDzéJr <10g a)
j=1

=" Do f(t) =) ¢;.0=0.
j=1
Pour (2.21) on a : d’aprés (2.19) et (2.20)

ADe ft) =0« f(t) = Z ¢ <log 2) o . (2.22)

J=1
Puisque

n t afj
HI;X+.HD3+ (t) = f(t) + Cj (log a)

Jj=

—_

est équivalente a
n t afj
1

on pose
y(t) =H Ig+~HD3+ (t) — f().
Alors d’aprés la relation (2.25), on obtient :
HD§‘+y(t) =0 &1 Dy, ([5+-HD:;+ (t) = f(t)=0
& D3+ (t> = D3+f<t) = 0.
Lemme 2.3.5 7] Si a > 0, f(z) € C([a,b]) et u # 0, alors l’équation
différentielle :

"Dg  f(t)=0. (2.23)

26



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

admet comme unique solution

£(#) = 2: et <log 2) " (2.24)

Et on a la formule suivante :
H H - £\
D) = 10+ e (lsl) L )
j=1

o j=1,2,---n,n—1<a<netceR.
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Chapitre 3

Existence de solution pour un
probléme associé a une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

3.1 Caractérisation de la solution

Dans cette section, nous allons caractériser la solution du probléme de
Cauchy d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard par la méthode de la
variation de la constante dans le cas 0 < o < 1 et u # 0.

Proposition 3.1.1 Le probléeme suivant :

{ "Dg u(t) =0, a<t<b,

U(t()) = Uy, a <ty < b, (31)

admet une unique solution dans C\,1_q 05|, b] est donnée par :

¢ 11—« ¢ a—1
u(t) = upth (log —0) tH (log —) : (3.2)
a a

Preuve D’aprés le Lemme 2.3.4 la solution de 1’équation est donnée par :
¢ a—1
u(t) =ct ™" | log — .
(0= (1os )
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

D’autre part, on a :

ulto) = e(tg) " (log %O)M .

¢ -«
¢ = ugty (log —O> :
a

¢ -« ¢ a—1
u(t) = uoth (log EO) tH (log 5) :

Remarque 3.1.1 Si ty = a, alors l'unique solution du probleme homogéne
(8.1) est la solution triviale.

Donc

Par conséquent

Proposition 3.1.2 Le probleme suivant :

H na _
Dg u(t) = 0,1_& a<t<b, .
t .
li log — t) =
Jim (1om ) w0 =
Admet une unique solution dans C\,1-q10g]0, b] est donnée par :
t a—1
u(t) = upatt™" (log —) . (3.4)
a

Preuve D’aprés le Lemme 2.3.4 la solution de I’équation est donnée par :
¢ a—1
u(t) =ct™* (log —) .
a

l—«
t
Multiplions les deux membre de 1’égalité par (log —) et par passage a la
a
limite, on a :

t -«
up = lim <loga) u(t) = lm ct™".

t—at t—sat

Donc
¢ = ugat.
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

Par conséquent

a—1
t
u(t) = ugatt™" (log —) . (3.5)
a
Théoréme 3.1.1 Soit u(-) € Cy1—_a0ga, b], alors le probleme :

TDg u(t) =u(t), a<t<b,
u(to) = up, a<ty<b,

admet une unique solution donnée par :

=t () (5o ((061))) " (o) (1))

Preuve
H Nna _
Dg. u(t) = u(t).

HIa

o+, AUX deux membres de ’égalité on a :

En appliquant I'opérateur

" g+’#.HDS+7#U<t) =1 3+,uu(t>

Alors .
AN
u(t) =ct™* <log —) + 12 Lu(t), ceR.
0 ,

D’aprés le calcul et par itération, on obtient :

u(t) =t (log 1) 4 Iz, et (log 1) 4 Iz u(t)
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

Montrons que HH[:f,#“(t)” — 0 quand n — oo

t
0g —
-

na—1
T M dr
G

1 t
H [no t’ < 1
‘ ot (t) _F(na)/a

< s [ (1052) " (10 D)
u p— p— —
— I'(na) wl-alog | & T & a T

INA
=
£

£

7
=

I

O

o

I
~__
3
Q
+
7

quand n —> oo alors

u(t)

= ct "T'(«) [ﬁ(log Lya=l 4 F(;a) (log L)zt 4 ... + F(}m) (log Lyra=t 4 ...

= a "T'(a) [_r(la) (log 2)* ™' + mgmy(log £)* 7! + - - + s (log L)t - -
a—1 -«
t t
a a
B ¢ « ¢ a—1
= ct "'(a)Eun (<log —> ) (log —> :
a a

D’autre part, on a :

u(ty) = cty"T(a)Ey ((1Og %)a) (log %0 ) o .
g (s () ()

Par conséquent

X

Donc

et () (5o ((061))) " (o) (1))
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

Théoréme 3.1.2 Siy>1—a et f(-) € Cy108la, b] le probléeme avec condi-

tion
{ Hpe u(t) = f(t,u(t), a<t<b,

U(to) = U, a < to < b, (38)

admet une unique solution dans Cy1_q 0|0, b] de la forme intégrale suivante :

u(t) = et (log 2>a1 + ﬁ / t (3 (log ;)al f(T)d—:, (3.9)

ou c= <m—ﬁ/@o (%) (logt;o> _ f(T)%T) th <log%0) -

Preuve On a :
H Nna
Dg u(t) = f(t,u(t)).

En appliquant 'opérateur I ., ux deux membres de ’égalité on a :

Hyja HnNa _H ja
I Davuu(t)_ [auf(tau(t»

ap”

Par suite
Ainsi
D’autre part, on a :

u(ty) = ug = cty” <log%0) : +ﬁ/0 (%) (logt?o> ) f(T)d?T

Donc



Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

3.2 Existence et 'unicité de la solution pour
une équation différentielle fractionnaire avec
un parametre

Dans cette section, nous allons étudier 'existence et 'unicité de la so-
lution d’un probléme aux valeurs initiales, pour des équations différentielles
fractionnaires au sens de Hadamard dans le cas 0 < a« < 1 et u # 0. Nous
considérons le probléme suivant :

"Dg u(t) = f(tu(t), a<t<b,
{ u(t()) = Uo, a < 750 é bv (310)

en supposant que f(t,u(t)) satisfait a la condition suivante :

| f(t,0) =0,
(Hy) : { |f(t,u) — f(t,0)| < Llu—nu]|,

oul L est une constante positive.
Avant de présenter le résultat principal du systéme nous donnons le lemme
suivant :

Théoréme 3.2.1 Supposons que f satisfait l’hypothése (Hy) le probleme
(8.10) admet une solution unique donnée par :

u(t) = et <log2>a_l+ﬁ/at (%) (log ;)a_lf(T)d—:, (3.11)

avec u(-) € Cy1—a,ogla, b].

Preuve La preuve sera dévisée en trois étapes

Etape 1: On définit 'opérateur suivant :

Bc,,u : C,u,l—oz,log — Cy,l—a,log) (312)
tel que
B t—t‘“ltail 1 tTﬂltO‘*l dr
(Beu)(t) =c g~ + m/a (;) 0g — f(T,U(T))7
(3.13)
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

. Etape 2 : Montrons que
Bc,u : C;L,l—a,log — Ou,l—a,log (314)

est bien défini.

On a:

L
||<Bc7ﬂu)(t)||u71—a7log S |C’ + EaTPNY

I'«)

L (10 8)" " Jullyrasog [* (1 1\ Toadr
< a H,1l—a,log 1 - 1 Tya—-17"
sl [(o) G

11—« t a—1
t t d
/ = (1og—) u(r)| =
a T T

log —
a

L (log g)a ()

S |C’ + ||u||u,1—a,log'
['(2a)

Nous avons utilisé |f(¢,u)| < L |u| par I'hypothése (Hy).

Etape 3
On montre maintenant que B(Z L est contractante , pour n suffisamment grand

Soient u,v € Cj1—qa10g]@, b] on a :

L (log £)* T'(e)

a

l —a
t*(log 5)1 |(Beuu(t) = Beyv(t))] < lu— o

F(20é) u,l—a,log ?
(3.15)
avec t € [a, b].
Supposons que pour un certain entier n on a :
l1-a £\ o
t " " L" (log ;)" T'(a)
tu (log 5) |(Bwu(t) — Bwv(t))| < T+ D) =0l 1 o
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

Alors on obtient :

(1o £)' ™ | (B u(t) — Biytto(0)| = (log £)' ™" (B o B, u(t) — Bo B,e(0)

< s (108 ) LG (est) " st Bt — s B0 &

Lt t £\t T dr
.~ _ log — log —rota—12"
'((n+ 1)) Il UH“’l_a’log/a ( ©8 7'> (log a) T

Ln-i—lr(a) t ((n+1)e)
ol () N U

IN

I'((n+2)a
Ce qui achéve la démonstration.
Donc
. . L' () b\
H (Bc,,uu) (t) - (Bc,,uv><t)) H,u,l—a,log < m (lOg a) ||U - U”y,,l—a,log :

I((n+1)a) n—oo ['((n + 1)a)
Par le principe de contraction de Banach, on conclut que B!, est un opéra-
teur contractant.
Par conséquent nous donnons la conclusion suivante pour le systéme (3.10).

(1 b no " (1 b na
Donc il existe un n € N* tel que M < 1car ( lim M = O)

Théoréme 3.2.2 (10| Si f est vérifié (Hy) avec condition initiale, (3.10)
admet une unique solution u(-) € C,1_q10g]a, b] donnée par :

ut) = ct# <1og2>a_l+ﬁ / t (%)“ (log ;)a_l f(T)d—:. (3.16)

. . 1 to T " t() a-l dT I t() 1=a
Ouc= (UO — m/a: (5) (log ?) f(T)7)t0 log (E) .

Preuve On peut utiliser le Lemme 3.2.1 pour achever cette démonstration.

Exemple 3 On considérons le probléme suivant :

1 .
"D yu(t) = gsin(u), 1<t<2,
u(1.5) =1,
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Chapitre 3. Existence de solution pour un probléme associé & une équation
différentielle d’ordre fractionnaire

Un calcul simple nous montre que ’hypothése (Hy) est vérifiée

{ f(t,O) =0,
‘f(tvu)_f(tvvﬂ < %|U_U’>

Donc, d’aprés le Théoreme 3.2 ce probleme a une solution unique dans C%’%’log[l, 2],
cect implique que la condition de la valeur initiale est bien posée.
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Chapitre I

FExistence de solution pour une
équation différentielle fractionnaire
avec poids

4.1 Equation différentielle fractionnaire au sens
de Hadamard avec poids
Théoréme 4.1.1 [1] Soit a« >0, n = —[—a] et 0 <y < 1. Soit G un ouvert

de R et f:]a,b] x G — R est une fonction telle que :f(x) € C,10g]a, b] pour
tout y € G. Alors le probléme

"R y(t) = f(ty(1)), (4.1)
Hrazky(at) = by, bpeR, (k=1,---,n). '
Satisfait l’équation intégrale de Volterra

00 =3 s (e ) s [ () sn .

j=1

(4.2)
Pourt > a > 0 i.e y(-) € Cp_aiogla,b], satisfait le probléeme (4.1) si et
seulement si elle satisfait [’équation intégrale de Volterra (4.2)avec un noyau
faiblement singulier.
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Chapitre 4. Existence de solution pour une équation différentielle
fractionnaire avec poids

En particulier si 0 < o <1, le probleme (4.1) équivaut a l’équation
b t a—l 1 t ¢ a—1 ds
Ve i log 2 o > a > 0.
y(t) T(a) (og a) +F(oz)/a (ogs) fls:9())— 5> a
(4.3)

Théoréme 4.1.2 Soit 0 < o < 1. Supposons que f:|1,T] x R — R est une
fonction continue. Alors la solution du probléme

TDoy(t) = f(t,y(t), 1<t<T,T>1,

A=y (t) |1=1= vo.

y(t) = FZ(J;) (logt)* ™" + %04)/1 (log é) i f(s,y(s))%. (4.5)

Théoréme 4.1.3 Soit f:]1,T] x R — R. Supposons que :
(H1) Il existe | > 0 tel que :

|f(tu) = fE0)| <lu—v], tell,T]

S [(logT)" T'(«)
['(2a)
(4.4) sur [1,T].

< 1, alors il existe une unique solution du probléme

Preuve Considérons l'opérateur
N :Ci_aiog([1,T],R) = Ci_a10g([1, T],R) définit par :

Nylt) = it gt 4 s | (logg) e e

Pour appliquer le théoréme du point fixe de Banach, nous avons besoin de
vérifier que N est une contraction.
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Chapitre 4. Existence de solution pour une équation différentielle
fractionnaire avec poids

En effet, pour tout u,v € C1_q106([1,T],R) et Vt € [1,T], on a :

(log )"~ [Nu(t) — Nu(t)|

1 t l—a 4t " a—1 p
< o) <log 5) /1 (log g) |f(s,u(s)) — f(s,v(s))] ?‘9
l - t ¢ a—1 ds
< ——(logt) ™ log — _ as
~ F(a) ( 0og ) /1 <Og S) ‘u(s)) ’U(S))| S
—l e ' N\ a1 ds
< (o) (logt)' ||U—U||1O{,10g/1 <log g) (log 5)° -
[ (logT)*T'(a)
B W lu— Uul—avlog'
Nous avons utilisé I'hypothése (H1) et on pose le changement de variable
1
T = ogt. Par conséquent,
log s

1 (log T)* T(«)

INu— Noll,_, 1, < I (20) lw = vll1—q 108 -

Donc, le théoréme du point fixe de Banach nous assure ’existence d’un unique
point fixe qui est I'unique solution du probléme (4.4) .

Théoréme 4.1.4 Supposons que :
(H2) f:]1,T] x R — R est une fonction continue.

(H3)|f(t, )] < (logt)"*|ul, Y(t,u) e [1,T] xR.

(H4) Il existe M > 0 tel que :
M

|90l
mEa,l ((logT))

> 1.

Alors le probléeme (4.4) admet au moins une solution sur [1,T].
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Chapitre 4. Existence de solution pour une équation différentielle
fractionnaire avec poids

Preuve La démonstration de ce théoréeme est basée sur 1’Alternative non
linéaire de Leray-Schauder. On définit I'opérateur
N :Ci_aog([1,T],R) = Ci_a106([1, T],R) et montrons que l'opérateur

Nylt) = aogt)ﬂ*—wﬁ / (uﬁ) fleuo ™ @)

est complétement continue.

—

Etape 1 N est continu
Soit (u)nen une suite telle que w, — w dans Ci_q106([1, 7], R). Alors pour
chaque t € [1,T]

(log )"~ [Ny (t) — Nu(?)]

wi (08 2) [ (o) 1 mon — st uom

1 o ¢ AN w1 ds
i 0080 L) = D [ (102) thogs) &

(log T)* I'(a)
S TTaa) G un()) = Sl pog -

IN

IN

Puisque f est continue, nous avons :
[Nuy — Nully_ 10, = 0, quand n — oo.

D’otu la continuité de N.

Etape 2 L’image de tout ensemble borné par N est un ensemble borné
dans C1_q10g([1, T, R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une constante
[ >0 telle que pour tout u € B,

BW* = {u S lea,logquT],R) : |u||1—a,10g < 77*}, on a ||Nu||1—a,log < Z
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Chapitre 4. Existence de solution pour une équation différentielle
fractionnaire avec poids

Par (H3), on a pour tout ¢ € [1,7],

(logt)' ™ [Nu(t)|

< | o] n 1 (log £)1° /t 1 AN (s, u(s))] ds
— Uo og — S, uls —
— T(a) T(a) & 1 &5 ’ s
[uol 1 l—a /t t\* " ds
< —— (logt log - —
= F(Oé) + F(O&) (Og ) ||u”1—a,log 1 0g s s
< [uol log T .
[a)  Tlat1)
Donc o] loa T
Up 0g * 7
N < =
|| u”l—a,log — F(Oé) F(a + 1)77 l

et par suite N(B,+) est borné.

Etape 3 L’image de tout ensemble borné par N est un ensemble équiconti-
nue de C1_q10g([1, T], R).

Soient ty,ty €]1,T], t; < t2, By« un ensemble borné de Ci_q 10¢([1,T],R) et
soit u € By«. Alors

‘(1og tz)l_a Nu(ty) — (log tl)l_a Nu(t1)|

< 1 /tl lc lo ot (1 " )1—& ] i1 ot (1 ¢ )1—(1
(o) Jy > s 212 > s >t
dS

) S+ e | (106%) o) (s, )] S

Quand t; — t9, le membre de droite de l'inégalité précédente tend vers 0,
d’ott N(B,~) est équicontinue. D’apreés les étapes 2 et 3 et le Théoréme 1.2.2
N(B,-) est relativement compact pour tout borné B,«, c’est-a-dire N(B,)
est compact, et d’aprés étape 1, N est continu. Par conséquent

N :Ci_aog([1, T],R) = Ci_a106([1, T],R) est complétement continue.

Etape 4 Nous montrons que il existe un ouvert U C C1_q105([1, 7], R) avec
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Chapitre 4. Existence de solution pour une équation différentielle
fractionnaire avec poids

u # ANwu pour A €]0,1] et u € OU.
Soit u € Ci_aog([1,T],R) et u = ANw pour tout 0 < A < 1. Ainsi pour
chaque t € [1,T], on a :

u(t) = A <Fl(‘2> <log g)a_l + ﬁ / t (log g)a_l f(s,u(s))%) .

Par (H4), pour chaque t € [1,T], on obtient :

l—o |uol 1 o [* AN ds
Qo) )] < b s o)™ [ (1o ) (s, )] S

|uo]

< T ﬁ (logt)' ™ /lt (log é)a_l (log )" [u(s)| -

D’aprés I'inégalité de Gronwall, on a :

l—a |uol 1 e [* AN l—a ds
Qo) a0 < e+ s g™ [ (1o ) o) ute)] ©

oy e ((logt))

Ey1((logT)).

Donc

Hqu—a,log <1

Eq1 ((logT))

o]
INE)!

D’apres (H4), il existe M tel que [|ull,_,,,, # M, on définit un ouvert

U = {u € Crapogl [T R), ully g < M}
et considérons lopérateur N : U — Cy_a10g([1, T], R) et par choix de U il n’y
a aucune u € OU tel que : u = ANu pour certains 0 < A < 1. Par conséquent

le théoréme de Alternative non linéaire de Leray-Schauder affirme I'existence
d’un point fixe u € QU qui est une solution du probléme (4.4).
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Chapitre 5

Existence de solution pour une classe
de probléemes aux valeurs initiales
d’ordre fractionnaire

On étudie ici 'existence et la dépendance continue de la solution par
rapport a la donnée initiale pour un probléme de Cauchy d’ordre fractionnaire
au sens de Hadamard.

5.1 Probléme aux valeurs initiales des équa-
tions différentielles hybrides de type Hada-
mard

Dans cette section nous étudions ’existence des solutions pour un pro-
bléme aux valeurs initiales des équations aux dérivées fractionnaires Hybrides
de type Hadamard donné par :

H o x(t) _ " o
D (f(t,x(t))) g(t,z(t), 1<t<T, 0<a<l,

T =ea(t) li=1=n,

(5.1)

ot D% est la dérivée fractionnaire de type Hadamard
() € Croatog([1,T] x Ry,R\{0}) et g(+) € Cr_a1og([1,T] x R, R),”T I'inté-
grale fractionnaire de type Hadamard et n € R.
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

Lemme 5.1.1 Soit y(-) € Ci_a0g([1,T],R). La solution intégrale du pro-
bleme aux valeurs initiales

H o l’(t) _
b <f<t,x<t>>)‘y“>’ bet<t (5.2)
i p-a(t) o = 1,

est donnée par :

2(t) = f(t, 2(1)) (%(logwawﬁ / (logg)” Md> te LTl
(5.3)

Théoréme 5.1.1 Supposons que
H1) La fonction f :]1,T] x R — R\{0} bornée, continue et il existe une
fonction bornée positive o telle que :

[f (&, 2(t) — f(ty@)] < () [2(t) —y(t)],

pourt € [1,T] et pour tous x,y € R.
H2) Il existe une fonction p € C([1,T],RT) et Q fonction continue non
décroissante ) : [0, 00) — (0,00) telle que :

g, z()| < p@)Q|zl),  (t2) € [L,T] xR

H3) I existe un nombre r > 0 telle que :

P2k [ 4 tog(T) s ol ) (5.4)
ot |f(t,2(1))| < k, V(t,z) € [1,T] x R.
)
el | s +1o8(T) =gy I 200 < 1.

Alors le probléeme (5.1) admet au moins une solution sur [1,T].

Preuve Soit X = C1_4105([1,T] x R) et on définit un sous ensemble S de X
par : S = {x €X, [zl g < 7"} ou r satisfait I'inégalité (5.4).
Il est clair que S est un sous ensemble convexe borné et fermé de I'espace de
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

Banach X.

Par le Lemme 5.1.1 le probléme (5.1) est équivalent a I’équation intégrale

quadratique.

x(t) = f(t,2(t)) (

(log £)"~! + —— /1 t (log é)a_l g(s 2(5))

7
F<04) F(Oé) S

On définit deux 'opérateur A : X — X, par :

Ax(t) = f(t, (1)),  te[LT].

et B: S — X par:

Bz(t) =

I‘(na) (logt)*~ ' + ﬁ /lt <log é)a_l st.

3) . tell,T).
(5.5)

(5.7)

Puis z = (A - B)(z) et nous montrons que les opérateurs A et B satisfont
toutes les conditions du Théoreme 1.3.4.

Etape 1 : Montrons que A est lipschitzien sur X .
Soient z,y € X, nous avons ensuite par (H1) :

[(log (1))~ Az(t) — (log(t))' ™ Ay(t))|
= (log(t)" "™ (¢, 2(t) — f(t,y(1))|
< (1) (log(1))' ™ |z(t) — y(t)]

< el e =yl g og -

Alors A est lipschitzienne avec ||¢|| constant de Lipschitz.

Etape 2 : Montrons que 'opérateur B est complétement continue.
Montrons d’abord que B est continue sur .S.
Soit (2, )nen une suite dans S convergente vers x € S, d’aprés le théoréme

45



Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

de convergence dominée on a :

lim (log(t))"™* Ban(1)

- lm <$+(log(t))l_aﬁ /1 t (log é)al M@)

_ (ﬁJr(lOg(t))laﬁ/j <10g é)al JLI{}OQ(z,xn(S))dS>

= (log(t))"" Ba(t).

Donc B est continue.

Il suffit de montre que B(S) est uniformément borné est équicontinu dans
X.Ona:

(log(t))' ™ | B (t)|
n N N AN ICYIO)
m + (log(t)) o /1 (1 g S d

< [ﬂwmm(v«)(mg(mf—“% [ (est) éds]

(o) )
il T 1
< A+ (g0 s Il 20)
Donc .
1Bl < s+ (08T o 1ol 20

B(S) est uniformément borné sur S.
Ensuite, nous montrons que B(S) est équicontinu dans X, soit 7,7, € [1, 7]
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

avec x € 9, alors on a :

|(log(72))' ™ (Bz)(r2) — (log(m1))'~* (Ba)(n))|

< —leﬂggr) /172 (log(r2))" <log %)al % - /;1 (log(m1))' (log %)al%
< A0 [ dog(r (10 2) ™" = (g~ (10 )| 2

N ||pﬂ(zgr_> / log(r))'~ (105 72) " Las

T1

Donc la partie droite de I'inégalité tend vers 0 quand 75 — 7 .
Par conséquent d’apres le Théoréme 1.2.2 B(S) est relativement compact.
D’ou B est compact. Ainsi B est complétement continue.

Etape 3 : Montrons que la condition (c) est vérifiée
Soit v € X et y € S tels que x = Az - By, on a :

(log(t))" ™ |z(t)] = (log(t))" ™" |Az(t)| | By(1)|

_ |f(t,x(t))\‘(%—k(log(t))l_aﬁ/l (logé) _ M@)‘

(% + (08(1)' ™ 55 / (log t) Md) ‘

k| s+ os(e) = ol ) s [ (10wt} d—]

IN

k|

IA

7] 1
< k|l o) Wl )
Donc .
e < | s+ 08T s ol 20| < 0




Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

Autrement dit x € S.

Etape 4 : Montrons que Mk < 1
Cela évident par (H4) puisque nous avons :

M =|[B(s)|| = sup{[|B(s)|| : = € S}

ot 1) [pll Q(r), avec k= ||| .

Ainsi toute les conditions du Lemme 1.3.4 sont vérifiées, donc ’équation
de lopérateur = = (A - B)(z) admet une solution dans S.
Par conséquent, le probléeme (5.1) a une solution sur [1, 7.

Exemple 4 On considére le probléme suivant :

{E(t) . X e
(ﬂ_)_g@, 1), 1<t<e, (5.8)

1 . 1 T
Ou f(t,x) N (Sln(t) tan™ (z) + 5)
(t,2) = 15 (1 ol + 5 cos(a) + g+ 1
r)=— | —|z|+ = cos(z —
I =90\ 16 8 A1+ |z]) " 16
NG 1 1 /1 7
ta) < YD —k =—— et |gt,2)| < —(— L
. 1 1 7
Choisissons ||p|| = 10 et Qr)= 611“ + 6 ;
Par la condition (H3) on obtient : 103 <r< 3 (4007 — 87).

1l est clair que toutes les conditions du théoréme 5.1.1 sont vérifiées . Grace
au Théoréeme 5.1.1, il résulte que le probléme (5.8) admet au moins une so-
lution.

5.2 Dépendance des solutions aux parameétres

Dans cette section, nous étudions la dépendance de la solution sur ’ordre
et la condition initiale d’équation différentielle fractionnaire avec la dérivée
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

fractionnaire de type Hadamard. Maintenant nous considérons le probléme
fractionnaire suivant :

HDey(t) = f(t,y(t)),

(5.9)
HL () =,
avec 0 <a<l,1<t<T<oo, f:[,T[xR — R.
La solution de probléme (5.9) est donnée par :
n a—1 1 t t ot dr
t) = —— (logt — log — —. 5.10
0 = s o™+ s [ (2] s o)

Théoréme 5.2.1 Soitaa>0etd >0 tel que 0 < a—0d < a < 1. soit f une
fonction continue et lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable :

|f(t,y)—f(t,z)]§L|y—z|, tvyaZE]R'

Pour1 <t < h<T. Supposons que y, z des solutions de probleme au valeurs
initiale (5.9) et
HDY02(t) = f(t, 2(1)),

(5.11)
T2 =1,
alors pour 1 <t <h, ona:
n(a—d)—1
t S n 10g—
At)
B T oe 151 — 1 (log 101 (logt)**
— | gy tow 7 = s oty [ LI
(logt)*—? 1 1
el e Rvo] [
et [fIl = maxi<e<n | f (£, ()]
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

Preuve Les solutions du probléme (5.9) et (5.11) sont :

(0) = s Qo™+ s [ (102 st T

IN

N ﬁ/j (1og ;)a_lf(f,zm)?— ﬁ/ﬁ <log ;)a_é_lf(ﬂy(ﬂ)%

+F%[@§fﬁmmm?75[@éfymmg

< A0+ [ (0el) Ll -ue L
Avec
A(t) 6
_ l og o511y pja-t (log )~
Tt - ot | ey 1
(logt)*=d [ 1 1
a—0 {F(a J) _F(a)”HfH
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Chapitre 5. Existence de solution pour une classe de problémes aux valeurs
initiales d’ordre fractionnaire

D’aprés le Corrollaire 1 :

n(a—od)—1
()
& L " 5 ds
- < — T(a—6)" —.
0 -yl < A+ [ |3 (it - ) S Al &
n=1
Exemple 5 On pose
"Diy(t) = y(t), o)
5.12
HI?Z/@) li=1= 1,
MDD 0u(t) = a(1), 51
5.13
HI02(t) |im= 1,
avec 1 <t <T <o0;d€RT.
Donc d’aprés Théoréeme 5.2.1, on obtient :
A(t)
1 _ (logt)!=°
= |=—=(1 i1 —— -1
sy ont = 1]+ [ TR e o)
Qe 211 1] | 1w
1—-0 [I'(1-9) '

Quand 6 — 0 et t € [1,T] on obtient A(t) — 0 et

ost _ ;(log t) " E1_s((logt)' ™)

(1) = y(0) = |6~ gy

‘elogt . elogt‘ =0.

Alors Uéquation différentielle fractionnaire de type Hadamard est dépendante
a la fois des conditions initiales et de ['ordre de la dérivée.
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Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire est de présenter plusieurs résultats
d’existence pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fraction-
naires au sens de Hadamard avec des conditions aux valeurs initiales.

Ce résultat on été obtenus par l'utilisation de la théorie de point fixe, en
particulier on a utilisé le théoréme de point fixe de Banach, Alternative non
linéaire de Leray-Schauder et le théoréeme de Dhage.
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