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0.1 Introduction 5

0.1 Introduction

Le dévellopement de la célébre inégalité de Hardy dans sa forme discréte et continue
durant la période 1906 — 1928 a son propre histoire.
Les contribution des mathématiciens autre que G.Hardy , comme E.Landau , G.Polya
, I.Schur , et M.Riesz sont importantes .
Dans ce mémoire on a considéré les opérateurs H, H dans leurs formes continues définis
par :

H,H:L,()— Ly(.),(p>1)

- oo =L o

H : L"(I) — Ly(I)

fr—= (Hf)(z / f(t)ydtvz € (0,1)

Dans le 1°" chapitre , on rappelle quelque notions sur les espaces de lebesgue et certaines
de leurs propriétés .Ces espaces ont de remarquables propriétes telles que : Complétude
;reflexivité |, dualité , densité , séparabilité .

Ona aussi fait rappels & quelques inégalités intégrales qui jouent un role fondamontal
dans les preuves des résultats (théorme, lemmes, propositions .....) telles que I'inégalité
de Hélder , Inégalité de Minkowsky et des variants ,inégalité de Jensen pour les inté-
gales .

Le chapitre deux est consacé & la définition des opérateurs H ,]:j et 'etude de la bor-
nétude de ces derniers dans les espaces fonctionnels L,(R; ), L,(R), L,(R"),

(1 <p<o0),Lyu(Ry) dans Ly, (Ry). et optémalité

Le 3°™¢ chapitre , est consacré & présenter endetail la relation entre la norme de 1'opé-

rateur H de Hardy et son dual H (voir définition ....) , aussi est cité une relation entre

la norme de l'opérateur H et la norme de l'opérateur de diffirence :(H — I) , avec
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constante optimale.
Dans le chapitre quatre est étudié I'opérateur de Hardy dans ’espace fonctionel

L>)(T) dit grand espace de Lebesgue ot I est un interval et 6 € Rio.o]
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Chapitre 1

Notions sur les espaces L

Les espaces de Lebesgue notés par L,(0 < p < oo) sont des espaces de fonctions
, normés complets et des espaces hilbertiens (cas p = 2). Ils jouent un role assez
important en analyse mathémathique et jouissent de remarquable proprietés.
Dans tout ce qui suit,on utilise les notations suivantes :
Soit (£2,7,m) un espace mesuré :

. T une sigma-algebre et m : T — [0, 0o] une mesure positive

. (Q,T,m) := un espace mesuré et |A| := mesure de A.

. M(Q) := L’ensemble des applications numériques mesurables sur €2

. M, (Q) := l'ensemble des applications positives sur €.

1.1 Les espaces Lp, L,

Fixons une constante p €]0, co[.Une fonction mesurable f : Q — R.

La fonction f : Q2 — R est dite p-intégrable si

/ | f|Pdm < oco.
Q

L’ensemble des fonctions p-intégrables sur €2 sera noté par :

L,(2)={f:Q—R, fest mesurable et/ | f|Pdm < oo}
Q
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8 Notions sur les espaces L,

Proposition 1.1.1. L’ensemble L,(2) pour 0 < p < oo muni de l’addition et de la

multiplication scalaire est un espace vectoriel sur Rou C.

Preuve : La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.1.2. Sip € (0,00)et a,b € R, alors :

1) Sil<p<oo
(a+b)P < 2071 (aP + bP) (1.1)

2) Sio<p<1
(a+b)P <al + 1P (1.2)

Preuve du Lemme :

1) Sip = 1l,alors (1.1)est satisfaite.

2) Sip > 1, la fonction ¢ : t — 7 est convexe sur [0, o).

Soit encore :

(a+b)P <207 (a? + bP)

3) Sio<p<1
L’équation (1.2) est équivalente & (1 + 2)? < (2)? 41, ou encore 4
(14— (tp<t
En posant : z = 2 > 0,p(z) = (1 + z)P — a?.
Alors (a + b)? est équivalent & (1 4 )P — 2P < 1.
On a :p(0) =1 et ¢ (z) = p((1 4 z)?~! — 27~1) < 0.donc est décroissante

Donc :Vz > 0, ¢(x) < ¢(0) = 1. Ce qui est équivalent & 'inégalité (1.1).
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1.1 Les espaces Lp, L, 9

Définition 1.1.1. Soient (2,7, m) un espace mesure,0 < p < oo et f une fonction de

Q dans R,mesurable. On dit que f € L, = L,(Q,T,m) si; [ | [P du < co. on pose

Fllese = ( Lisr du)”. (1.3)

La fonction ||.[|, : £,(22) — R définie par :
1
1l = 1l = ( / If!”dm) .

La fonction identiquement nulle n’est pas la seule & satisfaire || f||, = 0 ,et donc ||.|,

alors :

et non négative.

n’est pas une norme dans le sens habituel du terme et par conséquent c’est une semi-

norme sur £,(€2) .C’est a dire :

1fll,=0= f=0(p.p)

Donc du point de vu de l'intégrale on ne distingue pas deux fonctions égales presque
partout.

7

Définissons donc la relation ” ~ 7 suivante sur £, : f ~ g < f = g(p.p) La relation
7 ~ 7 (= p.p) définie une relation d’équivalence sur £, .

Si f € L, sa classe d’équivalence est notée temporairement par :

fl={9€Ly: f~gt={9€L,: f=9gpp)}

Sur la droite réelle la fonction f = 1g € [0] (1g(x) = 1 sur @,0 si non) . Formellement

ceci revient & considérer 'ensemble quotient ,L,(2,T,m) := L,(Q,T,m)/ ~.

Définition 1.1.2. (Les espaces L,)

Soient (Q,T,m) un espace mesuré et 0 < p < oo. On définit l’espace L,(2,T,m)
comme ['ensemble des classes d’équivalence des fonctions de L, modulo la relation
d’équivalence.

S%l n’y a pas de confusion on note par L, Uespace L,(2,T,m).
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10 Notions sur les espaces L,

1.2 Quelques inégalités fendamentales

Lemme 1.2.1. Soient u > 0,0 #0 et 0 <t < 1.Alors

u'o't <tu+ (1 -t (1.4)

Preuve : Siv =0 ouu =0 l’égalité est vérifice. Définissons la fonction.
0 :(0,00) > R. p(s) =ts— s

Alors @' (s) =t —ts"' = (1 —s*"1) < 0 pour s > 1 et ¢ (s) >0 pour 0 < s < 1
donc ¢ posséde un minimum en s =1, (1) =t — 1 < ¢(s) = ts — s* pour s > 0.

En posant s =% >0, on a :
v

1<) = () = () <)+ (A1)

multipluons par v, alors :

ulv' ™t < tu+ (1 —t)o.

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Young) Soient a,b >0 et p,p’ € R conjugués,
e (144 =1).

p p

1) Si 1< p<oo,alors :

2) 510 <p<1,alors :
P
ab>T 4= (1.6)
p p

Preuve: Onprendt = 1—1), 1—-t= z% dans le lemme précédent pour prouver I'inégalité

de Young.
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1.3 Inégalité de Holder : 11

1.3 Inégalité de Holder :

Théoréme 1.3.1. Soient f € L,(2) et g € Ly(2) oul <p < +o0.

Alors fg € L1(Q),et
d Pd ’ Pdr | . 7
/Qfgaré(/ﬂf x)(/gg w) (1.7)

Preuve : A partire de I'inégalité de Young pour (p,p, conjugus) Ya,b > 0,

Y e

a-b< ¥4 i posons a = L& p =90 _ Fp remplacent a et bon obtient :
P p (fﬂfp)p (ngp)p
P 4

o f2)7 ([ )7~ PUa f@?) P ([ g())

On intégre (1.22),d’ou :
Uods 1 [ jards 1 [ gPde
/ (o f7d2)3 (J 97 d0)? < LT fove 7 hdsera

fﬂfg 1fQ f(z)Pdx 1 fﬂ (z)V dx

([, frdx)? fﬂ g¥'dx)» 7T p(Jo flx)rdz) P’ fQ )P dr)

donc on obtient :

-

alors :

1 1

fopdx f gpdx AR A

(/Q(fg)da:> < (/prdx>;(/ﬂgp,dx)pl/. (1.9)

1.4 Inégalité de Minkowsky :

par conséquent

Théoréme 1.4.1. Soient f,g deux fonctions mesurables positives sur E(mesurable)
et
p € [1,00).Alors :

(/}3(f+g)pdz>; < (/Efpdx); + (/Egpdx); (1.10)
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12 Notions sur les espaces L,

Preuve: Ona:(f+gP=(f+9)(f+9P ' =f(f+gP  +g(f+g)P!

E

ou

Y e

/Ef(f—I—g)p 1dx<(/fpdx> < ((f+9)P 1de>
(L) ([
S( f”dx) < f+gpdx>p;1.

p—1

v (o) (frvore)

1= [+ gpds

De méme on a :

donc :

Si:

[ (f + g)Pdz # 0,alors :

(o)™ < (o) ([e)
(o) <(frs) (o)

1.4.1 Opérations sur L,

d’ou :

On munit 'espace L, de :

1) Vopération "addition” par :[f] + [g] = [f + ¢].Vf,g € L,.
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1.5 L’espace L, 13

2) Popération "muliplication” par un scalaire :Vf € £,,Va € C ou R.
alf] = [af].
3) d’une structure topologique en posant :Vf € L, :

LAl = 1 £ 1l

Proposition 1.4.2. Soient (2, T, m) un espace mesuré et 0 < p < oo .

1) Si1<p < oo,alors : L’application f || f]|, est une norme sur L,.

2) 8i0 <p <1 Lapplication f — || f||, est une quasi-norme sur L,,.

1.5 L’espace L.

Définition 1.5.1. Soient Q C R™ un ensemble mesurable e C €2 un sous ensemble de

mesure nulle ,f : 0 — R.Une fonction mesurable.On definit :

supvraif(z) = inf sup f(x) (1.11)
zeQ € zeQ\e

inf ] = inf 1.12
inf vraif () Stipxle%\ef(w) (1.12)

Le sup vrai est aussi appelé sup essentiel.

Il est claire que sup,cqurai f(x) < sup,cq f(x).

Définition 1.5.2. Pour une fonction a valeurs reelles défines sur Q@ C R™ et a € R,on

définit l’ensemble :

Qe =Q(f)={x€Q: f(x) >a}. (1.13)

Soit Q C R™,mes(2) #0,f : Q— R.Alors :

aporai(560) = inffacxoms(0) <0}
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14 Notions sur les espaces L,

On commence par quelques propriétés du sup essentiel similaires & celles du sup

ordinaire.

Lemme 1.5.1. Soient Q C R",mes(Q2) #0 et f: Q— R.

(i) Sia = supguraif < oo,alors :

mes(Q,) =0 (1.15)
qut est équivalent a :
f(z) < a pour presque tout x € Q (1.16)
et
Ve > 0,mes(Qq—c) #0 (1.17)
(ii) Si a = oo,alors :
VN > 0,mes(Qy) =0 (1.18)

Lemme 1.5.2. Soient Q1,Qy CR™ et f: Q|JQ — R.Alors :

sup vraif = max(sup vraif,sup vraif) (1.19)
Q1UQ2 Q1 Qs

Démonstration : On applique 'inégalité
(U J0)a(f) ={z e J0: f2) > a} = [()a [ J(Q2)d](f)
Corollaire 1.5.3. Soient G C Q CR" et f: Q+— R.Alors

supvraif(z) < supvraif(z).
G 0

Démonstration : On applique le lemme précédent avec 0 = G,Qy = Q\G.

Lemme 1.5.4. Soient f,g deux fonctions d valeurs réelles définies sur un ensemble

QCR"Si f<gp.p. surQ. Alors

supovraif(z) < supvraig(z). (1.20)
e e
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1.5 L’espace L, 15

Définition 1.5.3. (Les espaces Lo, Lo ).Soient (0, T, m) un espace mesuré et f une
fonction mesurable de §2 dans R.On dit que f est essentiellement bornée,ou encore que

[ € Lo(Q,T,m) s’il existe C € Ry tel que | f|<C (p.p);

(i) si f € Lo , on pose || flloc = Inf{C € Ry;| f|<C (p.p)}.
(ii) si| 2 ]|=0, on pose || f|lec = 0.

(i7i) On note Lo, = Loo(2,T,m) comme Uensemble des classes d’équivalence sur Ly
modulo la relation d’équivalence (= p.p).

Soit F' € Ly, on pose ||F||o. = |||l avec f € F ,de sorte que :
F={g€eLluig=fpp}

Lemme 1.5.5.
(i) Si f € L , alors |f| < || fllo..p-p-

(1)) f=0pp<=|flloc=0

Lemme 1.5.6. Soit 2 C R™ un sous-ensemble mesurable et f,g des fonctions mesu-

rables sur €. Alors :

\ / fgdm‘ < / Foldz < Il e llglliaen (1.21)
Q Q

(Ideé de la preuve) :On applique le Lemme (1.5.5)

Corollaire 1.5.7. Soient 2 C R"™ mesurable ;mes(2) < oo,une fonction f mesurable

sur 2,0 < p < oo.Alors :

1 £l zo) < (mes(€2)7 1 £ ]| ooty (1.22)

(Ideé de la preuve) :On applique l'inégalité (1.13)
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16 Notions sur les espaces L,

1.6 Propriétés fondamentales des espaces L,

Théoréme 1.6.1. (Théoréme de Riesz) Soit Q2 un ensemble mesurable de mesure finie

et f une fonction sur 2, alors :

pl'l—glo ||fHLp(n) = HfHLoo(Q)' (1'23>

1.6.1 Complétude

Théoréme 1.6.2. (Riesz-Fischer,1910)
Sotent (2, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo . L’espace vectoriel normé (Ly; ||.|[,)

est complet .i.e. c’est un espace de Banach.
Démonstration :

1)Cas p = o©
Soit (f,) une suite de Cauchy dans L.,,donc pour k& > 1 il existe N, € N tel que

VYm,n > N, on a :

1
Hfm - anLoo < -

k;’
En vertu du Lemme (1.5.1) on a | f,,(2) — fu(2)] < || fm — fulloo-(P-P)
Alors :

| ) — fulz) |< %,Vx € Q/Ey ¥m,n > Ny, (1.24)

ot Ej; est un ensemble de mesure nulle.On pose E = |J, Ej,donc (f,(z)),est de Cauchy
pour tout z € Q\ E.

En passant a la limite dans (1.24) quand m — oo,on obtient :

,VJ' c Q/Ek,Vn Z Nk

| =

| f(z) = fulz) |<

Donc : [|f = fallow < 3,Yn > Ny et comme :f = f, + f — fn € Loo(9).
dot: ||f = full, — 0.
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1.6 Propriétés fondamentales des espaces L, 17

1) Cas 1 < p < oo ,s0it (f,) une sous suite de Cauchy de L,.Soit (f,,)une suite

extraire telle que

Viv ||fni+1 - fm” S E (125>
poSons
k 400
:Z ‘ fm‘+1 _fm 7etg:Z ‘ fm+1 _fm
1=0 =0
On a
k
||ngLp - || Z ‘ fni+1 - fnz ||Lp
=0
k
Z [ frin = foi Lz,
. ¥
:ZHfm-H fm Lp£2§
’L: Z:O
=1 1
< — = =2 = e L,(X).
= ; i 1— % gk p( )
On a
gl o) = 10 1 Faver = o | o)
1=0
< Z | | fni+1 — Jn, HLp(X) <2
=0

Ce qui entraine g € L,(X), et ¢ est finie presque partout sur X.

La série :> "2 | faia (X) — fn,(X) | est convergente (p.p) sur X donc :

fro + Dieo(friss (X) = fr, (X)) est absolument convergente pour presque tout
x € X.Désignons par f(z) sa somme

F(@) = fup(@ +wa — fu (@), (p-p) sur X.

alors :
fla) = lim (fo (2 +Z Frier(X) = fu, (X)) = lim fo,, (x) (p-p) sur X.

D’ou : la suite (f,, )r > 1 converge p.p. vers f(z).
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18 Notions sur les espaces L,

Etape 2 :Montrons que f, — f dans L,(X).

[ Vs tapdo= [ | g -l do

k—00

< hm [ | foo = faIP do = | = full], 0
k—oo J X

< lim (| fo, = fullz,x)

k—o0

.1
<o

Car la suite (f,,) étant de Cauchy Ceci assure que f,, — f dans L,(X)

I,y = 1fn + f = fallo,co) < M fall,co + I1f = fall,x) < oo = f € Ly(X).

1.6.2 Densité

Théoréme 1.6.3. (Densité des fonctions simples ) Si 1 < p < 400 ,alors l’ensemble
des fonctions simple f =>""_ a;1p, , ou chaque E; est un élément de la sous algebre

A et p(E;) < oo, est dense dans L,(Q,T,m) .

Théoréme 1.6.4. (Densité de C(2,R) dans L,(S2)).Soient n > 1,p € [1;4+00) et 2 un
sous-ensemble ouvert non vide de R"™ (par exemple Q@ = R™) Alors Cy(Q, R)est dense

dans L,(Q) c’est-d-dire :
VS € L(Q),Ve > 0,3p. € Co(UR) t.q. |f — pelly <. (1.26)

Théoréme 1.6.5. (Densité de C3°(R™,R) dans L,(R"). Soient n > 1, p € [1;400)
alors C3°(R™,R) est dense dans L,(R™).

Théoréme 1.6.6. (Densité de C§°(2,R) dans L,(R2)). Soient n > 1, p € [1;400) et
Q ouvert de R, alors C3°(§2,R) est dense dans L,(12).

1.6.3 Séparabilité de L,(2)

Proposition 1.6.7. Soient Q0 un ouvert non vide de R™ et p tel que 1 < p < +00.

Alors Uespace L,(2) est séparable .
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1.7 Théoréme de Fubini 19

Remarque 1.6.8. Les espaces du type Lo, ne sont pas en général , séparables.

1.6.4 Dualité-Réflexivité.

Théoréme 1.6.9. (Théoréme de représentation de Riesz) (Dualité L, — L, ).
Soit F' une fonctionnelle linéaire bornée sur L,, 1 < p < 0o. Alors il existe une fonction

g € L, unique de telle sorte que : F(f) = [ fg.et de plus :
11z, = llgllL,- (1.27)

Remarque 1.6.10. (Dual de L, ) On note que le théoréme précédent est , en général ne
pas vérifier pour p = 1. L’application F : g — F, ,ou F, est donnée par F,(f) = [ f-g
est donc une isométrie (linéaire ou antilinéaire , selon le cas réel ou complexe ) de
Ly dans (Lo) mais Uimage de F est sauf cas trés particuliers,différente de (Ls) -

L’application F' ne permet donc pas d’identifier le dual de Lo, a L.

Proposition 1.6.11. Soient (2, T,m) un espace mesuré et 1 < p < +oo , Alors

Uespace L,(2,T,m) est réflexif .

Proposition 1.6.12. Les espace Ly et Lo, ne sont pas réflexifs.

1.7 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.7.1. Soient Q un ensemble mesurable dans R", G un ensemble mesurable
dans R™ et une fonction f intégrable sur Q2 x G. Alors pour presque tout x € ). Les
fonctions f(x) sont intégrables sur G pour presque touty € G les fonctions f(x,y) sont

intégrables sur €2 et on a :

[ iy = /G ( /Q f(x,y)d$>dy: /Q ( /G f(z,y)dy)dw o)

Corollaire 1.7.2. Soient ) un ensemble mesurable de R™ et G un ensemble mesurable

de R™. Une fonction f mesurable sur 2 x G et au moins ['une des intégrales :

/G(/Q | f(ﬂf,y)Idﬂf)dy,/Q (/G | f(z,y) | dy)da: (1.29)
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est finie,Alors les intégrales dans (1.28) sont finies et égales .

Corollaire 1.7.3. Sotent €2 mes dans R™ G mes dans R™ | f une fonction non négative
et mesurable dans Q@ x G .Alors les égalités (1.28) ont lieu (Dans ce cas les intégrales

peuvent étre infinies).

Les corollaires (1.7.2) et (1.7.3) sont presque utilisés comme conditions suffisants
pour échanger 'ordre d’intégration. La condition d’intégrabilité de f dans 2 x G.

Sont essentielles et la mesurabilité de f dans 2 x G.

Exemple 1.7.1. :Soient m=n=1 ,et Q =G = (—1,1) et la fonction :

flx,y) =a-1p(y) + 1

pour x,y € (—1,1) ou E :=sous ensemble non mesurable de (—1,1) ,alors :

/_11 (/_11 f(fc,y)da:)dy _4

1 1
/ (/ f(z, y)dy) dx = n'existe pas presque pour tout x € (—1,1) sauf v =0
—1\J-1

les fonctions f(x,y) ne sont pas mesurables sur (—1,1).

1.8 Inégalité intégrale de Minkowsky :

Théoréme 1.8.1. Soient £ € R"et ' € R™ des ensembles mesurables et 1 < p < 0o

f une fonction mesurable sur E x F Alors :
/ flz,y)dy < / 1 (@), Y- (1.30)
F Lp(E) F

Interprétation : Sila fonction f est mesurable sur E x F\Vy € F, f(z,y) € L,(E)

et la fonction || f(z,y)||1, (k) est intégrable sur F et la fonction [, f(z,y)dy € L,(E) et
(1.30) est vérifier.

Lemme 1.8.2. Soient F € R™ |F € R" des ensembles mesurables la fonction f est
mesurable sur EX F etVy € F,La fonction f(x,y) est intégrable sur E alors la fonction

[ f(z,y)dz est mesurable sur F.
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1.8 Inégalité intégrale de Minkowsky : 21

Preuve : Soient mes de E' < oo par hypothése V y,f(z,y) € L,(E) et par conséquent
d’aprés 'inégalité de Holder :

/E | () | dx < (mesE)Y || £(z, )|,z < oo (1.31)

donc f(z,y) est intégrable sur E. Comme la fonction f est mesurable sur E' x F.Alors
| /| est aussi intégrable sur E x F' et d’aprés le lemme la fonction [, | f(x,y) | dz est

mesurable sur F' par conséquent :

/(/Ifxy)ldx)dy< (mesE)7 - /||fxy||Lp (1.32)

Comme f est mesurable sur F' x F" alors d’aprés le théoréme de fubini on peut conclure
que f est intégrable sur £ x F'\Vx € F la fonction f(x,y) est intégrable sur F' et la
fonction [ r f(2,y)dy est intégrable sur £ et un particulier elle est mesurable sur E

D’aprés la formule de dualité on aura :

d — d d
/Ff(:v,y) Y . ||g||f:i):1 | [E (/Ff(:v,y) yg(r) x) |

< sup /(/If:ry !dy)dx
”gHLp/(E):l

D’aprés la conséquence de Fubini et 'inégalité de Holder on obtient :

/Ff(x’y)dy L,(E) = HgnL,(E / </ | o) ‘dy)
:gnLSl,l(I;):l/ (/ | f(v)g |dx)dy

sup /foyuL,, Nolle o

”g”L ,(E)

si on prendre ||g|| = 1 par rapport ou sup :

/ fady| < / fy)|  dy
F L) JF Ly(E)

Donc on conclut que :

IN

/ £ y)dy /f<x,y> dy
F Lp)  JF L,(B)
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1.9 Inégalité de Jensen pour Intégrales

Théoréme 1.9.1. Soit g et k continue sur [a,b] et tqg : o < g(t) < B et k(t) > 0.

Soit f(u) continue et convexes sur lintervalle :a < u < 3. Alors :

f[ffg(t)kdt] - Sy Fg(t))k(t)dt
[Prat 1~ [k(t)dt

Corollaire 1.9.2. Sous les conditions du Théoréme (1.9.1) et pour p > 1,0n a :

(/abg(t)k(t)dt)p < (/abk(t)dt)p_l /abgp(t)kdt.

Preuve : Soit f(u) =u”,p > 1.0n a:

o) (e

(/abg(t)k(t)dt)p < (/jk(t)dt)pl /abgp(t)kdt,

(1.33)

d’ou :

Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 2

Opérateur de Hardy sur Les espaces

Ly

2.0.1 Opérateur de Hardy

L’opérateur de Hardy définié dans (2.1) joue un role important dans différentes ap-
plications par exemple dans la théorie des espaces fonctionnels, dans la théorie spectrale
des opérateurs, pour des équations intégrales et différentielles. Certaines des étapes im-
portantes dans le développement de ce qu’on appelle aujourdhui les inégalités du type

de Hardy sont décrites par A.Kufner,..Maligranda et L.-E.Persson .

2.1 Cas undimmensionel

2.1.1 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,(0, c0)

Définition 2.1.1. Soient 1 < p < oo, f € Li°¢(0,00) on définit les opérateurs de
Hardy

Hy ¢ L,y(0,00) — Ly(0, 00)
= (Hif), (H /f (2.1)
23
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24 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,
H, : L,(0,00) = L,(0, 00)

frs Bf )0 =5 [ Fwy

Théoréme 2.1.1. Soient 1 < p < oo, §+z% =1, f une fonction mesurable non
négative sur 'intervalle (0,00) ,Alors

I Hif llep0.00= 2" || f llep0,00); (2.2)

H H2f HLP(O,OO)S p/ H f HLP(O,oo)a (23)
On a |Hyl < 9 = 5. et | Hll <o = 2.

p
(IHill(z,—r,)) < —
on démontre qu’en fait :
p
|\ H1ll(L,~1,) = pTl = ||Hall(z,~1,)

ce qui signifie que la constante C, = est optimale i.e la plus petite possible.

_pb_
p—1
Preuve

1" Méthode :( Due Kufner Maligranda et Persson 2006)

posons pour tout x > 0

F(x)

F(z) = /Ox f(t)dt, donc (Hif)(x)=

notons que pour presque tout = € (0, 00).

d

(@) = pF? (x) f(2)

on a pour 0 < a ,A < oo arbitraires :

/aA (F(m))pdm __ AFp(x)%(x—pH)dm (2.4)

x p_l a
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Alors en intégrant par partie :(le 2°“™ membre de (2.4)

/A (F(x))pd:c _a'PFr(a)  APFP(A) . 1 : /A xrdep(x)

x p—1 p—1 p— dx
A
—— L IP@ T+ [T )
CLl_p P(a A T p—1
< pfl( >+p51/a <F; )) f(a)de (2.5)

Déautre part 'inégalité de Holder

[ s ([ o) ([ (P2 )™ e

Considérons maintenant 3 telque 0 <a < < A

et appliquons les inégalités (2.5) et(2.6) a F(x) — F(a) au lieu de F(x) :

[ (g ) (57 )
on déduit (/aA (M)pd:ﬂféﬁ( aAfP(x)dx)’l’

(f (P50 2 o

Dans cette derniére inégalité faisons d’abord a — 0 et remarquons que F(a); ensuite

et & fortiori

pour finir on fait A — +oo et § — 0T et finallement nous obtenons :

([ ((2Ya) - ([omrore)
< %(/OOO fpf(x)dx);

Constante optimale :|Hardy Littlewood et Polya Inéqualities 1934 |.

/OOO G /Ox f(t)dt)pdg; < c/ooo 2(x)dx

Soit C' > 0 telle que
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26 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,

pour que <%) soit optimale (la plus petite possible)
p
Montrons que <p%1> < ¢. Notons que si f #0 on a
Jb(;%f@ﬁ)iﬁ
c> =
Iy~ fr(x)de

Choisissons ¢ > 0 telle que ¢ < p — 1 et considérons dans l'inégalité précédente la

A
B

fonction

fr) = 1_m siz e (0,1)

7 six€[l,00)

1
En notant que _Lte +1>0 on adune part
p

1 x p ) x lie p
A:/ (1/ 1dt> d:c+/ (1/t—2dt> d
0 T Jo 1 T Jo
=1+ 1 /Ooxleda;
a E(—1+8 )p 1

+1
p
1

( 1+¢ )p
el — +1
p

=14+

Et d’autre part

1
=14+ =
€
D’ ou
1+ ! + L
1+e  \* °© l+e  \’
el — +1 — 1
b b
C > >
1 -
14 e+1
€
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2.1 Cas undimmensionel 27

i =

p

en faisant € — 0 on obtient

ce qui implique que (]%)p est la plus petite possible (optimale)vérifiant I'inégalité

Remarque 2.1.2. On ne peut passer sans présenter une élégante prewve du Théoréme

précédent due a Ingham [voir (Hardy ,Littlewood et polya Inequalities 1934)p243].

2¢m¢ Méthode |preuve due & Ingham]|

En utilisant le changement de variable ¢ = zz on obtient :

i/:f(t)dt_ i/olf(zx)xdz
= /01 f(zx)dz
_ /0 e

1 x 1
—/ f(t)dt:/ ftz)dt
T Jo 0

Donc nous avons

[ oa)ol = [ (o)

L’inégalité integrale de Minkowsky permet d’obtenir :

[/Ooo (i /:f(t)dt)pdx]’l’ < /01 (/OOO fp(ta;)dx)’l’dt

Un nouveau changement de variable s = tz nous obtient :

([ re)ia- [ ([ o)

< /01 (/OOO fp(s)%);dt (comme : t € [0,1])

alors
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28 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,

:/01 (/Ooot—lfp(s)ds)’l’dt
:/lt_pl</oofp(s)ds);dt
-[= 1(/ i )

_ Z%( Ooofp(s)ds) ’
([ o)

se qui vérifier que :

[ [romfol <525 ( [ o)

2.1.2 Opérateur sur L,(R)

Les résultats du Théoréme (2.1.1) s’étendent a l'espace L,(R) .

1 1
Théoréme 2.1.3. Soient 1 < p < oo, —+ — =1, f une fonction mesurable non
p

p/
négative sur R ,Alors :

| (H1f) (@) o, <21 f(@) [, @)
| (Hof) (@) | L,@) < PIIf (@)L, @)

On a |Hy|| <p/ = 2y et |Ho| < p' =2

Preuve : Est simillaire 4 celle des Théoréme (2.1.1)

2.1.3 Opérateur sur les espaces L,((0,00),z%)

1 1

Théoréme 2.1.4. Soient 1 <p<oo,-+—-=1,a€R, a# ﬁ; f une fonction
p p

mesurable non négative sur l'intervalle (0,00) , on a :
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) 1

1. st a< -
D

« ]' —1 «@
| 2 (H1f) () |2, ((0,00).00) < (]; =) | 2 f(2) (| 2,((0,00).0%)

1

2.8 o> =
p

o 1.1 o
2% (Ho.f ) ()| £, ((0,00),20) < (@ — ]7) Mz £ ()] 1, ((0,00)00)

Ona||H|| < (;; =)™ et [[Haf| < (o= 55) 7"

—1 1
Si — <a< = laconstante (= — )" est optimale (la plus petite possible).
p p p

Preuve

1. Si Oz<}7 on pose

J = ||z (H.f)()

Ly (0,00)

= H /w ! fy)dy
0

Ly (0,00)

Par le changement de variable 2z = Y on obtient dy=uaxdz , y=0—>2=0
x

, y=r—z=1
1
J—| / 2° f(22)d2]11, 000
0

1
< / 12 F(22) 1, 00y
0

d
onpose t=xz ona dt=zdr etdonc dr=—
z

1
_ (/ 2| f(zz) P dx)p
LE(0.00),0%) 0
— (/ | f() P dt)p
0

£ f(t)

2 f(w2)

a1l
= Z P

Ly (0,00)
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30 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,
d’ou
1
1< [ e 0 0
0
s

1
<(1- . @) I1,(0,00)

finalement on a

1

2 (Hyf)(x) < (17 —a) [t f (Bl 0.00

L,(0,00)

2. Si 04>I% on pose

I = [|z*(H2f)(2)]|L,(0,)
— 1 [ w00
on pose z = £ alors dy = xdz
I= ||/ J(x2)dz||1,0,00)
< [l @l o

on pose t = xz alors dt = zdx et donc dxr = %

2 £ @211 00 = ( [ s dx)p

— </Oo e F) P dt) ’
0

— (1) 2y 000
d’ou
1< / T F Ol 000y
< (1 2+ ) e O o

1 “1ja
<(5+a) e f @Oz, 000
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2.2 Cas de la dimension n

Soienth]R”,r—\xbO,BT—{yER";|y|<r},l§p<oo,fune
fonction mesurable non négative sur B,.Considérons les deux opérateurs suivants :

H, : L,(R") — L,(R"™) ,définit par :
mesB / 1y

(Hnf)(x

H, : L,(R") — L,(R"), définit par :

FNw) = o [ sy

Théoréme 2.2.1. : Soient 1 < p < 0, zleLz% , a un nombre réel et f(r,£) € L,(S™1)

(S™1 : désigne la sphére unité dans R™), alors

1. 851 a<?Z
p
1 o _ o
Il 2| (Hnf)(@) |lL,@m)< (]7 =) 2 * f@) e (2.7)
2.5 a>2
p
~ a 1 _ o
T [* (Huf) () lep@ns (= ];) T | f () ep e (2.8)

Preuve : On démontre I'ingalité (2.7) . On introduit les coordonnées sphériques (co-

&L e §nt (§n! désigne la sphére

ordonnées polaires dans R™(p,&) ou p =| y |,§ = i

unité dans R™ ) et on pose

Alors
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32 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,

ot v, = w2 (I'(2 +1))~! est le volume de la boule unité et I' est la fonction Gamma
définie par :

I'(6) = /OOO 0L exp(—t)dt

et par suite

a—n

pdm) ’
/0 P f(p)dp

1 ' n—1 ¢
/Op f(p)dp

r
b\
dr>

Y e I e e

o
-
= (m}n)/ P —
0

n
o0
_ (TL’Un)/ 7nnf1+p(a7n+1),07;p
0

n

hSA

P
dr)

p

dr)%

alors
~ 1 L9 o0 n—1 p %
H ol @n@|  =abd ([Tl e )| a)
Ly(®") 0
1 =1 o0 n—1 — p %
=i ([ e o) o)
0
1 -1 ) p %
= nro,” </ r“l(Hn(pnflf))(r) d'r’)
0
=nrod |[r* (H, (0" f))(r)
Lp(0,00)
ouo; =a— ”le.

D’aprés (2.2) du théoréme (2.1.1), on obtient

«@ n—1 1 — a1 n—1p
|7 (o (0" (1) ey (0,00 < (]; —ar) " () ley0.00

commealza—”—il<]%.

p
Ona
a [ TT 1 7;7 1 —1 a1 n—1r
|z |* (Hyf)(2) <nrug (5 =) ||r*p" T f(r)
Lp(R™) p Ly (0,00)
1ol -1 tn—1F
< nryl (—/—041) T f(r)
p L,,(0,00)
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—a ([T o o)

|
[
=

I
3
=
S
Sws
=S

En vertu de I'inégalité de Holder , on a

o= s d&‘ f(nf)‘dﬁ
Snl Snl

< (/Q%1|fo;©|cx)p<nw85nl)
o ([ 150:0186)

En revenant aux coordonnées cartisienns , on obtient

1
o

[ (H,.) ()

<nbof (5= a) ) [Tt [ ) podgany?

Lp(R™) P

(G- ([ arf<rf>r>pd£dr)’l’

= l_g -1 n—1 D )p
G- [ 1w b a
= (5 =) e " @) e
D’ou
2 1 (D)) lyens G~ 57 2] f@) |
n Lp(R™) = p/ n Lp(R™)

De maniére analogue on démontre 'ingalité (2.8).

Constante optimale : Soit A > 0 telle que

/ ( 1 f(y)dy> |z |*de < A fPl2) |z |* da
& \| Bl | /5, 5

p
montrons que forcément A > ( = 1 ) Sif#0ona

1 P o
f |B|||fBH y)ydy | | x|*de
A > -

- fRn fr(x) |z | de

Sl =

Sample output to test PDF Combine only



34 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,

> ¢ > 0 et considérons dans

Etant donné que o + n(p — 1) > 0 choisissons ——O‘+n7(lp —1)

I'inégalité précedente la fonction

1 siz € Bl
fo(z) = a

|z —yns siz e R"\ By

1+5 +n > 0 et que a+n > 0 puis passons aux coordonnée sphériques :

1 p
N = (—/ 1dy) | z | dx
B1 Un | x |n B‘I‘
1 _a_plie b a
+/ (—n/ |y |7 de>\93|d¢v
R\B, \Un | T | Bla|
/ / ( / / / P 1d£dp) =y dr
n 1 ,Unr n 1
LG L) e
n 1 Un n 1
p
/ / (nvn / n—ldp> pra_"_ldxdr
Sn 1 n
nup, " —a_plfein_g ?
X pr P dp | dxdr.
n 1 n 0

1 n\ P
n o _r _
N = (— X —) ro T tdydr
a_ o lte
e n r o Vo +n p nt
+ — X rT T dydr
v —2_plte g
LS ) )
1 n p o0
=nv rot =ty + no pononepetn=l gy
n n a 1+
0 —=—n—"+n 1

p p

1 LU n P
= nu, —
atn e \-2-ntE4n

Notons que —

D’autre part

D= |z |* dx—l—/ |z |7 2 |* da
By R™\ By

1
— / / rarn—l
0 Snfl
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1 00
:/ / r“r"ldxdr—i—/ / e e ddr
0 Sn71 1 Snfl
v

nvy, n

a—+n €

d’ot

p
n
1 4o
nvna+n + e (_Q_nl-‘ra +n>
p p

Nnun, Un
€ a+n _'_ 5

p
n
1 4 ovn
Envna+n+ e (_2_n1+6 +n)
p p

2 NUn
S -+ Uy

en faisant € — 0 on obtient

> () - (=)

p
ce qui implique que (n(pff)_a) est optimale , i.e la plus petite possible et

np
H, = —
|| HLp(R ) n(p _ 1) —

2.2.1 Opérateur du type Hardy p > 1

Définition 2.2.1. On appelle fonction de poids toute fonction mesurable positive.

Dans ce qui suit on cite un résultat concernant les inégalités avec poids que plusieurs

auteurs ont étudié.
HU»U : Lp((07 OO>7 U(l’)) — Lq«Oa OO): U(IE))

[ (Huf)
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36 Opérateur de Hardy sur Les espaces L,
Dans [1] on trouve la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 2.2.2. : (Inégalités avec poids)(1960-1990).Soient f une fonction mesu-

rable positive sur (0,00) , u , v deuz fonction poids 1 < p < 00,0 < g < 00, et C' >0

Alors 1 1
(/OOO (/Or f(t)dt) qu(m)dm)q < (J(/Ooo fp(x)v(x)dx)p (2.9)

st est seulement si

1

sup (/:o u(t)dt)q (/: vl—p’(t)dt> < (2.10)

En observent que si v(z) = u(z) = z® avec « < p — 1 on obtient (2.2) linégalité

3=

\ /_ p
ot p' = S5

clasique de Hardy .
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Chapitre 3

Relation entre les normes de H f ,f[ f

dansL,.

3.1 Introduction et résultats

Notion par MT(R,) la classe de toutes les fonctions mesurables non négatives sur
I'ensemble R, = (0,00) .
Soit f € MT(R,) on définit Popérateur H de Hardy et son dual H sur I’espace
L,(0,00)

H : Ly(0,00) — L,(0,00) f = Hf H: Ly(0,00) = Ly(0,00)
Cas:p>1

) = [ s
dine = [~ Ha

@) = [ s

= é/ox/otdu@dt
37
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—i/om/ot@dudt

Ces égalités définissent 1'opérateur classique de Hardy:.

Ces opérateurs sont bornés dans L,(Ry) pour tout 1 < p < oc.

On se propose dans ce qui suit de montrer que pour tout f € My (Ry) 1 <p < o0,
les normes L, des fonctions Hf et H f sont équivalentes.

le théoréeme de Fubini permet d’obtenir :
1 X X

= / du / Mdt
z Jo w U
1 X X

L

t
/ / .

dt

Hfu

1
x
1
x
Par conséquent :

(Hf) (z) < é /0 ’ (ﬁff) (w)du (3.1)
De méme le théoréme de Fubini nous permet d’obtenir
=[BT ([ ) sy
= /oo /OO — [(t)dudt
= /00 ! / f(t) dt du
/ ” / f(t) dt du

IN

I
\
QI'—‘
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Par conséquent :

<[§f> (x) < /:0 Hf(u)du (3.2)

u

Maintenant nous calculons la norme L, de H f .

5@, 0 = ( /0 BE /0 “poa] o)’
[ fanvaar
_ [/Ooo (/01 ﬁ[f)(ux)du)pdx}’l’
/01 </Ooo(flf)p(ux)dx>;du

_ /01 (/OOO (f]f)p(t)uldt> ;du

1
_1 ~ I7
= [ = 1

IN

IN

Par conséquent :

1 ~
Z?HH‘]CHLP(O,OO) = HHfHLp(o,oo)‘ (3.3)

Par la méme méthode , nous obtenons :
||HfHLp(O,oo) - (/0 (pr($)>dl'>
Fo [T HSf(w) P
g(/o </x udu))d:c).

HﬁfHLp(O,oo) = pHHfHLp(o,oo)' (3.4)

de (3.3 ) et (3.4),nous obtenons.

D

LS

Finalement

1 ~
EHHfHLp(O,oo) < HHfHLp(O,oo) S pHHfHLp(O,oo)' (3.5)

La norme de H f et H f sont équivalentes pour 1 < p < co. Cependant les constantes

dans ( 3.5 ) ne sont pas optimales .
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3.2 Constantes optimales

Théoréme 3.2.1. : Soit fe M{(Ry) et 1<p<oo. Alors

(p—1>||Hpr§ |||, < (p—1>‘1’}|Hf||p, (3.6)

st 1l<p<2et

<P—1>’1’||Hpr <||as], < (p=1)|H1]], - (3.7)
s12<p<o0.

Les constantes dans (3.6) et (3.7) sont les plus petites possibles .
Le théréme (3.2.1). a une formulation équivalente en termes de 'opérateur Hy — ¢.
Soit ¢ une fonction non croissante et non négative sur R, telle que p(oc) =0.

La fonction Hy — @ joue un role important en analyse . On sait que les normes

[Heo = ol|, et]le]l,, (1<p<oo)

sont équivalentes Cependant la constante optimale est connue dans I'négalité suivante.
Soit ¢ une fonction non croissante est non négative sur R, .

Alors pour tout p > 2 :

lHe—¢|, < e-17 o], ()

et la constante (p — 1)771 est optimale .

Ce résultat a eté obtenu dans (3.7) pourp = 2k (k € N) et dans (3.2) pour toutp > 2.
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Théoréme 3.2.2. : Soit ¢ une fonction non croissante et non négative sur R, telle

que  p(+00) =0 et soit 1<p<oo . Alors
(=)ol < llell, < (p = 1) [1He = ¢ll, -
sil<p<2 et
1
(p=1)" e = ¢ll, < lIll, < (p=1)[|1He = £l -

512 <p<oo.

Preuve : En tenant compte de (3.5) nous pouvons assumer que H f

ct Hf € L,(R.). Notons

I = [ H [,

_ (/OOO (i /jf(t)dt)pdm)

Nous avons

limg, yor 222 =0 et limg,, oo 2L
x P x P

Par conséquent :  (Hf)(z) = 0<x_71> r— 0t | 400

En intégrant par parties , nous obtenons
Ip_/o (;/0 f(t)dt> dx
oo x P
= x? / f(t)dt) dz
IR IRLD
_ / ( / f(t)dt)pafpd:c
0 0

_ [x—p</0xf(t)dt)p} 0+°° - % wa—pﬂf(t)(/oxf(t)dt)plda:.

Donc , nous avons

L,=0+p /Ooo xlpf(t)</0x f(t)dt)p_ldx.

Sample output to test PDF Combine only

(3.8)

(3.10)



42 Relation entre les normes de H f ,}~If dansL,,.

I, = /OOO (/too @dm)pdt. (3.11)

Maintenant démontrons que

Nous posons

(p—1)fpg'f; si 2<p<o0. (3.12)

et
L<(p-1)1, si 1<p<2, (3.13)

observons que Iy =1 (si p=2)

_ (i _ :
Posons pour 0 <t<z o¢(t,x —ft —du et G(t,z)=o(t,x) ,
Nous avons  G(t,t) =0 |,

Alors

Ona d’une part

I, = p/ooo /too @ ot )" dadt

— p/ooo @(/j gbp_l(t,x)dt)dx (3.14)
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de 'autre part |,

/ff

Il
Ir—‘&li—
\\\

SHEIS

donc

/Ow ft)dt = /Oxgb(t,x)dt

D’ou , de (3.10) il découle que

L=y /OOO ;cl—l’f(aj)(/ox f(t)dt)p_ldx

_ /OOO f—pﬂ@(/j (¢, x)dt)pldm . (3.15)

On supose 2 < p < o0.

Alors par 'inégalité de Jensen, nous avons

</0 (b(t,x)dt)p_l < (/0 cl7s)p_2(/0m ¢P—1(t,x)dt)

xp_z/ HP (L, z)dt
0

I, Sp'/ooo@</oz¢p_l(t,x)dt>dx
A
=p2
_
=27
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Donc , (3.12) découle i.e

(p— 1)Ip <.

Maintenant supposons 1 < p < 2 en appliquant l'inégalité de Jensen , nous obtenons

(/OI ¢(t,a:)dt)p_1 > (/Om dt)p_2(/0x (bp’l(t,x)dt)

— P2 /Ox Lt z)dt
(/Oz ¢p_1(ta$)dt>dx < xQ—p</oz Qb(t,a?)dt)p_l |

Il suit par ( 3.14) et( 3.15) que ,

I = p</000 @ /O qﬁp_l(t,x)dt> dr < p/ooo @:f—?(/j gb(t,x)dt)p_ldx

—p/ooo P f(@(/ox ¢(t,x)dt)p_1d$

I

_ p
_p?

Comme £, =p—1 , I'inégalité ( 3.13 )découle ie

[p < (p - 1)]17'
Il reste & montrer
L<(p-1PL, si 2<p<oo (3.16)
et
(p—1VPL,<I, si 1<p<2 (3.17)

nous avons  f >0 et Hfe L,(R,)
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0< [~ @dw < 0 pour tout t>0

rappelons que pour tout ¢ > 0, nous avons

([0 o [

/Oo %dz = K(t) (K’(t) = @>

En effet, ,soit

En appliquant (3.18) avec p=¢ dans (3.11) , nous obtenons
L
x
1
/ / (x / f u p dx dt |
x

par application du théoréme de Fubini , nous obtenons

o[22 o[ e
_ / f@) <“> >p1dm, (3.19)

de nouveau , par application de ( 3.18 ) pour ¢g=p—1,

I, :p/ooo f@)- (p—1) /:O fi“) (/:O fiv)dv>p_2du dx | (3.20)
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En utilisant & nouveau le théoréme de Fubini

L=sto=1) [ s [ T ([ & ) 0)"™ tu da
—pp-1) [ HI( [T )p-/of(x)drcdu

observons que

soient

alors , I, s’écrit

alors d’aprés ( 3.10 ) nous avons

/Ooogo(u)p_ldu:/ P f(u (/ )dz)" i

I
% Pldu—p—‘/’.

/Oooqﬂ(U)(i_é)du — /OOO f(u)(/uoo @dw)pldu _ %

pour tout p>1, p=#£2.

Il suit que

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Soit p > 2, en appliquant l'inégalité de Holder avec I'exposant (p — 1)a 'égalité (3.21)

nous obtenons
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/000 p(u) (u) du < </OOO go(u)p‘ldu>”11</ooo ¢(u)§_§du>ﬁ

en tenant compte des égalités (3.22) et (3.23) ,nous avons.

o oo

0

(/g&pldu /1/) p?dup1
0

p—

- () (B

p

Ce qui donne

Finalement , ona :

Ip§<p_1)p'fp )

a partir des inégalités (3.12) et (3.25) découle I'inégalité (3.7).
Soit 1<p<2.
En appliquant l'inégalité de Holder a I'enégalité (3.21) avec I'exposant (p—1)

)

les inégalités (3.27) et (3.10).

47

(3.24)

(3.25)

€ (0,1)

(3.26)

Maintenant , nous allons montrer que le théoréme (3.2.1) et le théoréme (3.2.2) sont

equivalent.
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Soit ¢ une fonction non croissante et non négative sur Ry . telle que ¢(00) =0

On pose
on(z) = 1 / T omdt (e (3.27)

Supposons que ¢ est absolumont continue. i.e (z) = [ ¢ (t)dt.
C [ +1}C[ +1} lors 0 < gpi1(2) < pul2)
omme |x,x + ——| C |z,z+ —| , alors ni1(r) < u(z)
n+1 n S Pt 7
cela traduit que les ¢, son non croissantes , non négatives et locallement absollument

continue sur R, pour tout = € R, . En effet

{en()h1z (p(z) 2 0)

n(x) converge vers p(z) en tout point de continuité de la fonction ¢.

(nle) =n J7F olt) dt < niple) - — = ()

Hone) = 5 [ ettt

_ g/o (/tH’IL pluw)du ) di

par le théoréme de convergence monotone

lim [ ¢, (t)dt :/ lim ¢, (t)dt

n—0o0 N0

~ [t

D’ou

1 X
limps oo Hon () = limy oo (E/ @n(t)dt)
0

1

:—/ LMy o0 Pn (t)dt
T Jo

_ i /0 "ot

= Hy(x),
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pour tout x € R, | et par conséquent

I eull, — [1Hel, ns o0

dans le théoréme (3.2) ;nous pouvons supposer que ¢ € L,(R,)

Nous avons pour tout z € R, , quand n — oo

Comme.
(Hew) () — pulz) — (He)(x) — ().
(Hen) @) = @] < |3 [ ontt) = plo
/ \n/ w)du — p(x)|dt
sn- —/ /t+ — o(x)|du dt
<e (e>0)
Alors

[Hen = @nll, — [[He = ¢]],

Sous I'hypothése faite sur la fonction ¢ ,nous avouns

p(x) —o(t) = [ ¢'(u)du

Ho(w) = ola) = 1 [ e(t) = pla

= l/zﬁ—x}w’(u)\dt
/|<,p |/ du dt

;/0 | (u)] du

i/oxf(u)du.
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en posant

f(u) = ul¢'(u)]
1 2
Hep(z) = p(x) = — 5 ul¢'(u)|du
D’aprés la définition de l'opérateur H et comme

2l = [ L%

Alors ona pour tout = > 0,

p(x) = (Hf)(z) (3.30)
Hep(z) — ¢ ——fo u)du = H f ().
Donc
Hp—p=H. (3.31)

Inversement si f € M (Ry) et 0< [ f(u)du < oo pour tout x>0

(@)= = T

nous définissons la fonction ¢ par p(x

car Lu) est localement intégrable
u
Nous avons : p(z) >0 , ¢(oc0) =0 , ¢ localement absolument continue sur R
f(z)
/
)| ="—=.
[¢(2)] = =
Nous avons

me—ﬂw—lfﬁ ) — ()t

// w) | du dt
—/zwa|m
/f
— Hf(z
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Hp—p=Hf;

Ces arguments montrent 1’équivalence des deux théorémes.
Ils reste a montrer que les constantes sont optimales.

Soit la fonction f. définie par

f-(x) = 1pa4g(x) (e >0). Alors
lE L, =

1

3.3 Optimalité des constantes

En premier lieu soit la fonction f. définie par :

fe(x) = 1) (e >0).

Donc
1+e x p o) 1+e p
|E £ _/ x(/ ) dx+/ x_(/ )’ dr
P 1 1 1+e 1
1+4¢ p 0o
:/ x_p<x—1> dx—l—/ ePrPdx
1 1+e
=5L+ 1
ou

+o0o A
I, = €+p/ 2 Pdx =1P lim x Pdx
14 Ao 1+e

—p+ 1}
ctp

= oC1 [(1 +e)' P - AH’}
B 5*”(1 +5)1_p

= o

=& lim [
Aro00
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et

Par conséquent ona :

5+p(1+5)1_p P

p
1E AL, < —>— — 1

Donc : =
lim H faHp> !

Az, P

Ceci entraine que la constante dans le membre gauche de (3.2) est optimale.

Considérons maintenant p > 2.

1 /
Soit  f.(x) = x%*%l[l’oo](m) (0 <e< —, p conjugude p)
p

~ oo odt oNe, P’
HHfEHp>/1 (/x tlJrT:) dr = ep(1 + ep)P

» ol [Todt e PP
(L8 </1 <5/o té+€> o= ep(p — 1 —ep)p

], |

im — >
+
ot [HL,

Alors

et

Par conséquent :

Ceci montre que la constante dans le membre droite de (3.3) est la plus petite possible.

Finalement ona :

eP(1+¢)'- P(1+¢e)t?

N LA AR i i (3.32)
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De méme , ona

sy, = [ ([ as [T w
_ [1n(1+e)r+/11+€(1 (1 ")) da

Par conséquent :
[1n(1+5)]p <L < [1n(1+6)]p(1—|—5) (3.33)

En utilisant les estimations (3.32) et (3.33) , nous obtenons

Hf. _
N L7
A7,

Il suit que les constantes dans le membre droit de (3.2) et le membre gauche de (3.3) ne

peu veut pas étre altérés.

Soit 1 <p<2.
el 1
fo(x) =a"rlpy(z) (0<e< ]—9) .
Alors d’une par ona :
1 1 T
[Reaa 2/ (—/ t‘f‘%dt)pdx
P o ‘T Jo

o
ep(p— 1 +ep)?

d’autre part

o
sty < (Loe) 7 [ ta e
P p 0

ep(1 —ep)?
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Chapitre 4

L’espace [0,00)

4.1 Définition et proprieté de L’espace L)

Définition 4.1.1. Soit I = (0,1),0 > 0,1 < p < 0o Le grand espace L™ note par
LUO>)(I) a été introduit dans [1] par
1 /1 z
LO®N(]) = {f(x) € ﬂ LP(I): sup — <|]—|/fpdm) < oo}
1<p<oo 1<p<oco P I

et on pose :

171 L ) (41
o= Ssup —| — x| . )
e AN

Proposition 4.1.1. L®>®)(I) est un espace vectoriel normé complet ie : est un espace

de Banach

Preuve : 1) Montrer que L(®>)(I) est espace vectoriel normé :
soient f,g € L) (I)et A € C
Alors ona V1 <p <oo; f+g€ L,(I) et \f € L,(I)
Il suffit de montrer que :
1+ gll o0y (1) < 0
et

[Af] 60001y < 00

95
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On peut écrire || f||fo.cc(r) comme suite :

oo () = SuUp — Pdx
Wi = s 5 (1 [ pas)’
= sup —(\I| 1/fpdx)p
1<p<oop I
sup —|I| P (/fpdx)p
1<p<oop

= sw p—lfl o 1l

<p<oo

Il s’ensuit de (4.1) que

If + 9gllLoso @y = sup —|I| o 11F + gllzym

1<p< oo P

< sup p—|I\ » (HfHLp(I) + HQHLP(I)) (Inegalite de Minkowski)

<p<oo

- 1 —1
< su _17 + sup —|I| 7P
< s U7 Il + s 1117 gl
= [lf o) + llgll ooy < o0

Ceci entraine que f + g € L(%)(I)
Et

1
[Afllz@corqy = sup ﬁll/\fllmoo(n

1<p<oo

= sw (11 [orrar)’
1<p<oop I
= sup ]?|)\|||f||Lp(I)

1<p<oo

= |>‘|“fHL9v°°(I) < 00

Donc Af € L#>)(1)

Par conséquent L(%>)(I) est un espace vectoriel sur C
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Montrons qu’il est normé par

1 v
| f oo y= sup %(m/(f(w))pdx) .

1<p<oco D

Considérons la fonctionelle définie par :

||'||L(9’°°)(I) 3L(9’OO)(]> — Ry

1/1
F Ufleonn = s (o0 [ raras)

1<p<oo P

La fonctionelle || . || .0y définie bien une norme sur espace L*)(I).En effet ;

1 =
1) 0< If o = sup (ﬁuw)nfuw@o

1<p<oo

)
2) 1 fllposorqy =0 <= [|fller) =0 <= f =0
3) H)‘fHL("vOOKI) = |>‘H|f”L<9v°°>(I)

)

4) |If +g”L(9»°°)(I) < ||f||L(9700)(I) + HQHL(Gm)([)anag S L(G’Oo)([)

Complétude :

On demontre que toute suite de Cauchy dans L®>)(I) est convergente dans L’es-

pace L@>=)(T)

Preuve : similaire & celle de la complétude des espaces L, (1)
Remarque 4.1.2. Pour 0 =0 ona :

L)1) = L (I)

En effet :

phi{loonHLp(I) = [ fllzoe(n)
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Ona les inclusion suivantes :

Loo(I) € LT C Ly(I)

4.2 Opérateur de Hardy dans L>)(])

Théoréme 4.2.1. Soit p > 1 et f une fonction mesurable et non negative dans

T = [0.1). Alors | |
(f (o)) < 2o f ) (42

En d’autres terme , (4.2) equivalente d

1 1
— dt
m/o f

Preuve : En utilisant le changement de variable ¢ = zz nous obtenons :

é/oxf(t)dt: i/olf(zx)xdz
:/Olf(zx)dz
= /01 f(tx)dt

i /0 " Fltydt = /0 )t

[ (o] = [ (f )]

D’aprés 'inégalité integrale de Minkowsky :

{/01 (é /Oxf(t)dt)pdx]; : /o1 (/01 fp(tx)dﬂﬁ) %dt

p
<2l (4.3)
)y P~ 1

alors

Donc nous avons
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Un nouveau changement de variable s = tx nous permet d’obtenir :

([ row)
([ e
([ 7o)

Finalement nous avons :

Théoréme 4.2.2. Soit 0 < 0 < 0. alors

1 €T
— dt
E / !

(1 +0)1+9
< oy

L(9:00)(I)
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Preuve : Pour tout py € (1,00) , on a

= [ fdt
|] LEs(1)
1 1 1 x p %
= sup —0</ (—/ f(t)dt> dx)
1<p<oco P o \TJo )
p P 1 1 oc
= LT fdt) dx ) —(/(— dt)d
mas{ s (0 (g1 sae) ) o ([ (i [ )
1 1 x Po pi 1
maac{ sup p_oe(/ (—/ fdt) da:) 0, sup —(/ (—/ fdt) dx }
1<p<po PPo 0 |x| 0 po<p<loop |$| 0
(7] 1 1 1 = 1 1 1 p
mam{ sup p_g sup —(/ ( / fdt) dx) ,  sup —0(/ (—{/ fdt) dx)
1<p<po P po<p<oop | i po<p<oco P 0 |z 0
1 1 1 x p P
= pg sup —9(/ ( /fdt) )
po<p<oco P || )
0 p / p v
Py sup ——— fdx)
0po<p<oo pe(p - 1) ( o
pito 1 1 P
< ([ o)

'E\»—‘
H/_/

IA

=

IN

|

IA

1+6
ot nous avons utilisé le Theorem (4.2.1) .Comme gg_ atteind sa valeur minimale
1+6 146
% on py = 1%}%alors nous posons py = 1;9 ainsi nous obtenons l'inégalité (3)

Théoréme 4.2.3. Soit 1 < py < oo . Alors

1 1

1 v 1 »

sup —9</fpd$> < HfHL<9°° (1) < po sup — (/fpdx> )
po<p<oco P I po<p<oco P I

preuve : l'inégalité

1
1 D
sup 7(/ﬂw) < oo
po<p<co P I

est triviale.

Nous prouvons

[ Flsosom <3 sup —(/ﬂw>
po<p<oo p

1
1 b
sup —</fpdx> < sup —9< fpodx)
1<p<po p 1<p<po P I
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pG

sup —2.

1<p<po P

puis

comme voulu.
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sup  —
po<p<oco P

0
< Py

(/prdx)’l’ —

1 v
7(/ﬁm),
1<p<po P I

nmmﬂnzmm{sw

sup

po<p<oco P

sup

1
o

1
o

po<p<oco P

1

sup %(/prdx)p,

po<p<oo P

(fre
I

(fre)
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