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Introduction

D’une facon générale, |'approximation polynomiale tente de
répondre au probleme suivant, a la base méme du calcul
scientifique : étant donné une fonction f calculable, mais
"compliquée”, comment la remplacer par une fonction f plus’
simple”, tout en restant proche de f?.
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Résultats Généraux de Projection dans un EVN

Pour se fixer un cadre de travail, on considérera que la fonction f
qu'on cherche a approcher appartient a un espace vectoriel normé
E, et on notera M la partie de E dans laquelle seront choisies les
approximations.
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Dans la suite, les situations dans lesquelles on se placera seront
celles ol E est soit |'espace des fonctions continues

E =C%[a, b]) (1)
muni de la norme

£l = Il oo fae)) := sup |F(X)]

x€|a,b]
soit 'espace des fonctions de carré (pondéré) intégrable
E = L2([a,b]) (2)

muni de la norme

1/2
Ve = 1Fll o) = (/ 1) Paof dx)
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Notion de meilleure approximation:

Dans un tel cadre, la norme de E est I'outil naturel pour mesurer
la qualité des approximations. En particulier, on dira que fy est
une meilleure approximation de f (dans M) si:

fu € Met||f — figle = d(F,M) := inf | —glle.  (3)
geM

(Existence d’une meilleure approximation) Si M est un
sous-espace de dimension fini de E, alors tout élément f de E
posséde (au moins) une meilleure approximation dans M.
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Preuve:

Tout d’abord, commencons par rappeler que dans un espace de
dimension finie, les boules sont compactes, ce qui signifie (entre
autres choses) qu'une suite bornée posséde toujours une sous-suite
convergente (ce qui n'est clairement pas vrai dans un espace de
dimension infinie). C'est cette propriété qu'on va utiliser ici.
D’apres la définition d'une borne inférieure, on sait en effet qu'il
existe une suite d'éléments g, € M, telle que

f—galle — inf |f —glle.
If —enlle = inf lIf —glle

En particulier, une telle suite est forcément bornée, on peut donc
utiliser I'argument ci-dessus pour en extraire une sous-suite gy,
qui converge dans M vers un élément qu’on notera g*. On aura
alors, en utilisant la continuité de la norme,
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If = &"lle = lim |~ gomylle
et
Jim I — gl = inf IF — glle

comme g, () sous suite de g, alors:
Nim [ — go(mlle = lim [[f — ganlle
donc on a:
IF =glle = Jim IIf —goimlle = Jim |If ~ gnlle = inf I — glle
D’aprés (3) on obtient :

If —g*lle = de(f,M) = inf ||f —glle
geM

Alors g* est une meilleure approximation de f dans M.
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Dans la suite, la partie M sera toujours un espace vectoriel de
dimension finie. Par exemple, on considérera le cas ou M est
I'espace

Po(x) = {p(x) =cox"+ -+ : Co,...,cn € R}

des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, clairement inclu dans
les espaces (1) et (2) .

Présenté par: Assam Abdelhak Aidouni Sarra Hadad Fatma Ma



Unicité de la meilleure approximation:

La question suivante que |'on peut se poser est alors de savoir si
I'on a unicité de la meilleure approximation. L'exemple suivant
(tres simple) montre que ce n'est a priori pas toujours le cas.

Example

Prenons ici E = R? muni de la norme ||x|[¢= := max {|x1|, |x2|}, et
pour M, la droite {x I Xp = 0}. Dans la mesure ou les "boules” de
E sont des carrés de cOtés paralléeles aux axes, il est facile de voir
que le point y := (0,1), qui est a distance 1 de la droite M,
possede une infinité de meilleures approximations dans M : tout le
segment [—1,1] x {0} C M, en fait, puisque

|x — ylle = max {|x1|,1} lorsque x € M.

On a toutefois le résultat suivant.
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Definition

(Convexité) Une partie M d'un espace vectoriel E est convexe si
fetge M= X+ (1-X)ge M,V ec|[0,1] (combinaison
convexe de f et g). Toute boule Bf = {g € E : ||g — f|| < r} d’un
espace métrique E est convexe.

Theorem

(Unicité-cas strictement convexe ) Dans les hypothéses du
théoreme 1(M est un espace de dimension finie), supposons la
boule unité de E soit strictement convexe i.e. que

Iflle =ltlle =1eth #f =i+ hle <lflle+%le

f+ 1
2

E

(on dit alors que E est un espace strictement convexe). Alors la
meilleure approximation est unique.
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Preuve: Supposons que f possede (au moins) deux meilleures
approximations distinctes f; et f» dans M. On a

||f — leE = dE(f, M) et Hf — f2||E = dE(f, M) donc:

”f — leE = Hf - f2HE = dE(f, M) on divise par dE(f, M), on
f—f f—b

btient:
OPHEME e (F, M) de(F, M)

=1 et, M étant convexe,
E

E ’

f3 = ! > 2 ¢ M. La strict convexité de E nous permet alors
d'écrire:
IF = Bl = de(t. M)

f—f f—f
de(f. M
2de(F, M) | 2dgro || < GEC M) ce

qui est en contradiction avec la définition de dg(f, M).
En ce qui concerne nos applications, on a le corollaire suivant.
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Corollaire

Pour toute fonction f de L2([a, b]), il existe une et une seule
meilleure approximation polynomiale.

Preuve:

Commencons par observer que L2 ([a, b]) est un espace de Hilbert,
et a ce titre, strictement convexe. En effet, il est facile de voir que
si fi et f> sont deux fonctions de norme [/fi|[;2 = ||faf[;2 =1,
I'inégalité (théoreme) de Cauchy-Schwarz nous apprend que

a

h#h= (k)= / A(x)fa(x)w(x)dx < (|l [[fllz =1,
b

avec égalité lorsque fi et f sont colinéaires. Supposons d'abord

que ce n'est pas le cas (on pourrait aussi utiliser |'égalité du

parallélogramme) : on aurait

i+ h
2

21
%_4

(1 + <f1 + f2>w) <L

N

(At+h b+ h)e=
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Considérons maintenant le cas ou f; et f» sont colinéaires : étant

de méme norme, mais différentes, f; et £, seraient alors opposées,
2

et ||+ 5hH =0 < 2. On en déduit la stricte convexité, et le
Lz

théoreme (1) s'applique.

Remarque

Pour I'approximation en distance uniforme, le théoréme (1) ne
s'applique pas, en effet il est assez facile de voir que C°([a, b])
n'est pas strictement convexe. La meilleure approximation
polynomiale y est néanmoins unique, comme on le montrera dans
la suite. Enfin, on attirera |'attention sur le fait que cette unicité
n'a plus lieu lorsque f appartient seulement 3 L*°([a, b]) : penser a
I'approximation affine de f(x) = sgn(x) sur[—1,1].

Présenté par: Assam Abdelhak Aidouni Sarra Hadad Fatma Ma



Projections orthogonales dans un Hilbert:

Lorsque E est un espace de Hilbert, les résultats précédents nous
garantissent donc I'existence et I'unicité d'une meilleure
approximation polynomiale. On a en fait un résultat plus précis,
énoncé par le théoreme ci-dessous (a toutes fins utiles, on attirera
I'attention sur le fait que le titre de ce paragraphe est superflu : la
notion d'orthogonalité, de méme que celle d'angle en général, n'a
en effet de sens que dans un espace de Hilbert).
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Theorem

(Projection orthogonale sur une partie convexe) Si E est un
espace de Hilbert (de produit scalaire (.,.)g), et M un convexe
fermé non vide (inclus dans un sous-espace de dimension finie),
alors tout f € E posséde une unique meilleure approximation

fm € M, caractérisée par la relation

(f —fu,g —fu)e <O  VgeM. (4)

<

Avant de montré le théoreme ci-dessus, nous avons la remarque
suivante:
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Remarque

Le théoréme ci-dessus s'explique par les observations suivantes :
d’une part, il est clair que I'application Py, : f — fpy vérifie

(Pm)? = Py, c'est donc bien une projection. D'autre part, on peut
dire qu'elle est orthogonale dans la mesure ou, si I'on désigne par

EX(f,f)={ge€E:(f—f,g—f)e =0}

I'hyperplan orthogonal a f — f, passant par un f, € E arbitraire, et
par

E~(f,f)={g€E:(f—fi,g—fi)e <0}

le demi-espace délimité parE-(f, f.) qui ne contient pas f, f; se
caractérise par le fait qu'il est le seul élément de M pour lequel M
est entiérement inclus dans E~(f, fi).
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Preuve du théoréme :

D’aprés les théoremes (1) et (4) ci-dessus, I'existence et |'unicité
sont acquises. Notons qu'il est nécessaire de supposer M inclus
dans un sous-espace de dimension finie, ou plus généralement, de
supposer M localement compact. Il ne nous reste donc plus qu'a
montrer que la meilleure approximation est effectivement
caractérisée par la relation 3 : considérons donc pour commencer
que g € E vérifie:

(f-g,8—8)e<0 VgeM.
On a alors
I1F—2lle+If —glls +2(f — 2.6 —&)e — lle — 2|z < If — &z

pour tout g € M, preuve que g est dans ce cas la meilleure
approximation. Réciproquement, supposons par contraposée qu'il
existe un g € M pour lequel

(f-88—8Ee>0.

Présenté par: Assam Abdelhak Aidouni Sarra Hadad Fatma Ma



On en déduit que la fonction
_ 2
D(A) == ||f — (1 = A& + Ag) ||

est strictement décroissante sur un voisinage de 0, et donc qu'il
existe un A\, €]0.1[ pour lequel g := (1 — \,)g + \g Vérifie

If - &2 = DO) < D) = |7 g2

Comme M est convexe, un tel g, est dans M, et il en découle que
Z n'est pas la meilleure approximation de f dans M. Par
contraposée, on conclut la preuve du théoreme.
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Corollaire

(Projection orthogonale sur un espace vectoriel) Lorsque M
est un sous-espace vectoriel (de dimension finie) de E, la
caractérisation (3) de la meilleure approximation devient:

(fm,8)e=(f,g8)e VgeEM, (5)

ou, de fagon équivalente, f — fy; € M-~+. En particulier, la
projection Py : f — fy est alors linéaire, et si I'on note

G ={g1,...,8m} une base de M, la meilleure approximation
fm =Y., cigi est donnée par:

c=A'f, (6)

ot c, f et A désignent respectivement les vecteurs (colonnes)

(ci)i<i<m, ({f, &) E)1<i<m et la matrice ({gi, &) E)1<ij<m
(diagonale lorsque G est une base orthogonale).
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Techniques d'Approximation Polynomiale

Développements de Taylor:

Un exemple tres classique d'approximation polynomiale est donné
par les polynémes de Taylor qui apparaissent dans le
développement limité d'une fonction. Rappelons-les brievement :
en supposant - pour l'instant - f infiniment réguliere, on a en
intégrant par parties, pour x € [0, 1],
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F) = F(0)+ [ ")
(

= £(0) - [(x— V)F W /f"()

= £(0) + xf'(0) +/X —y)f"(y)dy

0
— £(0) + xF(0) - {(X I ey ] [ Y (6)(y)dy
= £(0) + xf'(0) + %f (0) + /O (2y)f<3)(y)

:f(0)+x'f'(0)+(...)+X"f(")(0)+/ G i) ) gy
0

n! n!
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On en déduit donc que le polyndme

n

Taf(x) := Z ):;f(k)(O)

k=0

qu'on pourrait appeler " polynéme de Taylor de f a l'ordre n",
approche f avec une précision ponctuelle

|f — Taf(x)| =

/ (x 9" enia, )dy‘7 xe01.  (7)
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Estimations d’erreur pour des développements de Taylor:
Ainsi, on obtient facilement I'estimation suivante en distance
uniforme, pour une fonction £ € C("t1)([0,1]) :

X ()N
If = TafllLoo (o) < sup </0 (y)dY) D oo po.17)

x€[0,1] n!
< C(MIF" ™ oo o,1))
(8)

1

avec C(n) = CES
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Remarque:

On sera attentif au fait que I'erreur est bien plus faible pres du
point x = 0 (et, plus généralement, de I'origine du
développement), dans la mesure ou I'on a

1 )
[ = Tafll oo (j0,r)) < m”ﬂ’“r )HLoo([o,r]) pour tout r > 0.

A partir de (7), il est également possible d'estimer I'erreur en
moyenne quadratique pondérée. On peut en effet écrire, lorsque la
dérivée (n+ 1) -éme f est de carré intégrable,

1 X o n
\\f—ﬂf|\fg[o,1]:/0 /0 uf("H)()’)C/y

2
o w(x)dx

n

(x—y)

. f<"+1>(y)'dy)2w(x)dx

2
Hf““)up([o,m) ()

L2([o,1])
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ou I'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniére
inégalité. Pour x € [0, 1], un petit calcul nous donne

1 X 1
AIX—yV®~=A(X—yV®F+/(y—XVW

Lo k1 k+1 1
= — — < -
LG Gl VS |

(9)

on en déduit

‘U—YV

n!
puis finalement

2 1
< : / ‘X — y‘zndy < ;
2(jo1) (n)? Jo = (2n+1)(n!)?’

If = Taflliz oy < Colm[FF]| o (10)

(0.1])

1

1
S ST
avec Cu(n) = SNGTE 1Hw||L1([0,1])'
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Interpolation de Lagrange:
Les méthodes d'interpolation sont fondées sur le principe suivant,
bien connu
Lemme:
Par (n+ 1) points fixés {(x0, Y0); - - - (Xn, ¥n)} dans R?, tels que
a<xp<...<x,<b,il passe un et un seul polynéme p € P,,
vérifiant

p(X,') =Y i = 0,...[1. (11)

Theorem

le polynéme interpolant f aux points x;, est donné par:
Laf(x) =31 o F(xi)Ln,i(x) avec

E,,,,-(x):HX_Xj i=0,...,n

)
i T
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Estimations d’erreur pour I'interpolation de Lagrange:

Theorem

Supposons a < xp < ... < x, < b. Si f € C("t1)({a, b]), alors pour
tout x € [a, b,il existe un & €]a, b[ pour lequel

f(x) — Laf(x) = CEnT +1 | H( Flnt1) (¢

ot [ 141 (x) := [Tizo(x — xi)-
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Polynémes et noeuds de Chebyshev :

Pour un entier n et un intervalle [a, b] fixés, le polynéme
[1,:1(x) = TI7_o(x — x;) sur [a, b] peut &tre écrit comme un
cosinus. Plus précisément,il possede la propriété de passer n + 2
fois par sa valeur (absolue) maximale : une fois dans chaque
intervalle |xi—1,x[, 7=1,...,n. et une fois par extrémité de
I'intervalle. Pour établir cette propriété, on va se placer par
commodité sur |'intervalle [-1,1]. Les polyndmes de Chebyshev y
sont définis par la relation

Ck(x) := cos(k arccos(x)),

Présenté par: Assam Abdelhak Aidouni Sarra Hadad Fatma Ma



et vérifient (en appliquant quelques formules de trigonométrie)

arccos(x) = 6 <= x = cos(#) = Cp(x) = cos(0arccos(x)) = cos(0) = 1

C1(x) = cos(arccos(x)) = cos(f) = x,

et
Cik+1(x) = cos((k + 1) arccos(x)) = cos(k + 1)),

D'autre par on a
cos(k + 1)0 = cos(k®) cos(6) + cos(k6) cos(d) — cos(k — 1)6

donc
Ci+1(x) = 2xCx(x) — Ck—1(x) pour k>1 (12)
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ce qui prouve que ce sont bien des polynémes. Clairement, on a
ICk(x)| = |cos O] <1 = [|Ck(X)I| Lo ((-1,17) = llcos O] oo ([~ 1,1)
Donc

ICkllLoo(-1,1]) <1

pour tout k , et cette valeur est au moins atteinte aux extrémités
de l'intervalle, puisque

Ci(—1) = cos(km) = (—1)* et Cx(1) = cos(k arccos(1)) = cos(0) = 1.
(13)
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La fonction x — k arccos(x) étant d'autre part une bijection
continue de [—1,1] sur [0, k7], il apparait que Cy possede k zéros
distincts xg, .. ,x,f_l dans l'intervalle [—1, 1], et passe une fois (et
une seule) par +1 entre chaque couple de zéros successifs. On
désignera les k + 1 extrema de Cy par

vo=-1, yielxC . x[ pour i=1,....k—1, et y,=1.

Le point essentiel consiste alors a montrer que grace a ses
oscillations d"amplitude maximale (on parle alors d'équi-oscillation,
et pour étre bien clair, au risque d'étre redondant,nous parlerons
d'équi-oscillations d"amplitude maximale), Cx minimise son
amplitude sur l'intervalle [—1, 1] a un facteur multiplicatif pres.
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Pour le voir, commengons par observer d'aprés (12) que le
coefficient dominant de Cj est 2¥~1. Considérons ensuite un
polyndme arbitraire de degré k et de coefficient dominant 271 |
i.e.

pk(X) = 2k_1Xk 4+ ...+ Co,

et supposons que py soit de norme strictement inférieure a 1, i.e.

IPkllos (-1, <1 = lICkllLoo(—1,17)-

Les (k + 1) extrema de Ci étant alors de valeur absolue
strictement supérieure a py , on en déduirait que

signe(Ci(yi) — pi(yi)) = signe(Ci(yi)) = (-1, i=0,...,k

et il existerait k points en lesquels la différence C, — py devrait

s'annuler. Cette différence étant un polynéme de degré (k — 1),
ceci ne serait possible qu'a condition qu'il soit nul, et I'on aurait
alors [|pkl| oo ((—1,1)) = lICkllLoo(j=1,1) = 1, d’ol la contradiction.
On a donc montré le théoréeme suivant.
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Theorem

Sur l'intervalle [-1,1], un polynéme ppi+1 unitaire (i.e. de
coefficient dominant égal a 1 ) de degré (exactement) égal a
(n+ 1) vérifie

||pn+1||L°° ([-1,1]) - HHHL"O ([-1,1])°
n+1

ot Hg+1(X) = [To(x = x541,) = 27"Cpia(x) n'est rien
d’autre que le polynéme de Chebyshev de degré n+ 1, ramené a
un coefficient dominant égal a 1.
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Preuve :

Pour que ce résultat soit applicable en pratique, il ne nous reste
plus qu'a calculer les zéros x,-C de Cpt1, ce qui ne pose aucune
difficulté particuliere. On a en effet (en faisant attention a ce les
équivalences soient bien des équivalences ...) On a

Cn+1(x) = 0 <= cos((n + 1) arccos(x)) =0
<= cos(n+1)§ =0

e (n+1)0="+jr, jeZ

2
@:szin<g+ﬁ>,jez
@cos@zcos(%), JEZ
<:>x:cos<(22(j,i:i;r>, JEZ
<:>x€{x,§+1J::cos(m> : j:O,...,n}.
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(2j+1)
2(n+1)
Pour appliquer ces résultats a n'importe quel segment [a, b], on
peut finalement désigner par >A<,(f+17, les noeuds de Chebyshev sur
I'intervalle [—1,1], ﬂnH()?) =TI ok — ’?SHJ) le polynéme
correspondant, et utiliser le changement de variable

tel que € [0, 7.

fe[—1,1]—>x:a+?(2+1)e[a,b].

En définissant par

b—a (2j +1)m .

c

= 1 =0,... 14
Xpy1 = a+ > <COS<2(n+l)>+>’ j=0,....n (14)

les noeuds de Chebyshev sur l'intervalle [a, b], on aura ainsi

C n n+l . ¢

100 =T](x—x50) = <b2 a) HHH()?) (15)

n+1 i=0

c b — 23 n+1
d'ot |[[T,r1lleoe(fae)) = < 5 > 27", et le théoreme (8)

prend la forme suivante.
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Corollaire

Si pnt1 est un polynéme unitaire de degré (n+ 1), alors il vérifie

b—a\"t ¢
lonsallieosn 22 (25) " =ITT o
n+1

ou Hi+1' donné par (14) — (15), est le polynéme de Chebyshev
associé a l'intervalle [a, b], ramené a un coefficient dominant égale
al.

Plus tard, on verra réapparaitre la proprieté d'équi-oscillation
d’amplitude maximale lorsqu’on cherchera a caractériser (et a
calculer) le polyndme de meilleure approximation en distance
uniforme. En termes d'approximation polynomiale, il est déja
intéressant de remarquer que le théoréme précédent (dans sa
version " segment [a, b] ", donnée par le corollaire ) peut se
formuler de la fagon (équivalente) suivante.

Présenté par: Assam Abdelhak Aidouni Sarra Hadad Fatma Ma



Theorem

(formulation équivalente du corollaire) Si la fonction f = qp1
est un polynéme unitaire de degré (exactement) égal a (n+ 1),
alors toute approximation polynomiale p,, de degré n vérifie

b— a n+1
gn+1 — PnllLoo(fa,b)) = 2 ( 7 > :

et la meilleure approximation (sur l'intervalle [a, b]) est donnée par

C
pn:qn—l—l_HGPn

n+1
ou Hiﬂ, donné par (14) — (15), est le polynéme de Chebyshev
associé a l'intervalle [a, b], ramené a un coefficient dominant égale
al
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Interpolation d’Hermite :

L'interpolation d'Hermite suit une approche qui généralise a la fois
les approximations de Taylor et de Lagrange. En d'autres termes,
on cherche ici a faire coincider f et p, ainsi que quelques dérivées,
en différents points x; de [a, b]. Sans surprise, on commencera
donc par établir le théoreme suivant.
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Theorem

Etant donnés (k 4+ 1) points xg, ..., xx de [a, b], et (k + 1) entiers
naturels «y, . . ., ay, on pose

n=3"Kolai+1)—1=k+ 37", a;. Alors pour toute fonction f
définie sur [a, b] et admettant des dérivées jusqu’a I'ordre o en
chaque point x;, il existe un unique polynéme p, € P, interpolant
f et ses a; dérivées aux points x;, i.e. tel que

Vie{0,....k}, Vjie{0,...,a;}, pP(x)=rfD(x) (16)

v
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interpolation de f et ' :

On prend ici a; = 1 pour tout i =0, ..., k. Alors il existe un
unique polynéme p, de degré inférieur ou égal a n = 2k + 1 qui
interpole f et f’ aux points x;, au sens ol

Vx; € {0, RN k}, p,,(X,') = f(X,') et p/(X;) = f,(X,').

De plus, il n'est pas tres difficile de vérifier que p, s'écrit
k
pa(x) = D F(xi)ai(x) + Y F'(xi)ri(x) (17)

avec (en désignant classiquement par L;(x) = HJI-(ZO ::2 les
i=Xj

polynémes de Lagrange associés aux points xo, . . . , Xk)

qi(x) = [1 + 2L54(x:)(x; — X)]ﬁ,?(x) et ri(x)=(x— X,')E,?(X).
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On remarquera en effet que les polynémes q; et r; sont les
polynémes de P, qui vérifient

qi(x)) =di; et qi(x)=0, Vije{0,....k}  (18)

et
r,-(xj) =0 et r,’(xj) = 5,'7J', Vi,j € {0, cee, k} (19)

(dont I'existence et I'unicité est donnée par le théoreme 10). Enfin,
on pourra remarquer qu'il est équivalent de vérifier (16) — (17)
pour toute fonction f (dérivable),ou de vérifier (18) — (19).
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Approximation par des polynémes de Bernstein :

Les estimations d'erreur qu'on a établies ne permettent de garantir
une précision donnée pour une méthode d'ordre élevé, que si la
fonction cible f posséde elle-mé&me un nombre élevé de dérivées
continues. Concretement,cette restriction risque de poser
probléme, car les fonctions qu'on rencontre en pratique ne sont en
général pas tres régulieres, et I'amplitude des dérivées d'ordre
élevées - lorsqu'elles sont bornées - augmente souvent tres vite
avec |'ordre (penser par exemple a un signal trés régulier qui serait
perturbé par un "bruit” de trés faible amplitude mais de trés haute
fréquence).
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Dans la suite, on verra comment contourner cet obstacle par
I'emploi de splines,ou plus généralement de méthodes polynomiales
par morceaux. Mais il est également possible de construire des
polyndmes d'ordres élevés qui convergent en distance uniforme vers
une fonction f pour peu qu'elle soit continue, ce que dit le
théoreme 11 (de Weierstrass), tres célebre. Une fagon de réaliser
cette construction est d'utiliser les polynémes de Bernstein associés
3 f €CP qu'on définit (ici sur le segment [0, 1]) comme

Baf(x) = kz_%cﬁf (ﬁ) xK(1 = x)"k,

On pourra observer que B,f interpole f aux extrémités du
segment, i.e. B,f(0) = f(0) et B,f(1) = f(1)
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En d'autres termes, on voit que B, n'est pas une projection sur les
polynémes P,,,du moins pas lorsque n > 2. Une autre fagon de le
voir est de poser p(x,y) = (x +y)" =Y §_o Chxkyn=k et
d’'observer que

f(x)=1 = Buf(x)=p(x,1-x)=1 (20)

d'apres la formule du binéme de Newton, ce qui signifie que B,
(application linéaire) préserve les constantes. En dérivant p, on a

également
ch( ) by = 2Py = X (a4 )Y
n 0x n
d'ou X Op
flx)=x = B,,f(x):;a(x,l—x):x, (21)
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ce qui signifie que B, préserve également les fonctions affines. En
revanche B, ne préserve plus les polyndmes quadratiques : on a en
effet, par un calcul semblable

o k(k—1 ne x2 32p x2 ne
ZCE ((nz)> Xky kzﬁﬁ(xa}’):?(”(”—l)@*‘}’) 2),
k=0
d'ou

2
k k, n—k _ X (n_]') n—2 , X n—1
ZC (45) 2 =D ()2 gy

et finalement

f(x) = x> = Bof(x) = M + % # X2 (22)

n

Venons-en maintenant au théoréme de Weierstrass.
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(Weierstrass) Toute fonction continue sur un segment [a, b] peut
étre approchée uniformément par des polynémes.
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Calcul des meilleures approximations

Caractérisation de la meilleure approximation en distance

uniforme:
nous avons prouvé que lorsque f était un polyndme de degré
(n+1),ie f(x)=cp1x" ... coavec cpy1 # 0,

I'approximation par un polynéme de degré n vérifiait
nécessairement

b_a I‘H‘l
1 = poll i (o > 2601 ( ; )

et que la meilleure approximation - au sens de la distance
L>°([a, b]) était donnée par le polyndme

C
pn:f_cn+1H € Py,
n+1

Hgﬂ étant le polyndme de Chebyshev associé a l'intervalle [a, b]
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on a vu que la différence entre f et sa meilleure approximation
equi-oscillait autour de 0 avec une amplitude maximale, au sens ou
il existait (n+ 2) points yo, ..., Ynt1 € [a, b], tels que

(f*pn)(y,') = (*1)i(f*pn)()/0)v i=1...,n+1,
et |(f = pn) (o)l = If — PallLoo((a,b))s (23)

Si f est continue sur [a, b] , p, € P, est meilleure approximation
polynomiale si et seulement si la propriété (23) est vérifiée pour un
ensemble de points yg, . .., ynt+1 donnés.
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I existe un et un seul polynéme p, € P, de meilleure
approximation de f en distance uniforme, caractérisé par la
propriété d'équi-oscillation d'amplitude maximale (23).
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Calcul de la meilleure approximation en distance uniforme :
Commengons par un résultat pratique.

proposition Pour (n+ 2) points donnés xo, ..., X,+1, il existe un
unique polynéme p, € P, qui vérifie

(f = po)(xi) = (=1)'(f = pp)(x0), i=1,...,n+1. (24)

De plus, ce polynéme minimise (strictement) les erreurs
d'approximations aux points xp, ..., X,+1, au sens ol l'on a

an € Pp\{pn} = OS’}?}_H ‘(f - Pn)(Xi)l < Ogrpgﬁ_l ‘(f - qn)(xi)"
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Calcul de la meilleure approximation en moyenne
quadratique:

Dans la section 15, on a vu que le polynéme p, € P,, de meilleure
approximation au sens de la norme L2 était donnée par la
projection orthogonale (5). En pratique, cela signifiait que dans

une base G, = {go, ..., gn} de P, (on adapte ici les notations au
contexte), p, = > i, cigi pouvait se calculer en inversant la
matrice

Ap = ((giagjﬁi)ogi,jgn’

les relations (p, — f, q,,>La =0, Vg, € P, étant en effet
équivalentes a

c=A1f avec f= (<f’gi>L5)0SiJSn’
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On avait enfin remarqué que la matrice A, était diagonale lorsque
la base G, était orthogonale, i.e. lorsque

<gi7g:j>L2w = 5||gl||igu7 0 S I?J S n.

Dans ce cas, les calculs sont immédiats : on a
Al = diag (||g,-||[22 0<i< n), d’ou finalement

n

f.gi
pn = 27< gm“g;-

2 a2,

Il ne nous reste donc plus qu'a étudier (et construire) de telles
bases de polynémes orthogonaux.
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Suites de polynémes orthogonaux:
Pour construire des suites de polynémes orthogonaux, on utilisera
la proposition suivante (simple application du procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt)
proposition:(Polynémes orthogonaux)
Pour tout poids w intégrable,il existe une suite (g,), de polyndémes
vérifiant

o deg(gn) = n.

@ pour tout couple d'entiers distincts (i, /), on a (g, gj)12, = 0.

On dit alors que les (gn)nen forment une suite de polyndmes
orthogonaux sur [a, b] pour le produit scalaire de L2 (ou pour un
poids w).
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Remarquons qu’a proprement parler, la premiére condition
(deg(gn) = n) n’a pas grand chose a voir avec |'orthogonalité des
polyndmes. Simplement, elle permet de construire des bases
orthogonales de facon récursive, la base de P, étant alors formée
par les (n+ 1) premiers polyndémes de la suite.

En particulier, on notera que si (gn)n est une suite de polynémes
orthogonaux pour w, alors
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® 20,41, --,8n forment une base de P,
2
° (8i,8)z = dijllgilliz
@ g, est orthogonal & P,_1, pour le produit scalaire de L2:

Vq € ]P)n—lu <gn7 q>L2w =0;

@ la suite (A\ngn)n, pour tous réels A, non nuls, est aussi
orthogonale, et une fois ces coefficients fixés, la suite est
unique. Dans la suite, on conviendra donc d'une normalisation
pour fixer les réels \,. Par exemple, on pourra choisir

gnllez =1 (25)

ou

le coefficient de plus haut degré de g, est égal 3 1. (26)
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Toute famille de polynémes orthogonaux vérifie une relation de
récurrence a trois termes.

proposition:

Les polyndmes orthogonaux g,, normalisés par la condition (26),
vérifient go(x) = 1, g1(x) = x — (x,1);2 /(1,1),2, et pour n > 1,
la relation de récurrence

gn+1(X) = (X - an)gn(x) - Bgnfl(x)v

o o = {xgm &)1 /llgnllZs et Bo= gl /llgn1ll
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Corollaire

Si l'intervalle [a, b] est symétrique et le poids w pair, alors les
polynémes orthogonaux p,, ont la parité de leur degré : i.e. si n est
pair (resp. impair) pp est pair (resp. impair).

Donnons quelques suites de polyndmes orthogonaux (pour
différents w).
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@ Polyndmes de Chebyshev (dits de premiere espeéce).Pour le
poids w(x) = 1/v/1 — x2, on va montrer que les polyndmes de
Chebyshev Cp(x) = cos(narccos(x)) introduits plus haut
forment une suite orthogonale sur le segment [—1,1]. Pour n
et m deux entiers distincts, on a en effet

(CnyCm) /C —/cos 0) cos(mf)do
) = [ cos(n)cos(md)

= 2/0 cos [(n+ m)f)] + cos [(n — m)d] do

_ ;[sin [(n+ m)b] N sin [(n — m)e}r

n—+m n—m

=0

0
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Comme Cyg =1 et Cy =2N"1x"+ ... pour n > 1, la relation de
récurrence (déja établie dans la section 29) est

Cnt1(x) = 2xCp(x) — Cp—1(x) (n>1) (27)

avec Co(x) =1 et Ci(x) = x. Noter que Cp(£1) = (£1)" et que
la norme de C,, est donnée par HCOH%Z([_l g =7 et

IICn HL2 (-1.1]) =m/2 pour n> 1.
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@ Polyndmes de Chebyshev de deuxieme espéce. Pour
w(x) = V1 —x2 , montrer que les polynémes définis sur
[—1,1] par

Cn(x) = sin [(n+ 1) arccos(x)] / sin(arccos(x))
vérifient Co(x) = 1,C1(x) = 2x et la relation de récurrence
Cht1(x) = 2xCp(x) — Cp_1(x) (n>1)

Montrer qu'ils sont orthogonaux (sur[—1,1]), que
Cn(£1) = 2(£1)" et enfin que ||[Cp|7, (—11)) = /2
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@ Polyndmes de Legendre. On note ici (g,)n les polyndmes
orthogonaux sur [—1, 1] pour le poids w(x) = 1. Nous allons
montrer que les polyndmes de Legendre définis par

L(x) = ¢ [(1 _ Xz)n] DR G

sont aussi orthogonaux sur [—1, 1] pour le méme poids, et
donc qu'il sont proportionnels aux g,. Pour n et m deux
entiers distincts (n > m), on a, en intégrant par parties et

(n—k)
notant que le "terme de bord” [(1 — x2)”} Lk (x) est nul

en £1 pour tout k tel que 1 < k < n,
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1

(Lny L2 = c,,/_l [(1 = X)) L (x)dx

:(—1)mc,,/ (1 =)™ 1) (x) dx.

-1

|
Soit, puisque Lﬁn"’)(x) = (—1)"'(2mm|)'cm est constant,
2m)! 1 (n—m—1 1
<Ln, Lm>L§, = Cncm(rn!) |:|:(1 _ X2) :|(I7 m—1) | —0

On en déduit I'orthogonalité des polyndmes de Legendre. En
comparant les coefficients de plus haut degré de g, et L,, on
(2n)!

obtient Lo = gop et L, = Cn=——
n!

gn pour n > 1.
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La relation de récurrence vérifiée par les polynémes L, est donc
(n+1)Lpt1(x) = (2n 4+ 1)xLn(x) — nLp—1(x) (n>1)
avec Lo(x) =1 et Lj(x) = x. Noter que L,(+1) = (£1)" et que

la norme de L, est égale a
2 ' 2
Lol ay = [ L0 = (- / (1)L (1)

_ (2[7)' 2\n
~ (ni2ny? /_1(1 —x)dx = (2n—|—1)
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@ Polyndmes de Laguerre. Avec l'intervalle [0, +o0] et le poids
w(x) = e™*, on trouve les polyndmes de Laguerre L,,.
Normalisés par la condition n!(—1)"L, = x" + ..., ces
polyndmes vérifient la relation de récurrence

(n+ Dlns1(x) = (20 +1 — x)Lp(x) — nLp_1(x) (0 >1)

avec Lo(x) =1 et Li(x) =1—x.

@ Polyndmes d'Hermite.Sur Il-intervalle R et le poids

— 2 N . .,
w(x) = e, on trouve les polynémes d'Hermite. Normalisés

par la condition H, = 2"x" + ... ,ces polyndmes vérifient la
relation de récurrence

Hpi1(x) = 2xHp(x) — 2nHp—1(x) (n>1)
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Les polynémes orthogonaux ont la propriété remarquable suivante.
proposition:(Zéros de polyndmes orthogonaux)

Soit (gn)n>0 une suite de polyndmes orthogonaux sur un intervalle
[a, b]. Pour tout n > 1, le polynéme g, a n racines réelles,
distinctes (donc simples) et incluses dans ]a, b].

Remarque

Comme tous les zéros de g, sont inclus dans I'intervalle ouvert

la, b[, gn(a) et gn(b) ne sont pas nuls et on peut donc définir un
troisieme type de normalisation en imposant la valeur de g, en a
ou en b, par exemple en posant

gn(a) =1 (28)

Par exemple, les polynémes de Legendre sont normalisés par la
condition Lp(1) = 1.
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conclusion

Plusieurs techniques importantes d'approximation polynomiale, a
savoir les développements de Taylor, I'interpolation de Lagrange
(i.e. simple), 'interpolation de Hermite (i.e. d’ordre élevé), les
polynémes de Berstein. Le probléme de la conception (ou du
choix) d'une méthode d'approximation numérique consiste
essentiellement, avant de chercher a obtenir une approximation
trés précise, a faire en sorte que le compromis réalisé entre la
complexité du calcul d’une part, et sa précision d’'autre part, (en
quelque sorte, donc le rapport qualité/prix) soit le meilleur possible.
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