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RESUME

Dans cet travail, nous avons donné des définitions a la fois des solutions fortes et douces
aux problemes de valeurs limites hybrides fractionnaires dans deux types en utilisant la dérivée
fractionnaire d’ordre de Caputo et Riemann-Liouville d'ordre 0 < a < 1. puis nous avons discuté
de I'existence d’au moins une solution douce pour chaque type. Nous avons donné des exemples
prouvant 'importance de prendre en compte les conditions initiales.

Phrases et mots clés équations différentielles fractionnaires, existence de solutions, point
fixe, algebre de Banach .

ABSTRACT

In this work, we have given definitions of both strong and soft solutions to fractional hybrid
limit value problems in two types using the fractional derivative of order of Caputo and Riemann-
Liouville of order 0 < a < 1. . We have given examples proving the importance of taking into
account the initial conditions.

Keywords and phrases: fractional differential equations, existence of solutions, fixed point,Banach
algebra.
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Introduction

Lobijectif de ce travail est double : D'une part, une découverte puis une familia-
risation avec la méthode de I'argument du point fixe dans I'’étude de l'existence de
solutions et de solutions extrémales de certaines équation hybrides fractionnaires.

D’autre part, une acquisition de connaissance autour des problemes considérés
concernant le type d’équations, les espaces sur les quels elles sont définies, la trans-
formation du probléeme en un probleme de point fixe, et enfin le type d’hypotheses
imposées.

Ce travail est subdivisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons
quelques définitions et résulats d’analyse fonctionnelles que nous utilisons tout au
long de ce mémoire. Nous rappelons aussi les théoremes fondamentaux de point fixe
intervenant dans les preuves des résultats d’existence de solutions.

Nous consacrons le deuxiéme et le troisieme chapitres a la présentation de résultat
d’existence de solutions pour les équations différentielle hybride fractionnaire du
premier type et de deuxiéme type :

cNHa & = g(t,X(t)) p-p l'E]:[O,T]
f(t,x(1) (1)
x0) = xpeR
ol fe C(JxR,R*), ge C(J xR,R) et T sont des constantes réelles.
D (ﬂ) =g(t,x(t)) p.p.-teJ=10,T]
f(t,x(1) (2)

4 x(0) N x(T)y c
f0,x(0)  f(T,x(T))
ol fe C(JxR,R*), ge C(JxR,R) et a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b # 0.

Ripa | XD g(t,x(t) p.pte]J=10,T]
[, x(0) (3)
x(0) = 0€eR
ou feCJxRR)etge?(JxR,R),
RLp % +gt,x() = 0 ppte=1[01] "
x0)=x(1) = 0

7



oll fe CUxR,R*), g€ €(JxR,R), 1 <a<2estunnombre réel et *2D? est la dérivée
fractionnaire standard de Riemann-Liouville.
{ RLD* [x(0) - f(r,x(1)] = gt,x(@®) p.p te]=In, Hh+al
x(th) = x€eR

sous certaines conditions (Lipscitz, Carathéodory;...) sur les fonctions f, g. Nous
étudions aussi l'existence de solutions extrémales pour ces équations.



CHAPITRE
Préliminaires

On introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs
d’ordre fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

n Sur les espaces

Définition 1.1 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet sur le corps C
ouR.

Exemple 1.1.1

Soient ] = [a, b] un intervalle fini et E un espace de Banach menu de la norme | - ||.
— C(J, E) l'espace de Banach des fonctions continues définies de |a, b] dans E,
muni de la norme
lylle =supilly(®l/t € [a, b]}.

— I'J,E) 1 ‘espace de Banach des fonctions y : ] — E qui sont Bochner inté-
grables, muni de la norme

b
lyllzr =f ly(®llde.
a

— L*°(J, E) est lI'espace de Banach des fonctions mésurables y : ] — E qui sont
bornées, muni de la norme :

[¥lle =inf{c >0, [l y() <cp.pte ]}

— AC(J,E) Lespace des fonctions absolument continues

Définition 1.2 (Algebre)

Une algébre A surR est un espace vectoriel sur R muni d’'une multiplication

U:AxA— A

quiest:
1. associative.
2. distributive par rapport a I'addition.

3. R-bilinéaire.

Définition 1.3 (Algebre de Banach)

' On dit que A est une algébre de Banach si A est a la fois un espace de Banach et

9




10 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

une algebre dont les lois sont compatibles avec la norme, et si en plus,

labl < llalllbll Va,be A

Définition 1.4

Soit S un sous-ensemble d’un espace vectoriel X. On dit que S est convexe si :

xt+(1-1yeS Vx,yeS§, Vrel0,1].

Exemple 1.1.2

1. Tout sous espace vectoriel d’'un espace vectoriel est convexe.

2. Toute boule (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé est une partie
convexe.

Théoreme 1.1 (l'inégalité de Young pour la convolution)

Soient f dans I'espace L” de Lebesgue et g dans L9 et

Lol 1< <
—+—=1+—- avec 1<p,q,r<oo.
P 4q r

Alors le produit de convolution f g appartienta L” et

If*gller < fllerliglia.

m Sur les opérateurs

Définition 1.5

Soit A un opérateur linéaire défini d’'un espace de Banach X dans Iui méme. A est
dit borné s’il existe une constante c > 0 telle que

lAx| <cllx]l VxeX.

Définition 1.6 (Opérateur continu)

Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui méme est dit continu si
pour toute suite (x,) nen dans X qui converge vers x € X, la suite (Ax,) nen cOnverge
vers Ax.

Maintenant, soit C(J, X) I'espace des fonctions continues d’un intervalle compact
J de R dans I'espace de Banach X.

Définition 1.7 (Ensemble équicontinu)

Soit M un sous ensemble de C(J, X). M est dit équicontinu si :
Ve>0, 36>0, Vo, nel:ln-nl<sé=|f(n)-f(r)|<e VfeM.
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Définition 1.8 (Ensemble uniformément borné)

Soit M un sous ensemble de C(J, X). M est dit uniformément borné si :

Ac¢>0:||f(0)]|=c Vte] etVfeM.

Définition 1.9 (Ensemble relativement compact)

Soit M un sous ensemble de C(J, X). M est dit relativement compact si M (adhé-
rence de M) est compact.

Nous citons ci-apres le théoréme d’Ascoli -Arzela et le théoreme de la convergence
dominé de Lebesgue que nous utiliserons par la suite pour montrer qu'un opérateur
est completement continu.

Théoréme 1.2 (Ascoli Arzela)

Soit M un sous ensemble de C(], X). M est relativement compact si et seulement
Si:

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Théoreme 1.3 (Convergence dominé de Lebesgue)

Soit X un espace de Banach. Soit (f) ., une suite de fonctions de X dans X dont
l'intégrale de la norme est fini (i.e. f,, € L'(X, X)) et soit f : X — X. On suppose
que:

1. La suite (f,(x)), converge vers f(x) pour presque tout x € X.

2. 1l existe une fonction g € L'(X,R) tel que Vn € N,
presque tout x € X.

)| = gx) pour

Alors
fel'X,X), et lim |fu-f]p=0.

Maintenant, soit A un opérateur défini d’'un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.10 (Opérateur compact)

Lopérateur A est dit compact si 'ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.11 (Opérateur totalement borné)

Lopérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de l'espace
X, I'ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.12 (Opérateur complétement continu)

Lopérateur A est dit completement continu s’il est continu et totalement borné.

Définition 1.13 (Opérateur convexe)

Lopérateur A est dit convexe si :

— Vie[0,1] etVx,ye A: Altx+(1-1y) = tAXx)+(1-DA().
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Définition 1.14 (Contraction non linéaire)

Lopérateur A est dity-lipschitzien s'il existe une fonctiony :R* — R™ continue
et croissante vérifiant

Vx,ye X:|Ax-Ay|| =y (|x-y|).

avecy(0) =0.
— Siy(r)=a.r, (oua>0), A estditlipschitzien avec constante de Lipschitz
a.

— En particulier, sia < 1, A est dit contraction et siy(r) <r (pourr >0). A est
dit contraction non linéaire.
Siy(r) =r, A est dit opérateur non expansif.

m Sur les fonctions

Lune des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma, qui
permet de prolonger la factorielle aux valeurs non entiéres et la fonction Béta d’Euler.

Définition 1.15 (Fonction Gamma)

Pour tout nombre réel a > 0, on définit la fonction Gamma d’Euler T par I'intégrale
suivante :

+00
F(a):f e “u*du, a>0.
0

Proposition 1.1

Pour tout a > 0, la fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1. T(a+1) =al(a).
2. T(a+n)=a(a+1)(a+2)...(a+n-1I'(a).
3 Tn=mn-1)!, n=1.

Définition 1.16 (Fonction Béta)

La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous «, p € R} par:

1
B(a,p) = f 1-w* 'ufldu.
0

Remarque 1.1

La relation entre les fonctions Gamma et Béta est donnée par l'expression :

I'(a)I'(B)

B(a,p) = T+ p)

=B(B,a); pourtout a,feR}.
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Définition 1.17 (Fonction de Carathéodory)
Une fonction f : ] x R — R est dite Carathéodory si :

1. la fonction t — f(t,x) est mesurable sur J, Vx € R.

2. la fonction x — f(t, x) est continue pour presque tout t € J.

3. Side plus la fonction f vérifie la condition suivante :
Vr>03he L (J,R) tel que || f(t,x)| <= h(t) YteJetVx:lxl<r,
f est dite L' -Carathéodory.

Définition 1.18 (Fonction absolument continue)

Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue sur [a, b], si pour tout
€ > 0 il existe § > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints,
lak, bil, k=1,2,...,n, dans la somme des longueurs est inférieure a 6 i.e.

n
Y Ibe—akl <6
k=1

on a l'inégalité

Y 1fbp) - flap)l<e
k=1

(.3 Sur l'intégrale, Dérivée fractionnaire

Dans cette Section, nous donnons quelques définitions et résultats concernant le
calcul Intégrale et Dérivées fractionnaire des types Caputo et Riemann-Liouville.

Définition 1.19 (L'intégrale de Riemann-Liouville )

L'intégrale d’ordre fractionnaire a droite ( de Riemann-Liouville ) de la fonction
f € L'(la, b)) d'ordre a > 0, est Défini par

1 t
1% f() = mf (t—9)*"" f(s)ds.

ouT estla fonction Gamma.

Remarque 1.2

Lorsque a = 0 nous écrivons I* f (t) = f(t) * @4 (1), ol1

a-1

Pa(t) =1 T'(a) sit>0 et 9o—6 quand a—0.

0 Sit<0

Définition 1.20 (La dérivée de Riemann-Liouville )

Soit une fonction f € LY([a, b)), la dérivée fractionnaire d’'ordre a > 0 au sens de
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Riemann-Liouville de f est

RLDaJrf(t)

o , 19 s

= DL IO (1)

Pr

ouneN* tellequen—-1<a<netD=dldt,

oposition 1.2

Soita > >0, si f € C(la, b]), alors
Rph (12 1) (=15 (o)
En particulier, si a = B, alors

REpe (1f) 1) = f (o).

Pr

oposition 1.3

SoientneN* etn—1<a<n, f € C(la,b]). Alors
1. BED® est un opérateur linéaire.

n—-1 )
2. SiRLDY, f(1) =0, alors f(t)= Y cj(t—a)** /7"
j=0

Soit0<a<1etueL(0,T).
(Hy) Légalité *lD*I%u(x) = u(x) est vérifiée.

(Hy) L'égalité
I'~%u(0)

I'la)

I(IRLDau(x) — u(x)_ a—1

est vérifiée presque partout sur J = [0, T].

Définition 1.21 (La dérivée de Caputo )

Soit f € AC"([a, b)). La dérivée fractionnaire d’ordre a = 0 au sens de Caputo de la
fonction f est définie comme suit :

Cna 1 ft _ ah—a-1 ¢(n)
D . f(1) = T a(t s) frs)ds

= 779D, f (D).

ouneN* tellequen—-1<a<netD=dlds

Par exemple, pour 0 < a <1 et h:[a, b] — R une fonction absolument continue,

alors la dérivée d’ordre fractionnaire a de la fonction h existe.
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Proposition 1.4
Soita > >0. Si f € C(la, b)), alors

pPrepn=1"Pf).
En particulier, si « = B, alors

CDEICF(0) = f(1).

m Sur l'argument du point fixe

Les théoréemes de point fixe permettent d’assurer l'existence de solutions d'un
probleme donné en le transformant en un probleme du point fixe, et en fournissant
des conditions suffisantes pour lesquelles, une application donnée admet des points
fixes.

Théoréme 1.4 (Dhage/[3])

Soit X un espace de Banach et soit T : X — X un opérateur complétement continu.
Alors :

— (i) Soit I'equation T x = x admet une solution.

— (ii) Soit I'ensemble ¢ = {u € X/3A €]0,1[: ATu = u} est non borné.

Théoréme 1.5 (Dhage[4])

Soit X un espace de Banach et soit T : X — X une contraction non linéaire. Alors
T admet un point fixe unique.

Théoreme 1.6 (Dhage[5])

Soit B(0, r) la boule fermée centrée en 0 et de rayon r, dans I'algébre de Banach X.
Soit A, B : B(0,r) — X deux opérateurs tels que :

— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz .

— B est complétement continu .

— aM <1 avec M = |B(B(0,r))| = sup{l|Bx| : x € B(0, r)}.
Alors :

1. Soit I'équation AxBx = x admet une solution dans B(O, ).
2. Soitdxe X etdN€]0,1[ telsque: | x| =r et AAxBx=x

Théoréeme 1.7 ([16])

Soit S un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné de l'algebre de Banach
X, etsoit A: X — X et B: X — X deux opérateurs tels que

1. A est D-lipschitzien avec comme D-fonction la fonction y.

2. B est complétement continu.
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3. x=AxBy = xeS pourtoutyeS$

4. dr >0 telque: My (r) <r ou M = || B(X)| = sup{llBx|,x € S}.
Alors : I'équation AxBx = x admet une solution dans S.

Théoréme 1.8 ([16])

Soit S un sous-ensemble fermé convexe et borné de I'espace de Banach X et soit
A: X — X et B: S — X deux opérateurs tels que

1. A est une contraction non linéaire,
2. B est (complétement continu),

3. Pourtout Ax+ By € S pour toute x€ S .

Alors I'équation d'opérateur Ax + Bx = x admet une solution dans S.




CHAPITRE
Sur des équations diffé-

rentielles hybride impli-
quant la dérivée de Ca-
puto

Dans ce chapitre nous présentons I'étude de l'existence de solutions pour un
certain type d’équations différentielles fonctionnelles.

m Un premier type de probléme

Soit J = [0, T]. Lespace X = C(J,R) est une algébre de Banach des fonctions conti-
nues a valeurs définies sur I'intervalle / muni de la supremum, || x|l = sup;|x(s)|, et
de multiplication définie par (xy)(s) = x(s) y(s), pour s€ J.

Considérons maintenant I’équation différentielle hybride fractionnaire du premier
type sous la forme

cNHa

x(1) ]
f(t,x(1)

X(O) = XQER

gt,x(t)) p.pte]=I[0,T]
(2.1)

ol feCUxR,R*) et g€ €(J xR,R),

Nous avons le lemme suivant.
Lemme 2.1

Toute fonction satisfait 'équation différentielle hybride sous la forme

x(t)
f(t,x()

x(0) = xeR

cNHa

h(t) p.p te]=[0,T]

(2.2)

avec he L' (J,R"), satisfera également a I'équation intégrale

_ xO t(t_s)a—l
x(1) = f(t,x(t))( ot fo W), ey, (2.3)

De plus si la fonction x — x/ f(0, x) est injective, et I*h(t) est une fonction
absolument continue, alors la réciproque est vraie.

17



18 CHAPITRE 2. SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES HYBRIDE IMPLIQUANT LA DERIVEE DE C.

Démonstration: Supposons que x(¢) satisfasse 2.2. Alors, x(t)/ f(t, x(t)) est absolument
continu, que nous obtenons que D% (x(#)/ f(t, x(¢))) existe et est Lebesgue intégrable
sur J.
En appliquant I'intégration fractionnaire I* aux deux c6tés de 2.2, nous obtenons 2.3.

xo N t (t_s)a—l
fO,x) Jo T(a)

x(t):f(t,x(t))( h(s)ds), te].
Inversement, supposons que x(¢) satisfait (2.3) avec I h(r) est absolument continu
nous obtenons que

t
(x(0)/ f(t,x(8)) = (x0/ f (0, x0)) +f0 ((t= 9% 1T (@) h(s)ds

est absolument continu.
Puis en différenciant les deux cotés et en opérant ensuite par l'intégration fractionnaire

I'~% on obtient
x(t)

[t x(0)

et pour la condition initiale substituer par ¢ = 0 dans (2.3) on obtient

a

= h(1),

x(0) X
£(0,x(0)  f(0,x0)

et puisque x — (x/ f(0, x)) est injective alors x(0) = xp . |

Définition 2.1
La fonction x € AC(J,R), est appelée solution forte de (2.1) si

(a) lafonction t— (x/ f(t,x)) est absolument continue pour chaque x € R

(b) x satistait I'équation (2.1).

m Existence de solutions

Lobjectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur 'existence d'une solution de
(2.1) dans l'algebre de Banach X = C(J,R).

Théoreme 2.1

Supposons que :
(H,) Il existe une constantey > 0 telle que

| f(t,x)—f(t,y)I<sylx—y| pourtoutte jetx,ycR.
(H,) Il existe une fonction h € L'(J,R) telle que |g(t,x)| < h(t) p.p. t € ] pour
tout x € R.
(H) ( |, _T°
A f0,x)] T@+1)
(Hy) Ilexister >0 tel que
Fo (|xo/ f (0, x0)| + (T%/T (@ + 1) |1l 11)
1—y(|xo/ f (0, x0)| + (T*/T(a+ 1)) | hll ;1)

Ikl |y <1.
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ou Fy=sup|f(z,0)].
te]

Alors (2.1) admet au moins une solution sur J.

Démonstration: :
Soit Z,(0) une boule ouverte centrée a 'origine et de rayon r > 0 dans l'algebre de
Banach X = C(J,R).

D’apres le lemme (2.1), on a I’équation (2.1) est équivalente a I’équation fonction-
nelle intégrale suivante,

_ xO t (t_s)a—l
x(1) _f(t’x(t))(f(o,xo) +f0 T g(s,x(s)ds|, te]. o

x(0) = xg

Nous prouvons I'existence d’'une solution du probléme (2.1) en discutant la solution
de I'’équation intégrale (2.4) qui est équivalente a I’équation de 'opérateur

Ax()Bx(t) =x(t), te],
oll A, B: %,(0) — X = C(J,R) sont définis par

Ax(t) = f(t,x(1)),

B xO t (t_ s)a—l
Bx(t) = 70, x0) +/0 r@ g(s,x(s))ds.

On doit montrer que les opérateurs A et B vérifient les hypotheses du théoréme
1.6. Nous divisons notre preuve en plusieurs étapes.

Etape 1 : Montrons que A est lipschitzien :

On a d’apres 'hypothese (Hp), pour tous f €

IA

|Ax() - Ay (1) | f (5, x(2) = f(£, (D)
y|x(®) - y(0)]

vlx=yl vies

IA

IA

En passant au "sup " on obtient, pour tout x,y€ X =C(J,R) :
|Ax—Ay| < y[x-y].

Ainsi, A est lipschitzien sur X = C(J,R) avec comme constante de Lipschitz y.

Etape 2 : Montrons que l'opérateur B est continu sur @r (0).

Soit {x,} une suite convergente dans %, (0) vers x € @r (0).

Nous allons vérifier que la suite (Bx,), converge vers Bx
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Soit ¢ € J. Nous avons :

|Bx, (£) — Bx(1)]

I\

t(p—g)o! tr—92!
UO Wg(s,xn(s))ds—f0 Wg(&x(s))ds

t (l-_ s)a—l
I'a)

a

Ma+1)

1g(s,x,(8) —g(s,x(s)lds

g(, xn()) — gL, x(Np

D'oui:
a

I'la+1)

d’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, nous avons :

|Bx, —Bx| < lg(,xn())— g, x(NIl

Ig(, xn()) — 8, XNt —n—-0o 0.

Ce qui prouve que 'opérateur B est continu.

Ou t 1
. o Xo (t-9%"
fim 80,00 = i (52 [ g oo as
xO l’(t_s)a—l

NACED) ") TTw Jim g (s, xn(s)) ds

t(t— a-1
o f (gox0)+ fo ( r(s;) g(s, x(s)ds

= Bx(1),

pour tout ¢ € J avec prouver la continuité de I'opérateur B.

I:Itape 3 : Montrons que l'opérateur B est un opérateur compact sur %, (0).

Soit x arbitraire dans %, (0). Par hypothese ( H,) et en utilisant I'inégalité de Young
pour les convolutions, nous obtenons

xo t (t_ S)C!—l
|[Bx(t)| = 70, %) +f0 r@ lg(s,x(s))lds

Xo N t (t_s)a—l
£ (0, x0) o TI'(w
X0 @

= 70, %) + @+ IRl

IA

h(s)ds

ce qui en prenant le supremum sur ¢ donne

a

I Bx] IRlg, VYxe % (0)

< ' *0 +
1 fO,x)| T(a+1)

ce qui prouve que B (%’r (0)) est un ensemble uniformément borné dans X.
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Maintenant, montrons que B (%’r (O)) est un ensemble équicontinu dans X. Pour
0<f<p<Tona

|Bx(f1)—Bx(t2) |
5] 1)
U (h—9)* ' g(s,x(s)ds— (tz—S)“_lg(s,x(S))dS‘
F( ) 0
5] 5]
U (-9 g(s,x(s))ds - (tz—S)“‘lg(s,x(S))dS|
*T(a ) 0
51 [2)
+T U (tr—95)" " g(s,x(s)ds - (tz—S)“_lg(s,x(s))ds’
(a) 0
151
=ﬁf0 [(t1 =) = (82— 9] IR(s)lds

1)
_ga-1
@ . (—9)"""|h(s)lds

h
_ Ikl

_F(a+1)Htg_tix_(tz_tl)a|+(t2—l‘1)“]

Donc, pour € > 0, il existe un 6 > 0 tel que

|fh -l <6 = |Bx (1) -Bx()|l<e, Vi,ne], xe€X:(0)

Ce qui prouve que B (%r (0)) est un ensemble équicontinu dans X.

Par le théoréme d’Arzela Ascoli nous obtenons que 'opérateur B est un opérateur
compact.

Etape 4 : Montrons que yM < 1.

En utilisant les résultats de I'étape 3, nous obtenons

a

— D — . D xo
M=B(Z,©) 1 =sup{IBI : xe Z,0)} < oo | s
ce qui donne a partir de I'hypothese (H3) que
X0 @
M= h 1.
[ Y(‘f(O,xo) “Tarn! "“) )

Il reste a prouver que la conclusion (ii) du théoréeme (1.6) n'est pas réalisable.

Soit xe X et A€ (0,1) tels que || x|l = r et x = AAxBx. Il s’ensuit que



22 CHAPITRE 2. SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES HYBRIDE IMPLIQUANT LA DERIVEE DEC.

3 Xo t (t_s)ﬂf—].
Ix(t)l—A‘f(t,x(t))(f(o,xo) +f0 (@) g(s,x(S))dS)

X0
£ (0, x0)

< AMf(t,x(0) - f(£,0)+ f(¢,0)]

+

t t— a—1
<Al f(t,x(t))l( fo %g(s,x(s))ds

|

t (t_s)w—l
+/(; ng(s,x(S))ldS)

I
X
f (0) xO)

a

sA(ny(t)HFo)(

IIhIILl)

ol
fO,x0)| Tla+1)

__Fo([xo/f O, x0)|[ + (T*/T(a+ 1) I hll )
T 1-Ay(|xo/ f 0, x0)| + (T*/T(@+ D) Al )
En prenant supremum sur ¢ et en utilisant (Hy) et A € (0, 1) nous obtenons
Fy (|x0/ f (0, x0)| + (T*/T(a+ 1) | Al 1)
1= Ay (|xo/ f (0, x0)| + (T*/T(a + 1)) [ All 1)

Il <

Fo([xo/ f (0, x0)| + (T*/T(a+ 1)) |l )
1=y (|x0/ f (0, x0)| + (T*/T(a+ 1) Ikl 1)

ce qui contredit || x|| = r; ainsi la conclusion (ii) du théoréme (1.6) n'est pas possible;
c’est la conclusion 1 quil'est, i.e I'équation opérationelle AxBx = x admet au moins
une solution dans %, (0).

En conséquence, le probléme (2.1) admet au moins une solution sur J, qui compléte
la preuve de notre théoreme. |

Nous terminons cette section par I'exemple suivant.

Eﬂ Exemple

Considérons I'équation différentielle hybride fractionnaire

0,5( x(1t) 3 tx(1)
1+ (sin(0)/16)|x()|) 1+ |x(2)]

(2.5)
x(0)=1, te]J=][0,m].

Il est facile de voir que toutes les hypothéses du théoréeme (2.1) sont satisfaites avec
1
=—, T:Tl,', ht:t, F:].
=7 5 (1) 0
Nous concluons que
Fo(|xo/ f (0, x0)| + (T*/T(a+ 1) ki) 1+ 72

1—y(|x0/ f (0, %0)| + (T*/T(a+ 1) Ikl ) 1-(1/16) (1 +72)

<34

donc (2.5) admet au moins une solution dans %z4(0).
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m Un deuxieme type de probléeme

Dans ce paragraphe, nous prouvons les résultats d’existence pour les problemes
de valeurs aux limites pour les équations différentielles hybrides d’ordre fractionnaire
(EDHF en abrégé) impliquant des opérateurs différentiels de Caputo d'ordre 0 < a < 1.

x(t)

DY ———
(f(t,x(t))

4 x(0) N x(T) —c
£(0,x(0)  f(T,x(T))

ou fe C(JxR,R*), ge C(JxR,R) et a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b # 0.

) =g(t,x(t)) pp.teJ=10,T]
(2.6)

Définition 2.2

La fonction x € X = C(J,R), est une solution de (2.6) si

(a) lafonctiont— est continue pour chaque x € R, et

X
f(t,x)
(b) x satistait les équations de (2.6).

m Existence de solutions

Lemme 2.2

Supposons que la fonction x — est croissante en R presque partout pour

f(t,x)

t € J et que a, b, c soient des constantes réelles avec a+ b # 0. Alors, pour tout
he L'(J;R), Ia fonction x € C(J;R) est une solution du

D“(&) —h() aetej=10T],

L, x(t
[, x(0) 2.7)
4 x(0) x(T) —c
fO,x0)  f(T,x(T)
si et seulement si x satisfait I'équation intégrale hybride

(1) =f (£, x(1)) Lft(t— ) h(s)d

X _f y X T@ Jo N s)as
(2.8)

1 (LfT(T—s)“_lh(s)ds—c)
a+b\I'(a) Jo

Démonstration: .
Supposons que x soit une solution du probleme (2.8).

Par définition, est continu. En appliquant 'opérateur fractionnaire de Caputo

x(1)
f&,x(0)
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d’ordre a, on obtient la premiére équation de (2.7). Encore une fois, en substituant
t=0ett=T dans (2.8) nous avons

x00 -1 (b (T .
f(O»X(O))_a+b(F(a)fo (T=9" " hs)ds c)
uiC) a-1 B 1 ( f et ) ))
ensuite

x(0) x(T) ~ -
“Foxon f(T,x(T))_(a+b)r(a)fo (T=9*"h(s)ds+——

+ b fT(T - )% n(s)ds
I'(a)

f (T— 9% h(s)ds+ 25
a+b

(a+ b)F(a)

Cela implique que

4 x(0) N x(T)
£(0,x(0)  f(T,x(T))
Inversement,
af O ) _ . xt x(0) .
D (f(t,x(t))) = h(t), donc on obtient ) = 70200 +I9h(1).
Puis
x(T) x(0) f et
) FOx0) T T@ o Y s
Donc
x(0) x(T) x(0) f -
af(O,x(O)) f(T,x(T)) (a )f(O,x(O)) T'(a) (T'-s) (s)ds

implique que
x0 1
f0,x(0) a+b

a—1
F(a)[ (T-25) h(s)ds)

Par conséquent,

— a-1 _ 1 ( f a-1 _ ))
x(t)—f(t,x(t))(r( )f (t—9)"""h(s)ds o \T@ (T-95)%"h(s)ds -

Théoreme 2.2

Supposons que :

(Hp) La fonction x — est croissante en R presque partout pour t € J.

X
f(t,x)

(Hy) Il existe une constante L > 0 telle que

lf(t,x)=f(t, ] <Llx-yl

pourtoutte Jetx,yeR.
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(H,) Il existe une fonction h € L'(J,R) telle que
lg(t,x)|<h(t) ppte]

pour tout x € R.

(T“—lnhuLl( |b| ) Ic| )
L 1+ + <1
I'a) |a+ b| |a+ b|

Alors I'équation différentielle hybride d'ordre fractionnaire (2.6) admet au moins
une solution sur J.

De plus, si

Démonstration: . On définit un sous-ensemble S de X = C(J,R) par
S={xeX|lxl =N}

T A1 |b| lcl
FO( T (LT Tarh)  Tarh

ouN = et Fo=sup,;|f(z,0)].

Te 1A bl Icl
1- L( T(a) (1 + |a+b|) + |a+b|)

Il est clair que S satisfait 'hypothese du théoreme (1.7).

Par une application du lemme (2.2), I'équation (2.6) est équivalente a I’équation
intégrale hybride non linéaire

t
x(1) =f(t,x(t))(%f (t—95)*"1g(s,x(s))ds
@ Jo (2.9)

1 b T a-1
a+b(mfo (T—s) g(s,x(s))ds—c)), teJ.

Définissez deux opérateurs A: X — X et B: S — X par
Ax(t) = f(t,x(1), te€]

et

Bx(t)—ift(t—s)"“1 (s x(s))ds—L(ifT(Ts)“‘1 (s, x(s))dsc
T & a+b\T(a) Jo &L

Ensuite, I'équation intégrale hybride (2.9) est transformée en 1'équation de 'opéra-
teur comme
x(t) = Ax(t)Bx(y), ¢te].

Nous montrerons que les opérateurs A et B satisfont a toutes les conditions du
théoréme (1.7).

Etape 1 : Montrons que A est lipschitzien :

Soit x, y € X, puis par hypothese (H;),

|Ax(1) = Ay = 1f (£, x(0) = f(&, y()] = LIx() = y(D] < [l x =yl
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pour tout ¢ € J. En prenant supremum sur ¢, on obtient
[Ax— Ayl = Lilx =yl
pour tout x, y € X.
Etape 2 : Montrons que B est continu dans S.

Soit (x,) une suite dans S convergeant vers un point x € S.
Nous allons vérifier que la suite (Bx,), converge vers Bx.

Soit £ € J. Nous avons, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

,}ggoﬁfot(r—s)“‘lg(s,xn(s))ds= %a)fot(t—S)“_l’;Eglog(s,xn(S))ds
et
lim LfT(T—s)“‘lgu,xn(s))ds: LfT(T—s)“‘l lim g (s, x,(s))ds
n—co (@) Jo (@) Jo n—co
Puis

. T 1 ! a-1
’}EEOan(t)—nh_m mfo(t—s) g(s,xp(s8))ds

1 b T -
_a+b(mf0 (T~3) g(s,xn(s))ds_c)

1 ¢ _
:,}Eléomf() (1= )" g(s,xn(s) ds

T
! (Lf (T—S)a_lg(s,x(s))ds—c)
0

— lim
n—oo g+ b \I'(a)

t
=ﬁf0 (t—9)%g(s,x(s))ds

! b ’ a-1
_a+b(mfo (T'=s) g(s,x(s))ds—c)

=Bx(t)
pour tout ¢ € J. Cela montre que B est un opérateur continu sur S.
Etape 3 : Montrons que B est un opérateur compact sur S.

Premierement, nous montrons que B(S) est un ensemble uniformément borné
dans X.
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Soit x € S. Alors, par hypothese (Hs), pour tout ¢ € J,

1 t
|Bx(f)| < @f |(t— )" g(s,x(s))|ds

1
+ P (F(a) g(s x(s))| ds+ |c|)
< f|h()| f|h()|ds+ 'C'
T( ) bll“(a) la+ b|
< (+ 'b') <
= T la+bl) la+bl

Ainsi

a-1

Bx| < h 1
| Bx| @ I ”Ll( +

c
) + | pour tout x € S.

a+b |a+ b|

Cela montre que B est uniformément borné sur S.

Ensuite, nous montrons que B(S) est un ensemble équicontinu sur X.

t
On pose p(t) :f h(s)ds.
0
Soit 11, £, € J, puis pour tout x € S,
h a-1
i h—9%"g(s,x(s)ds
T@h W78

1 [
I'(a) Jo

|Bx (1) —Bx (£)| = ’

(t— 9% L g(s,x(s)ds
a-1

<
I'a)

2]
f lg(s,x(s))lds

151

a-1

<
T Ta)

|p () —p(t2)]

Puisque p est continu sur compact J, il est uniformément continu. D’ou
Ve>0,An>0: |fh—-hl<n = |Bx(f))-Bx(h)l<e

pour tout £}, € J et pour tout x € X.

Cela montre que B(S) est un ensemble équicontinu dans X.

Alors, par le théoreme d’Ascoli-Arzeld, B est un opérateur completement continu sur S.

Etape 4 : Montrons que Lhypothese (3) du théoreme (1.7) est satisfaite.
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Soit x € X et y € S arbitraires tels que x = AxBy. alors
lx(O)] =[Ax(DIIBy(1)]

I3
<|f(t, x(t))l’ f (t—9)%1g(s,x(s))ds

(

< (1F (6, x(8) = F(£,0)] + | £(£,0)])
Ttx—l T |b|Ta—1 T |C|
X(T(a)/o hOds+ @ Jo h(”d”|a+b|)
a—1 |b|
I'(a) |a+ b|

f(T )% tg(s,x(s))ds— c)

< (L|x(t)|+F0)( Al (

N | )
|a+ b|
et donc

a—1

b
IIh||L1(1+ d ) P a |)IX(I)I

| (m—L(T
. la+ bl

I'la)

a—1

<F( IRl ( |b| )+ Ic| )
= T " la+bl) la+b|)

ce qui implique

(Ta sl (1 + |a+b|) + Ialilbl)
—-L

1b] lel
(w) Il (1 + |a+b|) + |a+b|)

(Ta 1”h”Ll( b|)+|alilb|)
L

||h||L1 (1 + |uilb|) + Ialilbl)

Alors x € S et 'hypothese (3) du théoreme (1.7) est satisfaite.

Enfin, nous avons

a-1

T el
M =|B(S)|| =sup{l|Bx|: x€ S} <
T(@)

la+b|’

h 1+|——
l ||L1( P

et donc
a—1

_b
a+b

(T
aM <
I'la)

IRl 21 (1+

) Ic|

+ <1
la+ bl

Ainsi, toutes les conditions du théoréme (1.7) sont satisfaites et donc ’équation de

l'opérateur AxBx = x admet au moins une solution dans S.

En conséquence, EDHF (2.6) admet au moins une solution définie sur J. Ceci
termine la preuve. |

Nous terminons cette section par I'exemple suivant.
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m Exemple

Considérons I’équation différentielle hybride fractionnaire

05( x(1) _tx(0)
1+ (sin(2)/16)|x(8)| 1+ |x(1)] (2.10)

x0)=1, teJ=10,m].

Il est facile de voir que toutes les hypotheses du théoréeme (2.1) sont satisfaites avec

=—, T=mn h=t, F=1
Y 16 (1) 0

Nous concluons que

Fo(|x0/ £ (0, x0)| + (T*/T(a+ D) Iklp) 1+ 72 —a
1—y(|x0/f (0, x0)| + (T*/T(@+ 1) Ikl 1) 1-(1/16) (1 +72)

donc (2.10) admet au moins une solution dans %34(0).






CHAPITRE
Sur des équations dif-

férentielles impliquant
la dérivée de Riemann-
Liouville

Dans ce chapitre, nous étudions des équations différentielles hybrides fraction-
naires avec perturbations linéaires de second type impliquant des opérateurs diffé-
rentiels de Riemann-Liouville d’'ordre 0 < a < 1. Un théoreme d’existence pour les
équations différentielles hybrides fractionnaires est démontré sous la condition V-
Lipschitz.

m Un premier type de probleme

Soit R la droite réelle et J = [0, T) un intervalle borné dans R pour un certain T € R.
Soit C(J xR, R) la classe des fonctions continues f: J xR — Ret € (J xR, R) estla classe
Carathéodory des fonctions sur J x R qui sont intégrables de Lebesgue lorsqu’elles
sont bornées par une fonction intégrable de Lebesgue sur J.

Nous considérons des équations différentielles hybrides fractionnaires (EDHF)
impliquant des opérateurs différentiels d’ordre 0 < @ < 1 de Riemann-Liouville

RL pya glt,x(1) p.p te]J=[0,T]

x(1) ]
f(t,x(1)

x(0)
ou feC(JxRR") etge?(JxR,R),

(3.1)
OeR

Définition 3.1
La fonction x € C(J,R), est appelée solution de EDHF (3.1) si

(i) lafonction t — (x/ f(t,x)) est continue pour chaque x € R

(ii) x satisfait I'équation (3.1).

Nous prouvons l'existence d’une solution pour le EDHF (3.1) par un théoreme de
point fixe en algebre de Banach da a Dhage (1.6).

31
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la fonction x € C(J,R) satisfait le EDHF de la forme

rLpya | XD h(t) p.p te]J=1[0,T]

fhx) | (3.2)
x0 =0

avec he L' (J,R"), si et seulement si x satisfera également a I'équation intégrale
hybride (EIH)
_ [, x(@0)

x(1) @)

t
f (t—9)%h(s)ds, te]. (3.3)
0

Démonstration: .
Soit x une solution du probleme de Cauchy (3.2). Puisque l'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville I est un opérateur monotone, nous appliquons donc 7% des deux
cotés de (3.2), par le lemme 1.1, nous avons

[l-a__x ‘
[“ RL ~a x(t) _ x(t) _ f(t,x(t)) =0 ta_l — Iah([)
fe,x@) ] f(t,x(@) I(a) ’
alors par x(0) = 0, on obtient
1-a__ X(1)
x(1) a J&xO) 120 a-1_ a
—— =1+ r =1"h(1),
[, x(0) @ ['(a) @
ie.,
t
x() = f(t,x(1) - I*h(t) = M[ (t—95)Th(s)ds, te].
la) Jo

Ainsi, (3.3) est vrai.

Inversement, supposons que x satisfait ETH (3.3). Ensuite, en divisant par f (¢, x(t))
et en appliquant D* des deux cotés de (3.3), donc (3.1) est satisfait.

Encore une fois, la substitution de ¢ = 0 dans (3.3) donne

x(0) _0= 0
£0,x(0)  £(0,0)

X
[, x)

est injectif dans R et x(0) = 0. (La preuve est terminée.) |

Puisque la fonction x — croissante en R presque partout pour ¢ € J, la fonction

—

X
f(0,x)

m Résultant d’existence

Théoreme 3.1

| Supposons que :
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X

f(t,x)

(H) Il existe une constante L > 0 telle que

(Hy) Lafonction x — est croissante en R presque partout pour t € J.

lf(t,x)—f(t, ] <Llx-yl

pourtoutte Jetx,yeR.
(Hz) Il existe une fonction h € L' (J,R) telle que

lg(t,x)I<h(t) ppte]

pour tout x € R.

De plus, si
LT[kl
— <1

I'la+1)
alors le EDHF (3.1) admet au moins une solution sur J.

)

Démonstration: Définir X = C(J,R) et définir un sous-ensemble S de X par

S={xeX|lxl =N},

R FOT“IIhII{
ouN = T et Fo =sup|f(z,0)].
T(a+1)-LT%|h|} e

Il est clair que S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de I'espace de
Banach X.

D’apres le lemme (3.1), EDHF (3.1) est équivalent au ETH non linéaire

_ fux@)

x(1) (@)

t
f (t—9)%1g(s,x(s)ds, te]. (3.4)
0
On définit les deux opérateurs A: X — X et B: S — X par
Ax(t) = f(t,x(1), te],

et
t
Bx(t):%fo (t—9%1g(s,x(s)ds, te].

Ensuite, le EIH (3.4) est transformé en I'équation de I'opérateur
Ax(t)Bx(t) =x(t), te].

Nous montrerons que les opérateurs A et B satisfont a toutes les conditions du théo-
reme (1.6).

Etape 1 : Montrons que A est lipschitzien sur X :

Soit x, y € X. Puis par hypothese ( H ),

|Ax(6) = Ay = 1f (£, x(0) = f(£, (D) = LIx(#) = y(D)] < LIlx = yl,
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pour tout ¢ € J. En prenant supremum sur ¢, on obtient

[Ax— Ayl < Llx-yl,

pour tout x, y € X.

Etape 2 : montrons que B est un opérateur complétement continu sur S dans X.

1) Montrons que B est continu sur S.

Soit {x,} une suite dans S convergeant vers un point x € S. Nous allons vérifier que la
suite (Bx,), converge vers Bx.

Ensuite, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

hm Bxp(t) = ll_I}goff (t—9)%1g(s,x,(5)ds

- ﬁfo (=9 lim g (s, xn(s)) ds

t
=ﬁf0 (t—5)"1g(s,x(s))ds
= Bx()

pour tout ¢ € J. Cela montre que B est un opérateur continu sur S.

2) Montrons que B est un opérateur compact sur S.

(c-a-d, B transforme tout borné en un relativement compact.)

Pour montrer que B(S) est relativement compact, nous allons utiliser le théoréme
d’Ascoli-Arzela. Ce qui revient a montrer que :

2 —a), B(S) est un ensemble uniformément borné dans X.

Soit x € S. Alors par hypothése (Hy),

|Bx(t)|—' f(t $)* Lg(s,x(s))ds

I'(a)
< m[ (t—9)%Yg(s, x(s))lds

a-1
F(a)/ (t—9)"" " h(s)ds

a
<—|h
T@tD 1721l 11
pour tout ¢ € J. Prenant supremum sur £,

a

IlNa+1)

Cela montre que B est uniformément borné sur S.

IBx| < Ikl;1, pourtout xeS.

2 — b) B(S) est un ensemble équicontinu.
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Soit 11, € J, avec t; < tp. Alors pour tout x€ S, on a

t 1 tz

|Bx(t1)_Bxu2)|:‘% 0 (tl_s)a_lg(s’x(s))ds‘% A (-9 g(s,x(s)ds
f ol 1 f .

< @ ), (h—9) g(s,x(s))ds——r(a) A (- ) g(s,x(s)ds

2]
+ ‘ﬁfn (t—95)"" g(s,x(s))ds

S L0
T(a+1)

(|23 = 8 = (= )| + (22 — 1) 7]
Donc, pour € > 0, il existe un § > 0 tel que
|ti — | <6 = |Bx(t;) —Bx ()| <€,

pour tout 13, f, € J et pour tout x € S.
Cela montre que B(S) est un ensemble équicontinu dans X.

Maintenant, 'ensemble B(S) est uniformément borné et équicontinu dans X, il est
donc compact par le théoreme d’Arzela-Ascoli. Par conséquent, B est un opérateur
completement continu sur S.

Etape 3 : montrons que la conclusion (i) du théoréme (1.6) est satisfaite.

Soit x € X et y € S arbitraires tels que x = AxBy. Alors, par hypothése (H;), on a
lx(O)]=1Ax(DIIBy ()|

1 t
=If(t,x(t))|’mf0 (t—95)*"1g(s,y(s)ds

1

< [1f (6, x(0) = £(2,0 + | £ (£, 0)]] (m

t
fo(r—s)“‘Hg(s,y(s)Nds

1

< [LIx()| + Fol @

t
/ (t—s)“_lh(s)ds)
0

a

T
< [L|x(#)] + Fol m”hnl})

Ainsi,
FoT*|hlp
T(a+1)— LT Rl

[x(B)] =

Prenant supremuin sur f,

FThlp
Ta+1) - LT*|| k|

lxll <

Ceci montre que la conclusion (i) du théoréme (1.6) est satisfaite. Enfin, nous avons

a

M =|B(S)|l = sup{l|Bx| : x€ S} < T(a+1)

Il L1
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et donc,
a
aMsL( ||h||L1)<1.
INa+1)
Ainsi, toutes les conditions du théoreéme (1.6) sont satisfaites et donc I’équation d’opé-
rateur

AxBx = x admet au moins une solution dans S.

En conséquence, le EDHF (3.1) admet au moins une solution sur J. Ceci termine la

preuve. |
EIH Exemple
Considérons I’équation différentielle hybride fractionnaire
RL[)05 ( x(1) _ tx(1)
1+ (sin(2)/16)|x(1)| 1+ [|x(8)] (3.5)

x(0)=0, te]=][0,m].

Il est facile de voir que toutes les hypotheses du théoréeme (3.1) sont satisfaites avec

1

L=—,
16

T=n h()=t.

Nous concluons que
LTIkl
Ta+1)
donc (3.5) admet au moins une solution dans S.
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m Un deuxieme type de probléeme

Nous considérons ce qui suit 'existence de solutions pour le probleme de la valeur
aux limites des équations différentielles hybrides fractionnaires

x(1)
ft,x(1)

RL na

o+ 0 ppte]=][0,1]

+ g(¢t,x(1))

(3.6)

x(0) =x(1) 0

oll fe CUxR,R*), ge €(J xR,R), 1 < a<2estun nombre réel et *2 D* est la dérivée
fractionnaire standard de Riemann-Liouville.

Soit y € C[0,1] et1 < @ < 2. La solution unique du probléeme

o [_x0 _
o [f(t,x(t)) +y(=0, 0<t<l, (3.7)
x(0)=x(1)=0 (3.8)
est 1
x(1) =f(t,x(t))f0 G(t,9)y(s)ds,
ou

[t(1—8)]% = (t—s)27!

G(t,s) = Fa) (3.9)

[1(1 =)
—_—, 0<r<s<1
I'a)
Ici, G(t, s) est appelé fonction de Green du probléme des valeurs limites (3.7) et
(3.8).

Démonstration: .
On peut appliquer le proposition (1.3) pour réduire (3.7) a une équation intégrale
équivalente
x(1) - -
=—I%y(O) +cpt*  + 1Y 72,
Floxpy oyora ?

pour certains ci, ¢; € R. Par conséquent, la solution générale de (3.7) est

t
x(8) = f(t,x(1) (—ﬁfo (t—9)"ty()ds+ et + 72

Par (3.8), on obtient ¢c; =0 et

_ 1 ! a-1
Cl_ra)fo 1-9"""y)ds
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Par conséquent, I'unique solution des problémes (3.7) et (3.8) est

x(1) = f(t, x(t))(—mf (t—s)% 1y(s)ds+—f (t1— )] Ly(s)ds

_ 1 g a—1 a—1
—f(t,x(t))(r(a)fo {lz(1 -9 (t-9"}y(s)ds

T )f [t(1-s)]%" 1y(S)dS)

1
= £(t, (1)) fo G(t, 9)y(s)ds
La preuve est compléte. |

14
La fonction G(t, s) définie par (3.9) satisfait les conditions suivantes :
1. G(t,8)>0, pourt,se(0,1);
2. max G(t,8) =G(s,s), pourse(0,1).

te[0,1]

m Résultat d’existence

Nous considérons les hypotheses suivantes dans ce qui suit.
(H,) Il existe une constante L > 0 telle que

|f(t,x)—f(t;J/)|<L|x_Y|

pourtoutr€ Jetx,yeR.
(Hy) 1l existe une fonction ke L' (J,R*)telle que

lg(t, )< h(), te]

pour tout x € R.

Théoreme 3.2

Supposons que les hypothéses (H,) et (H,) soient vérifiées. De plus, si
LT|hlp <1, (3.10)

alors les problémes aux limites (3.6) ont une solution définie sur J.

Démonstration: .
Soit X = C(J,R) et définissons un sous-ensemble S de X défini par

S={xeX|lxl <N}, (3.11)

R FoTlhlp
ot N=—2 T o Fy=su £0)l.
1= LTIl 0=supe /(10
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Il est clair que S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de 'espace de Banach X.

D’apres le lemme 3.2, le probleme aux limites (3.6) est équivalent a I'équation

x(1) :f(t,x(t))folG(t,s)g(s,x(s))ds, te]. (3.12)
Définissez deux opérateurs A: X — X et B: S — X par
Ax(t) = f(t,x(1), te] (3.13)
et )
Bx(1) :fo G(t,s)g(s,x(s)ds, te] (3.14)
Puis Eq. (3.12) est transformé en 1'équation de l'opérateur comme
Ax()Bx(1) =x(1), te] (3.15)

Nous allons montrer que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du théo-
reme 1.7.

Etape 1, nous montrons que A est un opérateur de Lipschitz sur X avec la constante
de Lipschitz L.
Soit x, y € X. Alors par hypothese (Hy),

[Ax(5) = Ay =1 f (&, x(0) — f(£, y() < LIx(8) — y(O)| < Ll x =yl
pour tout ¢ € J. En prenant le supremum sur ¢, on obtient
[Ax— Ayl < Lllx -yl

pour tout x, y € X.
Etape 2, nous montrons que B est un opérateur compact et continu sur S dans X.

1)— Montrons d’abord que B est continue sur S.

Soit {x,} une suite dans S convergeant vers un point x € S. Puis par le théoreme de
convergence dominé de Lebesgue,

1 1
r}im Bx, (1) r}im f G(t, s)g(s,xn(s))ds=f G(t,s) nlim g(s,xp(8)ds
—00 —00 0 0 — 00

1
f G(t,5)g(s,x(s))ds = Bx(t)
0

pour tout ¢ € J. Cela montre que B est un opérateur continu sur S.

2)— On montre ensuite que B est un opérateur compact sur S.

Il suffit de montrer que B(S) est un ensemble uniformément borné et équicontinu
dans X.

D’une part, soit x € S arbitraire. D’apres le lemme 3.3, on a

1 1
|Bx(t)| = U G(t,5)g(s,x(s)ds <f G(s,9)h(s)rés < Tl hl
0 0
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pour tout ¢ € J. Prenant le dessus sur ¢,
IBxll < Tllhl 1
pour tout x € S. Cela montre que B est uniformément borné sur S.
D’autre part, étant donné € > 0, soit
. { 1 I'(a+ e }
d<min{—, ——— .
2" 6llhlp

Alors, pourtout xe S, #, € [0,1]avec t; < r,0< tr, — ) <d,0ona

1 1
IBX(tz)—Bx(tl)I=U0 G(tz,S)g(s,x(S))ds—fO G(t1,5) g(s,x(s))ds

2] _ a—1 _ _ aa-1 1 _ a-1
<I|h|lL1f [tZ(l S)] ds (tz S) + [[2(]_ S)] ds
0 F(a) t F(a)
h _ a-1 _ _ aa-1 1 B a-1
0 18(9) h I'(a)
1 ta_l—ta_l (l_s)a—l
<lhly [ Lt ds
0 I'(a)
5] _ a1 _ _ aa-1 t a1
+”h”“f o ds+||h||L1f L9 4
0 I'(a) n I'a)
Bl et ar o
<— - f—
STarple —HT e -4).

Afin d’estimer tg‘l - tf“l et 15 — 1", nous divisons la preuve en trois cas.

Casl: 0< <9, <20.
T < (26)*7 <2975 <26, 1 -1 <1 < (26)* <296 < 46.
Case2: 0<f1 <t <.
- T <6 K (@-1)8 <28, 1 -1 <t <6% < ad <4d.
Case3: 6 <<t <l
- C(@-1)6<28, tF -t <ad<4d.

Ainsi, on obtient
|Bx (t2) —Bx (1)l <€

pour tout #1, £ € J et pour tout x € S.

Cela montre que B(S) est un ensemble équicontinu dans X. Or 'ensemble B(S) est
uniformément borné et équicontinu dans X, il est donc compact par le théoreme
d’Arzela-Ascoli.

Par conséquent, B est un opérateur continu complet sur S.

Etape 3, nous montrons que 'hypothése (c) du théoréme 1.7 est satisfaite.
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Soient x € X et y € S arbitraires tels que x = AxBy. Alors, par hypothése (H;), on a

1
[x(D)] =Ax(DIIBy )| =1f(t, x(D)] Uo G(t,5)g(s,y(s)ds

1
< [If(t,x(t))—f(t,o)l +|f(r,0)|] (fo G(s, S)g(s,y(S))dS)

< | LIx@1+ By| Tl

Ainsi,
FoTlhlp
x| ——m.
NS T
Prenant le supremum sur ¢,
FoTlhlp
lxl € —— =
1= LTI hll

Ceci montre que I'’hypothese (c) du théoréme 1.7 est satisfaite.

Enfin, nous avons
M=|B(S)| =supf{llBx|l: x€ S} < Tllhlp

et donc,
aM < LT|hllp <1.

Ainsi, toutes les conditions du théoréme 1.7 sont satisfaites et donc I'équation d’opéra-
teur AxBx = x admet une solution dans S.

Par conséquent, le probléme aux limites 3.6 a une solution définie sur J. Ceci acheve la
preuve. |

Em Exemple

Dans cette section, nous présenterons deux exemples pour illustrer les principaux
résultats.

Exemple 1. Considérons le probléme de la valeur limite

3

D x(t) +sinx=0, 0<t<l1 (3.16)

x(0)=x(1) =0 (3.17)

Soit f(t,x) = 1,g(t,x) = sinx, h(z) = 1. Alors les hypotheses (H)) et (H») sont véri-
fiées. Depuis

1 1 _ a-1 1 _ 1
0 0 0

@ g T
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en choisissant L = 1, alors
LTkl =vVml4<1.

Par conséquent, le probléme aux limites (3.16) et (3.17) a une solution.

Exemple 2. Considérons le probléme de la valeur limite

3 x(t
§+ - () +cosx=0, 0<t<], (3.18)
sinx+2
x(0) =x(1) =0, (3.19)

Soit f(t,x) =sinx +2, g(t, x) = cosx, h(t) = 1. Alors les hypotheses (H;) et (H») sont
vérifiées.
Puisque T = v/7/4, en choisissant L = 1, alors
LT||hllp = VAl4<]1.

Par conséquent, le probleme aux limites (3.18) et (3.19) a une solution.
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m troisieme type de probleme

Soit R une droite réelle et J = [ty, fp + a] un intervalle borné dans R pour un cer-
tain fy,a € R avec a > 0. Soit C(J x R,R) désignent la classe des fonctions continues
f:JxR—R.

On considere des équations différentielles hybrides fractionnaires (en abrégé
EDHF) impliquant des opérateurs différentiels de Riemann-Liouville d'ordre 0 < a < 1,

BRLD® [x(0) = f (£, x(1)]

glt,x(r)) p.pte]
(3.20)
x(t)) = Xo
ol feCUxR,R) et ge C(JxR,R).
Définition 3.2
Par solution de EDHF (3.20), on entend une fonction x € C(J,R) telle que

(a) lafonction t — (x/ f(t,x)) est continue pour chaque x € R et
(b) x satistait I'équation (3.20).

m Résultant d’existence

On place EDHF (3.20) dans 'algebre de Banach C(J,R) et on consideére les hypo-
theses suivantes dans ce qui suit.

(Ap) Lafonction x — x— f(t, x) est croissante dans R pour tout € J.

(A;) Ilexiste des constantes M > L > 0 telles que

Lix-yl

- < - J'
60 = e )| < g

pourtout t€ Jetx,y eR.
(A2) Il existe une fonction continue h € C(J,R) telle que

lg(t, )< h(), te€],

pour tout x € R.
Nous avons le lemme suivant.
Lemme 3.4

Supposons que I'hypothése (Ay) soit vérifiée. Alors, pour touthe C(J,R) et0 < a <
1, la fonction x € C(J,R) est une solution de la EDHF

RLDY (x(1) - f(t,x(0)] = h(t), ppte] (3.21)

et

x(to) = Xo (3.22)
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si et seulement si x satistait 'équation intégrale hybride(EIH)

t
x(t) = xo — f(to, xo0) + f (£, x()) + L[ t- 9 wds, teJ. (3.23)
['(a) Jg

Démonstration: .
Soit x une solution du probleme de Cauchy (3.21) et (3.22). Comme I'intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville 7% est un opérateur monotone, on applique donc l'intégrale
fractionnaire I* de part et d’autre de (3.21). D’apres le lemme 1.1, on a

=8 = f(6, (]| 1y "

a-1_ ja
(@) to) =I1%h(1)

1D [x(0) = f (£, x()] = x(6) = f (¢, x(1)) =

puis par (3.22), on obtient

Il—a[x(t) _ f(t,x(t))]|t:;0
I'a)

x(8) = f(t,x() = I“h(t) + —10)*~" = xo— f (10, X0) + I* h(1),

c-a-d.,
x(1) = xo — f (to, x0) + f (£, x(8)) + I (1)

1 t
=x0 — f (o, x0) + f (£, x(2)) + @ . (t—9* L h(s)ds, te].

Ainsi, (3.23) vérifiée.

Inversement, supposons que x satisfait ETH (3.23). Alors I'application de D* de
part et d’autre de (3.23), (3.21) est satisfaite. Encore une fois, remplacer ¢ = t, dans
(3.23) donne

x (o) — f (to, x (t0)) = x0 — f (29, X0) -
l'application x — x — f(t, x) est croissante en R pour tout ¢ € J, 'application x —
x — f (%, x) est injective en R, donc x (ty) = xo.

La preuve est terminée. |

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le théoréme d’existence suivant
pour EDHF (3.20).

Théoreme 3.3

Supposons que les hypotheéses (Ay) (Ay) vérifiée. Alors EDHF (3.20) admit une
solution définie sur J.

Démonstration: .
Soit X = C(J,R) et définissons un sous-ensemble S de X défini par

S={xeX||xll = N3} (3.24)

a

a
Ou N =|xo— f(to,x)|+ L+ Fy+ ————
|x0 = f (20, x0)| ot T

2l and Fo =sup,c;|f(z,0)].
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Clairement, S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de I'algebre de Banach
X.

Maintenant, en utilisant les hypotheses (Ag) — (A2), cela peut étre montré par une
application du lemme 3.4, EDHF (3.20) est équivalent au EIH non linéaire

t
x(t) = xo — f (to, x0) + (£, x(2)) + % (t—9%1g(s,x(s)ds, te]. (3.25)
[4)

Définissez deux opérateurs A: X — X et B: S — X par

Ax() = f(t,x(1)), te], (3.26)

et )
BJc(t)=xo—f(to,xo)+L (t—9)7g(s, x(s)ds, te] (3.27)

I'(q) Jy,

Ensuite, EIH (3.25) est transformé en I’équation de I'opérateur comme

Ax(t)+Bx(t) =x(t), te] (3.28)
Nous allons montrer que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du théo-
reme 1.8.

Nous divisons la preuve en une séquence d’étapes.

Etape 1 : on montre que A est un opérateur de Lipschitz sur X, avec la constante
de Lipschitz L.

Soit x, y € X. Alors par hypothese (A;),

Lix(t) = y(2)] - Lix-yll
M+|x()—-y®)  M+|x-yl

|Ax(6) = Ay = 1f (£, x(0) = f(£, y(D)] =

pour tout ¢ € J. En prenant le supremum sur £, on obtient

Lix -yl

| Ax— Ay| < —2X=I_
Y P

pour tout x, y € X. Cela montre que A est une contraction non linéaire sur X avec une

fonction de contréle ¢ définie par ¢ = Nﬁ -

Etape 2 : Nous montrons que B est un opérateur compact et continu sur S dans X.

Premiérement, nous montrons que B est continue sur S.

Soit {x,,} une suite dans S convergeant vers un point x € S. Ensuite, par le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue,

t
Jim Bxa(f) = xo = f (0, x0) + lim s . (t—=9)*"1g (s, xn(s) ds
1 ‘ a-1q;
= - ) ——— - 1 )
xo — f (0, x0) + @ Js, (t=3) nl_I}gog(S Xn(s))ds

1 t
= xo — f (o, X0) + @l (t—5)"g(s,x(s))ds

= Bx(1)
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pour tout ¢ € J. Cela montre que B est un opérateur continu sur S.

Deuxiemement, Montrons que B est un opérateur compact sur S.

11 suffit de montrer que B(S) est un ensemble uniformément borné et équicontinu
dans X.

D’une part, soit x € S arbitraire. Alors par hypothese (Ay),

|Bx(8)| = |xo0 — f (to, X0) | + (r )% g(s,x(s)ds

F()

< |x0— f (10, x0)| + f(t 9% g(s, x(s)lds

T()

<|xo— f (10, x0)| + f(t ) Th(s)ds

F()

121l

< |x0 — f (to, x0)| +

( +1)

pour tout ¢ € J. Prenant le supremum sur ¢,

a
B < - to, +———|h
IBxll < |xo— f (fo, X0)| Ta+ 1) 7l

pour tout x € S. Cela montre que B est uniformément borné sur S.

D’autre part, soient t;, f, € J avec t; < t,. Alors, pour tout x € S, on a

5]
|Bx(t1)_Bx(t2)|:’@ . (-9 g(s, x(S))ds—m[ (ta—95)* " g(s,x(s))ds
1 [no 1 [n

*IT@ /s, (1 =9 g(s, xNds = |, (t— 9% g(s,x(s))ds

151 1 t

+’% , (279 BN = gy | (2= 9 gl x(sds

(0%
=
T(@+1)

[|(t2 = 10)* = (t1 — t0)* — (12— tl)a| +(t—1n)%].
Ainsi, pour € > 0, il existe un § > 0 tel que
i —tl<d = |Bx(f))—-Bx(k)l<e,

pour tout t, £, € J et pour tout x € S. Cela montre que B(S) est un ensemble équicon-
tinu dans X.

Comme, 'ensemble B(S) est un ensemble uniformément borné et équicontinu
dans X, il est donc compact par le théoreme d’Arzela-Ascoli.

Par conséquent, B est un opérateur continu complet sur S.

Etape 2 :, nous montrons que 'hypothese (c) du théoréme 1.8 est satisfaite.
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Soit x € S. Alors, par hypothése (A;), on a

|[Ax(t) + Bx(t)| <|Ax(8)| + |Bx(1t)|

1 ! a-1
@ to(t—S) g(s,y(s)ds
<|xo = f (to, X0)| + [1f (2, x(£)) = £ (£,0)] +1£(£,0)]]

<|xo = f (2o, x0)| + 1 £ (£, x()] +

1 ! a—1
+ (ﬁ (t=95)"""g(s, x(S))IdS)

4

t
<|xo— f (to,x0)| + L+ Fo + (ﬁ . (r— s)“_lh(s)ds)

a

T
<|xo—f (tg,x0)| + L+ Fy+
| x0 = f (20, x0)| o Tar D

IRl 21

Prenant supremum sur ¢,

a

T
—|hlp=N
1)II Izt

x|l <|xo— f (to,x0)| + L+ Fy +
lxll < |xo— f (£o, x0)| P

Ainsi, toutes les conditions du théoréme 1.8 sont satisfaites et donc I'équation d’opéra-
teur Ax + Bx = x admet une solution dans S.

Par conséquent, EDHF (3.20) a une solution définie sur J. Ceci acheve la preuve. W
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