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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire d'ordre variable est une généralisation d'ordre constant.

Alors que plusieurs travaux de recherche ont été menées sur l'étude de l'existence de

solutions aux problèmes fractionnaires d'ordre constant, l'existence de solutions aux

problèmes d'ordre variable est rarement discutée dans la littérature.

L'objectif de ce mémoire est de présenter des résultats d'existence des solutions

pour une classe de problème aux limites en résonance pour des équations di�éren-

tielles non linéaires à dérivée fractionnaire d'ordre variable au sens de Caputo.

La technique utilisée consiste à transférer l'étude de notre problème aux limites

des équations di�érentielles fractionnaires d'ordre variable à un problème équivalent

d'ordre fractionnaire constant en utilisant des intervalles généralisés et la fonction

constante par morceaux.

Les résultats de cet étude sont basés sur le théorème de continuation de Mawhin.

En 1972, Mawhin a développé une méthode pour résoudre cette équation dans son

célèbre article (Problèmes de degrés topologiques et aux limites pour les équations

di�érentielles non linéaires [12]), il a supposé que L est un opérateur de Fredholm

d'indice zéro. Par conséquent, il a développé une nouvelle théorie du degré topolo-

gique connue sous le nom de degré de coincidence pour (L,N) ; qui est également

connue sous le nom de théorie de degré de coincidence de Mahwin.
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Le mémoire se compose de 3 chapitres.

Le premier chapitre introduit les notations, les dé�nitions et les préliminaires

qui sont utilisés dans les autres chapitres de cette thèse.

Dans le deuxième chapitre nous donnons un rappel sur la théorie de degré de

coincidence de Mawhin.

Dans le troisième chapitre nous présentons une application pour illustrant

l'existence des solutions pour une classe de problèmes aux limites résonnant pour

les équations di�érentielles non linéaire à dérivée fractionnaire au sens de Caputo

suivant : 
cD

u(t)

a+ y(t) = f(t, y(t)), t ∈ J,

y(a) = y(T ),
(1)

où J = [a, T ], 0 ≤ a < T < ∞, 0 < u(t) < 1, f : J × R → R est une fonction

continue et cD
u(t)

a+ la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordre variable u(t).

En�n on termine ce mémoire par une conclusion du travail e�ectuée.

Mots clés : Problème aux limites, La dérivée fractionnaire au sens de caputo,

Espace de Banach, Fonction constant par morceaux, La théoire de coincidence de

Mawhin, Opérateur de Ferdhom, résonnance.



Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Notations et Théorèmes

Dans ce chapitre nous présentons des notations, dé�nitions et des théorèmes uti-

lisés dans ce mémoire.

Soit C(J := [0, T ],R) l'espace de Banach des fonctions continues de J vers R muni

de la norme :

‖y‖ = sup{‖y(t)‖ : t ∈ J},

et Ei = C(Ji := [Ti−1, Ti],R), i = 1, . . . , n, l'espace de Banach des fonctions conti-

nues de Ji vers R muni de la norme :

‖y‖Ei = sup{‖y(t)‖ : t ∈ Ji}.

L1(J) désigne la classe des fonctions intégrable de Lebesgue sur l'intervalle J , muni

de la norme :

‖u‖L1 =

∫
J

|u(t)|dt.

Dé�nition 1.1. Soit E un espace de Banach et H : E → E un opérateur.

1. H est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E tel que (xn)n∈N converge

vers x dans E, la suite (Hxn)n∈N converge vers Hx.
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2. H est dit compact, si pour tout borné B de E, H(B) est relativement com-

pact.

3. H est dit complètement continu si H est continue et si l'image de tout

borné B de E est relativement compact.

Dé�nition 1.2. Soit M un sous ensemble de C(J,R).

1. M et dit équicontinu si et seulement si :

pour tout ε > 0, il existe δ > 0, pour tout t1, t2 ∈ J avec t1 < t2 :

‖t1 − t2‖ ≤ δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε, pour tout f ∈M .

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

il existe c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c pour tout t ∈ J et pour tout f ∈M .

Théorème 1.1. ([16])(Ascoli Arzela) Soit C(J,X) l'espace des fonctions conti-

nues d'un intervalle compact J dans R de l'espace de Banach X,M un sous ensemble

de C(J,X) est relativement compact si :

- M est uniformément borné.

- M est équicontinu.

Théorème 1.2. ([16]) (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn) une suite de fonctions de L1. On suppose que

i) fn(x)→ f(x) p.p sur Ω.

ii) Il existe une fonction g ∈ L1 telle que pour chaque n,

|fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω.

Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0.

Dé�nition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X → X est

dite Lipschitzienne s'il existe une constante k (appelée constante de Lipschitz) telle

que :

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) pour tout x, y ∈ X.
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Une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz 0 < k < 1 est appelée

contraction.

1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Calcul fractionnaire d'ordre constant

Dé�nition 1.4. ([8, 17]). L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche

de la fonction h ∈ L1([a, b],R+) d'ordre α ∈ R+ est dé�nie par

Iαa h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds,

où Γ(.) est la fonction Gamma.

Dé�nition 1.5. ([8, 17]). La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d'ordre α > 0

de la fonction h ∈ L1([a, b],R+), est donnée par

cDα
a+h(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1h(n)(s)ds,

où n = [α] + 1.

Lemme 1.1. ([8]). Soit α > 0, a ≥ 0, h ∈ L1(a, b), cDα
a+h ∈ L1(a, b), alors l'équation

di�érentielle :
cDα

a+h = 0

admet une solution

h(t) = ω0 + ω1(t− a) + ω2(t− a)2 + ...+ ω`(t− a)` + ...+ ωn−1(t− a)n−1,

où n = [α] + 1, ω` ∈ R, ` = 0, 1, ..., n− 1.



1.2 Calcul fractionnaire 10

Lemme 1.2. ([8]). Soit α > 0, a ≥ 0, h ∈ L1(a, b), cDα
a+h ∈ L1(a, b), Alors

Iαa+
cDα

a+h(t) = h(t)+ω0 +ω1(t−a)+ω2(t−a)2 + ...+ω`(t−a)`+ ...+ωn−1(t−a)n−1,

où n = [α] + 1, ω` ∈ R, ` = 0, 1, ..., n− 1.

Lemme 1.3. ([8]). Soit α > 0, a ≥ 0, h ∈ L1(a, b), cDα
a+h ∈ L1(a, b), alors

cDα
a+I

α
a+h(t) = h(t).

1.2.2 Calcul fractionnaire d'ordre variable

Dé�nition 1.6. ([19, 20]). Soit −∞ < a < b < +∞ et u(t) : [a, b] → (0,+∞).

Alors, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d'ordre variable u(t)

pour la fonction h(t) est dé�nie par

I
u(t)

a+ h(t) =

∫ t

a

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))
h(s)ds, t > a, (1.1)

où la fonction Gamma est désignée par Γ(.).

Dé�nition 1.7. ([19, 20]). Soit −∞ < a < b < +∞ et v(t) : [a, b] → (n − 1, n).

Alors , la dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d'ordre variable v(t) pour la

fonction h(t) est dé�nie par

cD
v(t)

a+ h(t) =

∫ t

a

(t− s)n−v(t)−1

Γ(n− v(t))
h(n)(s)ds, t > a. (1.2)

Dans le cas où v(t) est constant, alors la dérivée fractionnaire de Caputo d'ordre

variable coincide avec la dérivée fractionnaire de Caputo standard, voir par exemple

[8, 19, 20].
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Remarque ([22]). Généralement, pour les deux fonctions u(t) et v(t), la propriété

du semigroupe n'est pas véri�e, c'est-à-dire,

I
u(t)

a+ I
v(t)

a+ h(t) 6= I
u(t)+v(t)

a+ h(t).

Exemple : Soit

u(t) =

{
2, t ∈ [0, 1],

1, t ∈]1, 3],
v(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],

2, t ∈]1, 3].

Et h(t) = t, t ∈ [0, 3].

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ h(t) =

∫ 1

0

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds

+

∫ t

1

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds,

=

∫ 1

0

(t− s)1

Γ(2)

∫ s

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτds

+

∫ t

1

(t− s)0

Γ(1)
[

∫ 1

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτ +

∫ s

1

(s− τ)1

Γ(2)
τdτ ]ds,

=

∫ 1

0

(t− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ t

1

s3

6
− s

2
+

5

6
ds,

I
u(t)+v(t)

0+ h(t) =

∫ t

0

(t− s)u(s)+v(s)−1

Γ(u(s) + v(s))
h(s)ds,

on sait que,

I
u(t)

0+ I
v(t)

a+ h(t)|t=2 =

∫ 1

0

(2− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ 2

1

s3

6
− s

2
+

5

6
ds,

=
5

24
+

17

24
=

22

24
,
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I
u(t)+v(t)

0+ h(t)|t=2 =

∫ 1

0

(2− s)2+1−1

Γ(2 + 1)
sds+

∫ 2

1

(2− s)1+2−1

Γ(1 + 2)
sds =

11

24
+

5

24
=

16

24
.

Par concéquent, on obtient

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ h(t)|t=2 6= I
u(t)+v(t)

0+ h(t)|t=2.

Lemme 1.4. ([25]). Soit u : J := [0, T ] → (1, 2] est une fonction continue, alors

pour h ∈ Cδ(J,X) = {h(t) ∈ C(J,X), tδh(t) ∈ C(J,X)}, (0 ≤ δ ≤ mint∈J |u(t)|),
l'intégrale fractionnaire d'ordre variable I

u(t)

0+ h(t) existe pour tout point de J .

Lemme 1.5. ([25]). Soit u : J := [0, T ] → (1, 2] est une fonction continue, alors

I
u(t)

0+ h(t) ∈ C(J,X) pour h ∈ C(J,X).

1.2.3 Répartition

Dé�nition 1.8. ([23]). Un intervalle généralisé est un sous-ensemble I de R qui soit

un intervalle (c'est-à-dire un ensemble de la forme [a, b], (a, b), [a, b) ou (a, b]), soit

un point {a}, soit l'ensemble vide ∅.

Dé�nition 1.9. ([23]). Si I est un intervalle généralisé. Une partition de I est un

ensemble �ni P des intervalles généralisés contenus dans I, tels que pour tout x dans

I se trouve exactement dans l'un des intervalles généralisés J dans P.

Exemple : L'ensemble P = {{1}, (1, 6), [6, 7), {7}, (7, 8]} des intervalles généra-
lisés est une partition de [1, 8].

Dé�nition 1.10. ([23]). Soit I un intervalle généralisé, soit f : I → R une fonction,

et P une partition de I. On dit que f est constante par morceaux par rapport à P si

pour chaque J ∈ P, f est constante sur J .
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Exemple : La fonction f : [1, 6]→ R dé�nie par

f(x) =



3, 1 ≤ x < 3

4, x = 3

5, 3 < x < 6

2, x = 6

est constante par morceaux par rapport à la partition {[1, 3), {3}, (3, 6), {6}} de [1, 6].

Dé�nition 1.11. ([23]). Soit I un intervalle généralisé. La fonction f : I → R est

appelée constante par morceaux sur I, s'il existe une partition P de I telle que f est

constante par morceaux par rapport à P .

1.3 Fonction de Green

1.3.1 La fonction de Green

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1[a, b], a < b et (αi, βi) ∈ (R× R) tels que pour

tout i = 1, 2 :

|α1|+ |α2|, |β1|+ |β2| 6= 0. On considère les équation di�érentielles ordinaires :

(H) (py′)′ + qy = 0,

(NH) (py′)′ + qy = f ,

ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h

α1y(a) + α2y
′(a) = 0,

β1y(b) + β2y
′(b) = 0,

(CB)nh

α1y(a) + α2y
′(a) = γ,

β1y(b) + β2y
′(b) = δ.
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Dé�nition 1.12. On appelle fonction de Green associée au problème homogène

(H)− (CB)h une fonction G : [a, b]× [a, b]→ R véri�ant les propriétés :

(a) G est continue sur [a, b]× [a, b].

(b) G est symétrique : G(t, s) = G(s, t),∀(t, s) ∈ [a, b]2.

(c) ∂G
∂t

(t, s) est continue pour tout t 6= s.

(d) La fonction partielle t → G(t, s) est solution de l'équation (H) pour tout

t 6= s.

(e) La fonction partielle t→ G(t, s) véri�e les condition (CB)h pour tout

s ∈ [a, b].

1.3.2 L'existence et l'unicité de la fonction de Green

Théorème 1.3. ([6]) Supposons que le problème homogène (H)− (CB)h n'admet

pas de solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne

dépendant pas de f , et dite fonction de Green telle que, pour toute fonction f , la

solution y de problème non homogène (NH)− (CB)h s'écrit de manière unique sous

la forme :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds.



Chapitre 2

Introduction à la théorie de

coincidence de Mawhin

2.1 Quelques notions d'algèbre linéaire

2.1.1 Somme d'espaces vectoriels

Dé�nition 2.1. Soient E un espace vectoriel, F et G sous-espace vectoriel de E.

- On appelle somme F et G le sous-espace vectoriel de E noté E+F dé�ni par

la relation suivante :

x ∈ F +G⇐⇒ ∃x1 ∈ F, ∃x2 ∈ G tel que x = x1 + x2.

- Si de plus F ∩ G = {0E}, on dit que la somme est direct et on la note par

E ⊕G.
- Si de plus E = F ⊕ G, on dit que les sous-espaces vectoriel de F et G sont

supplémentaire dans E, et dans ce cas

∀x ∈ E,∃ !x1 ∈ F et ∃ !x2 ∈ G tel que x = x1 + x2.
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Théorème 2.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie, F et G deux

sous-espace vectoriel de E tels que F ∩G = {0E}, alors :

dimK(F ⊕G) = dimK(F ) + dimK(G)

Corollaire 2.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie, F et G deux

sous-espace vectoriel de E supplémenttaire alors :

dimK(G) = dimK(E)− dimK(F ).

Corollaire 2.2. Soient F et G deux sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel E

de dimension �nie alors :

dimK(F +G) = dimK(F ) + dimK(G)− dimK(F ∩G).

2.1.2 Rappels sur les applications linéaires

Dé�nition 2.2. [3] Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. On dit que W ,

application de E dans F est linéaire si∀x, y ∈ E W (x+ y) = W (x) +W (y).

∀λ ∈ K,∀x ∈E W (λ · x) = λ ·W (x).

∗ Si W est une application linéaire de E dans E alors on dit que W est un

endomorphisme de E.

∗ Si W est une application linéaire bijective de E dans F alors on dit que W

est un isomorphisme de E.

∗ Si W est une application linéaire bijective de E dans E alors on dit que W

est un automorphisme de E.

∗ Si W est une application linéaire de E dans K alors on dit que W est une

forme linéaire de E dans K.



2.1 Quelques notions d'algèbre linéaire 17

Exemple 2.1.1. • La dérivation et l'intégration sont des applications linéires

(attention au choix des ensembles de départ et d'arrivée).

• En géométrie vectorielle de dimension 2 ou 3, les rotations, symétries, homo-

théties et projection sont des applications linéaires.

Dé�nition 2.3. Soit W une application linéaire de E dans F , on dé�nit les deux

espaces vectoriels suivants :

ker(W ) = {u ∈ E tq ,W (u) = 0F , } ker(W ), s.e.v de E est appelé Noyau de W.

Img(W ) = {W (u) tq , u ∈ E} Img(W ), s.e.v de F est appelé Image de W.

Propriété 2.1. [3] Soit W une application linéaire de E dans F . On a les propriétés

suivantes :

W est injective ⇐⇒ ker(W ) = {0E}.

W est surjective ⇐⇒ Img(W ) = F.

W est bijective ⇐⇒ W est injective et surjective.

Théorème 2.2. [3] Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions �nies. Soit

W une application linéaire de E dans F , alors :

dim ker(W ) + dim Img(W ) = dimE.

Corollaire 2.3. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension �nie. Soit W

une application linéaire de E dans F .

Si dimE 6= dimF , alors W n'est pas bijective.

Si dimE = dimF , alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) W est bijective.

(ii) W est injective (c'est-à-dire ker(W ) = {0F}).

(iii) W est surjective (c'est-à-dire rg(W ) = dim(F )).
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Remarque 2.1. Notons que l'on a toujours Img(W ) ⊂ F et que Img est un sous-

espace vectoriel de F. Donc si F est de dimension �nie,

dim(Img(W )) = dim(F )⇒ Img(W ) = F.

2.1.3 Projection

Dé�nition 2.4. Si E = F ⊕G, on rappelle que ∀x ∈ E,∃x1 ∈ F et ∃x2 ∈ G tel que

x = x1 + x2.

− x1 s'appelle la projection de x sur F parallélement à G et se note pF//G(x).

− x2 s'appelle la projection de x sur G parallélement à F et se note pG//F (x).

Proposition 2.1. Avec les notations précédentes l'application :

p = pF//G : E −→ F

x 7−→ x1 = pF//G(x)

est linéaire véri�ant les propriétés suivantes :

1. p2 = p.

2. Img p = F , ker p = G en particulier E = Img p⊕ ker p.

Dé�nition 2.5. Soit X un espace vectoriel. On dit que l'opérateur linéaire P : X →
X est une projection si pour tout x ∈ X, on a P (P (x)) = P 2x = P (x).

Proposition 2.2. Soit X un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X → X est

une projection si et seulement si (I − P ) est une projection. De plus si l'espace X

est normé, alors P est continu si et seulement si (I − P ) est continu.

Proposition 2.3. Si P est une projection dans X, alors kerP = Img(I − P ) et

Img(P ) = ker(I − P ).
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2.2 Quelques concepts sur La théorie de coincidence

de Mawhin

2.2.1 Opérateur de Fredholm

Dé�nition 2.6. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, on dit que l'opérateur

linéaire L : D(L) ⊂ X → Y est de Fredholm s'il véri�e les deux conditions suivantes :

1. ker(L) = L−1(0) est de dimension �nie.

2. Img(L) = L(D(L)) est fermée et de codimension �nie.

Dé�nition 2.7. L'indice d'un opérateur de Fredholm L est l'entier :

ind(L) = dim(ker(L))− codim(img(L)).

Exemple 2.2.1. 1. Si X et Y sont des dimensions �nies, alors pour tout opé-

rateur linéaire L : X → Y est de Fredholm avec

ind(L) = dim(X)− dim(Y ).

Si X et Y deux espaces de Banach et L : X → Y est une tronsformation

linéaire bijective, alors L est opérateur de Fredholm d'indice 0, en e�et

dim(ker(L)) = codim(img(L)) = 0.

2. l'identité est un opérateur de Fredholm d'indice 0.

Lemme 2.1. Si L est un opérateur de Fredholm et u est une application linéaire

compact ; donc L+ u est de Fredholm et :

ind(L+ u) = ind(L).

en particulier, tout identité compact pertubration est opérateur d'indice 0.
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Proposition 2.4. Si L est un opérateur de Fredholm, alors L est surjective si et

seulement si L est injective.

Dé�nition 2.8. Soit X et Y des espaces normés. A un opérateur linéaire L :

domL ⊂ X → Y est dit un opérateur de Fredholm d'indice zéro s'il véri�e les

deux conditions suivantes :

(1) imgL est un sous-ensemble fermé de Y ;

(2) dim kerL = codim imgL < +∞.

D'après la dé�nition (2.8) qu'il existe deux projections continues P : X → X et

Q : Y → Y tel que

imgP = kerL, kerQ = imgL, X = kerL⊕ kerP, Y = imgL⊕ imgQ.

Cela implique que la restriction de L à domL ∩ kerP , que nous désignons par LP ,

est un isomorphisme sur son image.

Dé�nition 2.9. Soit L un opérateur de Fredholm d'indice zéro et soit Ω ⊆ X un

ensemble borné avec domL ∩ Ω 6= ∅. L'opérateur N : Ω→ Y est L-compact dans Ω

si :

(1) la composition QN : Ω→ Y est continue et QN(Ω) ⊆ Y est bornée.

(2) la composition (LP )−1(I −Q)N : Ω→ X est completement continue.

Maintenant, nous introduisons le théorème de continuation de Mawhin comme

suit :

Théorème 2.3. .[16] (Théorème de continuation de Mawhin).

Soit X et Y deux espaces de Banach et soit Ω ⊂ X un ensemble symétrique ouvert

borné avec 0 ∈ Ω. Soit L : domL ⊂ X → Y un opérateur de Fredholm d'indice zéro

avec domL ∩ Ω 6= ∅ et N : X → Y un L-opérateur compact sur Ω. Supposons que :

Lx−Nx 6= −λ(Lx+N(−x))
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pour tout x ∈ domL ∩ ∂Ω et chaque λ ∈ (0, 1], où ∂Ω est le bord de Ω en ce qui

concerne X. Alors l'équation Lx = Nx admet au moins une solution sur domL∩Ω.



Chapitre 3

Application

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter une application pour illustant l'existence

des solutions de problème aux limites pour les équations di�érentielles non linéaires

à dérivée fractionnaire au sens de caputo d'ordre variable de la forme :
cD

u(t)

a+ y(t) = f(t, y(t)), t ∈ J,

y(a) = y(T ),
(3.1)

où J = [a, T ], 0 ≤ a < T < ∞, 0 < u(t) < 1, f : J × R → R est une fonction

continue et cD
u(t)

a+ est la dérivée fractionnaire au sens Caputo d'ordre variable u(t).

L'analyse essentielle aux problème (3.1), basé sur la di�érence essentielle entre la

dérivée fractionnaire d'ordre variable et la dérivée fractionnaire d'ordre constant et

le théorème de continuation de Mawhin.
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3.2 Existence de solutions

Supposons les hypothèses suivantes :

(H1) Soit n ∈ N et la suite �nie de points {Tk}nk=0 telle que

a = T0 < Tk < Tn = T , k = 1, ..., n− 1.

On note Jk := (Tk−1, Tk], k = 1, 2, ..., n. Alors P =
⋃n
k=1 Jk est une partition

de l'intervalle J .

Soit u(t) : J → (0, 1] est une fonction constante par morceaux par rapport à

P dé�nie comme suit :

u(t) =
n∑
i=1

uiIi(t) =



u1, si t ∈ J1,

u2, si t ∈ J2,

.

.

.

un, si t ∈ Jn,

où 0 < ui ≤ 1 sont des constantes et Ii est un indicateur de l'intervalle Ji, i =

1, 2, ..., n :

Ii(t) =

{
1, pour t ∈ J1,

0, sinon.

(H2) Soit tδf : Ji × R → R une fonction continue (0 ≤ δ < 1), il existe un

constant K avec 0 < K < min
{

1,
T δi−1Γ(ui+1)

(Ti−Ti−1)ui

}
, tel que

tδ|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ K|y1 − y2|, pour tout y1, y2 ∈ R et t ∈ Ji.

La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d'ordre variable u(t) pour y(t) ∈ C(J,R),

peut être formuler comme une somme des dérivées fractionnaires de Caputo à gauche

d'ordres constants uk ∈ R qui prend la forme

cD
u(t)

a+ y(t) =
i−1∑
k=1

∫ Tk

Tk−1

(t− s)−uk
Γ(1− uk)

y′(s)ds+

∫ t

Ti−1

(t− s)−ui
Γ(1− ui)

y′(s)ds. (3.2)
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Ainsi, l'équation di�érentielle fractionnelle de Caputo d'ordre variable(3.1) peut être

reformuler pour chaque t ∈ Ji, i = 1, 2, ..., n dans la forme suivante

i−1∑
k=1

∫ Tk

Tk−1

(t− s)−uk
Γ(1− uk)

y′(s)ds+

∫ t

Ti−1

(t− s)−ui
Γ(1− ui)

y′(s)ds = f(t, y(t)). (3.3)

Soit la fonction ỹ ∈ Ei telle que ỹ(t) ≡ 0 sur t ∈ [a, Ti−1] et qu'elle satisfasse

l'équation di�érentielle fractionnaire suivante

cDui
T+
i−1

ỹ(t) = f(t, ỹ(t)), t ∈ Ji.

Conformément à l'équation ci-dessus, pour chaque i = 1, 2, ..., n, nous avons le pro-

blème aux limites suivant
cDui

T+
i−1

y(t) = f(t, y(t)), t ∈ Ji,

y(Ti−1) = y(Ti).
(3.4)

Un problème de résonance est un problème aux limites dans lequel le BVP homogène

correspondant admet une solution non triviale.

Par conséquent, nous considérons la version homogène du problème d'ordre constant

équivalent par 
cDui

T+
i−1

y(t) = 0, t ∈ Ji,

y(Ti−1) = y(Ti).
(3.5)

Le problème homogène d'ordre constant (3.5) admet une solution non triviale y(t) = c

qui convertit le problème d'ordre constant équivalent (3.4) en un problème fraction-

naire aux limites de résonance.

Soit X = {y ∈ Ei :y(t) = Iui
T+
i−1

v(t) : v ∈ Ei,t ∈ Ji} avec la norme :

‖y‖X = ‖y‖Ei .
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Dé�nissons l'opérateur linéaire L : Dom(L) ⊆ X → Ei et N : X → Ei par :

L[y(t)] := cDui
T+
i−1

y(t), (3.6)

et

N [y(t)] := f(t, y(t)), t ∈ Ji, (3.7)

où

Dom(L) = {y ∈ X : cDui
T+
i−1

y ∈ Ei and y(Ti−1) = y(Ti)}.

Alors problème (3.4) peut être réécrit de manière équivalente Ly = Ny.

Théorème 3.1. Si la condition (H2) est véri�ée, alors la résonance équivalente

d'ordre constant problème (3.4) possède au moins une solution.

Preuve

La preuve sera suivie d'une séquence d'étapes.

L'étape 1 : On montre que

ker(L) = {c : c ∈ R},

et

img(L) =
{
y ∈ Ei :

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1y(s)ds = 0
}
.

Soit L dé�ni par (3.6) tel que pour t ∈ Ji et par le lemme 1.1, l'équation

L[y(t)] = cDui
T+
i−1

y(t) = 0 ademt une solution y(t) = c, c ∈ R. Alors,

ker(L) = {y(t) = c : c ∈ R}.

Pour v ∈ img(L), il existe y ∈ Dom(L) tel que v = Ly ∈ Ei. D'après le lemme 1.2,



3.2 Existence de solutions 26

pour tout t ∈ Ji, on a :

y(t) = y(Ti−1) +
1

Γ(ui)

∫ t

Ti−1

(t− s)ui−1v(s)ds.

Puisque y ∈ Dom(L), v satisfaits

1

Γ(ui)

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1v(s)ds = 0.

D'autre part, on suppose v ∈ Ei satisfait∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1v(s)ds = 0.

Soit y(t) = Iui
T+
i−1

v(t), alors v(t) = cDui
T+
i−1

y(t) et donc y ∈ Dom(L). Par conséquent,

v ∈ img(L), donc

img(L) =
{
y ∈ Ei :

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1y(s)ds = 0
}
.

L'étape 2 : Soit L dé�ni par (3.6). alors L est un opérateur de Fredholm d'indice

zéro, et les opérateurs de projecteurs linéaires continus P : X → X et Q : Ei → Ei

peut être dé�ni comme

Py = y(Ti−1), Qv =
ui

(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1v(s)ds.

Clairement, imgP = kerL et P 2 = P . Il s'ensuit que pour chaque y ∈ X,

y = (y − Py) + Py, C'est X = kerP + kerL.

Un simple calcul montre que kerP ∩ kerL = 0.

Par conséquent, X = kerP ⊕ kerL. Un argument similaire montre que pour chaque

v ∈ Ei, Q2v = Qv et v = (v −Q(v)) +Q(v), où (v −Q(v)) ∈ kerQ = imgL.

Par suit de imgL = kerQ et Q2 = Q que imgQ ∩ imgL = 0, alors, on a Ei =
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imgL⊕ imgQ. Ainsi ,

dim kerL = dim imgQ = codim imgL.

Cela signi�e que L est un opérateur Fredholm d'indice zéro.

L'étape 3 : On prouve que L−1
P est l'inverse de L|domL∩kerP , soit v ∈ imgL. alors

LL−1
P (v) = cDα(Iαv) = v. (3.8)

De plus, pour y ∈ domL ∩ kerP , on obtient que

L−1
P (L(y(t))) = Iui

T+
i−1

(cDui
T+
i−1

y(t)) = y(t)− y(Ti−1).

Puisque y ∈ domL ∩ kerP , on sait que y(Ti−1) = 0.

Par conséquent

L−1
P (L(y(t))) = y(t). (3.9)

On combine (3.8) et (3.9) montre que L−1
P = (L|domL∩kerP )−1.

L'étape 4 : Pour tout ensemble borné et ouvert Ω ⊂ X, N est L-compact.

Dé�nissons l'ensemble ouvert borné Ω = {y ∈ X : ‖y‖X < M}, où M est une

constante positive. La preuve sera donnée par trois étapes.

1. QN est continu.

La continuité de QN suit des conditions sur f et le théorème de convergence dominé

de Lebesgue.
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2. QN(Ω) est borné. Pour chaque y ∈ Ω et t ∈ Ji, on a :

|QN(y)(t)| ≤ ui
(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1|f(s, y(s))|ds

≤ ui
(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1|f(s, y(s))− f(s, 0)|ds

+
ui

(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1|f(s, 0)|ds

≤ f ∗ +
ui

(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1s−δ(K|y(s)|)ds

≤ f ∗ +MKT−δi−1,

où f ∗ = sup
t∈Ji
|f(t, 0)|. ainsi,

‖QN(y)‖Ei ≤ f ∗ +MKT−δi−1 := R > 0.

Cela montre que QN(Ω) ⊆ Y est borné.

3. L−1
P (I −Q)N : Ω→ X est complètement continue. D'après le théorème d'Ascoli-

Arzel, nous devons prouver que L−1
P (I −Q)N(Ω) ⊂ X est équicontinu et borné.
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D'abord, pour chaque y ∈ Ω et t ∈ Ji, on a :

L−1
P (I −Q)Ny(t) = L−1

P (Ny(t)−QNy(t))

= Iui
T+
i−1

[
f(t, y(t))− ui

(Ti − Ti−1)ui

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1f(s, y(s))
]
ds

=
1

Γ(ui)

∫ t

Ti−1

(t− s)ui−1f(s, y(s))ds

− tui

(Ti − Ti−1)uiΓ(ui)

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1f(s, y(s))ds.

D'autre part, pour chaque y ∈ Ω et t ∈ Ji, on a :

|L−1
P (I −Q)Ny(t)| ≤ 2

Γ(ui)

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1|f(s, y(s))− f(s, 0)|ds

+
2

Γ(ui)

∫ Ti

Ti−1

(Ti − s)ui−1|f(s, 0)|ds

≤ [f ∗ +MKT−δi−1]
2(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)
:= B.

donc

‖L−1
P (I −Q)Ny‖∞ ≤ B. (3.10)

Ce qui montre que L−1
P (I −Q)N(Ω) est uniformément borné dans X.

Pour prouver que L−1
P (I − Q)N(Ω) est équicontinu, on remarque que pour 0 ≤

t1 ≤ t2 ≤ T et y ∈ Ω, on a :

|L−1
P (I −Q)Ny(t2)− L−1

P (I −Q)Ny(t1)|

≤ f ∗ +M(K +K)

Γ(α)

[ ∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds+

∫ t1

0

|(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1|ds
]
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+
[M(K +K) + f ∗

Γ(α + 1)

]
(tα2 − tα1 ).

Comme t1 → t2 le côté droit de l'inégalite ci-dessus tend vers zéro. Ainsi,

L−1
P (I − Q)N(Ω) est équicontinu dans X. D'après le théorème Ascoli Arzela,

L−1
P (I −Q)N(Ω) est relativement compact.

En conséquence de l'étape 1 à 3, on peut conclure que l'opérateur N est L-compact

dans Ω, et ceci complète la preuve.

Étape 5 : Il existe un nombre positif A, ne dépendant pas à λ, tel que, si :

L(y)−N(y) = −λ[L(y) +N(−y)], λ ∈ (0, 1], (3.11)

alors ‖y‖X ≤ A.

Supposons que (H2) est véri�ée et que y ∈ X satisfait (3.11). On a

L(y)−N(y) = −λL(y)− λN(−y),

donc

L(y) =
1

1 + λ
N(y)− λ

1 + λ
N(−y). (3.12)

D'après (3.12), pour chaque t ∈ Ji, on a :

y(t) =
1

1 + λ
L−1
P Ny(t)− λ

1 + λ
L−1
P N(−y(t)).

Utilisation les dé�nitions des opérateurs L et N (voir (3.6) et (3.7)),
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pour chaque t ∈ Ji, on obtient

|y(t)| ≤ 1

(1 + λ)Γ(ui)

∫ t

Ti−1

(t− s)ui−1 |f(s, y(s))− f(s, 0)| ds

+
λ

(1 + λ)Γ(ui)

∫ t

Ti−1

(t− s)ui−1 |f(s,−y(s))− f(s, 0)| ds

+
f ∗(Ti − Ti−1)ui

(1 + λ)Γ(ui + 1)
+
λf ∗(Ti − Ti−1)ui

(1 + λ)Γ(ui + 1)

≤
( 1

1 + λ
+

λ

1 + λ

)T−δi−1(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)
(K‖y‖Ei) +

( 1

1 + λ
+

λ

1 + λ

)f ∗(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)

=
KT−δi−1(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)
‖y‖Ei +

f ∗(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)
,

ce qui implique

‖y‖Ei ≤
(
f ∗ +KT−δi−1‖y‖Ei

)(Ti − Ti−1)ui

Γ(ui + 1)
, (3.13)

donc

‖y‖X ≤
f ∗

Γ(ui+1)
(Ti−Ti−1)ui

−KT−δi−1

:= A.

L'étape 6 : Il existe un ensemble ouvert et borné Ω ⊂ X tel que

L(y)−N(y) 6= −λ[L(y) +N(−y)], (3.14)

pour tout y ∈ ∂Ω et tout λ ∈ (0, 1].

D'après (H2) et l'étape 5, il existe une constante positive A ne dépend pas de λ

tel que, si y satisfait L(y)−N(y) = −λ[L(y) +N(−y)], λ ∈ (0, 1], alors ‖y‖X ≤ A.

Donc, si

Ω = {y ∈ X : ‖y‖X < B} (3.15)
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où B > A, on a :

L(y)−N(y) 6= −λ[L(y)−N(−y)]

pour chaque y ∈ ∂Ω = {y ∈ X : ‖y‖X = B} et λ ∈ (0, 1].

D'après le théorème de continuation de Mawhin problème (3.4) admet au moins

une solution, et ceci complète la preuve.

Maintenant, nous complétons notre déduction sur la propriété d'existence pour les

solutions de la problème de Caputo donnée d'ordre variable (3.1).

Théorème 3.2. Si les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}.
Alors, le problème (3.1) admet au moins une solution dans C(J,R).

Preuve : Pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, d'après le théorème 3.1, le problème équi-

valent à résonance d'ordre constant (3.4) possède au moins une solution ỹi ∈ Ei.

Pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, nous dé�nissons la fonction

yi =

 0, t ∈ [a, Ti−1],

ỹi, t ∈ Ji.

Ainsi, la fonction yi ∈ C([a, Ti],R) résout l'équation d'intégrale (3.3) pour t ∈ Ji, ce
qui signi�e que yi(a) = 0, yi(Ti) = ỹi(Ti) = 0 et résout (3.3) pour t ∈ Ji,
i ∈ {1, 2, ...., n}. Alors la fonction ,

y(t) =



y1(t), t ∈ J1,

y2(t) =

{
0, t ∈ J1,

ỹ2, t ∈ J2,
.

.

.

.

yn(t) =

{
0, t ∈ [a, Tn−1],

ỹn, t ∈ Jn,
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est une solution de l'équation di�érentielle fractionnelle de Caputo d'ordre variable

(3.1) dans C(J,R) , et ceci complète la preuve.

3.3 Exemple

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :
cD

u(t)

0.5+y(t) =
sin y(t)− (y(t) + 2) cos t

5
√

1 + t
, t ∈ J := [0.5, 2],

y(0.5) = y(2).

(3.16)

Soit :

f(t, y) =
sin y − (y + 2) cos t

5
√

1 + t
, (t, y) ∈ [0.5, 2]× [0,+∞),

et

u(t) =


5

7
, t ∈ J1 := [0.5, 1],

2

3
, t ∈ J2 :=]1, 2].

(3.17)

Pour chaque y1, y2 ∈ [0,+∞) et t ∈ [0.5, 2], on a :

t
1
2 |f(t, y1)− f(t, y2)| =

∣∣∣∣∣∣t
1
2 (sin y1 − (y1 + 2) cos t)

5
√

1 + t
− t

1
2 (sin y2 − (y2 + 2) cos t)

5
√

1 + t

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

5

√
t

1 + t

(
| sin y1 − sin y2|+ | cos t||y1 − y2|

)
≤ 2

5
|y1 − y2|.

Par (3.17), l'équation du problème (3.16) est divisée en deux expressions comme

suit :
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cD

5
7
0.5+y(t) =

sin y(t)− (y(t) + 2) cos t

5
√

1 + t
, t ∈ J1,

y(0.5) = y(1),

(3.18)

et 
cD

2
3
1+y(t) =

sin y(t)− (y(t) + 2) cos t

5
√

1 + t
, t ∈ J2,

y(1) = y(2).

(3.19)

La condition (H2) est satisfaite pour i = 1 avec δ =
1

2
et K =

2

5
,

0 < K =
2

5
< min

{
1,
T δ0 Γ(u1 + 1)

(T1 − T0)u1

}
= 1.

D'après le Théorème 3.1, la résonance d'ordre constant problème (3.18) admet

une solution ỹ1 ∈ E1.

Ensuite, la condition (H2) est satisfaite pour i = 2 avec δ =
1

2
et K =

2

5
, et

0 < K =
2

5
< min

{
1,
T δ1 Γ(u2 + 1)

(T2 − T1)u2

}
= Γ(

5

3
) ' 0.9027.

D'après le Théorème 3.1, la résonance d'ordre constant problème (3.19) admet

une solution ỹ2 ∈ E2. Alors, par le théorème 3.2, le problème de Caputo d'ordre

variable (3.16) admet une solution dé�ni par :

y(t) =

 ỹ1(t), t ∈ J1,

y2(t), t ∈ J2,

où

y2(t) =

 0, t ∈ J1,

ỹ2(t), t ∈ J2.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons considéré une classe d'équations di�é-

rentielles non linéaires à dérivée fractionaire au sens de Caputo sur un

intervalle borné avec conditions aux limites en résonance.

Premièrement, nous avons montré que la propriété du semi-groupe

n'est pas valable pour les intégrales d'ordre variable.

Ensuite, en dé�nissant une partition basée sur les intervalles généra-

lisés, nous avons introduit une fonction constante par morceaux, et nous

avons converti le problème fractionnaire d'ordre variable en un problème

équivalent d'ordre constant.

Les résultats obtenus sont établis en utilisant le théorème de conti-

nuation de Mawhin dans le dernier chapitre.

Un exemple est donné à la �n pour illustrer les résultats principaux .
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