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Résumé

Le mémoire est consacré a la preuve de quelques inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard
concernant les fonctions ou les dérivées sont convexes , impliquant l'intégrale Fractionnaire de
Riemann-Liouville . Aussi Nous donnons une identité intégrale fractionnaire importante , pour

la fonction convexe différentiable.

Mots clés: inégalité intégrale d’Hermite-Hadamard , intégrale Fractionnaire de Riemann-

Liouville , inégalité de Holder .
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Introduction

Le sujet du calcul fractionnaire ( intégrales et dérivées ) a acquis une popularité considérable a

travers se applications démontrées dans de nombreux domaines de la sciences et de 'ingénierie .

L’intégrale Fractionnaire fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour divers prob-

lemes impliquant des fonctions particulieres des sciences mathématiques .

L’une des applications importantes des intégrales fractionnaires est 'inégalité intégrale classique
plus célebre pour la classe des fonctions convexes et dite inégalité intégrale d’Hermite-Hadamard
(H-H) ; ainsi pour une fonction convexe f : I C R — R définie sur l'intervalle I , des nombres réels
et a,b €l aveca <b. Ona

(525t [ 1320

Si la fonction f est concave , les doubles inégalités sont inversées .

L’inégalité d’Hermite-Hadamard peut étre considérée comme un raffinement du concept de con-

vexité de 'inégalité de Jensen.

Des nombreuses inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard sont présentés pour les fonc-

tions convexes , pour log-convexe , quasi-convexe et s-convexe et d’autre classes .

Récemment de nombreux chercheurs se sont intéresses a 1'inégalité d’Hermite-Hadamard pour les

fonctions convexes (voir , par exemple , [I, 2, 9, 10, 12, 16]) .

Dans ce mémoire , on s’intéresse a I'étude des inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

impliquant 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .



Introduction

C'e mémoire se compose essentiellement de trois chapitres :

e Au le premier chapitre nous rappellons quelques notions de base du calcul fractionnaire
ainsi que les propriétés des intégrals Fractionnaires , espaces fonctionnels , rappels sur la
fonction convexe .

e Dans le deuxieme chapitre , on étudie les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard
pour les fonctions convexes .

e Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de quelques généralisations sur les inégalités

intégrales de type d’Hermite-Hadamrd impliquant 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

A la fin du mémoire on trouve un conclusion générale et une bibliographie .




hapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre , on donne quelques définitions et propriétés que nous utilisons dans la suite de

ce travail .

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 L’espace des fonctions continues

Définition 1.1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné dans R , Notons
C(la, b)) ={f : [a,b] — R, continue},

C'(la, b]) est un espace vectoriel .

Pour tout f € C([a,b]), on note

[flloe = Sup}lf(iv)\-

z€la,b
1.1.2 L’espace des fonctions absolument continues

Définition 1.2. [13]
On note par AC([a, b]) 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions
f qui sont des primitives des fonctions Lebesgue sommables (i.e) :

3



Préliminaires

f € AC([a, b)) < 30 € L'([a,b]) telle que : f(z) =c+ /b d(t)dt.

Définition 1.3. [13]
pour n € N on note par AC"[a,b] I'espace des fonctions a valeurs réelles f(z) ayant des dérivées

jusqu’a l'ordre (n — 1) continues sur [a,b] telle que f™~Y(x) € AC[a,b] c’est-a-dire :
AC™a,b) = {f : [a,b] = C et f"V(z) € AC|a,b]},

En particulier on a :

AC'a,b] = AC|a, b].

1.1.3 Espace des fonctions continues avec poids C)([a,b])

Définition 1.4. [13]

Soient 2 = [a, b] un intervalle finie et A € C; (0 < Re(\) < 1). On désigne par Cy([a, b]) 1'espace des
fonctions f définies sur |a, b] telles que la fonction (x — a)*f(z) € Cla,b] .

C’est a dire :

Cx([a,b]) = {f HJa,0] = C, (. — a)* f(.) € C(la, B])}.

Cx([a, b]) muni de la norme

1fllos = Iz = a)* f(@) o = max|(@ — a)* f(2)].

L’espace Cy([a, b)) est appelé I'espace des fonctions continues avec poids .

En particulier :

Co(la, b]) = C(a, b]).
1.1.4 Espace des fonctions intégrables

Définition 1.5. [13]. Soit p € R avec 1 < p < oo0. On note par LP([a,b]) I'espace des classes

équivalences des fonctions de p définiées sur [a,b] dans R :




Préliminaires

LP([a,b]) = {f : [a,b] = R, f est mesurable et f; |f(z)Pdx < oo},

Pour p = oo , 'espace L>([a,b]) est 'espace des fonctions mesurables f bornées presque partout

(p.p) sur [a,b] .

Théoréme 1.1. [23]

1. Pour 1 <p < oo, 'espace LP([a,b]) est un espace de Banach muni de la norme :

1 fllow = ( / b |f(f€)|”dx)p |

2. L’esapce L>([a, b]) est un espace de Banach muni de la norme :

Jun

[fllzee = inf{M =0 [f(x)] < M p.p surla,b]}.

1.2 Fonctions Spéciales

Dans cette section , Nous présentons quelques fonctions spéciales comme la fonction Gamma et

Béta , qui seront utilisées dans le calcul fractionnaire .

1.2.1 La Fonction Gamma d’Euler

En mathématiques , la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction

fractionnelle a ’ensemble des nombres complexes .

Définition 1.6. [2/]

On a E = {z € C,Re(z) > 0} , la fonction gamma I'(z) est définir par




Préliminaires

Cette intégrale converge absolement sur le demi plan complexe ou la partie réelle est strictement

positive z € C.

Exemple 1.1. 1. Pour z =1, 0n a

—+00
(1) :/ etdt = [—e ¢ = 1.
0

2. Pour z =1

Y

[\

Posons ¢ = 22, dt = 2t2dx , donc

1 oo
(=)= 2/ e " dx,
2 0

Pour calculer cette intégrale posons

+o0 5
A= / e dx,
0

—+o00 +oo
A? :/ e_ygdy/ e dx
0 0
+oo +oo 9. o
= / / e~ @) dady.
0 0

Le calcul est plus simple a réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

3 oo ,
A% = / / re” " drdf
o Jo
T

4

prenons




Préliminaires

Alors

3. pour z =04 ,onal'(0y) =400 .

1.2.2 Quelques Propriétés de la fonction Gamma
Lemme 1.1. [24]
la fonction Gamma vérifiée les propriétés suivantes :
1. I'(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.
2. pour Re(z) >0, (z+1) =z2I'(2) .

3. En particulier I'(1) =1,

on deduit Vn € N, I'(n 4+ 1) = nl.

4. On peut représenter I'(z) par la limite

) nln?
P = ooy gy o) > 0

Remarque 1.1. De I'(z + 1) = 2I'(z) et I'(1) = 1 , on déduit :

r@2) = 10(1) =1
0(3) = 20(2) = 2.0(1) = 2!

I'(4) = 30(3)=321.I(1) =3

I'n+1) = nl'(n)=nn-1)---2.1 =nl

1.2.3 La Fonction Béta d’Euler

Définition 1.7. [27]

la fonction Béta d’Euler notée par B est définie par :




Préliminaires

Pour tout (z,w) € C? avec Re(z) > 0, Re(w) >0 , on a
1
B(z,w) :/ 711 — ).
0

1.2.4 Quelques Propriétés de la fonction Béta

1. Cette fonction est reliée a la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante :

2. B(z,w) = B(w, z) , la fonction Béta symétrique .

3. B(z,1) = —
z

Démonstration.

1. Soit D = [0, +00[x[0,400[ , On a

+00 +00
/ P 1d£C / efywaldy
0 0

+o00 +o00o
:/ x+y)xz 1 w 1d£Udy
0 0

On pose y =u — x;dy = du

On pose x = tu; dr = udt

+o00 1
/ = (1 — )t dtdu
0

“+oo

=)
J

e v z+w+1du/ 2~ l( —t)w_ldt

Fz)M'w) =T(z 4+ w)B(z,w),




Préliminaires

par Conséquence

_ T(e)IM(w)
Bz w) I'(z+w)
Exemple :
Calculons B(%7 %),
11 TEIG) _
BGy ="y ="

2. Nous avons

3. On a

P _ I'(z) 1
I(z+1) =z2I(z) =z

B(z,1) =

1.3 Convexité d’une Fonction

Fonction Convexe

Définition 1.8. [20]

Une fonction f: 1 — R, est dite convexe si

flte+ 1 =t)y) <if(z)+ (1 —1)f(y),

pour tout z,y € I et t € [0,1] .

Fonction Concave

Définition 1.9. Une fonction f est concave si (—f) est convexe , C’est-a-dire si pour tout x,y € [

et te€]0,1],




Préliminaires

fltz + (1 =t)y) > tf(x)+ (1 —1t)f(y).

Exemple :

1. la fonction carrée x — 2% est convexe dans R.
2. la fonction cube z + a3 est concave sur | — 0o, 0] et convexe sur [0, +o0|.

1
3. la fonction x — — est concave sur | — 0o, 0] et convexe sur |0, +o0]
T

4. la fonction racine carrée z — +/x est concave sur [0, 400 .

5. la fonction x — e* est convexe dans R.

Définition 1.10. Une fonction f: I — R, f différentiable sur [a,b], on dit que |f’|? est convexe ou

g>1lettel0,1]si

|f'(te + (1 = )y)|* <t f' (@) + (L =L ()]

Remarque 1.2. sig=1on a

[ (te + (1= )y)| < tf'(2)] + (L =) )]

1.4 Quelques Inégalités Importantes

1.4.1 Inégalité de Holder

SifelP(Q)etge LIYN) avec Q C R, 1 < p, g < ootelles que ]%+ é =1,

[l <| [ If(w)|pdxr <|/ |g<x>|de];.

1.4.2 Inégalité de Holder Généralisée

on a l'inégalité :

=1,

n
L’inégalité se généralise en considérant les réels p; > 1, telle que ) ]%
j=1"

10



Préliminaires

v e @), [ i <ug ([ i)

1.4.3 Inégalité de Hermite-Hadamard (H-H)

L’inégalité de Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes sur [a,b] — R est donnée par :

(522) <t [ e300

Démonstration.  On suppose que f est convexe sur [a,b] , Alors on a

a+b
(“57) -1

On pose z =ta+ (1 —t)b , avec t € [0, 1],

On obtient

fla+b—2)+ f(z) = fla+b—ta—(1—1t)b)+ f(ta+ (1 —1)b)
= f((1—=t)a+1tb)+ f(ta+ (1 —1)b)

< fla) + f(b).

On conclure que :

21 (“52) < 5@ + 1)

11



Préliminaires

D’aprés la convexité de la fonction f , en intégrant I'inégalité suivante sur [0, 1] ,
flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b),
On obtient :

/01 flta+ (1 —t)b)dt < f(a) /Oltdt + f(b) /01(1 —#)dt, (1.2)

Puisque

/Oltdt:/ol(l—t)dt:—

Et par le changement de variable x = ta + (1 — )b,

1 1 b
/0f(ta—{—(l—t)b)dt:b_a/af($)d$

donc D’aprés (1.2), on obtient I'inégalité a droite de (1.1), par la convexité de f on a aussi

ta+(1—t)b+(1—t)a+tb

SlFta (L= + (1~ o+ )] 2 1 |

2
a+b
-1(%5)
en intégrant cette inégalité avec ¢ € [0, 1],
On obtient 'inégalité a gouche de (1.1)
b 1
f(a;— )gé{/ftcwr(l—t dt+/f 1—t)a+tbdt} /f

Alors le double inégalité (1.1) vérifiée . O

12
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1.4.4 Inégalité de moyenne de puissance

Théoréme 1.2. Soit ¢ > 1, si f et w ( fonction de poids) sont des applications réells définies sur

[a,b] et si |w] et |w].|f|? sont intégrables sur [a, b] alors

/ fola) f(a)d] < (/ b |w<x>\dx)1_‘l’ (/ b !w(x)|-|f(w)l"dw);

1.5 Calcul Fractionnaire

Dans cette section , on rappelle quelques notions de la théorie du calcul fractionnaire .

1.5.1 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L)

Soit f € L'([a,b]), on consideére I'intégrale

_ / oL

donc la primitive seconde de f définit comme suit :

JIIDf / / f(s)dsdt
:/a /5 f(s)dtds

~ [ = s)sts)as

a

= J(ff(a:)

13



Préliminaires

et
nene@= [ [ [ swanas
= /:C /t /tf(r)dsdet
= /r /t(t — 1) f(T)dtdr
- [0 [[@-rpraar
= Jf ().
le nm itéré de 'opérateur J peut s’écrire

Jo f(x) = / i / " / o Ftn)dt,dtsdt,

— o _1 i /I(x — 5)"" 1 f(s)ds.

la derniere formule a un sens méme quand n prend une valeur non-entier, en définit l'intégrale

fractionnaire de la maniére suivante .

Définition 1.11. Soit f € L'([a,b]), I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f

d’ordre o > 0 est définie par :

o f(a) = ﬁ /gc(x ) (W)dt e > a,a > 0,

o f(x) = ﬁ /b(t — 2 (W)d b > 20> 0,

I8 f(x) = I f(z) = f(x),a=0.

Exemple 1.2. Considérons la fonction f(z) = (z — a)? , on calcule I'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville

T —a) = o / (@ — 0" (o — a)Pdt,

14



Préliminaires

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)z,

alors dt = (x — a)dz , d’on

_g)et8 ol
ng—aﬁ:(x @) /251 2)* dz
@ = Sl [ -
(x — a)>t?
Aprés on utilise la relation suivante :
_ I'(z)l(w)
B(z,w) = TGt (Re(z) > 0, Re(w) > 0).
On obtient
Jx —a)’ = M(x —a)*’,
“ Ia+p8+1)

15




lhapitre 2

Les inégalités intégrales de type de

H-H pour les fonctions convexes

Dans ce chapitre , nous prouvons quelques nouvelles inégalités intégrales de type d’Hermite-
Hadamard pour les fonctions convexes ([23],[29]) .

Lemme 2.1. [28]

Soit f : I C R — R une application différentiable sur 7° telle que a,b € I avec a < b, Si

f € Lla,b], alors 1’égalité suivante est vérifée :

f(@;b) —bia/jﬂx)dx
:b;a [/Oltf’ (ta;rb+(1—t)a) dt+/01(t—1)f’ (tb—l—(l—t)a;b) dt]

Démonstration.  par I'intégration par partie, on obtient :

/Oltf’ (w—l—(l—t)a) dt

2 (1 ) O_bfa/olf(aa;b)+(1_t)a)dt

2 () [ (1 )

16




Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Par changement de variable on obtient

a+b (b—a)

=t + (1 —t)a=dr=

dt,

alors

/01 Lf (t(a;b) +(1- t)a) dt

o (50) g [ s

on pose
a+b

h= <b3a>f<a;b) R AR

De méme maniere on calcule I'intégrale

/Ol(t— 1) (tb+ (1 _t)“T*b) it
=l (a;Z)) = /:bf(f’:)d%

on pose
I, = bfaf (a—;b) B (b—4a)2 /; f(z)dz,
donc
ettt (U57) - e [ e
alors

17




Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Théoréme 2.1.  [2§]

Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I°, telle que f’ € L[a,b] ou a,b € I

avec a < b, Si |f'|? est convexe sur [a,b] avec ¢ > 1, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

'f<a+b> / ‘o
<o {(Q\f% IEATC )3 (rersis <a>\q)é}‘

Supposons que ¢ > 1, D’aprés le lemme 2.1 et I'inégalité de moyenne de puissance

Démonstration.

alors :

()-8 [ e
(e fo-olr o
() (e o))

e o) ([l

. rq
Puisque ‘ f | est convexe, alors

1
|
0

W

(@
o (/01(1 1)

q

dt

f (t(a;b> + (1 —t)a) +t(1 —1) |f’(a)\q] dt

th</1 2| p (a0 '
</ 5
1], (a+b\|* 1
2

=3 +6|f/(a)|q~

et
/01(1—15) (tb—l—(l—t) ;b) dtg/o1 [(1—t)t|f’(b)|q—|—(1—t)2 f’(a;b) q}dt
~ sl ()] + s

18



Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Par conséquent, on a

b —a é a q a7
1(50) -5 [ @] < (5 (5) [(2 ()] +irr)
’ N (2.2
+(1ror2|r () )] .
D’aprés (1.1) , nous avons
c(atd) P @ + 1B
(2 [ clrerror o
une combinaison de (2.2) et (2.3), on obtient
a b —a a a I i
(50) - [ e < (50 (5) [(2 (0] +irar)

n (\f’(b)!q o

e
< (559 () [0« o + @’

)

20/ ()" +|f (a)|"\ "
+ )|

Q=

+ (PO + @] + £ ®))
b-a [(2 | f(a)] + |f’<b>|q)i

8 3 3

Théoréme 2.2. [28]
Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I° | telle que f’ € L[a,b] ot a,b € I

avec a < b, Si |f'| /P=1) st convexe sur la, b] avec p > 1, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

()t [

g 1 (2.4)
b—a 1\ ¢ i )
<|—— 5 31 q "(b)9) 4 / a4 31f(p)| q’
) <4<p+1>p> (3)" (BIr@e e +ir@e+siror)
ou p est le conjugué de q , ¢ = (pfl)'

19



Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Démonstration.
Supposons que p > 1.

D’aprés le lemme 2.1 et I'inégalité de Holder , nous obtenons :

() - o sza[/lf

(1—1)

f’(ta;rb—l—(l—t)a)‘dt
(tb+ (1-)° b)’dt]
gb;a</0 Wt),,(/o f’(a;b+(1—t)a)
22 (flo-ora) ([

0\
i)

f(tb+(1—t) ‘2”))

1
dt) |

Puisque | f’ | est convexe, alors

/

q 1
dté/ {t
0

7 (ta;b +(1 —t)a)

et

/

f (tb+(1 —t)a;rb)

dt </0 [t|f<>|q (11

,(a+0\]|?
(%)

1 1

=5 1O +3

Par conséquent on a :

ﬁ/ﬂbﬂx)dx—fl(a;f)
< (459 () ) [(
+ (ror+|r (450)]) ]

Car | f' |7 est convexe sur [a, b], pour tout ¢ € [0, 1], d’aprés (1.1), alors nous avons :

+ | f'(a) |q> q (2.5)

,(a+b\|*
(%)

Q=

2 2

EL AL (26)
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

avec une combinaison de (2.5) et (2.6), on obtient :

1(552) -5 o
<(*3°) (pj_£>;<%>;><[(%ﬂf%aﬂq+¢f%®V)+lfawP);

+(wwm+§uﬂww+wwmo1

() ()

Qe

(%) X [(S\f’<a>!"+ 17D + (| (a)|? +3|f’(b)|qﬁ] .

alors (2.4) est verifiée . O

Théoréme 2.3. [28]
Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] , avec 0 < a < b, Si |f/|? est convexe

sur [a,b] avec ¢ > 1 , alors L’inégalité suivante est vérifiée :

a+b 1 b
]f(2 >—b_wlfwwx

(b-a) Cf%%%w+|fmnjq+(Lﬂ@¥)w+ymww>q

2 2
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Démonstration.  On utilise le lemme 2.1 | la convexité de | f' |7 et I'inégalité de Holder, on obtient :

(55) - [ e
e (o) ([1re(e32) 0 -mre)
o ([ r(seomn(5) o))
gﬁ{(/ t17 (55 ) -0 ) m);
([errorsa-nir () |th]);}

_0-a) (f’(%“’)”f’(a)q>;+<f’(%)q+f<>)‘11

2 2

Ce qui complete la démonstration . O

2.1 Les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

pour l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Lemme 2.2. [29]
Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b ,

Si f' € Lla,b] , alors I’égalité suivante pour l'intégrale fractionnaires de Riemann-Liouville est vérifiée :

H(557) = a0+ Ty 10

— b;“{/oltaf’ (ta;b+(1—t)a) dt—/ol(l—t)o‘f'(tb—ir(l—t) (a;rb) dt}.

ou a > 0.

Démonstration.  par l'intégration par partie :

22



Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

on pose

w— f0 e“’/:bfaf' (t(“;b>+(1—t)a) (b;a)

alors

/taf {a+b (1—t)a]dt

1
_ e f [t 4+ (1—t)a]
b—a

0

2 o a+b
_b—a/t 14 (1—t)a}dt

_Zf(%)) 2 a—1 a’+b
- _b—a/t f{ (1—t)a1dt

Qf (atb ga+1 ath
N ch)(—za) C(b— a)jﬂ /a (= a)*" f(2)dz
_2f (%) _2'T(a+l)
" b—a (b— a)ot! (GT-"-b)_f(a)a

C’est :

wp[ath i _2f(a7“’)_2a+1r(a+1) N .
/tf [t (=) 1dt_ e e/ O] (2.7)

et de méme on obtient :

—/01(1—75)0{;” {tb+(1—t) (a;bﬂ dt

9 f (atb ga+1 b
_ J;(_Z) S /M(b—a:)a_lf(a:)dx

_2f (%) 22TM(a+1)
 b-a (b — a)otl (%W)Jrf(b)-

C’est a dire :

- /01(1 _ ey {tb+ (1—1) (“;b)} dt = 2"; (_%ab) - 20;;520;&11)J@#>+f(b). (2.8)

D’aprés (2.7) et (2.8), Ce qui complete la démonstration. O
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Théoréme 2.4. [29]
Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a,b] avec 0 < a < b, S7|f’|? est convexe
sur [a,b] avec ¢ > 1, alors 'inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

est vérifiée :

7("57) ~ e e Ty F@ + gy SO

_ -0 <<a+1>|f'(“7+b)q+|f'<a>q>q+<<a+1>;f'<a7+b)q+|ff(b>q>é | (29)

S 4(a+1) a+ 2 o+ 2

avec o > 0.

Démonstration.

Pour ¢ = 1, On utilise le Lemme (2.2) et la convexité de |f'], on trouve que :

1(557) i ma [T SO~ Ty 10
< b;a{/olta 7 Kta;bJr(l—t)a)HdtJr/01(1—t)°‘|f' (tb+(1—t) (a;b) ydt}
<b;“{/01ta lt f’(a;b)‘+(l—t)|f’(a)|} dt+/01(1—t)a [t|f’(b)\+(l—t) f/(“;bm dt}

e (| (442« o),

2 2(a+ 1)
ceci implique que (2.9) est vrai pour le cas ¢ = 1.

que ¢ > 1, On utilise le lemme 2.2 et I'inégalité de Holder, on obtient :

[ (5) a0 1
+/01(1_t)a i [tb+(1—t) (a;b)Hdt
) (/Oltadt)l—é </01ta ; {t (a‘2|'6> +(1—t)a] th)é

([amra) " (fazelrfoca-n (420)]

(2.10)

0\
o
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Par conséquent, en utilisant la convexité de |f’|? et le Lemme (2.2) on obtient :
a+b (a+1) o
'f( )~ { O+ Sy 10
b — b
: “*’) -0l @) )
4(a+ 1 S

A
+< o (2]
{ 2

b—a (a+1 (<) |* + | f/(a )I)
1 1

T){a+2)

+(m+1>f@iq+ﬂww>3

Ce qui complete la démonstration . O

Remarque 2.1. Si on prend a = 1 dans le théoreme (2.4), alors I'inégalité (2.9) implique 'inégalité

(2.1) du théoreme (2.1).

Théoréme 2.5. [29]
Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b. Si |f’|? est convexe sur

[a,b] pour g > 1, alors 'inégalité suivante est vérifiée :

/(5 = et ey S T 0|

—_ a)a

< _=a) (U%%%\+v<>> (f%ﬁ»q+fww>3

4(ap+1) 2

3 =

oﬁ%%—%:l,eta}O,
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Démonstration.  En utilisant le lemme 2.2, la convexité de | f’ |? et I'inégalité de Holder, on obtient

7 (57) - s e [ 70+ gy S0
s () ([ 1r(252) -0
([ aoma) (f [ (oea-o (52 a) )
'(“gb)q+wl—¢>uxww]w>i

o U 1
3))')

/N

0\
dg

([ [oror+a-o

-0 (\f’(%)lﬂf’( ) (!f'<%>|"+f'<b>q>3

4(ap+1) 2 2

B =

Ce qui complete la démonstration . O

Remarque 2.2. Si a =1, le théoreme (2.5) implique 'inégalité du théoreme (2.3).

Théoréme 2.6. [2Y)]
Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b, Si |f’|? est convexe sur

[a,b] pour ¢ > 1, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

7("57) ~ ey [T F@ gy SO

_-a) (w+<v 2V+f)>;+CW+Uf@%V+ﬂWjé

T4 qa + 1)(ga + 2) (qa+ 1)(qa + 2)
Oua=>=0
Démonstration.

Dans le cas ¢ > 1, et pour p > 1 ,ona %—l—% = 1, en utilisant le lemme(2.2), la convexité de | f’ |7,

et I'inégalité de Holder, on obtient :
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

‘f (a;b) _213%,—+_13)a [JET)_f(a)_FJEZG;b)—Ff(b)”
(b;a> {(/Olmt)’l’( oltaq p (ta;b> +<1_t)a) th>é
" </011pdt)3’ (/01(1—75)0@ f (tb+(1_t) (a—;b)) th);}

<(b;a) {(/oltaq [t (a—;b) q+(1_t>’f,(&)|q} dt)é

< (1= [t!f B+ (1 - t) f/(a;b) q] dt)é}

0o [ (| R @I\ (et )]s ()] o
4 (g + 1) (g + 2) (g + 1) (qa + 2) '

Dans le cas de ¢ = 1, en utilisant la méme méthode ci-dessus , alors on obtien I'inégalité suivante :

/A

’f (57) = 3 e o O+ gy O ‘

(b=a) [ (et D]f ()] + /(@) D |f (55)] +170)
ST {( (a+1)(a+2) >+< (a+1)(a+2) )}

Oua>0. O]

Remarque 2.3. Si o« = 1 et ¢ = 1 dans le théoréme (2.6), on obtient 'inégalité (2.1) du théoréme

(2.1).
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lhapitre 5

Généralisation des inégalités inté-
grales de type de H-H impliquant

P’intégrale fractionnaire de R-L

Nous présentons quelques généralisation intégrales de type d’Hermite-Hadamard pour l'intégrale

fractionnaires de Riemann-Liouville , quelques corrollaires et remarques.

Lemme 3.1. [29]. Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b, Si

[ € L|a,b] alors I’égalité suivante est vérifiée :

A (1 — A f(Aa+ (1 — \)b)

['(a+1)
(b—a)

X I a-nn-F(@) + (1= )" i qn+ f(0)]
(3.1)

— A1 = A)*FL(h — q) {/01 £ f[E(Aa + (1 — A)b) + (1 — t)a)]dt

- /1(1 —0)*f'ltb+ (1 —t)(Ma+ (1 — A)b)]dt} .
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

ou A€ (0,1) et a>0.

Démonstration.  Intégration par partie :

/1 t*f'[t(Aa + (1 — N\)b) + (1 — t)a)]dt

tflt(ha+ (1= N)b) + (1 — t)a)]|°

(1=A)(b—a) !
~ m/o 1 Ffta + (1= A)B) + (1 — Da)]dt
 fa+ (1= ) o Aa+(1—=A)b -
T U Nb-a) (=N — )t /a (@ —a)* f(z)dz
FOa+ (1= X)b) P(a+1)

T = Nb—a) (=N - )t Ttara-xp-f(a)-

c’est :
/1 £ P+ (1= A)B) + (1 — £)a)]dt
‘ (3.2)

~ fQa+ (1 =A)b) T(a+1) .
(1= XN(0b—a) B (1= \)eti(b— a)a+1J(>\a+(1f>\)b),f(a).

et de méme on obtient :

_ /1<1 SO Pb (1 — ) (Aa+ (1— A)b)]de

_ fla+ (1= o b et

B Alb —a) AeH(b — a)ott /)\a(l—/\)b<b ) @)
fa+ (1—=M\b D(a+1 .

- £ /\(b(—a) . Aa+1((b_a))a+1J<Aa+<1A>b>+f (b)-
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

C’est a dire :

_ /1(1 —O)°[f'[tb+ (1 — £)(Aa + (1 — \)b)]dt

fo\a)\—(i_b(—l a_) ) )\afl(((;j;))aﬂ Ia+1-xp)+f(0)- (3.3)

d’aprés (3.2) et (3.3) , on obtient (3.1) ,

Ce qui complete la démonstration . O

Remarque 3.1. si a =1, ’égalité (3.1) implique 1'égalité du lemme 2.1 :

f(a+b) /f
- (b;a){/o tf’ (th+(1—t)a)dt—/ol(l—t)f'(tb+(1—t) ;_b>dt}.

Théoréme 3.1.  [29]. Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b,

Si |f’|? est convexe sur [a, b] avec ¢ > 1, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

A1 =NF(ha+ (1= A)b) — % [AQHJ ot (- —f (@) + (1 = /\)a+1J Aat(1—\)b +f(b)} ‘
A=) (b —a) { ((a + 1)1 a+ (1= Mb)| + f'(aw); (3.4)
- a+1 o+ 2

o+ 2

+ ((aﬂ)’f““ﬂl—kb)iu|f'<b>|q)q}.
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

ou A€ (0,1) et > 0.

(c+ D [f(Aa+ (1 =N)b)|* +[f'(a)*
o+ 2

q
Remarque 3.2.  Nous avons ( ) , désigne la moyenne de

puissance ¢ de |f'(Aa + (1 —A)b)| et |f'(a)].

Démonstration.  nous supposons que ¢ = 1,

En utilisant le Lemme 3.1 et la convexité de |f’| , on trouve que :

A*(1 = N)*f(Aa+ (1 — A)b)

T h—ap AT anf(@) + (1 =X 1 f(D)] ‘

<AL AP co{ [ 00+ 0= 20) + (1 - aja

0

+ /1(1 =) b+ (1 —t)(Aa+ (1 — A)b)]|dt}
<A1 — A (b — a>{ /0 [ a+ (L= 2)p)] + (L= )[f (a) | dt

+/O (=)l O+ (A= (Aa+ (1= A)b)l]dt}

22T (1 = Nt (b —a)
N (a+2)

(170a-+ - -+ LGLHIOL),

2(a+1)

Cela signifie que (3.4) est vérifiée .

nous supposons que ¢ > 1 , en utilisant le Lemme 3.1 et I'inégalité de Holder , on obtient :
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

/01 LT+ (1= A)b) + (1 — £)a)]|dt

n /1(1 — D fTth+ (1 — t)(Aa + (1 — A)b)]|dt

< (/01 tadt)lé (/01 £/ F [ + (1= \)b) + (1 — t)a)]|th>;

1—-1

+ (/01(1 —t)%lt) q (/01(1 C | b+ (1 — )N+ (1 — )\)a)]|th>q.

1=

Par conséquent , en utilisant la convexité de |f’|? on obtient :

A (1 — A F(Aa + (1 — \)b)

F<a + 1) (6% « (0% (03
~ b —a P Tasan- S (@) + (=N T SO

1

< { ([ et 0a+ a=xpp+ 0 -0l @)

; ( [a-otirer+a-olroes - A>b>\q]dt) }

AT =N (b —a) ((a + DIf'(Aa+ (1= M)b)|” + \f’(a)!‘I)‘lz
B (a+1)"3 (a+1)(a+2)

(Lot B+ 0000+ 01 }

(a+1)(a+2)

Ceci complete la démonstration .
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

Corollaire 3.1. Sous I’hypothese du théoreme 3.1 avec A = = | on obtient :

1
2

7(%57) ~ e age o) S0+ T SO ‘

(3.6)

_ (b0 <<a+1>|f'(a7+b)q+|f'<a>q>3+<<a+1>»f'<a7+b)q+|f'<b>Q>3

S 4(a+1) a+ 2 o+ 2
ougq > 1.

Remarque 3.3. Sia =1, l'inégalité (3.6) implique 'inégalité suivante :

() L

L) (2\f’ (49| + f’(a)q); . (2|f' ()" + f'<b>q>3
8 3 3

Oug>1.
si ¢ = 1 on obtient I'inégalité suivante :

‘f(“‘gb)—bia/:f@)dx

(b—a)

<

(2

I (a_er)‘ L )]+ If’(b)|> '

12 2 2

avec 2 ,
2 2

; <a+ b)’ @]+ 1))
alors on obtient I'inégalité suivante :

() ot [

b

<A1 @]+ PO,
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

Théoréme 3.2. [29]
f :[a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b, Si |f’|? est convexe sur [a, D]

avec ¢ > 1, alors 'inégalité suivante est vérifiée :

['(a+1)
(b—a)®

A1 =) (b —a) { <|f’(M (1= W)+ \f’<a>|q>3
- 2

(ap+1)»

A1 =A)*f(Aa+ (1= A)d) — P\QHJ at(1—xp—f (@) + (1 — )‘)a+l‘](/\a+ 1-A)b +f(b)}

1/ Qa+ (1= B[+ | /(b)) *
(oo oy}

Sl 1
ous+ o =1X1€(0,1) et a=0.

Démonstration.  En utilisant le lemme 3.1, la convexité de | f’|? et I'inégalité de Holder, on obtient :
A1 =N*f(ha+ (1 —N)b)

I(a+1)

- W [)‘QHJ (Aa+(1-x b)ff(a) +(1- /\)a+1J(/\a+ 1-\)b +f(b)] ’

1

g)\a+1(1_)\)a+l(b_a){ (/ tapdt> </ |/ (t(ha + (1 — £)b) + (1—t)a)!qczt>q
+(/01(1 O‘pdt) (/ |f'(tb+ (1 —t)(ha+ (1 — A )b))l"dt>;}

A=) —a) { (/ [t/ (Aa+ (1= 2D + (1= )| (a)|] ‘”) |

(ap + 1)%

0

; ( [ HFF -+ (=015 0a+ 1= 0/ dt) }

(ap+1)» 2

PR G () { (lf'(Aa (LD + rf'<a>|q)5

[/ (Aa+ (1= \B)J + | f/(B)]7 #
(Lo
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

Ce qui copmlete la démonstration. O

Corollaire 3.2. Sous 'hypothese du théoreme 3.2 avec A = %, On obtient :

’f (57 = 55— o) F) gy O \

b—a (\f’(%)\ﬂf()) (f-"(%)q“f'(b)q)é

2

Remarque 3.4. Si a =1, l'inégalité de corollaire 3.2 implique 'inégalité suivante :

‘f(“;b)—bfa/abﬂx)dx

LN <|f'<a7+b)|q+|f'<a>|q>q+(|f'(a7+b)|q+|f'<b>\q>q
A(p+1)r 2 2

Théoréme 3.3. [29]

f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec 0 < a < b, Si |f'|? est convexe sur [a, b]

pour ¢ > 1, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

AL =N F(a+ (1= A)b) - % NI (@) + (1= )8y F(B)]

< AL = N2 (b — a){ <<aq + 1)\f’(<25 : 1()1(;216;!; + !f’(a)|Q) ‘

e |f’<b)|q); }

(ag +1)(ag +2)

ou A€ (0,1) et a > 0.
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

Démonstration. Dans le cas ¢ > 1 et pour p > 1, ona ]l] + % = 1, en utilisant le lemme 3.1,la

convexité de |f’|? et 'inégalité de Holder, on obtien :

A (1= A)°f(Aa+ (1 — \)b)

e T B @)+ (0= N T 0|

SATHA =) (b - a){ (/01 1”dt); (/01 9 f (ta + (1 — )b) + (1 — t)a)|th);

+ (/01 1pdt)’lj (/01(1 — )| f'(tb+ (1 —t)(Ma + (1 — )\)b))lth)é }

<A1 = N+ (b — a){ (/0 [t (ha A+ (1= 2)0)|" + (1= )| ()] dt)

1

n ( [ =0 o+ - ol a0 - ol dt) }

(ag + DIf Qa+ (1= NB)|7 + [ £/ (a)| ) *
— L1 - ) (b—a){( e )

(ag+ DIf' A+ (1= V)|« + [/ 5
+( (g + 1) (g + 2) ) }

Dans le cas de ¢ = 1, en utilisant la méme méthode ci-dessus, Alors on obtient I'inégalité :

(1= N F(ha+ (1—A)b) — fb(oi—ﬂ” I F(@) + (1= N8 e /()]

< AL N (b a>{ (ot Dl a1 90+ 1/

(a+D[f'(Aa+ (1 —A)b)[+ |f'(b)]
+( (a+1)a+t2) )}

ou A€ (0,1) et a>0. O
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Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant 'intégrale fractionnaire de R-L

Corollaire 3.3. Sous I’hypothese du théoreme 3.3 avec A = %, on obtient I'inégalité du théoreme

2.6 :

7("57) ~ e [Ty F@ + gy 10|

b—a (<qa+ DI (=) | + f'<a>q>5 . <<qa+ DI () | + f’(b)ﬁ)é

(qa + 1)2(qa +2) (g + 1)2(904 +2)

Remarque 3.5. Si a =1 au corollaire 3.3 , on obtient :

)f(a;b) —bia/abﬂx)da:

_b-a (<q+ DI (5 7+ f’<a>q>3 N ((q+1)!f’ (5) 1+ f’(b)q>‘11

-4 (g+1)(g+2) (g+1)(g+2)
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Conclusion

Le but de ce travail est généralisée les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

pour 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .
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