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Résumé

Le mémoire est consacré à la preuve de quelques inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

concernant les fonctions où les dérivées sont convexes , impliquant l’intégrale Fractionnaire de

Riemann-Liouville . Aussi Nous donnons une identité intégrale fractionnaire importante , pour

la fonction convexe différentiable.

Mots clés: inégalité intégrale d’Hermite-Hadamard , intégrale Fractionnaire de Riemann-

Liouville , inégalité de Hölder .
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Introduction

Le sujet du calcul fractionnaire ( intégrales et dérivées ) a acquis une popularité considérable à

travers se applications démontrées dans de nombreux domaines de la sciences et de l’ingénierie .

L’intégrale Fractionnaire fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour divers prob-

lèmes impliquant des fonctions particulières des sciences mathématiques .

L’une des applications importantes des intégrales fractionnaires est l’inégalité intégrale classique

plus célèbre pour la classe des fonctions convexes et dite inégalité intégrale d’Hermite-Hadamard

(H-H) ; ainsi pour une fonction convexe f : I ⊂ R → R définie sur l’intervalle I , des nombres réels

et a, b ∈ I avec a < b . On a

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

Si la fonction f est concave , les doubles inégalités sont inversées .

L’inégalité d’Hermite-Hadamard peut être considérée comme un raffinement du concept de con-

vexité de l’inégalité de Jensen.

Des nombreuses inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard sont présentés pour les fonc-

tions convexes , pour log-convexe , quasi-convexe et s-convexe et d’autre classes .

Récemment de nombreux chercheurs se sont intéresses à l’inégalité d’Hermite-Hadamard pour les

fonctions convexes (voir , par exemple , [1, 2, 9, 10, 12, 16]) .

Dans ce mémoire , on s’intérèsse a l’étude des inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

impliquant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .
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Introduction

Ce mémoire se compose essentiellement de trois chapitres :

• Au le premier chapitre nous rappellons quelques notions de base du calcul fractionnaire

ainsi que les propriétés des intégrals Fractionnaires , espaces fonctionnels , rappels sur la

fonction convexe .

• Dans le deuxième chapitre , on étudie les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

pour les fonctions convexes .

• Le troisième chapitre est consacré a l’étude de quelques généralisations sur les inégalités

intégrales de type d’Hermite-Hadamrd impliquant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

A la fin du mémoire on trouve un conclusion générale et une bibliographie .
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre , on donne quelques définitions et propriétés que nous utilisons dans la suite de

ce travail .

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 L’espace des fonctions continues

Définition 1.1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné dans R , Notons

C([a, b]) = {f : [a, b] → R, continue},

C([a, b]) est un espace vectoriel .

Pour tout f ∈ C([a, b]), on note

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

1.1.2 L’espace des fonctions absolument continues

Définition 1.2. [13]

On note par AC([a, b]) l’espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions

f qui sont des primitives des fonctions Lebesgue sommables (i.e) :

3



Préliminaires

f ∈ AC([a, b]) ⇐⇒ ∃δ ∈ L1([a, b]) telle que : f(x) = c+

∫ b

a

δ(t)dt.

Définition 1.3. [13]

pour n ∈ N on note par ACn[a, b] l’espace des fonctions à valeurs réelles f(x) ayant des dérivées

jusqu’à l’ordre (n− 1) continues sur [a,b] telle que f (n−1)(x) ∈ AC[a, b] c’est-à-dire :

ACn[a, b] = {f : [a, b] → C et f (n−1)(x) ∈ AC[a, b]} ,

En particulier on a :

AC1[a, b] = AC[a, b].

1.1.3 Espace des fonctions continues avec poids Cλ([a, b])

Définition 1.4. [13]

Soient Ω = [a, b] un intervalle finie et λ ∈ C; (0 ≤ Re(λ) < 1). On désigne par Cλ([a, b]) l’espace des

fonctions f définies sur ]a, b] telles que la fonction (x− a)λf(x) ∈ C[a, b] .

C’est à dire :

Cλ([a, b]) = {f :]a, b] → C, (.− a)λf(.) ∈ C([a, b])}.

Cλ([a, b]) muni de la norme

‖f‖Cλ
= ‖(x− a)λf(x)‖C = max

x∈Ω
|(x− a)λf(x)|.

L’espace Cλ([a, b]) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids .

En particulier :

C0([a, b]) = C([a, b]).

1.1.4 Espace des fonctions intégrables

Définition 1.5. [13]. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞. On note par Lp([a, b]) l’espace des classes

équivalences des fonctions de p définiées sur [a, b] dans R :

4



Préliminaires

Lp([a, b]) = {f : [a, b] → R , f est mesurable et
∫ b

a
|f(x)|pdx < ∞},

Pour p = ∞ , l’espace L∞([a, b]) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque partout

(p.p) sur [a, b] .

Théorème 1.1. [23]

1. Pour 1 ≤ p < ∞ , l’espace Lp([a, b]) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖Lp =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

.

2. L’esapce L∞([a, b]) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖L∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤ M p.p sur[a, b]}.

1.2 Fonctions Spéciales

Dans cette section , Nous présentons quelques fonctions spéciales comme la fonction Gamma et

Bêta , qui seront utilisées dans le calcul fractionnaire .

1.2.1 La Fonction Gamma d’Euler

En mathématiques , la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction

fractionnelle à l’ensemble des nombres complexes .

Définition 1.6. [24]

On a E = {z ∈ C, Re(z) > 0} , la fonction gamma Γ(z) est définir par

Γ : E → C

z → Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt.

5
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Cette intégrale converge absolement sur le demi plan complexe où la partie réelle est strictement

positive z ∈ C.

Exemple 1.1. 1. Pour z = 1, on a

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = [−e−t]+∞
0 = 1.

2. Pour z = 1
2

,

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt,

Posons t = x2, dt = 2t
1
2dx , donc

Γ(
1

2
) = 2

∫ +∞

0

e−x2

dx,

Pour calculer cette intégrale posons

A =

∫ +∞

0

e−x2

dx,

prenons

A2 =

∫ +∞

0

e−y2dy

∫ +∞

0

e−x2dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy.

Le calcul est plus simple a réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

A2 =

∫ π
2

0

∫ +∞

0

re−r2drdθ

=
π

4

A =

√
π

2
,

6
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Alors

Γ(
1

2
) =

√
π.

3. pour z = 0+ , on a Γ(0+) = +∞ .

1.2.2 Quelques Propriétés de la fonction Gamma

Lemme 1.1. [24]

la fonction Gamma vérifiée les propriétés suivantes :

1. Γ(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z ≤ 1.

2. pour Re(z) > 0 , Γ(z + 1) = zΓ(z) .

3. En particulier Γ(1) = 1 ,

on deduit ∀n ∈ N , Γ(n+ 1) = n!.

4. On peut représenter Γ(z) par la limite

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

(z + 1) · · · (z + n)
, Re(z) > 0.

Remarque 1.1. De Γ(z + 1) = zΓ(z) et Γ(1) = 1 , on déduit :

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2Γ(2) = 2.Γ(1) = 2!

Γ(4) = 3Γ(3) = 3.2.1.Γ(1) = 3!

...

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1) · · · 2.1 = n!.

1.2.3 La Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.7. [27]

la fonction Bêta d’Euler notée par B est définie par :

7
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Pour tout (z, w) ∈ C2 avec Re(z) > 0, Re(w) > 0 , on a

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt.

1.2.4 Quelques Propriétés de la fonction Bêta

1. Cette fonction est reliée à la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, (Re(z) > 0, Re(w) > 0).

2. B(z, w) = B(w, z) , la fonction Bêta symétrique .

3. B(z, 1) =
1

z
.

Démonstration.

1. Soit D = [0,+∞[×[0,+∞[ , On a

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

e−xxz−1dx

∫ +∞

0

e−yyw−1dy

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x+y)xz−1yw−1dxdy.

On pose y = u− x; dy = du

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

∫ u

0

e−uxz−1(u− x)w−1dxdu

=

∫ +∞

0

e−u

∫ u

0

xz−1(u− 1)w−1dxdy,

On pose x = tu; dx = udt

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

e−u

∫ 1

0

tz−1u(1− t)w−1uwdtdu

=

∫ +∞

0

e−uuz+w+1du

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt

Γ(z)Γ(w) = Γ(z + w)B(z, w),

8
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par conséquence

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

Exemple :

Calculons B(
1

2
,
1

2
),

B(
1

2
,
1

2
) =

Γ(1
2
)Γ(1

2
)

Γ(1)
= π.

2. Nous avons

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
=

Γ(w)Γ(z)

Γ(w + z)
= B(w, z).

3. On a

B(z, 1) =
Γ(z)Γ(1)

Γ(z + 1)
=

Γ(z)

zΓ(z)
=

1

z
.

1.3 Convexité d’une Fonction

Fonction Convexe

Définition 1.8. [26]

Une fonction f : I → R , est dite convexe si

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y),

pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1] .

Fonction Concave

Définition 1.9. Une fonction f est concave si (−f) est convexe , C’est-á-dire si pour tout x, y ∈ I

et t ∈ [0, 1] ,

9
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f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y).

Exemple :

1. la fonction carrée x 7→ x2 est convexe dans R.

2. la fonction cube x 7→ x3 est concave sur ]−∞, 0] et convexe sur [0,+∞[.

3. la fonction x 7→ 1

x
est concave sur ]−∞, 0[ et convexe sur ]0,+∞[

4. la fonction racine carrée x 7→
√
x est concave sur [0,+∞[ .

5. la fonction x 7→ ex est convexe dans R.

Définition 1.10. Une fonction f : I → R , f différentiable sur [a, b], on dit que |f ′|q est convexe où

q ≥ 1 et t ∈ [0, 1] si

|f ′(tx+ (1− t)y)|q ≤ t|f ′(x)|q + (1− t)|f ′(y)|q.

Remarque 1.2. si q = 1 on a

|f ′(tx+ (1− t)y)| ≤ t|f ′(x)|+ (1− t)|f ′(y)|.

1.4 Quelques Inégalités Importantes

1.4.1 Inégalité de Hölder

Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec Ω ⊂ R , 1 ≤ p, q ≤ ∞,telles que 1
p
+ 1

q
= 1,

on a l’inégalité : ∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
[∫

Ω

|f(x)|pdx
] 1

p

×
[∫

Ω

|g(x)|qdx
] 1

q

.

1.4.2 Inégalité de Hölder Généralisée

L’inégalité se généralise en considérant les réels pj > 1 , telle que
n∑

j=1

1
pj

= 1,

10
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∀fj ∈ Lpj(Ω),

∫
Ω

|Πn
j=1fj(x)|dx ≤ Πn

j=1

(∫
Ω

|fj(x)|pjdx
) 1

pj

.

1.4.3 Inégalité de Hermite-Hadamard (H-H)

L’inégalité de Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes sur [a, b] → R est donnée par :

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(1.1)

Démonstration. On suppose que f est convexe sur [a, b] , Alors on a

f

(
a+ b

2

)
= f

(
a

2
+

b

2
+

x

2
− x

2

)
= f

(
1

2
(a+ b− x) +

1

2
x

)
≤ 1

2
f(a+ b− x) +

1

2
f(x).

On pose x = ta+ (1− t)b , avec t ∈ [0, 1],

On obtient

f(a+ b− x) + f(x) = f(a+ b− ta− (1− t)b) + f(ta+ (1− t)b)

= f((1− t)a+ tb) + f(ta+ (1− t)b)

≤ f(a) + f(b).

On conclure que :

2f

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b).

11
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D’aprés la convexité de la fonction f , en intégrant l’inégalité suivante sur [0, 1] ,

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b),

On obtient :

∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt ≤ f(a)

∫ 1

0

tdt+ f(b)

∫ 1

0

(1− t)dt, (1.2)

Puisque

∫ 1

0

tdt =

∫ 1

0

(1− t)dt =
1

2
.

Et par le changement de variable x = ta+ (1− t)b ,

∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

donc D’aprés (1.2), on obtient l’inégalité à droite de (1.1), par la convexité de f on a aussi

1

2
[f(ta+ (1− t)b) + f((1− t)a+ tb)] ≥ f

[
ta+ (1− t)b+ (1− t)a+ tb

2

]
= f

(
a+ b

2

)
.

en intégrant cette inégalité avec t ∈ [0, 1],

On obtient l’inégalité à gouche de (1.1)

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

2

[∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt+

∫ 1

0

f((1− t)a+ tb)dt

]
=

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Alors le double inégalité (1.1) vérifiée .

12
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1.4.4 Inégalité de moyenne de puissance

Théorème 1.2. Soit q ≥ 1 , si f et w ( fonction de poids) sont des applications réells définies sur

[a, b] et si |w| et |w|.|f |q sont intégrables sur [a, b] alors

∫ b

a

∣∣w(x)f(x)dx∣∣ ≤ (∫ b

a

|w(x)|dx
)1− 1

q
(∫ b

a

|w(x)|.|f(x)|qdx
) 1

q

.

1.5 Calcul Fractionnaire

Dans cette section , on rappelle quelques notions de la théorie du calcul fractionnaire .

1.5.1 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L)

Soit f ∈ L1([a, b]), on considère l’intégrale

J1
af(x) =

∫ x

a

f(t)dt,

donc la primitive seconde de f définit comme suit :

J1
a(J

1
a)f(x) =

∫ x

a

∫ t

a

f(s)dsdt

=

∫ x

a

∫ x

s

f(s)dtds

=

∫ x

a

(x− s)f(s)ds

≡ J2
af(x).

13
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et

J1
a(J

2
af)(x) =

∫ x

a

∫ t

a

∫ s

a

f(τ)dτdsdt

=

∫ x

a

∫ t

a

∫ t

τ

f(τ)dsdτdt

=

∫ x

a

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dtdτ

=

∫ x

a

f(τ)

∫ x

a

(x− τ)2f(τ)dτ

≡ J3
af(x).

le nieme itéré de l’opérateur J peut s’écrire

Jn
a f(x) =

∫ x

a

∫ t1

a

· · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtndt2dt1

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− s)n−1f(s)ds.

la dernière formule a un sens même quand n prend une valeur non-entier, en définit l’intégrale

fractionnaire de la manière suivante .

Définition 1.11. Soit f ∈ L1([a, b]), l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f

d’ordre α > 0 est définie par :

Jα
a+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a, α > 0,

Jα
b−f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, b > x, α > 0,

J0
a+f(x) = J0

b−f(x) = f(x), α = 0.

Exemple 1.2. Considérons la fonction f(x) = (x − a)β , on calcule l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville

Jα
a (x− a)β =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(x− a)βdt,

14



Préliminaires

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a+ (x− a)z,

alors dt = (x− a)dz , d’où

Jα
a (x− a)β =

(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

zβ(1− z)α−1dz

=
(x− a)α+β

Γ(α)
B(β + 1, α),

Aprés on utilise la relation suivante :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, (Re(z) > 0, Re(w) > 0).

On obtient

Jα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

15



Chapitre 2
Les inégalités intégrales de type de

H-H pour les fonctions convexes

Dans ce chapitre , nous prouvons quelques nouvelles inégalités intégrales de type d’Hermite-

Hadamard pour les fonctions convexes ([28],[29]) .

Lemme 2.1. [28]

Soit f : I ⊂ R → R une application différentiable sur I◦ telle que a, b ∈ I avec a < b , Si

f ′ ∈ L[a, b], alors l’égalité suivante est vérifée :

f

(
a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

=
b− a

4

[∫ 1

0

tf ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)
dt+

∫ 1

0

(t− 1)f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)
dt

]
.

Démonstration. par l’intégration par partie, on obtient :

∫ 1

0

tf ′
(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)
dt

=
2

b− a
tf

(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)∣∣∣∣1
0

− 2

b− a

∫ 1

0

f

(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)
dt

=
2

b− a
f

(
a+ b

2

)
− 2

b− a

∫ 1

0

f

(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)
dt.

16



Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Par changement de variable on obtient

x = t
a+ b

2
+ (1− t)a ⇒ dx =

(b− a)

2
dt,

alors

∫ 1

0

tf ′
(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)
dt

=
2

(b− a)
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ a+b
2

a

f(x)dx,

on pose

I1 =
2

(b− a)
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ a+b
2

a

f(x)dx.

De même manière on calcule l’intégrale

∫ 1

0

(t− 1)f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)
dt

=
2

b− a
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ b

a+b
2

f(x)dx,

on pose

I2 =
2

b− a
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ b

a+b
2

f(x)dx,

donc

I1 + I2 =
4

(b− a)
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx,

alors

b− a

4
[I1 + I2] =

b− a

4

[
4

b− a
f

(
a+ b

2

)
− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

]
= f

(
a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

17



Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Théorème 2.1. [28]

Soit f : I ⊂ [0,∞) → R une application différentiable sur I◦, telle que f ′ ∈ L[a, b] où a, b ∈ I

avec a < b, Si |f ′|q est convexe sur [a, b] avec q ≥ 1, alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
6

b− a

8

{(
2 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

3

) 1
q

+

(
2 |f ′(b)|q + | f ′ (a)|q

3

) 1
q

}
.

(2.1)

Démonstration. Supposons que q ≥ 1 , D’aprés le lemme 2.1 et l’inégalité de moyenne de puissance

alors :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ b− a

4

[∫ 1

0

t

∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

) ∣∣∣∣dt+ ∫ 1

0

(1− t)

∣∣∣∣ f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dt]
≤ b− a

4

(∫ 1

0

tdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

t

∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

) ∣∣∣∣qdt)
1
q

+
b− a

4

(∫ 1

0

(1− t)dt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dt)
1
q

.

Puisque
∣∣f ′∣∣q est convexe, alors

∫ 1

0

t

∣∣∣∣f ′
(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt ≤ ∫ 1

0

[
t2
∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + t(1− t) |f ′(a)|q
]
dt

=
1

3

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + 1

6
|f ′(a)|q .

et

∫ 1

0

(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dt ≤ ∫ 1

0

[
(1− t)t |f ′(b)|q + (1− t)2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dt
=

1

3

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + 1

6
|f ′(b)|q .
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Par conséquent, on a

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6(b− a

8

)(
1

3

) 1
q

[(
2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + |f ′(a)|q
) 1

q

+

(
|f ′(b)|q + 2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q) 1
q

]
.

(2.2)

D’aprés (1.1) , nous avons

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

) ∣∣∣∣q 6 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2
. (2.3)

une combinaison de (2.2) et (2.3), on obtient

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6(b− a

8

)(
1

3

) 1
q

[(
2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + |f ′(a)|q
) 1

q

+

(
|f ′(b)|q + 2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q) 1
q

]

6

(
b− a

8

)(
1

3

) 1
q [(

|f ′(a)|q + |f ′(b)|q + |f ′(a)|q
) 1

q

+
(
|f ′(b)|q + |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

) 1
q

]
=
b− a

8

[(
2 | f ′(a)|q + |f ′(b)|q

3

) 1
q

+

(
2 |f ′(b)|q + |f ′(a)|q

3

) 1
q

]
.

Théorème 2.2. [28]

Soit f : I ⊂ [0,∞) → R une application différentiable sur I◦ , telle que f ′ ∈ L[a, b] où a, b ∈ I

avec a < b , Si |f ′|p/(p−1) est convexe sur [a, b] avec p > 1, alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤

(
b− a

4(p+ 1)
1
p

)(
1

2

) 2
q ((

3 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q
) 1

q + |f ′(a)|q + 3 |f ′(b)|q
) 1

q

,

(2.4)

où p est le conjugué de q , q = p
(p−1)

.
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Démonstration.

Supposons que p > 1.

D’aprés le lemme 2.1 et l’inégalité de Hölder , nous obtenons :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ b− a

4

[∫ 1

0

t

∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dt]
≤b− a

4

(∫ 1

0

tpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+
b− a

4

(∫ 1

0

(1− t)pdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dt)
1
q

.

Puisque | f ′ |q est convexe, alors

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt 6 ∫ 1

0

[
t

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− t) | f ′(a) |q
]
dt

=
1

2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + 1

2
|f ′(a)|q

et ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dt 6∫ 1

0

[
t |f ′(b)|q + (1− t)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dt
=
1

2
|f ′(b)|q + 1

2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q .
Par conséquent on a :

∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx− f

(
a+ b

2

)∣∣∣∣
≤
(
b− a

4

)(
1

p+ 1

) 1
p
(
1

2

) 1
q

[(∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + | f ′(a) |q
) 1

q

+

(
|f ′(b)|q +

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q) 1
q

]
.

(2.5)

Car | f ′ |q est convexe sur [a, b], pour tout t ∈ [0, 1], d’aprés (1.1), alors nous avons :

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣ 6 | f ′ (a)|+ |f ′(b) |
2

. (2.6)
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avec une combinaison de (2.5) et (2.6), on obtient :

∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣
6

(
b− a

4

)(
1

p+ 1

) 1
p
(
1

2

) 1
q

×

[(
1

2
(|f ′(a)|q + |f ′(b)|q) + |f ′(a)|q

) 1
q

+

(
|f ′(b)|q + 1

2
(|f ′(a)|q + |f ′(b)|q)

) 1
q

]

≤
(
b− a

4

)(
1

p+ 1

) 1
p
(
1

2

) 2
q

×
[
(3|f ′(a)|q + |f ′(b)|q)

1
q + (|f ′(a)|q + 3|f ′(b)|q)

1
q

]
.

alors (2.4) est verifiée .

Théorème 2.3. [28]

Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur [a, b] , avec 0 ≤ a < b , Si |f ′|q est convexe

sur [a, b] avec q > 1 , alors L’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
6

(b− a)

4(p+ 1)
1
p


(
| f ′ (a+b

2

)
|q + | f ′(a) |q

2

) 1
q

+

(
| f ′ (a+b

2

)
|q + | f ′(b) |q

2

) 1
q

 .

où 1
p
+ 1

q
= 1.
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Démonstration. On utilise le lemme 2.1 , la convexité de | f ′ |q et l’inégalité de Hölder, on obtient :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤b− a

4

{(∫ 1

0

tpdt

) 1
p
(∫ 1

0

| f ′(t

(
a+ b

2

)
+ (1− t)a) |q dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)pdt

) 1
p
(∫ 1

0

| f ′
(
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

))
|q dt

) 1
q

}

≤ b− a

4(p+ 1)
1
p

{(∫ 1

0

[t | f ′
(
a+ b

2

)
|q +(1− t) | f ′(a) |q]

) 1
q

+

(∫ 1

0

[t | f ′(b) |q +(1− t) | f ′
(
a+ b

2

)
|q dt]

) 1
q

}

6
(b− a)

4(p+ 1)
1
p


(
| f ′ (a+b

2

)
|q + | f ′(a) |q

2

) 1
q

+

(
| f ′ (a+b

2

)
|q + | f ′(b) |q

2

) 1
q

 .

Ce qui complète la démonstration .

2.1 Les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

pour l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Lemme 2.2. [29]

Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec a < b ,

Si f ′ ∈ L[a, b] , alors l’égalité suivante pour l’intégrale fractionnaires de Riemann-Liouville est vérifiée :

f

(
a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

2(1−α)(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]

=
b− a

4

{∫ 1

0

tαf ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)
dt−

∫ 1

0

(1− t)αf ′(tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)
dt

}
.

où a > 0.

Démonstration. par l’intégration par partie :
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on pose

u = tα et v′ =
2

b− a
f ′
(
t(a+ b)

2
+ (1− t)a

)(
b− a

2

)
alors

∫ 1

0

tαf
′
[
t
a+ b

2
+ (1− t)a

]
dt

=
2tαf

[
ta+b

2
+ (1− t)a

]
b− a

∣∣∣∣∣
1

0

− 2α

b− a

∫ 1

0

tα−1f

[
t
a+ b

2
+ (1− t)a

]
dt

=
2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α

b− a

∫ 1

0

tα−1f

[
t
a+ b

2
+ (1− t)a

]
dt

=
2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ a+b
2

α

(x− a)α−1f(x)dx

=
2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1Γ(α + 1)

(b− a)α+1
Jα(

a+b
2

)
−
f(a),

C’est :

∫ 1

0

tαf ′
[
t
a+ b

2
+ (1− t)a

]
dt =

2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1Γ(α + 1)

(b− a)α+1
Jα(

a+b
2

)
−
f(a), (2.7)

et de même on obtient :

−
∫ 1

0

(1− t)αf ′
[
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)]
dt

=
2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ b

a+b
2

(b− x)α−1f(x)dx

=
2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1Γ(α + 1)

(b− a)α+1
Jα(

a+b
2

)
+
f(b).

C’est à dire :

−
∫ 1

0

(1− t)αf ′
[
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)]
dt =

2f
(
a+b
2

)
b− a

− 2α+1Γ(α + 1)

(b− a)α+1
Jα(

a+b
2

)
+
f(b). (2.8)

D’aprés (2.7) et (2.8), Ce qui complète la démonstration.
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Les inégalités intégrales de type de H-H pour les fonctions convexes

Théorème 2.4. [29]

Soit f : [a, b] −→ R une application différentiable sur [a, b] avec 0 6 a < b, Si |f ′|q est convexe

sur [a, b] avec q > 1, alors l’inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4(α + 1)


(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(a)|q

α + 2

) 1
q

+

(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

α + 2

) 1
q

 ,

(2.9)

avec α ≥ 0.

Démonstration.

Pour q = 1, On utilise le Lemme (2.2) et la convexité de |f ′|, on trouve que :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a)− Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

b− a

4

{∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
[(

t
a+ b

2
+ (1− t)a

)]∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α | f ′
(
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)
| dt
}

6
b− a

4

{∫ 1

0

tα
[
t

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣+ (1− t) |f ′(a)|
]
dt+

∫ 1

0

(1− t)α
[
t |f ′(b)|+ (1− t)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣] dt}
=

b− a

2(α + 2)

(∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣+ |f ′(a)|+ |f ′(b)|
2(α + 1)

)
.

ceci implique que (2.9) est vrai pour le cas q = 1.

que q > 1, On utilise le lemme 2.2 et l’inégalité de Hölder, on obtient :

∫ 1

0

tα | f ′
[
t

(
a+ b

2

)
+ (1− t)a

)]
| dt

+

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
[
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)]∣∣∣∣ dt
6

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
[
t

(
a+ b

2

)
+ (1− t)a

]∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
[
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

)]∣∣∣∣q dt)
1
q

.

(2.10)
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Par conséquent, en utilisant la convexité de |f ′|q et le Lemme (2.2) on obtient :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
+
f(b) + Jα(

a+b
2

)
−
f(a)

]∣∣∣∣
6

b− a

4(α + 1)1−
1
q

{(∫ 1

0

tα
[
t

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− t) |f ′(a)|q
]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)α
[
t | f ′(b) |q +(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dt)
1
q

}

6
b− a

4(α + 1)1−
1
q


(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(a)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

 .

Ce qui complète la démonstration .

Remarque 2.1. Si on prend α = 1 dans le théorème (2.4), alors l’inégalité (2.9) implique l’inégalité

(2.1) du théorème (2.1).

Théorème 2.5. [29]

Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec 0 6 a < b. Si |f ′|q est convexe sur

[a, b] pour q > 1 , alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4(αp+ 1)
1
p


(∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

 .

où 1
p
+ 1

q
= 1, et α > 0,
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Démonstration. En utilisant le lemme 2.2, la convexité de | f ′ |q et l’inégalité de Hölder, on obtient

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4

{(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

| f ′
(
t
a+ b

2

)
+ (1− t)a

)∣∣∣∣∣
q

dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

))∣∣∣∣q dt)
1
q

}

6
(b− a)

4(αp+ 1)
1
p

{(∫ 1

0

[
t

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− t) |f ′(a)|q
]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

[
t |f ′(b)|q + (1− t)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dt)
1
q

}

=
(b− a)

4(αp+ 1)
1
p


(∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

 .

Ce qui complète la démonstration .

Remarque 2.2. Si α = 1 , le théorème (2.5) implique l’inégalité du théorème (2.3).

Théorème 2.6. [29]

Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec 0 6 a < b, Si |f ′|q est convexe sur

[a, b] pour q ≥ 1 , alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣

6
(b− a)

4


(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(a)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

+

(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

 .

Où α > 0.

Démonstration.

Dans le cas q > 1, et pour p > 1 ,ona 1
p
+ 1

q
= 1, en utilisant le lemme(2.2), la convexité de | f ′ |q,

et l’inégalité de Hölder, on obtient :
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∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4

{(∫ 1

0

1pdt

) 1
p
(∫ 1

0

tαq
∣∣∣∣f ′
(
t
a+ b

2

)
+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt
) 1

q

+

(∫ 1

0

1pdt

) 1
p
(∫ 1

0

(1− t)αq
∣∣∣∣f ′
(
tb+ (1− t)

(
a+ b

2

))∣∣∣∣q dt)
1
q

}

6
(b− a)

4

{(∫ 1

0

tαq
[
t

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− t) |f ′(a)|q
]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αq
[
t |f ′(b)|q + (1− t)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dt)
1
q

}

=
(b− a)

4


(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(a)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

+

(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

 .

Dans le cas de q = 1, en utilisant la même méthode ci-dessus , alors on obtien l’inégalité suivante :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4

{(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣+ |f ′(a)|
(α + 1)(α + 2)

)
+

(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣+ |f ′(b)|
(α + 1)(α + 2)

)}
.

Où α > 0.

Remarque 2.3. Si α = 1 et q = 1 dans le théorème (2.6), on obtient l’inégalité (2.1) du théorème

(2.1).
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Chapitre 3
Généralisation des inégalités inté-
grales de type de H-H impliquant

l’intégrale fractionnaire de R-L

Nous présentons quelques généralisation intégrales de type d’Hermite-Hadamard pour l’intégrale

fractionnaires de Riemann-Liouville , quelques corrollaires et remarques.

Lemme 3.1. [29]. Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur (a,b) avec 0 ≤ a < b , Si

f ′ ∈ L [a, b] alors l’égalité suivante est vérifiée :

λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)

− Γ(α + 1)

(b− a)α
[λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)]

= λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{∫ 1

0

tαf ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]dt

−
∫ 1

0

(1− t)αf ′[tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b)]dt

}
.

(3.1)
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où λ ∈ (0, 1) et α ≥ 0.

Démonstration. Intégration par partie :∫ 1

0

tαf ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]dt

=
tαf [t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]

(1− λ)(b− a)

∣∣∣∣0
1

− α

(1− λ)(b− a)

∫ 1

0

tα−1f [t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]dt

=
f(λa+ (1− λ)b)

(1− λ)(b− a)
− α

(1− λ)(b− a)

∫ 1

0

tα−1f [t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]dt

=
f(λa+ (1− λ)b)

(1− λ)(b− a)
− α

(1− λ)α+1(b− a)α+1

∫ λa+(1−λ)b

a

(x− a)α−1f(x)dx

=
f(λa+ (1− λ)b)

(1− λ)(b− a)
− Γ(α + 1)

(1− λ)α+1(b− a)α+1
Jα
(λa+(1−λ)b)−f(a).

c’est : ∫ 1

0

tαf ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]dt

=
f(λa+ (1− λ)b)

(1− λ)(b− a)
− Γ(α + 1)

(1− λ)α+1(b− a)α+1
Jα
(λa+(1−λ)b)−f(a).

(3.2)

et de même on obtient :

−
∫ 1

0

(1− t)αf ′[tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b)]dt

=
f(λa+ (1− λ)b)

λ(b− a)
− α

λα+1(b− a)α+1

∫ b

λa(1−λ)b

(b− x)α−1f(x)dx

=
f(λa+ (1− λ)b)

λ(b− a)
− Γ(α + 1)

λα+1(b− a)α+1
Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b).
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C’est à dire :

−
∫ 1

0

(1− t)α[f ′[tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b)]dt

=
f(λa+ (1− λ)b)

λ(b− a)
− Γ(α + 1)

λα+1(b− a)α+1
Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b). (3.3)

d’aprés (3.2) et (3.3) , on obtient (3.1) ,

Ce qui complète la démonstration .

Remarque 3.1. si α = 1 , l’égalité (3.1) implique l’égalité du lemme 2.1 :

f

(
a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

=
(b− a)

4

{∫ 1

0

tf ′
(
t
a+ b

2
+ (1− t)a

)
dt−

∫ 1

0

(1− t)f ′
(
tb+ (1− t)

a+ b

2

)
dt

}
.

Théorème 3.1. [29]. Soit f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec 0 ≤ a < b ,

Si |f ′|q est convexe sur [a, b] avec q ≥ 1, alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣∣λα(1− λ)αf
(
λa+ (1− λ)b

)
− Γ(α + 1)

(b− a)α

[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

]∣∣∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

α + 1

{(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

α + 2

) 1
q

+

(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λb)|q + |f ′(b)|q

α + 2

) 1
q

}
.

(3.4)
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où λ ∈ (0, 1) et α ≥ 0.

Remarque 3.2. Nous avons
(
(α + 1) |f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

α + 2

) 1
q

, désigne la moyenne de

puissance q de |f ′(λa+ (1− λ)b)| et |f ′(a)| .

Démonstration. nous supposons que q = 1 ,

En utilisant le Lemme 3.1 et la convexité de |f ′| , on trouve que :

∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)

− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

] ∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{∫ 1

0

tα|f ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]|dt

+

∫ 1

0

(1− t)α|f ′[tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b)]|dt

}

≤ λα+1(1− λα+1)(b− a)

{∫ 1

0

tα[t|f ′(λa+ (1− λ)b)|+ (1− t)|f ′(a)|]dt

+

∫ 1

0

(1− t)α[t|f ′(b)|+ (1− t)|f ′(λa+ (1− λ)b)|]dt

}

=
2λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(α + 2)

(
|f ′(λa+ (1− λ)b)|+ |f ′(a)|+ |f ′(b)|

2(α + 1)

)
.

Cela signifie que (3.4) est vérifiée .

nous supposons que q > 1 , en utilisant le Lemme 3.1 et l’inégalité de Hölder , on obtient :
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∫ 1

0

tα|f ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]|dt

+

∫ 1

0

(1− t)α|f ′[tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b)]|dt

≤
(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα|f ′[t(λa+ (1− λ)b) + (1− t)a)]|qdt
) 1

q

+

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α|f ′[tb+ (1− t)(λb+ (1− λ)a)]|qdt
) 1

q

.

(3.5)

Par conséquent , en utilisant la convexité de |f ′|q on obtient :

∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)

− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

] ∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(α + 1)1−
1
q

{(∫ 1

0

tα[t|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + (1− t)|f ′(a)|q]dt
) 1

q

+

(∫ 1

0

(1− t)α[t|f ′(b)|q + (1− t)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q]dt
) 1

q

}

≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(α + 1)1−
1
q

{(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(b)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

}
.

Ceci complète la démonstration .
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Corollaire 3.1. Sous l’hypothèse du théorème 3.1 avec λ = 1
2

, on obtient :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

]∣∣∣∣
6

(b− a)

4(α + 1)


(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(a)|q

α + 2

) 1
q

+

(
(α + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

)∣∣q + |f ′(b)|q

α + 2

) 1
q

 .

(3.6)

où q ≥ 1.

Remarque 3.3. Si α = 1 , l’inégalité (3.6) implique l’inégalité suivante :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
6

(b− a)

8


(
2
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q + |f ′(a)|q

3

) 1
q

+

(
2
∣∣f ′ (a+b

2

)∣∣q + |f ′(b)|q

3

) 1
q

 .

Où q ≥ 1.

si q = 1 on obtient l’inégalité suivante :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 (b− a)

12

(
2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣+ |f ′(a)|+ |f ′(b)|
2

)
.

avec 2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣ = |f ′(a)|+ |f ′(b)|
2

,

alors on obtient l’inégalité suivante :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 b− a

12
(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

33



Généralisation des inégalités intégrales de type de H-H impliquant l’intégrale fractionnaire de R-L

Théorème 3.2. [29]

f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec 0 ≤ a < b , Si |f ′|q est convexe sur [a, b]

avec q > 1 , alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

]∣∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(αp+ 1)
1
p

{(
|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

}
,

où 1
p
+ 1

q
= 1, λ ∈ (0, 1) et α ≥ 0.

Démonstration. En utilisant le lemme 3.1, la convexité de |f ′|q et l’inégalité de Hölder, on obtient :∣∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)

− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

] ∣∣∣∣
6 λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(t(λa+ (1− t)b) + (1− t)a)|qdt
) 1

q

+

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b))|qdt
) 1

q
}

6
λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(αp+ 1)
1
p

{(∫ 1

0

[t|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + (1− t)|f ′(a)|q] dt
) 1

q

+

(∫ 1

0

[t|f ′(b)|q|+ (1− t)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q] dt
) 1

q

}

6
λα+1(1− λ)α+1(b− a)

(αp+ 1)
1
p

{(
|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

}
.
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Ce qui copmlète la démonstration.

Corollaire 3.2. Sous l’hypothèse du théorème 3.2 avec λ = 1
2
, On obtient :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

] ∣∣∣∣
≤ b− a

4(αp+ 1)
1
p


(∣∣f ′ (a+b

2

) ∣∣q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(∣∣f ′ (a+b
2

) ∣∣q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

 .

Remarque 3.4. Si α = 1, l’inégalité de corollaire 3.2 implique l’inégalité suivante :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ b− a

4(p+ 1)
1
p


(
|f ′ (a+b

2

)
|q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(
|f ′ (a+b

2

)
|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

 .

Théorème 3.3. [29]

f : [a, b] → R une application différentiable sur (a, b) avec 0 ≤ a < b , Si |f ′|q est convexe sur [a, b]

pour q ≥ 1, alors l’inégalité suivante est vérifiée :

∣∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

]∣∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(
(αq + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

(αq + 1)(αq + 2)

) 1
q

+

(
(αq + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(b)|q

(αq + 1)(αq + 2)

) 1
q

}
,

où λ ∈ (0, 1) et α ≥ 0.
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Démonstration. Dans le cas q > 1 et pour p > 1 , ona 1
p
+ 1

q
= 1, en utilisant le lemme 3.1,la

convexité de |f ′|q et l’inégalité de Hölder, on obtien :

∣∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)

− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

] ∣∣∣∣
6 λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(∫ 1

0

1pdt

) 1
p
(∫ 1

0

tαq|f ′(t(λa+ (1− t)b) + (1− t)a)|qdt
) 1

q

+

(∫ 1

0

1pdt

) 1
p
(∫ 1

0

(1− t)αp|f ′(tb+ (1− t)(λa+ (1− λ)b))|qdt
) 1

q
}

6 λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(∫ 1

0

tαq [t|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + (1− t)|f ′(a)|q] dt
) 1

q

+

(∫ 1

0

(1− t)αq [t|f ′(b)|q|+ (1− t)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q] dt
) 1

q

}

= λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(
(αq + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(a)|q

(αq + 1)(αq + 2)

) 1
q

+

(
(αq + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|q + |f ′(b)|q

(αq + 1)(αq + 2)

) 1
q

}
.

Dans le cas de q = 1, en utilisant la même méthode ci-dessus, Alors on obtient l’inégalité :

∣∣∣∣λα(1− λ)αf(λa+ (1− λ)b)− Γ(α + 1)

(b− a)α
[
λα+1Jα

(λa+(1−λ)b)−f(a) + (1− λ)α+1Jα
(λa+(1−λ)b)+f(b)

]∣∣∣∣
≤ λα+1(1− λ)α+1(b− a)

{(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|+ |f ′(a)|

(α + 1)(α + 2)

)

+

(
(α + 1)|f ′(λa+ (1− λ)b)|+ |f ′(b)|

(α + 1)(α + 2)

)}
,

où λ ∈ (0, 1) et α ≥ 0.
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Corollaire 3.3. Sous l’hypothèse du théorème 3.3 avec λ = 1
2
, on obtient l’inégalité du théorème

2.6 :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− Γ(α + 1)

21−α(b− a)α

[
Jα(

a+b
2

)
−
f(a) + Jα(

a+b
2

)
+
f(b)

] ∣∣∣∣
≤ b− a

4


(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

) ∣∣q + |f ′(a)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

+

(
(qα + 1)

∣∣f ′ (a+b
2

) ∣∣q + |f ′(b)|q

(qα + 1)(qα + 2)

) 1
q

 .

Remarque 3.5. Si α = 1 au corollaire 3.3 , on obtient :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ b− a

4


(
(q + 1)|f ′ (a+b

2

)
|q + |f ′(a)|q

(q + 1)(q + 2)

) 1
q

+

(
(q + 1)|f ′ (a+b

2

)
|q + |f ′(b)|q

(q + 1)(q + 2)

) 1
q

 .
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Conclusion

Le but de ce travail est généralisée les inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard

pour l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville .
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