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NOTATIONS GENERALES

Cla, 0]
AC(a, b]
LP[a, b]
I

JaR)

RLDa
RLDlg(t)
cDgz
cDg(t)

Ensenble des nombres naturels.

Ensenble des nombres réels.

Espace des fonctions continues sur|a,b].

Espace des fonctions absolument continue sur [a,b].

L’espace de Lebesgue L? sur I'intervalle [a,b].

L’intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre «.
L’intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre p(t).
la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre a.

la dérivée fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre p(t).
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «.

la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p(?).
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire a été reconnu comme un outil extrémement puissant pour décrire compor-
tement et phénomeénes complexes de problémes pratiques dus a ses applications. Cependant, le calcul
d’ordre fractionnaire constant n’est pas l'ultime outil pour modéliser les phénomeénes naturelle. Un
calcul fractionnaire d’ordre variable est proposé.

Ce travail s’intéresse a étudier I'existence de solution du probléme fractionnaire d’ordre variable en
utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela et les théorémes de point fixe. Notre mémoire est divisé en trois
chapitres : Le premier chapitre est consacré a la définition des théorémes fondamentaux utilisé dans ce
travail comme le calcul fractionnaire (intégrale et dérivée), et leurs propriétés. Cette partie rassemble
aussi les théoremes des points fixes que nous utiliserons dans ce mémoire. Le deuxiéme chapitre nous
intéressons a étudier I'existence de solution d’un probléme fractionnaire d’ordre variable a condition
initiale. Le troisieme chapitre , nous intéressons a étudier L’existence de solution pour un probléme

aux limites d’équation différentielle d’ordre variable.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions, définitions et théorémes qui seront utilisés

dans ce mémoire.

1.1 Quelques définitions et théorémes

Espaces L”

Soit € un ouvert borné de R"

Définition 1.1.1. [Z] Soit p € R avec 1 < p < +00. On note par LP(2) l'espace de classes d’équiva-

lences de fonctions de puissance p-intégrables sur €2 a valeurs dans R :

LP(Q) ={f: Q — R; f mesurable et ||f||r» < 00}

Il = { |f(93)|”dx);

avec

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Définition 1.1.2. [1] Soit C(I,R) ’espace des fonctions continues d’un intervalle compact I dans R
de lespace de Banach , M un sous ensemble de C(I,R)
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1. M est dit équicontinu si est seulemnt si :
Ve > O,th,tg el: || t1 — to HS ) :>|| f(tl) — f(tz) HS €,Vf eM
2. M est dit uniformément borne si et seulement si :

Je>0: ft)|<e, Vtel e Yfel.

Théoréme 1.1.1. (Ascoli-Arzela) [1] un sous ensemble M de C(I,R) est relativement compact si :
- M est uniformement borné .

- M est équicontinue .

1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions Gamma et Béta

Ces deux fonction jouent un réle trés important dans le calcule fractionnaire.

Définition 1.2.1. [3] (Fonction Gamma)
L’une des fonctions de base du calcule fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler T'(z).

La fonction Gamma T'(2) est définie par 'intégrale suivante :

+o0
I(z) = / t*"te7'dt on z € C et Re(z) > 0.
0

Propriétés [3] : nous avons les propriétés suivantes :

1. I'(z+1) =2I'(z), zeC.

2. T'(1) =1 et I'(—m) = Foo pour tout m € N.
(2n)I/T

4. SineN,ona:I'(n+1)=nl

Définition 1.2.2. [3/(Fonction Béta)

La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombres complexes de z et w par :

B(z,w):/oltZ1(1—t)W1dt Re(w) > 0.
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Propriétés([3]) Nous avons les propriétés suivantes :
1. B(z,w)=B(w,z)(symétrique).

2. zB(z,w+1)=wB(z+1,w).

3 B(z1) =~ 20,

z

4. On peut prendre aussi la forme d’intégrale
1
B(z,w) = 2/ (sin 8)*!(cos 0)**~1d.
0

Théoréme 1.2.1. [3] La relation entre la fonction Gamma et béta donnée par :

['(z).I'(w)

Bz w) = I'(z +w)

,  z,w € C avec Re(z) >0 et Re(w) > 0.

1.2.2 Intégrale et dérivée fractionnaire

Définition 1.2.3. (L’intégrale au sens de Riemann-Liouville d’ordre constant)
L’intégrale fractionnaire d’ordre a au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f : (a,b) — R est

définie par : a gauche
t
B0 =y [ =97 s 1>
a droite
b
I f(t) = ﬁ/ (s—t)*f(s)ds t<b
t
Proposition 1.2.1. [3] L’égalité I, I3, f(t) = I f(t),y > 0 et § > 0 est vrai pour f € L(a,b).

Définition 1.2.4. [5/(Intégrale au sens de Riemann-Liouville d’ordre variable)

L’intégrale fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre variable p(t) est définie par :

o) g [ (=8P s "
1010 = [ s pl) > 04> a

Remarque. En générale , la proposition|1.2.1] n’est pas vérifiée pour l'intégrale fractionnaire d’ordre

variable
T F() # OO f(#),p(t) > 0 et q(t) > 0, f € L(a,b).
Exemple 1. Soit p(t) = L+ 1,q(t) = 3 - L f(t) = ¢, 0 <t < 2, maintenant on calculons

YLD £() e, DD F (1) 121 et IO £(#)]2y

Pour1<t<2 ona:
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Lt —s)itat [5(s—7)iiir bt —s)iisii
JWUWUt::/( /ﬁ mdy:/ ds,
o o T = J T T TE o TE+ DE(E —3)
alors
p(1) 7a(t) t1—s)7sih
2 4 4
encore
t (t — 5)%_5_1 $ (5 — T)i"'i_lr t (t — 3)%1_%5%"'%
ot = [ [ e e = | i e
4 4 4 4 4 4 4 4
L(1—s)7siti
DD £ = /0 <r(l)r)(9 5 ds ~ 0.5283,
2 4 4
et
. . 1 1
OO 5Ot = 1O = [ F(Olies = [ sds =05
0 0
Donc

BT Ol # BT O,
BOBY F(t)] e # BT F(1)] i
BT Ol # BB F0)] e
Définition 1.2.5. (Dérivée au sens de Reimann-Liouville d’ordre constant)

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouvile a gauche d’ordre o« > 0 d’une fonction f est

définie par :

Dg f(t) = DI f(2)
d’I’L

L it

dtn a+ ( )

1 ar [ o
:—F(n—&)%/a(t_s) Yf(s)ds,t > a

Avecn = [a] +1
On a une autre définition de la dérivée fractionnaire & droite au sens de Reimann-Liouville Dy f(t)

qui donnée par la formule suivante

Dy f(t) = (=1)"D"I=* f(t)
()R
_1\n m b
= —an 1—)a) %/t (s —t)" 1 f(s)ds,t < b
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Si0<a<l1
Les dérivées fractionnaires a gauche et a droite d’ordre 0 < a < 1 de la fonction fla,b] — R sont

définie par :
1 d

Do f(t) = ma/@ (t—s)"“f(s)ds

d —a
= SILEf(0). 1 € [o.1)

DY) = ~gr—agar [, (=07

d
= —Elg:af@)?t € [CL’b]

Proposition 1.2.2. [5] Légalité D), I, f(t) = f(t) est vrai pour f € L'(a,b).
Proposition 1.2.3. [5] Soit o > 0 alors l'equation différentielle
D3 u=0
a une solution unique
ult) =c(t—a)* P+t —a)* 2+ . et —a) T+ .+t —a)*,
geR1=12,...,nnn—1<a<n.
Proposition 1.2.4. [5] Soit a > 0,u € L'(a,b), D¢, u € L*(a,b) alors Uégalité suivant vérifier
I8 D u(t)=ci(t—a)* et —a)* 2+ .+t —a) + . et —a)* ",
geRi=12 . nn—1<a<n.

Définition 1.2.6. [j/Dérivée au sens de Reimann-Liouville d’ordre variable

la dérivé fractionnaire au sens de Reimann-Liouville d’ordre variable p(t) est définie par :

. ar t _ \n—1-p(t)
Dgsr)f(t) = %/ <Z€1—‘<n$)——p(t))f(8)d87 t>a.

Remarque. La proposition n’est pas vérifiée pour la dérivée fractionnaire d’ordre variable

DYOTSO f(t) # f(1), f € L{a,b).
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Exemple 2. Soit 0 < p(t) < 1,t > 0 par calcule on a

1 t (1)
P91 = / (t—s)POldg = ——
T D) Jo (p(t))T(p(1))

d d 1 (t _ S)—P(t)SP(S)
DP(t)[P(t)l _ _[1 P(t)[p(t)l -
0+ 70+ dt OF 0+ dtT(1—=p(t) Jo p(s)T(p(s))

t >0,

ds # 1,

et
d +1-p(t)
Gt (1 =p(t)T(1—p(t))

Définition 1.2.7. (Dérivée au sens de Caputo d’ordre constant)

d ;-
RODL = 10 Lo <

) # L.

La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo d’une fonction f € AC([a,b],R) est définie par

‘De f(t)=1.7D"f(t)

1

= m/a (t—s)" L (s)ds t>a

Dy f(t) = (=D)" L= D" f(t)

_—(_1)n bs— nmamlgn(g)ds a
o [ et 1

Exemple 3. Soit f(z) = (v — a)? pour certain 8 > 0 alors

0 sif €{0,1,2.....m — 1}
Dy, fx) = T(B+1)
TGt+1-a) sif ¢ Net > n
On a
‘D C=0

Ou C est une constante .

Définition 1.2.8. [j/(Dérivée au sens de Caputo d’ordre variable)
La dérivée fractionnaire d’ordre variable p(t) au sens de Caputo d’une fonction f € AC([a,b],R) est

définie par

"D f(t) = L7 D f (1)

1

- - t — 5)v POl g a
r(n—p<t>>/a“ T s)ds b >
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1.3 Théorémes de point fixe

Théoréme 1.3.1. [J/(Théoréme du Point fize de Banach.)
Soit (X,d) un espace métrique complet. une application T : X — X est une contraction avec la

constante Lipschitz K<1. Alors T a un point fize unique v € X.

Théoréme 1.3.2. [J/(Théoréme de point fize de Schauder)
Soit X un espace de Banach, K C X un ensemble convexe, fermé, borné et non vide. Et soit

T : K — K un opérateur complétement continue. Alors T admet au moins un point fize.

Théoréme 1.3.3. [//(Théoréme d’altérnative non linéaire de Leray-Schauder.)
Soit K un ouvert , borné d’un espace de Banach X et N : K — X une application continue et compacte.

Alors
- N admet un point fize dans K .

- Il existe x € K, t € [0,1] telle que x = tN(x).



CHAPITRE 2

L’ETUDE D’UN PROBLEME A CONDITION INITIALE

Dans ce chapitre ,on considére I’existence de solution pour un probléme & condition initiale , au
moyen de quelques techniques d’analyse et le théoreme d’Ascoli-arzela.

On a le probléme suivant :

DIty = f(t,z), 0<t<T < 400 o)

z(0) =0,

Dot DLz (1) est la dérivée fractionnaire d’ordre variable , 0 < q(t,z(t)) < ¢* < 1,0 <t < T,
rze€Ret f;]0,T] x R — R est une fonction continue.

On transformé (2.1 en une équation intégrale équivalente

w(t) = 1070 (¢ 2(8)) = / ) (s)ds.e <t <T. (2.2)

e Tlals, z(s)))

2.1 lDexistence de résultat

Soient les hypotheéses suivants :
(Hy) q:[0,7T] xR — (0,¢*],0 < ¢* < 1 est une fonction continue;

(Hy) f:]0,7] x R — R est une fonction continue.
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Lemme 1. Soit (Hy) est vérifiée ,x,,x € C[0,T] , supposons que x,(t) — x(t),t € [0,T] lorsque

n — oo , alors

t—4 (t o 8)7q(s,xn s t . 8 —q(s,2(s))
/o P q(s, 2o P %/ G st e BTl (23)

lorsque n— oo .

Preuve. On voit que

si 0<T <1, alors Tt <= (2.4)
si 1<T <400, alors T~ <1, (2.5)

donc, pour 0 <T < +o0 , on a

T* = max{T™7 1} (2.6)
on a
1
M = max | @(t) | +1, My = max | ()| + 1, L = X | g |41 .
1 _ *
par la convergence de x, , pour (BLTZT)g , il existe Ny € N tel que
(1-q")e
t) — x(t — 't T],n > Ny. 2.
| aalt) — 2lt) |< S € 0,T)n 2 Ny @7)

puisque (t — s)79*()) § <t — s < T, est continue par rapport d son exposant —q(s,x(s)) , pour

€
ST quand n > ng ,
b g qeen() (g | S s<p _s<T 2.8
(t-5) (= 5) 10 |« <t s<T, (23)
ausst , par continuité de 1 ourw uand n > ng, est vrai
P T(1—q(s,2(5)) 7" surT "1 = "o

1 1 (1—q")e

T qson)) T q(s.2(9)) = 3MTT

0<s<T. (2.9)
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Ainsi , d’aprés et (@ , on a

(t — 5)-alszas) D R
g 1—qsx4ﬂ»““”5 A e

(t — 5)-alsn(s)
A | 2a(s) — (s) | ds

P(1 = q(s, za(s)))

(f — 5)-0n() _ (¢ — g)-alsa(s)
'*4 | (1= 4(s,2.(5)) IFots) [ ds

T g alsa) 1 _ !
o ey N T g mm)) T = (s 2(9)

L 1 ok t—0 ML t—0 M 1 gk t—o
L1 —q)e / (t— 5)-asanegs 4 MEE / gs+ MA—q")e / (1 — 5050 g
0 0

| 2(s) | ds

e SMLT SMTT
— 0* t—4 _ s

= (13T_*qT)e /0 T—q(s,zn(s»(th) a(s.0n(9) g +3_T o

1— g* t—6 f
+<3T—*qT)€/O Ttz TS)—q(s,x(s))dS
< U [ s g [ B [T s
) %71—?26/;6@ st t 5d5+%,T_1—€28/0t6<t_s)q*d5
_ ﬁ(t )+ B—T(t — )+ 3T1€_q* (10— i)

eT=T Te TV

< 370 37 37w
€+5+€

= —_ — - = £
3 3 3

Ce qui implique que est vérifié .

Lemme 2. soit (Hy) est vérifiée, x,,x € C[0,T], supposons que x,(t) — x(t),t € [0,T]lorsque
n — oo,alors
t—5 -5
| tmehas = [ fsatsnds.t e 5.7), (2.10)
0 0

lorsque n — oo

Preuve. Par convergence de x,, pour ( > 0, il existe Ny € N tel que
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| a(t) = 2(t) [< ¢t €[0,T],n = N,

par la continuité de f, pour =, lorsque n > Ny , est vraie

| Fls,2a(s)) = fls,2(s)) |< o5 € 0.7

ainst ,on a

t—4&

| (f (s, 2n(s)) = f(s,2(s)))ds |

0

/0 | f(s,2a(3)) — f(s,2(5)) | ds

IA

A
|
||

\'m

ce qui implique que est vérifiée .

Lemme 3. Supposons que (Hy) est vérifiée. Alors pour arbitraire fixé x € C[0,T)] ,telle que

. =0 (t — g)als(s) B Pt — s)alsa(s)) (\ds
) r<1—q<s,x<s>>>$(s>ds‘/o P g, a(e) "% (2.11)

Preuve. pour arbitraire fixé x € C[0,T], on pose

1
M = t 1,L = 1.
0SiET =) | +1, ogtgr%ﬁ:}c{HgMF(l —q(t,z(t))) N

1
1—gq* "
ainsi, pour Ve > 0, prenons oy = 6(—(1)* lL—gq , alors , quand 0 < § < dg, d’apres (2.5)), (2.6)), (2.7),
MLT*T4
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on a

o5 (4 g)-alsals) t(f— 5)alsals)
YA 1—q RO B e RO

Lot —s) s I(S))
- F(l — q(s,z(s)))
| t T—a(sa(s)) t—s

s F(1=q(s,2(s))) " T

t
t_
< ML/ T+ (L2 gs
=5 T

| w(s)ds |

MLT*TY

= —07
1 —g¢
MLT*T? -
< MET e
1—q*

Ce qui implique que est VETifié.

Remarque. Supposons que (Hy), (Hs) sont vérifiés , alors on a

t—9
lim x(s)ds :/ s)ds hm/ f(s,z(s))ds —/ f(s,z( (2.12)
=0 Jq

Lemme 4. Soit [a,b](—0c0 < a < b < 400) un intervalle fini, il est sait que AC|a,b] coincide avec

l’espace des primitives de Lebesgue sommable les fonctions :

f(t) € ACla, bl < f(t) =c+ /tgo(s)ds,go € L(a,b),c € R, (2.13)

et donc une fonction absolument continue f(t) a une dérivée f(t) = ¢(t) presque partout sur |a,b].

Par la définition de la dérivation fractionnaire, on voit que le probléme (2.1 est équivalent a

z(0) = 0 et expression suivante

Pt — 5)alsa(s) . t s
/0 (1 _q(s,x(s)))gf(s)ds— +/0 f(s,x(s))ds,t € [0, T, (2.14)

ou c € R.

Théoréme 2.1.1. supposons que (Hy),(Hz) sont vérifiée. alors le probléme a au moins une
solution x* € C[0,T].
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Preuve. afin d’obtenir le résultat d’existence de la solution du probléme a condition initiale ,

nous avons d’abord que la suite suivante a une sous-suite convergente,

;

0, 0<t<S§,
_ t— —q(s,zk-1(s))
2 (t) =  zr-1(t) —1—f0t s _(t=9) ds— (2.15)

I'(1 = q(s, zp-1(s)))
fot_é f(s,xp_1(8))ds, d<t<T,

\

k=1,2,..., ouxo(t) =0,t € [0, 7], (0 est un petit nombre arbitraire).

Afin d’appliquer le théoréme d’Ascoli-Arzela pour considérer ’existence de convergence sous-suite de
la suite x), définie par , premiérement, on prouve la borne uniforme de la suite xy sur [0,T]
On trouve que x, est uniformément bornée sur [0,0]. Maintenant , nous allons prouver que la suite
xy, est uniformément bornée sur [0, T].

Soit M = maxo<i<r | f(s,0) | +1. Puisque o = 0 est uniformément bornée sur [0,T], alors, pour

telsT1],

on a
)] = Lo 1+ [ fe = oyas — [ 505,00
z1(t) | = | xo(t) | + To(s)ds — s,0)ds
' " o T(2—qls,20(s))) " 0
t—5
= | f(s,0)ds |
0
t—o
< M ds
0
< MT =M,

Ce qui implique que x1 est uniformément borné sur [0, T], avec z1(t) = 0 pour t € [0,0], on obtient

que x1 est uniformément bornée sur [0,T].

1
Soit M = t 1, L =
O T c<Tlm<an [ f( ) [ +1, 0<t<Tlm <M, | L1 —q(t,z:(t)))

| +1. & partir de (2.4
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Pourt € [6,T], on a que

t—o — g)~alsza(s)) t—6
< a1+ [ g sn s+ [ ] fsan(s) | ds

t—6
t —
< M+ ML / Tole@ @) (L) =asm @) g5 4 M (T — 6)
0
tié t — S *
S M1+M1L/ T*<T)7q dS+MfT
0
M, LT*TT | . .
= M+ i—(tl—q — &) + M;T
_ q*
M, LT*T
< M+ ——— +MT
1—gqg*
= M.

Ce qui implique que xo est uniformément borné sur [0, T] avec xo(t) = 0 pour t € [0, 4], on obtient
que x5 est uniformément borné sur [0,T]. Alors la suite xy est uniformément borné sur [0,T].
maintenant, on considére I’équicontinu de la suite xysur|0, T]. Premiérement, nous pouvons savoir que
la fonction k(t) = a' —b't € (—1,0),0 < a < b, est décroissante. En effet, puisque Ina < Inb < 0 et
at > b >0 ona

!

k(t)=a'Ina—b'Inb<blna—b'nb=>b(lna—Inb) <0,

Ce qui implique que k(t) est décroissante .donc , pour I(s) = (84z2)~1s() — (2os)=a(2(s) oy 0 <

bt < 225 <1 ), nous pouvons considérer I(s) comme étant du méme type que k(s), alors I(s) est

décroissante par rapport a son exposant —q(s,z(s)).
Ainsi, dans la prochaine analyse, nous utiliserons 'inégalité de MINKOWSKI : pour a,b non négatif,

et toute R > 0, est vérifier
(a+0)% < cpla® +b%) telque cp=max{l,2%7'} (2.16)

Par conséquent, pour a,b non négatif, et toute 0 < R < 1, il résulte de que

(a+b)" < crla® + b7 = max {1,251} (a® + b)) = o + b (2.17)

Soit M = nax. | f(s,0) | +1 . pour Ve > 0,Vt1,ty € [0,T],t1 < to ,

On consideére le résultat dans deux cas .
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ler cas : 0 <ty <0 <ty <T onprend n = 7 , quand ty —ty <ni 1, on a

| (1) — 2a(ty) | = |/ F(s,0)ds |

< / ds
0

= M(ty—9)

< M(ty—ty)

< Mn

= &

2eme cas : 6 <ty <ty <T.on prend my ;1 = = 17, lorsque to —t1 < my1,0n a

| 21(ts) — (1) = |/ (5,0 ds—/0t26f(s,0)ds|

< / | £(5.0) | ds
o

= M(t; —t)

< Mmn s

= E.

Alors z1(t) est équicontinu sur [0,T], le méme résultat peut étre obtenu lorsque ty < tq

1
it M, = 1.L =
R O ey PVA F(s,) + ost<Tlimri<m | T(1— q(s, 21(s)))

Viti,ty € [0,T],t <ty on considére le résultat en deuz cas.

| +1. pour ‘v’3—2€ > 0,

—(1 _ q*>€ )1—q
LT oG

lercas:0 <t < <ty <T.onprendns =min{n }, lorsque ta—ty < Mo,

var () .(Z3).(Z0). 1Y),
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on a

|z1(t2) — 21 (t1)]

B ta—9 (t2_s)fq(87:r1(8)) B t2—4 o 20 ds
= It [ Sy S

to—0 to—0
<| x1(ts) | +M,L / (ty — 5) 1521 ds + M, / ds
0 0

to—0
to —
< | a(ta) | +M1L/ T—q(s,m(s))(QTS)—q(s,m(s))dS + My (ty — )
0

< ai(ts) | +M1L/t2_6 T (220 4+ M, (1 — )

0
< | a(ty) | +%;*Tq*(t§‘q* — 61T+ My (ty — 0)
< ay(ty) — x4 (t) | +%Zq*((t2 — 0480T =) + My(ty — 6)
s|xﬁa—mmn+%%%?¥@—®Ff+ﬂﬁ—&ﬁ>HW@—@
< Lol = a0 |+ 25T 1 - ) 4 by - 1)

MlLT*Tq* 1_q*

< [ @i(te) — 2a(ty) | +1_—q*772,1 + Myna,1

< 5—|—€+€
4 4
3¢

< .
- 2

(1 B q*)g )1_1 = €
SMLT*Te’ 4N,

2eme cas : 6 <ty <ty <T. On prend ne; = min{ny 1y, (

lorsque to — t; < ma 1, par ,,(@), on a



2.1 ’existence de résultat 22

21 (t2) — 21(t1)|
(t2 — S)fq(svxl(s))

to—6
= |x1(t2) — «Tl(tl) + /0 F(l _ q(s7 xl(S)))

t1—90 (tl _ S)fq(s,xl(s)) to—6 t—6
B /0 T(1— q(s, I1(8>))$1(5)d3 - /0 f(s,21)ds +/0 f(s,z1)ds |

ta—6 <t2 _ 8)*4(5:951(5))

< x(te) — xi(t)] +/t_6 | (1 —q(s,z1(s)))

t1—0
! 1
+ ty — )79 E) _ (4 — g)7aTE) || 1 (5) | ds
/0 |F(1—q(s,x1(s))) H(2 ) (1 ) || 1<)|

" / T fs () | ds

1—0

x1(s)ds

|| 21(s) | ds

t1—96
S | 33'1(752) — l'l(tl)l —+ MlL/ ((tl — 8)7q(5’x1(5)) — (tQ — S)iq(s’xl(s)))ds
0

to—0 to—0
+ ML / (ty — 5) 121 ds 4 M, / ds
t1—96 t1—96
ti—o tl — S tg — S
= | T (t2) _ xl(tl)’ 4 MIL/ T*Q(S»Zl(s))((T>*Q(S»21(S)) _ ( = )*!I(S 11(8))>d5
0

t2_8

to—0
LML / palean (o) )1 s 4 M (b — )
t

1—6
tl—S_* tQ—S

) (2 s

t1—0
< Ja(te) — o (t)] + MlL/o T ((

to—0
t _8 *
—|—M1L/ T*(( 2T )_q dS—l—Mf(tQ—tl)
t

1—98
M LT*Tq* —a* * * —a* *
= | z1(t2) — 21(t1)] + 11_—(]*(251 T 4oty +0)TT —ty T )
+ My (ty — t1)
M, LT*TT .
= | Il(tQ) —171(t1>|+11_—q*(t2—t1)1—q —|—Mf(t2—t1)

IMLT*TT

< ’ .Cli'l(tg) — xl(tl)’ + 1_—q*772;?* —+ Mf772,II

< €+€+€
4 4
3¢

2

Ce qui implique que x5(t) est équicontinue sur [0, T] le méme résultat peut étre obtenu lorsque ty < t
continuez ces processus, nous pouwvons obtenir que xy, k = 1,2..., est équicontinue sur [0.T].

De plus, par les arguments d’équicontinuité de x, on peut savoir que x) € C[0,T],k =1,2...
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Alors, par le théoreme d’Ascoli-Arzela, la suite xy, existe une sous-suite convergente T,,, . & partir de

(2.15)), ,, doit satisfaire

(

0 0<t<g,

5 (t—5) 1))
- -~ ¢ t—o6 ( m
R R U I e Py T

(s)ds (2.18)

- 5_5f(5,$mk71(8))ds7 §<t<T.

Maintenant, nous allons prouver que la limite continue de x,,, , noté x* est une solution du probléme

a condition initiale . soit k — +o0o dans , par les lemmes , (@) on a

s (f— 5) -t )
I'(1—q(s,2*(s)))
=0 f(s,2*(s))ds, )<t <T.

x*(s)ds (2.19)

donc, on trouve que

t—5 —q(s,a*
(t — 5)7a(s2"(s

(1) = <t <4

T =0.0<i< ’/o I'(1—q(s,a*(s

) -
e <s)ds—/0 f(s,0%(s)ds =0,  (2.20)

pour vérifier x* est une solution de probléeme , on pose 6 — 0 dans par , , on

obtient

t s —q(s,x*()) t
2(0) = o;/o r((t1 - ;(S ey () :/0 f(s,2%(s))ds € AC[0,T], (2.21)

t

Il résulte de la continuité de f et le lemme que / f(s,2%(s))ds € AC|0, T par conséquent, a partir
0

de, on obtient

/t f( ( ))d /t (t _ S)—Q(S,z*(s)) ( )d AO[ T]
s,x"(s))ds = x*(s)ds € 0,7T].

0 o I'(1—q(s,2*(s)))

par conséquent, différentiel de deux cotés de la deuxieme expression dans, on obtient

DI () = f(t,2%),0 <t <T (2.22)

avec *(0) = 0, alors x* est une solution du probléme :



CHAPITRE 3

L’EXISTENCE DE RESULTAT POUR UN PROBLEME AUX
LIMITES

Dans ce chapitre, nous considérons l'existence de solution d’un probléme aux limite suivant pour

I’équation différentielle d’ordre variable

D(t) + f(t,x) = 0,0 <t < T,

(3.1)
z(0) =0, z(T)=0,
D'ou 0 < T < 400, Dgg:) désigne la dérivée fractionnaire d’ordre variable
d2 t (t . S)lfq(s)
Dt t:—/— d t>0 3.2
0+ LC( ) dtg 0 F<2 . q(s)) LE(S) S ) ( )
Et
_ Pt — s)tmal)

135105 :/ (—x s)ds, t>0, 3.3

Désigne intégrale d’ordre variable 2 — ¢(t),1 < ¢(t) < 2,0 <t <T.

f:(0,7] x R — R est donné une fonction continue satisfaisant certaines conditions d’hypothése.
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3.1 L’existence de Résultat

Nous avons besoin des hypothéses suivantes :
(Hp) : soit n* € N soit un nombre entier, P = {[0, T1], (11, T3], (1%, T3], ..., (T,;=-1, T] }une partition de

I'intervalle [0, 77, et que ¢(t) : [0,7] — (1, 2]une fonction constante par morceaux par rapport a P,

(

q1, OStSTh

q(t) =D arli(t) = (3.4)

\qn*, Tn*fl < t S Tn* = T,

oul < q <2(k=1,2,...,n%) sont des constantes , et I est I'indicateur de I'intervalle [T}y, Tx], k =
1,2,...,n*(lci Ty =0, T, =T), qui est , I(t) = 1 pour t € [tx_1,T}] et Ix(t) = 0 ailleurs .
(HY) @ soit t"f : [0,7] R — R soit une fonction continue (0 < r < 1), il existe des constantes

c1>0,c0>0,0<v<1 tel que
] flt, () |[<cate|x)|,0<t<T, z(t) eR.

Afin d’obtenir nos principaux résultats , nous procédons d’abord a ’analyse essentielle du probléme

aux limites (3.1)).
par(3.2), I’équation du probléme aux limites (3.1))peut étre écrite comme

d? t (t . S)l—q(s)

W | Tt +/(ta) =0,0<t<T, (3:5)

D’aprés (Hy), équation (3.5))dans Uintervalle (0,7}] peut s’écrire par
D@ z(t)+ f(t,xz) =0, 0<t<Ty. (3.6)

L’équation (3.5)) dans l'intervalle (T3, Ts] peut étre écrite par

d_2 : —(t — S)l_qlx s)ds t —(t _ s)l_qzx s)ds ) =
W<A r2—a) ”d+égm-@><”)+ﬂ@>—0 (3.7)
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Et I'équation (3.5))dans U'intervalle (75, T3] peut étre écrit par

([ () YO _
dt? (/0 (2 gy ot /T T2 —g) % /T T2 —g5) x<3)d8) +f(t ) =0 (3.8)

De méme 'équation (3.5) dans U'intervalle (7;_1,7;],7 = 4,5,...,n* — 1 peut étre écrit par

A D Co(f— )t )

Comme pour le dernier intervalle (7}« _1,T'),similaire a I'argument ci-dessus , ’équation (3.5))peut étre

écrit par

d? T (t — S)l_QI t (t — S)l_q"* B
e </o Wx(s)ds +..+ /Tn*_l Wm(s)ds) + f(t,x) = 0. (3.10)

Remarque. D’apres les arguments ci-dessus , nous constatons que , selon la condition (Hy), dans les
différents intervalle ,le probléme aux limites doit étre représentée par une expression différente
. Par exzemple , dans lintervalle (0,T1] , le probléeme auz limites est représenté par (@; dans
Uintervalle (Ty,Ts|, le probléme aux limite est représenté par (@ , ect . Mais ,pour autant
que nous le savons , dans les différents intervalles , ’équation de [’ordre entier ou d’une constante
probléemes d’ordre peuvent étre représentés par la méme expression .Sur la base de ces faits , différents
que entier ordre ou des problémes d’ordre fractionnaire constante , afin d’examiner les résultats de
lexistence d’une solution a le probléme aux limite , nous devons considérer le probléme pertinent

défini dans les différents intervalles , respectivement.

Maintenant , sur la base des arguments précédent , nous avons la définition actuelle de la solution

du probléme (3.1)) , ce qui est fondamental dans notre travail .

Définition 3.1.1. Nous disons que le probléme auz limites a une solution , sl existe des
fonctions x;(t),i = 1,2,...,n* telle que x; € C[0,T}] satisfaisant I’équation @ et 1(0) = 0 =
z1(Th);z2 € C[0,Ts] répondant a l’équation et 2(0) = 0 = x3(Th); 23 € C[0, T3] satisfaisant
Uéquation (3.8) et x3(0) = 0 = x3(13);z; € C[0,T;] satisfaisant Uéquation (3.9) et x;(0) = 0 =
zi(T;)(i =4,5,...,n" = 1);x,« € C[0,T] satisfaisant I’équation et £,+(0) = 2+ (1) = 0.



3.1 L’existence de Résultat 27

Théoréme 3.1.1. Supposons que les conditions (H}) et (Hj) sont vérifiés , le probleme aux limite

a une solution .

Preuve. Selon l’analyse ci-dessus , [’équation du probléeme aux limites peut s’écrire comme [’équa-

tion ([3.5)dans Uintervalle (0,T1] peut étre écrite comme
Dg x(t)+ f(t,x) =0, 0<t<Ty.

Maintenant , nous considérons le probleme aux limites en deux points suivant

DI x(t)+ f(t,x) =0, 0<t<Ty,
o a(t) + f(t,2) 1 (3.11)

l‘(O) = O,JT(Tl) = O,

Soit x € C[0,T] une solution du probléme aux limites . Maintenant , [’application de [’opérateur

I§L pour les deux cotés de l’équation ci-dessus.Par la proposition m), nous avons

z(t) = dit? ! 4 dot™ 2 —

T(q1) /0 (t— )1 f(s,2(s))ds, 0 <t < Ty .

par x(0)=0 , nous pourrions obtenir dy = 0. Soit z(t) satisfaisant x(Ty) = 0, ainsi nous pouvons

obtenir d, = I f(Th,2)T, . Ensuite nous avons
w(t) = 1§ f(Ty, )T — I8 f(t,2),0 <t < Ty (3.12)

Inversement ,soit x € C|0,T1] soit solution de I’équation intégrale , puis ,par la continuité de la
fonction t" f et la proposition on peut facilement obtenir que = est la solution de probleme aux

limites .

On définit l'opérateur P : C[0,T1] — C10,T1]de
Pa(t) = I f(T )T — I8 (L a(t),0 < t < T}

D’apres les propriétés d’intégration et les hypothéses sur la fonction f, Uopérateur P est bien définie
, nous montrons que P est complétement continue .

Dans l’analyse suivante , on prend

p 2 2
M a) = mex { (L= )T@)" (1= r)F(g) ™ (L= )T ()’ } |
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\

Soit Q; = x € C[0,T1] || z ||< R un sous-ensemble convexe fermé borné de C[0,T1] , ou
R = max {20, M (1, q)(T + 12, QeaM (r, ) (T + )75 }.

pour z € Q; et d’aprés (H)), on a

| Pla(0) | < P [ st s s [ 9 sato)) | ds
2 . q1—1
< [ @ st | ds
2 & q—1_—r % s
<q [ =0t o) P

orairlor
S - -
(1 =7 (q)
< M(r, )T (e1 + o)

(Cl + CQR’Y)

S M(’T’, q) (T + 1)2(01 + CQRR’yil)

<

|

R
+5 =R,

Ce qui signifie que P(£);) C €2; .Alors le théoréme du point fixe de Schauder assure que 'opérateur
P a un point fixe 1 € €); , qui est une solution du probléme aux limites .
Aussi , nous avons obtenu que I’équation dans I'intervalle (77, T3] peut étre écrite par (3.7)).
Considérons le résultat d’existence de la solution a , nous récrivons comme suit

d2 T (t _ S)lftp d2 t (t _ S)lti
d2 wo oy as)ds +—5 | —m———=a(s)ds = f(t,x) Th <t < T
dt? 0 F(Q - q2) x<8) o dt? Ty F(Z - Q2> x<8) s f( ,I) 1<1= 1o

Pour 0 < s < T3, on prend z(s) = 0, puis , par I’équation ci-dessus , on obtient
DEa(t) + f(t,z) =0,Ty <t <Tp.
Maintenant , nous considérons le probléme aux limites suivant

DL x(t)+ f(t,x) =0,T) <t < Ty,
n (3.13)

z(Thy) = 0,2(Ty) =0,

Soit x € C[T}, T3] une solution du probléme aux limites (3.13]). Maintenant , ’application de 'opérateur
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IF . sur les deux cotés de I'équation de probléme aux limites (3.13)) et par la proposition ,

nous avons

1 t
a(t) =di(t —T)? " +do(t — T1)2 7% — / (t —s)2 1 f(s,2(s))ds, Ty <t <Th.
I'(g2) Jr
Par .T(Tl) = O,JI(TQ) =0 ,on a d2 =0et d1 = I%irf(Tg,.T)(Tg - Tl)l—qz. Puis , On a
1

2(t) = IE f(Ty, x)(Ty — T) "% (t — Ty)= ! — () Jr (=)= f (s, 2(5))ds, Ty <t < T

Inversement , soit © € C[T},Ts] solution de 'équation intégrale ci-dessus , alors , par la continuité
d’hypothése de la fonction ¢"f et la proposition ((1.2.2)), on peut obtenir que x est une solution du
probléme aux limites ((3.13]).
Définir 'opérateur P : C[1y, T3] — C[11,,T5] par
1
Px(t) = Ig: f(To, 2)(Ty — Ty)' "2 (t — Ty) 2! — T thl (t — )27 f(s,2(s))ds.
qz
Il résulte de la continuité de la fonction ¢ f que Popérateur P : C[Ty, Ty — [T1, T3] est bien définie .

nous savons que P est un opérateur complétement continue.

Pour = € Q2 et par (H)) , on obtient

| P(x(t)) ] < S I:ZS =t /T 2(T2 — )27 | f(s,2(s)) | ds + @/ (t — )27 | f(s,2(s)) | ds

T
2 [T — et | f(sals))
< Ty — )27 | f(s,z(s)) | ds
o, @ (55(6)
2 T .
< Ty —s)27 s (1 +co | x(s) |)ds
TSR CNCEAEDID
2TQ2*1 Ty
< 2—/ s "(c1 + coR)ds
M) J & @t e
2T N1y 1)
= c1+coRY
Q- (g T el
2T
< —= (1 + R
0 rr(g) @ e
< M(r,g)(T+ 1)2(01 + CQRR’Y_1>

IN

R R
PRI

q
+2
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Ce qui signifie que P(£2;) C €; .Ensuite, le théoréme de point fixe de Schauder assure que 'opé-

rateur P a un point fixe, qui est une solution de l'intégration suivante :

To(t) = 1P f(To, @) (To — Th) "2 (t — T2 — r(;) /T (t —8)2 71 f(s,32(s))ds, Th <t < Ty. (3.14)

Application de I'opérateur D, de part et d’autre de (3.13)), par la proposition (1.2.2)) ,on peut obtenir

que
DE  @(t) + f(t,32) =0,y <t < Ty,

qui est , X5(t) satisfait a ’équation suivante

d? 1 t
di’T(2 — q0) / (t — ) " ®2@y(s)ds + f(t,32) =0, Ti <t<Th. (3.15)
- 42 Ty

On obtient

Oa 0 S t S Tla
za(t) = (3.16)

ii'g(t),Tl <t<Ts

Donc , d’apres (3.15]), nous savons que xy € C[0, T3] défini par (3.16|)satisfait I’équation

5_; ( /O " %xg(s)ds + /T t %@(s)ds) +f(t ) = 0,

Ce qui signifie que x9 € C[0, T3] est une solution de (3.7)avec x9(0) = 0, x9(Ts) = Z2(T2) =0 .
Encore une fois ;nous savons que 'équation (3.5)dans Uintervalle (T3, T3] peut étre écrite par (3.8)).

Considérons le résultat d’existence de la solution & I'équation (3.8)), pour 0 < s < T5, on prend

z(s) = 0, alors, par(3.8]) on a

D% 1’(t) + f(t, l‘) =0, T),<t<Ts.

Toy
Maintenant ,nous considérons le probléme aux limites suivant

D% x(t)+ f(t,z) =0,Ty <t < T3,
T, () + f(t,x) > 3 (3.17)

De maniére standard, nous savons que le probléme aux limites (3.17) a une solution Z3 € €2; puisque
T3 satisfait I’équation

Dq3 Ig(t) + f(t, Ig) = O,TQ <t S Tg,

Toy
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C’est-a-dire que T3(t) satisfait I’équation suivante

21 ¢ - )
2T =) /TQ(t —5) " Pa(s)ds + f(t,23) = 0,T> <t < T (3.18)
On obtient
0, 0<t<Ty,
w3(t) = (3.19)

T3(t), To<t<Ts,

Donc , d’apreés (3.18)), nous savons que z3 € C[0, T3] défini par (3.19)) satisfait 1’équation
d> </Tl (t —s)l-a /T2 (t —s)l- bt —s)t-as )
— —————w3(s)ds + — sds—l—/—x s)ds | + f(t,x3) =0,
dt? \Jy  T(2—-q) ) n I'(2-¢) 1) n U2 - ) ) Jitws)

Ce qui signifie que z3 € C[0, T3] est une solution de (3.8]) avec x3(0) = 0, z(T3) = z3(T3) = 0.

Par la méme maniére, afin d’examiner I’existence d’une solution & I’équation (3.9)définie sur [T;_;, T;]de

(13.5]), nous pouvons étudier le probléme aux limite & deux points suivants

z(t) + f(t,x) =0,Tisy <t <T,
i (3.20)

x(Ti—1) = 0,2(T;) = 0.

D‘Ii
Ty

Par les mémes arguments précédents, on obtient que I’équation (3.9))définie sur [T;_1, T;]de (3.5) a une

solution

07 0 S t S 711'717
2i(t) = (3.21)

@(t)7 ﬂ—l <t§ﬂ7

ou z; € Q avec 7;(Tj—1) =0 =x;(T;),i =4,5,....n* — 1.
Semblable a 'argument ci-dessus , afin de considérer le résultat d’existence de la solution a ’équation

(3.10)) ,nous peut considérer le probléme aux limites suivant

DI x(t)+ f(t,x) =0Ty <t <Tp =T,
Trr-at (3.22)

2(Tp—1) = 0,2(T) = 0.
Donc par la méme considération, pour T,-_; <t < T on obtient

2(t) = (T = T y) 0 (¢ = T )W IR f(Tox) = I8 f(t, ).
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Définir 'opérateur P : C[1},«_1,T] — C|[T}+_1, T par

Pir(t) = (T = T 1) 0 (t = Ty )0 I f(T, ) —

Tn*—1+

1 ! -1 f(s, x(s))ds
men*q(t_s) f( ) ( ))d )

To—1 <t <T.Ilrésulte de I'hypothése de la continuité de la fonction " f que 'opérateur
P :C[Ty_1,T) — C[Ty+-1,T] est bien définie, nous notons que P : C[I«_1,T] — C[T,+_1,T) est un
opérateur complétement continue.

Pour = € w et par (H), on obtient

(T — Ty )78 (£ — Tppe_q )91 /T
F(qn*) Tn*71

(t =)= | f(s,2(5)) | ds

| Pa(t) | < (T =)=t | f(s,2(s)) | ds

+
=

’:?r—t
H\ﬁ

<ty @ st s
2 T
< (T = o7 e s o) 1)

F(Q'ﬂ*) Tox_1
2(T) % /T .
_— s "(c1 + coR")ds

F(Q'I’L*) Tn*71 ( ! ? )
_2rt (T T
- (1 - T)F<Qn*)

2(T +1)? ot R
=T @ e

(r,)(T +1)*(c; + coRR™)

IA

(Cl + CQR'Y)

Ce qui signifie que P(2;) C €;. Alors le théoréme du point fixe de Schauder assure que I'opérateur P

a un point fixe T, € ), qui est une solution de I’équation intégrale suivante, c¢’est-a-dire,

i‘n* (t) _ (T o Tn*—l)l_qn* (t _ Tn*—1)q"*’1l%zz,1+f(T> jn*)

1 t
— / (t — s)* =1 f(s,Tp(5))ds, Ty <t <T. (3.23)
]‘—‘(qn*) Tn*—l

Application de 'opérateur Dq’;’;i1 , de part et d’autre de 1) on peut obtenir que

D%Zif1+5:n* (t) + f(tw%n*) = 07 Tn*—l <t S T’
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C’est-a-dire que Z7(t) satisfait I’équation suivante

d? 1 K
@W/ (t - S)l_qn* ‘%n* (S)ds + f(t7 5771*) = 07 Tn*—l <t S T. (324)
- Yn* Trx_1

On obtient

( ) 0, 0 S t S Tn*—la ( )
Ty (t), T <t< T,

Donc, d’aprés (3.24]), on sait que z,» € C[0,T| défiée par(3.25)) vérifie I'équation

d2 T (t _ S)l—fh t (t _ 5)1_‘1n* -
ﬁ (/0 Wxn* (S)dS + ...+ /Tn*_1 mxn*(s)dg) + f(t7g;n*) =0.

Pour T« 1 <t < T, ce qui signifie que x,- € [0, 7] est une solution de (3.10)avec x,+(0) = 0, z,«(T) =
T+ (T) = 0.

Par conséquent, nous savons que le probléme aux limites (3.1) a une solution.

Remarque. Pour la condition (H)), siy > 1, alors de maniére similaire, on peut obtenir le résultat
d’existence de solution au probléeme auz limites a condition d’tmposer des conditions supplémen-

taires a ¢y, Co.



CONCLUSION

L’objectif de ce mémoire était d’étudier la notion de la dérivation et l'intégration d’ordre va-
riable, en donnant quelques applications, en étudiant 1’existence de certains équations et théorémes

via ’approche de point fixe.
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