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INTRODUCTION

Un problème important, parmi d’autres, dans la théorie des espaces fonc-

tionnels est de trouver d’autres généralisation des espaces déjà connus .

Au début du 20ime siécle, M. Gevrey [11] a introduit une nouvelle classe d’es-

paces de fonctions ultra-différentiables, appelés espaces de Gevrey, pour étudier

la régualrité des équations aux dérivées partielles. Depuis, ces espaces ont pris

une grande place dans le problème de la régularité des solutions des équations

aux dérivées partielles, voir le livre de L. Rodino [9].

H . Komatsu [6] a donné une analyse générale de la classe de fonctions ultra-

différentiables, notée RM(Ω), généralisant les espaces de Gevrey classique.

Cette étude se base sur travail antérieur fait par C.Rommieu [2] dans le début

des années soixante du 20ime siécle .

L’espace de Gevrey est un espace intermédiaire, entre les espaces de fonctions

C∞ et les fonctions analytiques réel en fait, le nom est donné en l’honneur de

M. Gevrey, qui a donné le premier exemple de motivation voir [11], dans lequel

les estimations de régularité du noyau de la chaleur sont déduites.

Les classes de Gevrey sont le cas le plus simple des classes de fonctions ultra-

différentiables ( cf.ou classes Denjoy-Carleman ,[10] et [6] ). L’échelle des es-

paces Gs. Commence à partir des fonctions analytiques ( pour s = 1 ) et se
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termine dans la catégorie C∞ ( pour s = +∞ ) .

Le dual topologique de l’espace Gs
0 = Gs(Ω)∩C∞(Ω) est dit espace des ultra-

distrebutions qui contient les distributions de Schwartz ( cf. aussi les espaces

de fonctions généralisées ) .

Les classes de Gevrey joue un rôle important dans diverses branches d’équa-

tions aux dérivées partielles et ordinaire, à savoir. chaque fois que les propriétés

de solutions de certains opérateurs différentiels diffèrent dans C∞ et dans le

classe analytique, il est naturel d’étudier leur comportement dans l’échelle

des classes de Gevrey et, si possible, de trouver la valeur critique de s, c’est

à dire ceux pour les quels un changement de comportement se produit. Par

exemple l’équation de la chaleur dans Rn , avec n ≥ 2 , (∂t − ∆)(E) = 0 où

∆ = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
+ ...+ ∂2

∂x2n−1
dont la solution fondamentale est donnée par :

E(x, t) =
(

1√
4πt

)n
H(t)exp

(
− |x|

2

4t

)
où x = (x1, ..., xn−1) et H(t) désigne la fonction de heaveside. La fonction

E(x, .) n’est pas analytique pour t = 0, cependant E(., .) appartient à C∞(Rn\

{0}). Dans l’échelle des espaces de Gevrey, le résultat est net, à savoir E ∈

Gs(Rn) , pour s = 2 ( et par conséquent pour tous s ≥ 2), mais, en général.

E /∈ Gs(Ω) si 1 ≤ s < 2 , Les classes de Gevrey Gs , s > 1 , ont de nombreuses

applications, ces espaces ont été étudier par plusieures auteurs, [3], [1] et [4]

ont étudier les équations d’évolution aux dérivées partielles

La solvabilité dans [14], [15] et [12] et l’analyse micro-locale dans [7] et [9].

Ainsi que d’autre problèmes ont été étudier tel les systèmes dynamiques [11]

et [7] .

Notre mémoire comprend trois chapitres.

Dans le premier chapitre on fait rappel aux notions générales utilisées dans

ce mémoire et quelques théorèmes principaux d’analyse mathématique, puis

les notions de bases recueillent des identités bien connues, les inégalités de la
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factorielle et les coefficients du binôme qui seront fréquemment utilisées dans

la suite.

Dans le deuxième chapitre on va introduire l’espace des fonctions de Gevrey

et quelques propriétés essentielles.

Le noyau de ce chapitre concernant l’espace de Gevrey est l’étude des quelques

propriétés.

Au troisième chapitre, ont présente les espaces de fonctions ultra-différentiables

RM(Ω) caractérisé par les suites Mp .
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Chapitre 1
Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base liés à l’analyse

fonctionnelle, puis nous rappelons les définitions et les propriétés et inégalités

qui jouent un rôle important dans l’espace fonctionnel que nous avons utilisé

dans ce travail .

1.1 Notations et définitions de base

Les ensembles des nombres réels et complexe sont notée respectivement R

et C on note par N l’ensemble de nombre entiers {1, 2, ..., } et Z+ = N ∪ {0}.

L’espace euclidien réel de dimension n ∈ N est noté Rn . La norme euclidienne

de Rn est notée ‖.‖ , i.e .

|x| =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n , x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

Le produit scalaire de deux éléments x, y de Rn est donné par

(x, y) =
j=n∑
j=1

xj

Soient ε > 0 et A un ensemble de Rn , notons par Bε la boule ouvert de centre

l’origine et de rayon ε , un ε-voisinage de A est par définition

4



1.2 Identités et inégalités chapitre 1

Aε =
⋃
x∈A
{y ∈ Rn : |x− y| < ε} = A+Bε

Soit Ω un ouvert non vide de Rn ; on écrit Ω \ S le complémentaire de S dans

Ω . S b Ω signifie S̄ est compact inclue dans Ω

Un multi-indice est un n-uplet α = (α1 , α2 ,...,αn ), ou Z+ , J = 1, n .

Soient α et β deux multi-indice, on définit :

| α | = α1 + α2 + ...+ αn appelé la longueur de α

α! = α1! + α2! + ...+ αn!

α + β = (α1 + β1, α2 + β2, ..., αn + βn)

α ≤ β ssi αj ≤ βj, j = 1, n(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
=

n∏
j=1

αj!

βj!(αj − βj)!
, β ≤ α

La dérivation mixte dordre α est définit par :

∂α = ∂α1
1 ∂α2

2 ......∂αnn , ou ∂j = ∂
∂xj

, j= 1, n

Utilisant la notation Dxj = −i ∂
∂xj

où i le complexe du module 1. On écrit

alors :

Dα = Dα
x1
....Dα

xn

Pour x ∈ Rn , on note

xα = xα1
1 x

α2
2 ...x

αn
n

1.2 Identités et inégalités

Nous recueillons dans cette section des identités et des inégalités qui sont

fréquemment utilisés dans l’étude dans la suite. Citons la formule de Newton

5



1.2 Identités et inégalités chapitre 1

généralisée :

(t1 + t2 + ....+ tn)N =
∑
|α|=N

N !

α!
.tα (1.1)

Où l’entier N > 1, t = (t1, t2, ..., tn) et t1, t2, .., tn , n réel .

Fixons t1 = t2 = ... = tn = 1 on a :

nN =
∑
|α|=N

N !

α!
(1.2)

Cela implique en partculier :

|α|! ≤ n|α|α! (1.3)

Dans le cas n = 2 on obtiens respectivement de (1.2) et (1.3)

2N =
∑

k+j=N

N !

k!j!

(k + j)! ≤ 2k+j k! j! (1.4)

De l’équation ?? on aura

2N =
∑
k6N

N !
k!(N−k)!

=
∑
k6N

(
N
k

)
d’où :

2|α| =
∑
β6α

(
α

β

)
(1.5)
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1.2 Identités et inégalités chapitre 1

Et en particulier : ∀α, β ∈ Z+, β 6 α :

(
α

β

)
6 2|α| (1.6)

D’autre par on a

α! ≤ |α|! (1.7)

Pour cela il suffit de montrer

(n+m)! ≥ n! m! ∀m,n ∈ N

On a

(n+m)! = (n+m)(n+m− 1)(n+m− 2)...(n+ 1).n!

≥ m(m− 1)(m− 2)...2.1.n!

≥ m!n!

La fonction Gamma

Nous présentons les définitions et quelques propriétés de bases des fonction

Gamma. Cette fonctions jouent le rôle le plus important dans la théorie des

opérateurs d’intérgations et de dérivations d’ordre non entier et dans la théorie

des équations différentelles fractionnaires .

Définition 1.2.1. Soit z ∈ R tel que z > 0. La fonction Gamma notée par Γ

est définie par :

Γ(z) =

+∞∫
0

e−ttz−1dt

Proposition 1.1. La fonction Gamma est bien définie sur l’ensemble R.

7



1.2 Identités et inégalités chapitre 1

Preuve 1.1. On écrivons Γ(z) sous la forme

Γ(z) =

+∞∫
0

e−ttz−1dt =

1∫
0

e−ttz−1dt+

+∞∫
1

e−ttz−1dt

En étudiant la convergence de la première intégrale. On a

I1 =

1∫
0

e−ttz−1dt <

1∫
0

tz−1dt =
1

z

D’ou la première intégrale est convergent pour 0 < z < 1.

Maintenant nous étudions la convergence de la seconde. On a

+∞∫
1

e−ttz−1dt <

+∞∫
1

e−
t
2dt = 2e−

1
2

Par conséquent, la fonction Gamma est définie pour tout z ∈ R+ .

Proposition 1.2. Soit z ∈ R tel que z > 0, alors la fonction Gamma vérifie

les propriétés suivantes :

1 . Γ(1) = 1

2 . Γ(z + 1) = zΓ(z)

3 .Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N

Preuve 1.2. .

1 . Γ(1) =
+∞∫
0

e−tdt = 1

8



1.2 Identités et inégalités chapitre 1

2 . Par une intégration par partie, on obtien

zΓ(z) =

+∞∫
0

e−tztzdt

= −e−ttz|∞0 +

+∞∫
0

e−ttzdt

=

+∞∫
0

e−ttzdt

= Γ(z + 1)

3. En utilisant la propriété (2), nous obtenons :

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)Γ(n− 1)

= n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

...

...

= n(n− 1)(n− 2)...Γ(1)

où

Γ(1) = 1

Donc

Γ(n+ 1) = n!

Nous rappelons certaines outils mathématique trés utiles .

9



1.3 Quelques espaces fonctionnels chapitre 1

Formule de Taylor avec reste intégral :

Soit la fonctionf de classe Ck , on a :

f(x) =
∑
|α|≤k

(x− x0)α

α!
∂αf(x0) +

∑
α=k

k

α!
(x− x0)α

1∫
0

(1− t)k−1∂αf(x0 + t(x− x0))dt

Formule de Leibniz :

Si les fonctions f et g sont de classes Ck et α ∈ Zn+ , | α |≤ k , on a

∂α(fg) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf∂α−βg

Espace vectoriel :

On appelle espace vectoriel sur K ( où K-espace vectoriel ) un ensemble E

muni de deux loi :

• Une loi interne notée (+), telle que (E,+) soit un groupe commutatif .

• Une loi externe notée (.) , qui est une application de K×E dans E vérifiant :

∗∀(α, β) ∈ K2, ∀x ∈ E, (α + β).x = α.x+ β.x

∗∀(α, β) ∈ K2,∀x ∈ E,α.(β.x) = (αβ).x

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont appelés

des scalaires

1.3 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.3.1. Soit f : Ω −→ C une fonction continue sur Ω , on définit

le support de f , noté suppf par la fermeture de l’ensemble {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

10



1.3 Quelques espaces fonctionnels chapitre 1

dans Ω, i.e.

suppf = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

Remarque 1.3.1. Si f est une fonction continu, alors supp f est caractérisé

par

{x ∈ Ω il n’existe pas de voisinage Ω de x tel que f ≡ 0 sur Ω}

Ceci permet de généraliser cette définition au cas f : Ω −→ C est une fonction

mesurable,

suppf :=

 x ∈ Ω : il n’existe pas de voisinage Ω de x où

f = 0 presque partout sur Ω


Définition 1.3.2. L’espace des fonctions continues f : Ω→ R est noté C(Ω)

et

‖f‖C(Ω) = sup
x∈Ω
|f(x)|

Définition 1.3.3. Soit n ∈ Z+, on note Ck(Ω) l’espace des fonctions n-fois

continument différentiables sur Ω , et

‖f‖Ck(Ω) =
n∑
k=0

‖fk‖C(Ω)

Définition 1.3.4. L’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω est

noté C∞(Ω), i.e.

C∞(Ω) =
⋂

k∈Z+

Ck(Ω)

L’espace C∞0 (Ω) ou D(Ω) désigne l’espace des fonctions u ∈ C∞(Ω) telle que

le support de u, noté suppu, est un compact contenu dans Ω .

11



1.3 Quelques espaces fonctionnels chapitre 1

Définition 1.3.5. Soit p ∈ [1,+∞] , on définit Lp(Ω) l’ensemble des classes

des fonctions f : Ω→ R mésurable tel que

‖f‖p =

∫
Ω

|f |pdx

 1
p

, p < +∞

‖f‖∞ = sup
x∈Ω
|f(x)|.

12



Chapitre 2
Espace des fonctions de classe

Gevrey

Dans ce chapitre , nous présentons quelques définitions et propriétés conce-

nant, les fonctions Gevrey

2.1 Espaces de type Gevrey

Dans ce qui suit Ω un ouvert non vide de Rn et s un reél tel que s ≥ 1

Définition 2.1.1. On appelle espace de Gevrey d’indice s, noté Gs(Ω) l’en-

semble des fonction f ∈ C∞(Ω) possédant la propriété suivante :

∀K compact de Ω,∃C > 0,∀α ∈ Zn+ ,

sup
x∈K
|∂αf(x)| ≤ C |α|+1(α!)s (2.1)

Les éléments de Gs(Ω) sont appelés fonctions ultra-différentiables .

Remarque 2.1. Il est parfois utile d’utiliser l’estimation équivalente :

13



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

sup
x∈K
|∂αf(x)| ≤ RC |α|(α!)s (2.2)

Tels que R et C deux constantes positifs indépendantes de α et x .

Proposition 2.1. On peut remplacer dans (2.1) l’expression (α!)s par

i) (| α |!)s

ii) |α|s|α|

iii) Γ(s|α|+ 1)

Preuve 2.1. D’après (1.7) on a (2.1)

i) =⇒ sup | ∂αf(x) |≤ C |α|+1(α!)s ceci est vraie en vertu de l’inégalité

(1.3)

i) =⇒ ii) puisque N ! ≤ NN , alors (|α!|)s ≤ |α|s|α|

ii) =⇒ iii) puique tt ≤ etΓ(t+ 1) , alors en posant t = s|α| , on obtien

(s|α|)s|α| ≤ es|α|Γ(s|α|+ 1)

iii) =⇒ i) On a

Γ(s|α|+ 1) ≤ (s|α|)s|α|

et

|α||α| ≤ e|α||α!|

14



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

Remarque 2.2. Nous observons en autre que dans l’estimation (2.2), nous

pouvons remplacer |α| par |α|+ S , où S, est tout entier positif fixé en fait la

condition est évidente, par contre la condition nécessaire est vrai du fait que

(|α|+ S)! ≤ 2|α|+S S! |α!|

Définition 2.1.2. Une fonction f est dite analytique réelle au point x0 ∈ Ω

s’il existe un voisinage de x0 tell que f est développable en série entière , i.e

∃R > 0,∀x ∈ Ω, |x− x0| < R, f(x) =
∞∑
n=0

∂nf(x0)

n!
(x− x0)n

A(Ω) est l’ensemble des fonctions analytiques réelles sue Ω .

Proposition 2.2. Toute fonction de Gevrey d’ordre 1 est une fonction ana-

lytique réelle sur Ω .

Preuve 2.2. Pour simplifier nous ne détaillerons la démonstration que dans

le cas n = 1 .

a) Montrons que G1(Ω) ⊂ A(Ω) : Soit x0 ∈ Ω , δ > 0 tel que B̄(x0, δ) ⊂ Ω ,

on a

|f (k)(x)| ≤ RCkk!, pour x ∈ B̄

Soit ε ∈]0, δ[ tel que εC < 1, la formule de Taylor avec reste intégral permet

d’écrire pour x ∈ B(x0, ε) ,

f(x) =
n∑
k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x) .

Avec

Rn(x) =
(x− x0)n+1

n!

∫ 1

0
(1− t)nfn+1(tx+ (1− t)x0)dt

Si x ∈ B(x0, ε) on a tx+ (1− t)x0 ∈ B(x0, ε) de sorte que

|Rn(x)| ≤ |x− x0|(n+1)

n!

∫ 1

0
(1− t)nRCn+1(n+ 1)!dt ≤ R(εC)n+1

15



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

Comme εC ≤ 1 le reste tend vers zéro lorsque n tend vers + ∞ d’où f est

développable en série entière dans B(x0, ε) , ce qui montre que f ∈ A(Ω) .

b) Montrons que A(Ω) ⊂ G1(Ω) : la somme d’une série entière étant C∞

a l’intérieur de son intervalle de convergence, f est C∞ au voisinage de tout

point donc dans Ω . Soit x0 ∈ Ω et ε > 0, tel que la série entière
∑
ak(x−x0)k

converge absolument pour |x−x0| ≤ ε , Alors |ak|εk −→ 0 d’où |ak| ≤ C
εk

pour

tout k

soit ρ < ε , pour |x− x0| < ρ on a :

f (j)(x) =
+∞∑
k=j

k(k − 1)...(k − j + 1)ak(x− x0)k−j

De sorte que :

|f (j)(x)| ≤
+∞∑
k=j

k!C

(k − j)εk
(
ρ

ε
)k−j =

C

εj

+∞∑
k=j

k!
(k−j)!(

ρ
ε
)k−j

Où de la formule
+∞∑
k=0

tk =
1

1− t
pour | t |< 1

Que l’on dérive j fois , on déduit
+∞∑
k=j

k!

(k − j)!
(t)k−j =

j!

(1− t)j+1

Par conséquent

|f (j)(x)| ≤ C

εj
1

(1− ρ

ε
)j+1

j! =
Cε

(ε− ρ)j+1
j!

En résumé , pour |x− x0| < ρ on a montré que :

|f (j)(x)| ≤ RCj j!, R =
Cε

ε− ρ
, C =

1

ε− ρ
(2.3)

Soit K un compact de Ω . Pour chaque x0 de K il existe ρx0, Rx0 , Cx0, tel que

l’équation (2.3) soit vérifiée dans B(x0, ρ) . La réunion des B(x0, ρ) lorsque x0

vraie dans K est un recouvrement ouvert de K et donc il existe x1...xN ∈ K

tels que K ⊂
N⋃
i=1

B(xi, ρi) . Il suffi de poser
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R = maxRxi , C = maxCxi

Ce qui montre que f ∈ G1(Ω)

2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey

Dans cette section nous donnons quelques propriétés fundamental des es-

paces Gevrey

Inclusion entre les espaces de Gevrey

Proposition 2.3. On a

1) ∀s ≤ t : Gs(Ω) ⊂ Gt(Ω)

2) A(Ω) ⊂
⋂
s>1

Gs(Ω) :
⋃
s≥1

Gs(Ω) ⊂ C∞(Ω)

Preuve 2.3. Soit s ≤ t , si f ∈ Gs(Ω) on à

Gs(Ω) = sup
k
| ∂αf(x) |≤ C |α|+1(α!)s ≤ C |α|+1(α!)t,

donc f ∈ Gt(Ω), alors Gs(Ω) ⊂ Gt(Ω) .

La stabilité par rapport à la dérivation et la multiplication

Proposition 2.4. L’espace Gs(Ω) est une algèbre a l’égard du produit et la

somme usuelle de fonction, en outre il est fermé en vertu de la différentiation

.

Proposition 2.5. L’espace de Gevrey est stable par rapport à la somme.

∀f, g ∈ Gs(Ω) : f + g ∈ Gs(Ω)

17
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Preuve 2.4. Soient f, g ∈ Gs(Ω) on a pour K ⊂ Ω :

|∂αf(x)| ≤ C
|α|+1
1 |α|s|α|, |∂αg(x)| ≤ C

|α|+1
2 |α|s|α|,∀x ∈ K

d’où

|∂α(f + g)(x)| ≤ |∂αf(x)|+ |∂αg(x)|

≤ (C1 + C2)|α|+1|α|s|α|

Ce qui montre que f + g ∈ Gs(Ω).

|∂α(λf(x))| = |λ| |∂αf(x)|

≤ |λ|C |α|+1
1 (|α|!)s

≤ RC |α|(|α|!)s en utilisant l’estimation équivalent (2.2)

Ce qui montre que λf ∈ Gs(Ω) .

Proposition 2.6. L’espace de Gevrey est stable par rapport la multiplication

i.e

∀f, g ∈ Gs(Ω) : fg ∈ Gs(Ω)

Preuve 2.5.

|∂α(fg)(x)| =

∣∣∣∣∣∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βf(x)∂βg(x)

∣∣∣∣∣
≤
∑
β≤α

(
α

β

)
|∂α−βf(x)||∂βg(x)|

≤
∑
β≤α

(
α

β

)
C
|α−β|+1
1 |α− β|s|α−β|C |β|+1

2 |β|s|β|

≤ 2|α|C |α|+2|α|s|α| en utilisant (1.6) avec C = max(C1, C2)
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Proposition 2.7. L’espace de Gevrey est stable par rapport la dérivation i.e

∀β ∈ Zn+,∀f ∈ Gs(Ω) : ∂βf ∈ Gs(Ω)

Preuve 2.6. Soit f ∈ Gs(Ω), et β ∈ Zn+ , K un compact de Ω alors : pour

tout α ∈ Zn+ on à :

|∂α(∂βf(x))| = |∂α+βf(x)|

≤ C
|α+β|+1
1 |α + β|s|α+β|

≤ C
|α|+|β|+1
1 (|α|+ |β|)s(|α|+|β|)

≤ C
|β|
1 C

|α|+1
1 (|α|+ |β|)s(|α|+|β|)

en utilisant la remarque (2.2)

≤ RC |α|+1|α|s|α|

Ce qui montre que ∂βf ∈ Gs(Ω) .

Proposition 2.8. Si χ : Ω → A est une fonction analytique tel que Ω ⊂ Rn

et A ⊂ Rm deux ouvert est f ∈ Gs(A) alors la composition g = f ◦ χ ∈ Gs(Ω)

Preuve 2.7. Soit le domaine | z − x |< r avec z complexe, x réel et r positif

assez petit .

On définit :

F (z) =
∑
|β|≤k

∂βf(χ(x))

β!
(χ(z)− χ(x))β
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On a alors

|F (z)| ≤
∑
|β|≤k

C |β|+1(β!)r|β|

β!

≤
∑
|β|≤k

C |β|+1 r|β| (β!)s−1

Ce qui donne d’après (1.7)

|F (z)| ≤ Ck+1
1 (k!)s−1

En utilisant l’estimation de Cauchy :

|F n(z0)| ≤ M(r).n!

rn
, où M(r) = sup{|F (z)| : |z − z0| ≤ r}

D’où

|∂αF (z)| ≤ Ck+1
1 (k!)s−1

rk
α!

On note que si |α| = k, alors les fonction ∂αg et ∂αF sont égales sur z = x,

ce qui donne :

|∂αg(x)| = |∂αF (z)|z=x ≤ C1(C1|r)k(k!)s

Ce qui montre que g ∈ Gs(Ω) .

Proposition 2.9. Si s > 1 , la fonction f définie par :

f(x) =


exp

−x− 1

s− 1

 : x > 0

0 : x ≤ 0

appartient à Gs(R)

Preuve 2.8. Appliquons la formule de l’intégral de Cauchy pour x > 0
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f (n)(x) =
n!

2πi

∮
|z−x|=kx

exp(−z
−

1

s− 1 )

(z − x)n+1
dz

Où k est un nombre positif et z le nombre complexe tel que z = x + iy , alors

d’après l’estimation de Cauchy, on a

∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ ≤
sup

|z−x|=kx
|exp(−z

−
1

s− 1 )|

|kx|n

D’où

|f (n)(x)| ≤ n! |kx|−n sup
|z−x|=kx

|exp(−z
−

1

s− 1 )|

On a | z − x |=| y |= kx, posons q = s− 1, on a alors

r = |z| =
√
x2 + y2 =

√
x2 + k2x2 =

√
x2(1 + k2) ≤ x(1 + k)

Utilisant la formule d’Euler, on a alors :

exp
(
−z−

1
q

)
= exp

(
−(reiθ)−

1
q

)
= exp

(
−(−r−

1
q )
)
ei(−

θ
q

)

= exp

(
(−r−

1
q ) cos

(
θ

q

))
exp

(
r−

1
q i sin

(
θ

q

))

Et on a ∣∣∣exp(−z− 1
q

)∣∣∣ ≤ exp
(

(−kx)−
1
q cos q−1 arcsin k

)
En posant t = kx et l = cos q−1 arcsin k , on a

sup
x
|f (n)(x)| ≤ n!

(
s− 1

le

)(s−1)n

(n)(s−1)n ≤ n!

(
s− 1

l

)(s−1)n

(n!)s−1

Alors

sup
x
|fn(x)| ≤ Cn+1 (n!)s où C =

(
s− 1

l

)(s−1)n
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Donc f appartient à Gs(R)

Remarque 2.3. La fonction f est non analytique .

Définition 2.2.1. Si s > 1 , on désigne par Gs
0(Ω) l’espace de fonction Gevrey

à support compact i.e

Gs
0(Ω) = {u ∈ Gs

0(Ω) : suppu est un compact de Ω} = Gs(Ω) ∩ C∞0 (Ω)

Notation 1. L’espace Gs
0(Ω) sera noté par Ds(Ω)

Exemple 2.1. On définit sur Rn la fonction g par

g(x) = f(1− |x|2)

Où f est définie dans la proposition (2.9) alors

g ∈ Gs(Rn) est suppg = {x ∈ Rn, |x| ≤ 1}

2.3 Convolution

On rappèle la définition de la convolution, et puis quelques propriétés élé-

mentaires de la convolution .

Définition 2.3.1. Soient f et g deux fonctions continues sur Rn dont une est

à support compact ,

La convolution de f avec g notée f ∗ g , est une fonction définie sur tout Rn

par

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(y) g(x− y)dy (2.4)

Proposition 2.10. Soient f et g tels que f ∗ g soit définit alors ,
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i) f ∗ g = g ∗ f

ii) f ∗ g est continue sur tout Rn

iii) supp(f ∗ g) ⊂ suppf + suppg

iiii) si f ∈ C∞0 (Rn) et g ∈ C0(Rn) alors

f ∗ g ∈ C∞0 (Rn) et ∂α(f ∗ g) = (∂αf) ∗ g, , ∀α ∈ Zn+

Preuve 2.9. i)

f ∗ g(x) =
∫
Rn
f(y)g(x− y)dy

On fait un changement de variable z = x - y alors dy = -dz

f ∗ g(x) = −
∫
Rn

f(z)g(x− z)dz

=

∫
Rn

f(z)g(x− z)dz = g ∗ f

iii)- Si x /∈ suppf + suppg alors (x− suppf)
⋂
suppg = ∅

ainsi g(x− y)f(y) = 0, ∀y d’ou f ∗ g(x) = 0

Proposition 2.11. le produit de convolution de deux fonction f ∈ L1
loc(Rn) et

ϕ ∈ Gs
0(Rn) est bien définie

Preuve 2.10. la fonction f ∗ g est bien définie, car la fonction

y → f(y)ϕ(x− y) appartient à L1(Rn) en effet
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∀x ∈ Rn, x+ suppϕ est un compact, d’où

f ∗ g =

∫
Rn
f(y)ϕ(x− y)dy

=

∫
y∈x+suppϕ

f(y)ϕ(x− y)dy +

∫
y/∈x+suppϕ

f(y)ϕ(x− y)dy

=

∫
y∈x+suppϕ

f(y)ϕ(x− y)dy

d’où

|f ∗ ϕ(x)| ≤ sup
x+suppϕ

|ϕ(x− y)|
∫
y∈x+suppϕ

|f(y)|dy < +∞

Proposition 2.12. la fonction f ∗ ϕ appartient à Gs(Ω).

Preuve 2.11. de la formule ∂α(f ∗ ϕ) = f ∗ (∂αϕ) , on déduit que f ∗ ϕ ∈

C∞(Rn).

Pour tout x ∈ Rn montrons que f ∗ ϕ ∈ Cs(Rn) : Nous allons utiliser le théo-

rème de dérivation de Lebèsgue ∀x ∈ Rn, x+ suppϕ est un compact d’on ,

∂αx f ∗ ϕ(x) =

∫
Rn
f(y)∂αxϕ(x− y)dy

=

∫
y∈x+suppϕ

f(y)∂αxϕ(x− y)dy +

∫
y/∈x+suppϕ

f(y)∂αxϕ(x− y)dy

=

∫
y∈x+suppϕ

f(y)∂αxϕ(x− y)dy

d’où

|∂αx f ∗ ϕ(x)| ≤ sup
Rn
|∂αϕ|

∫
y∈x+suppϕ

|f(y)dy|

≤ C |α|+1 (α!)s
∫
y∈x+suppϕ

|f(y)|dy

≤ RC |α|(α!)s en utilisant l′estimation (2.2)
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2.3 Convolution chapitre 2

Corollaire 2.3.1. si ϕ ∈ Gs
0(Rn) et f ∈ Ck

0 (Rn), k ∈ N , alors

f ∗ ϕ ∈ Gs
0(Rn) et ∂α(ϕ ∗ f) = (∂αϕ) ∗ f .
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Chapitre 3
Espaces des fonctions

ultra-différentiables

3.1 Suites (Mp)p∈Z+

Soit (Mp)p∈Z+ une suites des nombres réels positifs, on définit les propriètes

suivantes, Convexité logarithmique :

M2
p ≤Mp−1Mp+1, p = 1, 2, ..... (3.1)

Stabilité par rapport à l’ultradérivation :

∃A > 0 , ∃H > 0 , Mp ≤ AHp min
0≤j≤p

MjMp−j , p = 1, 2, ..., (3.2)

Stabilité par rapport à la dérivation :

∃H > 0 , ∃A > 0 ,Mp+1 ≤ AHpMp , p = 0, 1, 2, ..... (3.3)
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Non quasi-analyticité forte :

∃A > 0 ,
∞∑

j=k+1

Mj−1

Mj

≤ A
pMp

Mp+1

, k = 1, 2, .... (3.4)

Non quasi-analyticité :

∞∑
p=1

Mp−1

Mp

< +∞ (3.5)

Remarque 3.1. (3.2)⇒ (3.3) et (3.4)⇒ (3.5) .

Remarque 3.2. La condition (3.2) s’écrit

∃A > 0 , ∃H > 0 , Mp+j ≤ AHp+jMpMj p, j = 0, 1, 2, ...

Remarque 3.3. La condition (3.1) implique

(MpMj) ≤M0Mp+j p, j = 0, 1, 2, ... (3.6)

En effet , on a d’aprés (3.1)

Mp

Mp+1

≤ Mp−1

Mp

≤ ...
M0

M1

Alors

Mp

Mp+j

=
Mp

Mp+1

.
Mp+1

Mp+2

...
Mp+j−1

Mp+j

≤ M0

M1

.
M1

M2

...
Mj−1

Mj

=
M0

Mj

d’ou le résultat .

Exemple 3.1. .

i)- Mp = p!s, s > 1 vérifie toutes les conditions précédentes mais ne vérifie

pas (3.4) .

ii)- Mp = p! (log(p+ e))sp ,s > 1 , vérifie (3.6) .

iii) Soit q > 1 , alors Mp = p!qp
2 , vérifie (3.4) .
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Définition 3.1.1. La fonction M associée à la suite (Mp)p∈Z+ est définie par

M(ρ) = sup
p
log

ρpM0

Mp

, 0 < ρ < +∞

Exemple 3.2. Soit Mp = p!s, alors M(ρ) = sup
p
log

ρp

p!s
est équivalente à ρ

1
s .

Proposition 3.1. La suite (Mp)p∈Z+ vérifie (3.1) si est seulement si

Mp = sup
ρ>0

ρpM0

expM(ρ)
, p = 0,1,2,.....

Preuve 3.1. ⇒ α) supposons que (3.1) est satisfait alors on à (3.6) , i.e

MpMj ≤M0Mp+j , ∀p, j = 0, 1, 2, ...,

d’ou

sup
p
logρp

M0

Mp

≥ logρp
Mj

Mp+ j
, ∀p, j = 0, 1, 2, ..., ∀ρ > 0

et

expM(ρ) ≥ ρp
Mj

Mp+j

,∀p, j = 0, 1, 2, ..., ∀ρ > 0. (3.7)

Donc pour j = 0 , on a

expM(ρ) ≥ ρp
M0

Mp

, ∀ρ > 0 , ∀p = 0, 1, 2, ...

Ce qui donne

Mp ≥ sup
ρ>0

ρp
M0

expM(ρ)

β) Pour l’autre inégalité , on pose ρ0 =
Mp

Mp+1

, p = 0, 1, 2, ...,

1)- Si p ≥ k , on a

Mp

Mk

=
Mp

Mp−1

Mp−1

Mp−2

...
Mk+1

Mk
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Mp

Mk

≥
(

Mk

Mk−1

)p−k
= ρp−k0 (3.8)

Alors

ρk0
Mk

≥ ρp0
Mp

d’où

ρk0M0Mk ≥
ρp0M0

Mp

2) Si p < k

Mk

Mp

=
Mk

Mk−1

Mk−1

Mk−2

...
Mp+1

Mp

Mk

Mp

≤
(

Mk

Mk−1

)k−p
(3.9)

≤ ρk−p0

Alors

ρp0M0

Mp

≤ ρk0M0

Mk

ainsi on a ∀p = 0, 1, ...,

ρp0M0

Mp

≤ ρk0M0

Mk

d’où

log
ρk0M0

Mk

≥ sup
p

ρp0M0

Mp

= M(ρ0)

i.e expM(ρ0) ≤ ρk0M0

Mk
, et par conséquent

Mk ≤
ρk0M0

expM(ρ0)
≤ sup

p

ρkM0

expM(ρ)
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D’où le résultat .

On a ⇐

Mk = sup
p

M0ρ
k

expM(ρ)
=⇒M2

k =

(
sup
p

M0ρ
k

expM(ρ)

)2

= sup
p

(
ρk+1M0

expM(ρ)

ρk−1M0

expM(ρ)

)
≤ sup

p

ρk+1M0

expM(ρ)
sup
p

ρk−1M0

expM(ρ)
= Mk+1Mk−1

Notation 2. On note mk =
Mk

Mk−1

, k ≥ 1 . la condition (3.1) signifie que la

suite mk est coroissant

Définition 3.1.2. La fonction m est définie par m(λ) est égal au nombre des

mk ≤ λ .

Proposition 3.2. Soit M la fonction associée à la suite (Mk)k≥0 satisfaisant

(3.1) alors

M(ρ) =

ρ∫
0

m(ρ)

λ
dλ (3.10)

Preuve 3.2. On a M(ρ) = sup
k

k∑
q=1

log
ρMq−1

Mq

= sup
k

k∑
q=1

log
ρ

mq

. Puisque
ρ

mk

est définie pour (mk 6= 0) et (mk)k∈Z+ est croissante et non nulle , alors le sup

est atteint pour tous les mq tels que
ρ

mq

≥ 1 , d’où

M(ρ) =
∑
mk≤ρ

log
ρ

mk

=

ρ∫
0

log
ρ

λ
dm(λ) =

ρ∫
0

m(λ)

λ
dλ

Proposition 3.3. Soit la suite (Mk)k≥0 vérifiant (3.1) , alors (3.3) est satis-

faite si et seulment s’il existe deux constantrs A > 0 et H > 1 tels que

m(λ) ≥ log(λ/A)

logH
, ∀λ > 0 (3.11)
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Preuve 3.3. (3.3) signifie : ∃A > 0 , H > 0

mk+1 ≤ AHk , ∀k = 0, 1, 2, ... (3.12)

Pour k = m(λ) on a λ < mk+1 , alors de (3.12) on a λ < mk+1 ≤ AHk , donc

en faisant entrer le log , on a

k = m(λ) ≥
log
(
λ
A

)
logH

, λ > 0

Inversement supposons que (3.11) est satisfaite , soit mk0 < mk0+1 = ... =

mk+1 et en prenant λ→ mk+1 dans (3.11) , on a

k0 ≥
log
(mk+1

A

)
logH

⇒ mk+1 ≤ AHk0

D’où on a (3.12)

Lemme 1. Supposons que (Mk)k≥0 et (M ′
k)k≥0 sont deux suites de nombres

positives vérifiant (3.1), alors

Nk = min
0≤q≤k

MqM
′
k−q (3.13)

Est aussi une suite de nombres positives satisfaisant (3.1) et on a

n(λ) = m(λ) +m′(λ) (3.14)

N(ρ) = M(ρ) +M ′(ρ) (3.15)

Proposition 3.4. Si la suite (Mk)k≥0 , satisfait (3.1) alors (3.2) est vérifiée
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si et seulement s’il existe A > 0 , H > 0 tels que ∀ρ > 0 ,

2M(ρ) ≤M(Hρ) + log(AM0) (3.16)

Preuve 3.4. En vertu du lemme 1, 2M(ρ) est la fonction associée de la suite

Nk = min
0≤q≤k

MqMk−q . Alors si (Mk) satisfait (3.2) , on a alors

2M(ρ) = sup
k
log

 ρkM2
0

min
0≤q≤k

MkMk−q


≤ sup

k
log

(
A(Hρ)

kM2
0

Mk

)
= M(Hρ) + log(AM0)

Inversement si M(ρ) satisfait l’inégalité (3.16) , on a

Nk = sup
ρ>0

(
log

ρkN0

exp(2M(ρ))

)
≥ sup

ρ>0

(
log

ρkM2
0

exp(M(Hρ) + logAM0

)
(3.17)

≥ sup
ρ>0

log
(

ρkM2
0

AM0 exp(M(Hρ))

)
.

Posons M̃k =
Mk

AHk
, alors on a M̃(ρ) = M(Hρ) , et alors

sup
ρ>0

log
ρkM0

A exp(M(Hρ))
= M̃k =

Mk

AHk

et de (3.4) , on obtient Nk >
Mk

AHk

Proposition 3.5. Soit (Mk)k∈Z+ une suite de nombres positifs vérifiant (3.1)

, alors les conditions suivantes sont équivalentes

i) La suite (Mk)k∈Z+ vérifie (3.5)

ii)
∞∫
0

m(λ)
λ2

dλ <∞
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iii)
∞∫
0

M(ρ)
ρ2

dρ <∞

iv)
∞∑
k=0

1

M
1
k
k

<∞

Preuve 3.5. i) ⇒ ii) Nous avons vu la condition (3.1) (i.e (mk)k croissante)∑
mk≤ρ

1
mk

=
ρ∫
0

dm(λ)
λ

et en intégrant par parties , on à

∑
mk≤ρ

1

mk

=
m(ρ)

ρ
+

ρ∫
0

m(λ)

λ2
dλ (3.18)

Par passage à la limite ρ→∞ on aura

∞∫
0

m(λ)

λ2
dλ ≤

∞∑
k=1

Mk−1

Mk

<∞

d’où ii) .

ii) ⇒ i) On montre que
∞∫
0

m(λ)

λ2
dλ < +∞ , alors lim

ρ−→∞

m(ρ)

ρ
= 0 . En effet

, supposons le contraire , alors ∃ε0 > 0etunesuiteλ1 < λ2 < ...telsque
m(λj
λj

>

ε0etεj+1 > 2λj , et donc

∞∫
0

m(λ)

λ2
dλ ≥

∞∑
j=1

2λj∫
λj

m(λj)

λ2
dλ , car m(λ) ≥ m(λj)

= m(λ1)

2λ1∫
λ1

dλ

λ2

+m(λ2)

2λ2∫
λ2

dλ

λ2

+ ...+m(λj)

2λj∫
λj

dλ

λ2

+ ...

=
∞∑
j=1

m(λj)

2λj
> ε0

∞∑
j=1

1

2
= +∞ ,

d’où une contradiction , donc (3.18) implique quand ρ→ +∞ ,

∞∑
k=1

1

mk
= lim

ρ−→∞

(
m(ρ)

ρ

)
+

∞∫
0

m(λ)

λ2
dλ < +∞
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D’où i)

ii) ⇔ iii) On a d’aprés (3.10)

M(ρ) =

ρ∫
0

m(λ)

λ2
dλ

d’où

∞∫
0

M()ρ

ρ2
dρ =

∞∫
0

m(λ)

λ
dλ

∞∫
λ

dρ

ρ2
=

∞∫
0

m(λ)

λ2
dλ

i) ⇔ iv) Ceci revient à montrer que

∞∑
k=0

Mk

Mk+1

<∞⇔
∞∑
k=1

1

M
1
k
k

<∞,

Pour cela montrons que

(
Mk

Mk+1

)k
≤ M0

Mk

i.e

1

mk

≤
(
M0

Mk

) 1
k

En effet , on à

Mk

M0

=
Mk

Mk−1

× Mk−1

Mk−2

× ...× M1

M0

≤ Mk

Mk−1

× Mk

Mk−1

× ...× Mk

Mk−1

Car (mk)k est croissent , d’où

Mk

M0

≤ (mk)
k
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Ainsi i ) ⇒ iv) .

Pour l’inverse , on fait appel à l’inégalité de Carleman , si ak > 0, k = 1, 2, ...,

∞∑
k=1

(a1a2...ak)
1
k ≤ e

∞∑
k=1

ak (3.19)

Si on prend ak = Mk−1

Mk
, alors

∞∑
k=0

(
M0

M1

M1

M2

...
Mk−1

Mk

) 1
k

≤ e
∞∑
k=0

Mk−1

Mk

,

i.e

∞∑
k=0

(
M0

Mk

) 1
k

≤ e
∞∑
n=1

Mk−1

Mk

D’ou iv) ⇒ i)

Enfin on a les équivalences i) ⇔ ii) , ii) ⇔ iii) et i) ⇔ iv) , alors iii)⇔ iv) .

Proposition 3.6. Supposons que (Mk)k≥0 satisfait (3.1) , alors les assertions

suivantes sont équivalentes

i) (Mk)k≥0 vérifie (3.4)

ii) ∃A > 0,∀ρ ≥ m1 ,

∞∫
ρ

m(λ)

λ2
dλ ≤ (A+ 1)

m(ρ)

ρ
(3.20)

Preuve 3.6. i) ⇒ ii) Si (3.4) est satisfaite , alors (3.5) est vrai et d’aprés la
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proposition , on a lim
ρ→+∞

m(ρ)
ρ

= 0 . En posant k = m(ρ) ≥ 1 , on obtient alors

∞∫
ρ

m(λ)

λ2
dλ =

m(ρ)

ρ
+

∞∫
ρ

dm(λ)

λ
=
m(ρ)

ρ
+

∞∑
q=k+1

1

mq

≤ m(ρ)

ρ
+ A

k

mk+1

≤ (A+ 1)
m(ρ)

ρ

ii) ⇒ i ) supposons (3.20) satisfaite , soit mk0 < mk0+1 = ... =≤ mk ≤ mk+1

, alors si mk0 < ρ < mk on à

∞∑
q=k

1

mq

≤
∞∑

q=k0+1

1

mq

=

∞∫
ρ

dm(λ)

λ
=

∞∫
ρ

m(λ)

λ2
dλ− m(ρ)

ρ
≤ Am(ρ)

ρ

On a (mk)k∈Z+ croissante et en faisant tendre ρ vers mk alors d’aprés toujours

(3.20) on a

∞∑
q=k

1

mq

≤ Ak0

mk

≤ A
k − 1

mk

Ce qui donne (3.4) pour les k tel que mk+1 > m1 . Si on choisit A assez grand

(3.4) est aussi satisfaite pour tout k ≥ 1

3.2 Espaces de Roumieu RM(Ω)

Définition 3.2.1. Soit (Mk)k≥1 une suite de nombres positifs, Ω un ouvert de

Rn(Ω), l’espace RM(Ω) est l’ensemble des fonctions ϕ ∈ C∞(Ω) possèdant la

propriété ∀K compact de Ω, ∃C > 0 , ∀α ∈ Zn+

sup
x∈K
| ∂αϕ(x) |≤ C |α|+1M|α| (3.21)

Les éléments de RM(Ω) sont appelés ultradifférentiables de classe (Mk)k∈Z+ .
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Exemple 3.3. Si Mk = k!s , (s ≥ 1) on obtient l’espace de Gevrey isotrope

classique

3.3 Quelques propriétés des espaces de Roumieu

Théorème 3.3.1. (Denjoy-Carleman-Mandelbrojt)

Si la suiteMp vérifié (3.2) alors pour chaque boule Bε de rayon ε dans Ω il

existe ρε ∈ RM(Ω) vérifié la condition

ρε ≥ 0, suppρε(x) ⊂ Bε et
∫
ρε(x)dx = 1

Proposition 3.7. L’espace RK(Ω) n’est pas réduit à {0}. D’aprés le théorème

de ( Denjoy-Carleman-Mandelbrojt )

Proposition 3.8. Si la suite (Mk)k∈Z+ vérifie (3.6) , alors l’espace RM(Ω) est

stable par rapport à la multiplication i.e

∀ϕ, ψ ∈ RM(Ω) : ϕψ ∈ RM(Ω)

Preuve 3.7. Soient ϕ et Ψ deux fonctions ultradifférentiables de classe (Mk)k∈Z+,

elles vérifient sur un compact K pour certaines constantes positives C , C’ les

inégalités : ∀α ∈ Zn+ ,

sup
x∈K
| ∂αϕ(x) |≤ C |α|+1M|α| et sup

x∈K
| ∂αΨ(x) |≤ C ′|α|+1M|α|

On a alors , pour x ∈ K , en utilisant la formule de Leibniz

| ∂α(ϕΨ)(x) |≤ CC ′
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
C |α|C ′|α|−|β|M|β|M|α−β|
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Et en utilisat (3.6) , on a

| ∂α(ϕΨ)(x) | ≤ CC ′M|α|M0

∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
C |β|C |α|−|β|

≤ CC ′(C + C ′)|α|M|α|M0 = C ′′|α|+1M|α|

Ce qui montre que ϕΨ ∈ RM(Ω).

Proposition 3.9. Si (3.3) est satisfaite , alors RM(Ω) est stable par rapport

à la dérivation . i.e

∀β ∈ Zn+,∀f ∈ RM(Ω) : ∂βf ∈ RM(Ω)

Preuve 3.8. Soient Ω un ouvert de Rn et f ∈ RM(Ω) , on montre que ∂βf ∈

RM(Ω) . En effet soit K compact de Ω

∃C > 0,∀α ∈ Zn+, on sup
x∈K
| ∂α(∂βf(x)) | ≤ C |α|+|β|+1M|α|+|β|

D’aprés (3.3) , on a

sup
x∈K
| ∂α+βf | ≤ C |α|+|β|+1H |α|+|β|+1M|α|M|β|

≤ (CH)|β|+1M|β|(CH)|α|M|α|

≤ C̃ |α|+1M|α|,

où C̃ = max
(
(CH)|β|+1M|β|, CH

)
donc (∂βf) ∈ RM(Ω) .

Corollaire 3.3.1. Si (Mk)k∈Zn+ vérifie (3.6) et (3.3) , alors RM(Ω) est un

sous-algèbre différentielle de C∞(Ω) .

Lemme 2. Si la suite (Mk)k∈Z+ , vérifie (3.20) , alors il exsite un élément ϕ
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de RM(Ω) tel que , ∀j ≥ 1 ,

| ∂jϕ(0) |≥Mj (3.22)

Preuve 3.9. Soit la fonction ϕ définie par

ϕ(x) =
∞∑
k=0

Mk

(2mk)k
e2mikx , ou mk =

Mk+1

Mk

Montrons d’abord que ϕ ∈ RM(R) , en effet

| ∂jϕ(x) | =
∞∑
k=0

Mk

(2mk)k
e2imkx(2imk)

j |

≤
∞∑
k=0

Mk2
j−kmj−k

k

Puisque (Mk)k∈Z+ , vérifie (3.1) , alors (mk)k∈Z+ est croissante et en vertu de

(3.9) et (3.8) , on à l’estimation suivante

mj−k
k ≤ Mj

Mk

, ∀(j, k) ∈ Z2
+

Et donc

| ∂jϕ(x) | ≤
∞∑
k=0

2j−kMj ≤ 2jMj

∞∑
k=0

1

2k

≤ 2jMjC

Donc ϕ ∈ RM(R) .

La fonction ϕ vérifie la condition (3.22) , car

| ∂jϕ(0) |= 2j
∞∑
k=0

Mkm
j−k
k

2k
≥Mj
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3.4 Inclusion entre les espaces de Roumieu

Définition 3.4.1. Soient (Mk)k∈Z+ et (Nk)k∈Z+ deux suites positives , on dit

que M ⊂ N s’il existe L > 0 et C > 0 tels que

Mk ≤ CLkNk , k = 0, 1, 2, ...., (3.23)

Lemme 3. Supposons que les suites (Mk) et (Nk) vérifient (3.1) , alorsM ⊂ N

si et seulement s’ils existent deux constantes L > 0 et C > 0 tels que

N(ρ) ≤M(Lρ) + logC, 0 < ρ <∞ (3.24)

Preuve 3.10. Si (3.23) est véeifiée , alors

N(ρ) = sup
k

log
ρk

Nk

≤ sup
k

log
(Lρ)

k

Mk

+ logC = M(Lρ) + log(C)

Inversement si (3.24) est satisfaite , d’après la proposition on à

Mk = M0 sup
ρ

ρk

expM(ρ)

≤M0C sup
ρ

ρk

expN(ρ/L)
≤ C ′ sup

ρ

ρk

exp

(
sup
k

log (ρ/L)k

Nk

) =
M0C

N0

LkNk

= C ′LkNk

Remarque 3.4.1. Si on pose pour Nk = Mk+1 , alors (3.3) signifie N ⊂M

Proposition 3.10. Soient (Mk)k∈Z+ et (Nk)k∈Z+ vérifiant (3.1) , alors RM(Ω) ⊂

RN(Ω) si est seulement si M ⊂ N .

Preuve 3.11. M ⊂ N ⇒ RM ⊂ RN , trivial . On montre RM ⊂ RN ⇒M ⊂
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N , pour cela , raisonnons par l’absude , supposons que M  N , alors

∀L > 0 , ∀C > 0 , ∃K ∈ Z+ , Mk > CLkNk (k = 0, 1, 2, ...)

On fait appel au lemme 2, alors

∃ϕ ∈ RM(R) , ∀L > 0 , ∀C > 0 , ∃k ∈ Z+ : | ∂kϕ(0) |≥Mk > CLkNk

D’où ϕ /∈ RN(Rn) , on a une contradiction .
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