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INTRODUCTION

Un probléme important, parmi d’autres, dans la théorie des espaces fonc-
tionnels est de trouver d’autres généralisation des espaces déja connus .
Au début du 20" siécle, M. Gevrey [11] a introduit une nouvelle classe d’es-
paces de fonctions ultra-différentiables, appelés espaces de Gevrey, pour étudier
la régualrité des équations aux dérivées partielles. Depuis, ces espaces ont pris
une grande place dans le probléme de la régularité des solutions des équations
aux dérivées partielles, voir le livre de L. Rodino [9].
H . Komatsu [0] a donné une analyse générale de la classe de fonctions ultra-
différentiables, notée Rj/(€2), généralisant les espaces de Gevrey classique.
Cette étude se base sur travail antérieur fait par C.Rommieu [2] dans le début
des années soixante du 20" siécle .
L’espace de Gevrey est un espace intermédiaire, entre les espaces de fonctions
C™ et les fonctions analytiques réel en fait, le nom est donné en I’honneur de
M. Gevrey, qui a donné le premier exemple de motivation voir [I1], dans lequel
les estimations de régularité du noyau de la chaleur sont déduites.
Les classes de Gevrey sont le cas le plus simple des classes de fonctions ultra-
différentiables ( cf.ou classes Denjoy-Carleman ,[10] et [6] ). L’échelle des es-

paces G*. Commence a partir des fonctions analytiques ( pour s = 1 ) et se
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termine dans la catégorie C*>° ( pour s = 00 ) .

Le dual topologique de I'espace G = G*(€2) N C*°(£2) est dit espace des ultra-
distrebutions qui contient les distributions de Schwartz ( cf. aussi les espaces
de fonctions généralisées ) .

Les classes de Gevrey joue un role important dans diverses branches d’équa-
tions aux dérivées partielles et ordinaire, & savoir. chaque fois que les propriétés
de solutions de certains opérateurs différentiels difféerent dans C'*° et dans le
classe analytique, il est naturel d’étudier leur comportement dans 1’échelle
des classes de Gevrey et, si possible, de trouver la valeur critique de s, c’est
a dire ceux pour les quels un changement de comportement se produit. Par
exemple I’équation de la chaleur dans R™ |, avec n > 2, (0, — A)(F) = 0 ou

A = 88—22 + 8—22 + ...+ 8T2 dont la solution fondamentale est donnée par :
7 Ox3 ox

n—1

E(x,t) = (\/iﬁ)nH(t)exp (—%)

ou z = (z1,...,x,-1) et H(t) désigne la fonction de heaveside. La fonction

E(z,.) n’est pas analytique pour ¢t = 0, cependant E(.,.) appartient & C*°(R™\
{0}). Dans l'échelle des espaces de Gevrey, le résultat est net, a savoir F €
G*(R™) , pour s = 2 ( et par conséquent pour tous s > 2), mais, en général.
E ¢ G°(Q)sil<s<2,Lesclasses de Gevrey G* , s > 1, ont de nombreuses
applications, ces espaces ont été étudier par plusieures auteurs, [3], [1] et [4]
ont étudier les équations d’évolution aux dérivées partielles

La solvabilité dans [14], [15] et [12] et I’analyse micro-locale dans [7] et [9].
Ainsi que d’autre problémes ont été étudier tel les systémes dynamiques [11]
et [7] .

Notre mémoire comprend trois chapitres.

Dans le premier chapitre on fait rappel aux notions générales utilisées dans
ce mémoire et quelques théorémes principaux d’analyse mathématique, puis

les notions de bases recueillent des identités bien connues, les inégalités de la
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factorielle et les coefficients du binéme qui seront fréquemment utilisées dans
la suite.

Dans le deuxiéme chapitre on va introduire 'espace des fonctions de Gevrey
et quelques propriétés essentielles.

Le noyau de ce chapitre concernant I’espace de Gevrey est I'étude des quelques
propriétés.

Au troisiéme chapitre, ont présente les espaces de fonctions ultra-différentiables

Ry (§2) caractérisé par les suites M, .



Chapitre

Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base liés & 1’analyse
fonctionnelle, puis nous rappelons les définitions et les propriétés et inégalités
qui jouent un role important dans I'espace fonctionnel que nous avons utilisé

dans ce travail .

1.1 Notations et définitions de base

Les ensembles des nombres réels et complexe sont notée respectivement R
et C on note par N l'ensemble de nombre entiers {1,2,...,} et Z; = NU{0}.
L’espace euclidien réel de dimension n € N est noté R” . La norme euclidienne

de R” est notée ||.|| , i.e .

lz| = /22 + 23 + ...+ 22,z = (21,79, ...,7,) € R"
Le produit scalaire de deux éléments x,y de R™ est donné par
Jj=n
(2,9) = >_ z;
j=1

Soient € > 0 et A un ensemble de R™ | notons par B, la boule ouvert de centre

l'origine et de rayon € , un e-voisinage de A est par définition
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= UJ{yeR": jz—y|<e}=A+B.

€A
Soit € un ouvert non vide de R™; on écrit €2 \ S le complémentaire de S dans
Q.S € Q signifie S est compact inclue dans

Un multi-indice est un n-uplet o = (o , g ,...,c0, ), 0uZy , J =1,n

Soient «v et 8 deux multi-indice, on définit :

| | = a; + as + ... + «, appelé la longueur de «
al = ol + ol + ...+ o)

a+p=(a+ b+ B, ..., 00+ By)

a<f ssi ozjgﬁj, j=1n
o
= B<a

(5) = me = = U

La dérivation mixte dordre « est définit par :
0% = 9M95....0% L ou O; = 8% Jj=1,n
Utilisant la notation D, = —iai ol i le complexe du module 1. On écrit
=
alors :
D* = Dg ...Dg

Pour x € R™ | on note

1.2 Identités et inégalités

Nous recueillons dans cette section des identités et des inégalités qui sont

fréequemment utilisés dans I’étude dans la suite. Citons la formule de Newton
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généralisée :

N!
(t1+t2++tn)N: Z J.Tfa

|a|=N

Ou lentier N > 1,t = (ty, s, ..., t,) €t t1,t9, .., t, , nréel .

Fixonst; =ty =...=t,=1lona:

Cela implique en partculier :

laf

la|! < n'“al

Dans le cas n = 2 on obtiens respectivement de (|1.2)) et (1.3])

NI

k+j=N

(k+ ) < 2M7 Kl 41

De I'équation 7?7 on aura

N! N
2V =3 E(N—FK)! — > (k)
k<N k<N

X

d’ou :

=2 (5)

B<a

(1.1)

(1.2)

(1.4)

(1.5)
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Et en particulier : Vo, € Z,,0 < « :

(g) < 2lel (1.6)

D’autre par on a
al <Jaf! (1.7)

Pour cela il suffit de montrer

(n+m)! >n!m! Ym,n €N

m+m)l=mn+m)(n+m-—1)n+m-—2)..(n+1).n!
>m(m—1)(m —2)...2.1.n!

> mln!

La fonction Gamma

Nous présentons les définitions et quelques propriétés de bases des fonction
Gamma. Cette fonctions jouent le role le plus important dans la théorie des
opérateurs d’intérgations et de dérivations d’ordre non entier et dans la théorie

des équations différentelles fractionnaires .
Définition 1.2.1. Soit z € R tel que z > 0. La fonction Gamma notée par I’
est définie par :

“+o00

['(z) = /ett'Z1dt

0

Proposition 1.1. La fonction Gamma est bien définie sur l’ensemble R.

7



1.2 Identités et inégalités chapitre 1

Preuve 1.1. On écrivons I'(z) sous la forme

“+00 “+o00

1
['(z) = / e 't dt = / e ' ldt + / et
0

0 1

En étudiant la convergence de la premiére intégrale. On a

1

1
1
I, = /e‘ttz_ldt < /tz‘ldt ==
zZ
0

0

D’ou la premiéere intégrale est convergent pour 0 < z < 1.

Maintenant nous étudions la convergence de la seconde. On a

+00 +0o0

/e_ttz_ldt < /e_édt = 26_%

1 1

Par conséquent, la fonction Gamma est définie pour tout z € RT .

Proposition 1.2. Soit z € R tel que z > 0, alors la fonction Gamma vérifie
les propriétés suivantes :

1.7(1) =1

2. T(z+1)=2I(z)

3 I (n+1)=nl,VneN

Preuve 1.2. .

—+00
1.T(1)= [ etdt=1
0
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2 . Par une intégration par partie, on obtien

“+o00

2[(z) = /etztzdt
0
+o0

= —e "X + / e "tFdt
0
+oo

= / et dt

0

=I(z+1)
3. En utilisant la propriété (2), nous obtenons :

I'(n+1) =nl(n)
=n(n—1)I'(n—-1)

=n(n—1)(n—2)I'(n —2)

=n(n—1)(n—2)..I'(1)

ol

Donc
IF'n+1)=n!

Nous rappelons certaines outils mathématique trés utiles .



1.3 Quelques espaces fonctionnels chapitre 1

Formule de Taylor avec reste intégral :
Soit la fonctionf de classe C* | on a :
1
flz) = a%@aaﬂ 0) + 2 —| (z — 70) 0/ (1 =810 f (o + t(x — x0))dt

Formule de Leibniz :

Si les fonctions f et g sont de classes C* et a € Z7 | | |< k , on a

*(fg) = (g) 0 for Py

BLla

Espace vectoriel :

On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace vectoriel ) un ensemble E
muni de deux loi :
e Une loi interne notée (+), telle que (F, +) soit un groupe commutatif .

e Une loi externe notée (.) , qui est une application de K x F dans E vérifiant :

*V(a,B) € K2 Vo € B, (a+ B).x = a.x + B.a

*V(a,B) € K2 Vo € E,a.(B.2) = (aff).x

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont appelés

des scalaires

1.3  Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.3.1. Soit f : Q@ — C une fonction continue sur 2 , on définit

le support de f, noté suppf par la fermeture de l’ensemble {x € Q0 : f(x) # 0}

10
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dans €2, i.e.

suppf ={x € Q: f(x) # 0}

Remarque 1.3.1. Si f est une fonction continu, alors supp f est caractérisé

par
{z € Q il n'eziste pas de voisinage 2 de x tel que f =0 sur Q}

Ceci permet de généraliser cette définition au cas f : 0 — C est une fonction

mesurable,

F x € il nexiste pas de voisinage §2 de x ot
suppf =
f =0 presque partout sur )

Définition 1.3.2. L’espace des fonctions continues f : Q2 — R est noté C(12)

et

I/ llee) = sup (@)

Définition 1.3.3. Soit n € Z,, on note C*(Q) l’espace des fonctions n-fois

continument différentiables sur §2 , et

£ ller@ =D 1L lew
k=0

Définition 1.3.4. L’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur §2 est

noté C*(Q), i.e.

Cx(@Q) = N CHQ

keZy
L’espace C§°(2) ou D(S) désigne ’espace des fonctions u € C*(Q) telle que

le support de u, noté suppu, est un compact contenu dans €2 .

11



1.3 Quelques espaces fonctionnels chapitre 1

Définition 1.3.5. Soit p € [1,+00] , on définit LP(Q2) I’ensemble des classes

des fonctions f : 2 — R mésurable tel que

11l = / fPde | p < 4o
Q

1flloc = sup | f(x)].
e

12



Chapitre 2

Espace des fonctions de classe

Gevrey

Dans ce chapitre , nous présentons quelques définitions et propriétés conce-

nant, les fonctions Gevrey

2.1 Espaces de type Gevrey

Dans ce qui suit €2 un ouvert non vide de R™ et s un reél tel que s > 1

Définition 2.1.1. On appelle espace de Gevrey d’indice s, noté G*(§2) l'en-
semble des fonction f € C*(Q) possédant la propriété suivante :

VK compact de Q,3C > 0,Va € Z7 ,

sup [0° f ()] < Ol (al)? (2.1)

zeK
Les éléments de G*(2) sont appelés fonctions ultra-différentiables .

Remarque 2.1. Il est parfois utile d’utiliser [’estimation équivalente :

13



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

sup |0%f(z)| < RO (a)® (2.2)

zeK
Tels que R et C' deux constantes positifs indépendantes de v et x .

Proposition 2.1. On peut remplacer dans (2.1)) l'expression (a!)® par

B (el

i) ||

iii) T(s|o| + 1)
Preuve 2.1. D’apres (1.7)) on a (2.1)

i) = sup | 0°f(x) |< Ol (al)* ceci est vraie en vertu de linégalité

(1.3)

i) = i) puisque N' < NV | alors (]a!])® < |a/*l!

i) = dii) puique t' < e'T(t+1), alors en posant t = s|a| , on obtien
(slaf)slel < esloll(s]al + 1)
iii) = i) On a
Dsla] + 1) < (sla])
et

14



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

Remarque 2.2. Nous observons en autre que dans [’estimation (2.2)), nous
pouvons remplacer || par |a| + S, ou S, est tout entier positif fizé en fait la

condition est évidente, par contre la condition nécessaire est vrai du fait que
(Ja| + 9)! < 2l+5 §1 |l

Définition 2.1.2. Une fonction f est dite analytique réelle au point zy € 2

s’il existe un voisinage de xq tell que f est développable en série entiére , i.e
AR > 0,Vx € Q, |x — x| < R, f(z) = Z ( )(x—azo)"
A(Q) est l’ensemble des fonctions analytiques réelles sue ) .

Proposition 2.2. Toute fonction de Gevrey d’ordre 1 est une fonction ana-

lytique réelle sur §) .

Preuve 2.2. Pour simplifier nous ne détaillerons la démonstration que dans
le casn = 1.
a) Montrons que G*(Q) C A(Q) : Soit zg € 2, § > 0 tel que B(x¢,6) C Q ,

on a
|f®)(2)| < RC*E!, pour x € B

Soit € €]0,0[ tel que eC < 1, la formule de Taylor avec reste intégral permet

d’écrire pour x € B(xg,¢€) ,

fk To k
) )+ Rae)

f) =%
Avec
fo O (b + (1 — t)xo)dt

Si x € B(zo,€) on atx+ (1 —1t)xg € B(xo,e) de sorte que

|z — 20|

o [H(1 = )" RC™ (n+ 1)ldt < R(eC)™+!

0

| R ()] <

15



2.1 Espaces de type Gevrey chapitre 2

Comme eC < 1 le reste tend vers zéro lorsque n tend vers + oo d’ou f est
développable en série entiére dans B(xg,€) , ce qui montre que f € A(Q) .

b) Montrons que A(Q)) C GY(Q) : la somme d’une série entiere étant C™
a l'intérieur de son intervalle de convergence, f est C* au voisinage de tout
point donc dans Q . Soit zg € Q et € > 0, tel que la série entiere > ax(x —x0)*
converge absolument pour |z —xo| < &, Alors |ag|e® — 0 d’o |ax| < & pour

tout k

soit p < e, pour |x —xo| < p on a :
. +(X) .
fOx) =S k(k—1)...(k — j + Dag(z — x20)*7
i=j

De sorte que :

. oo k'C Pt C £t ! _i
|f ()] < gjm(g)k T = gkgjﬁ(f)k !

Ou de la formule
+o0 1
Soth=—— pour |t|<1
k=0 1—-t

Que l'on dériwe j fois , on déduit

too Kl | 5!

E—p T am g

Par conséquent

) C 1 Ce
() < = i = __ 4!
|f (.'L')l — 8]' (1 . 8)]+1j (f‘: _ p)]+1j
15

En résumé , pour |z — xo| < p on a montré que :

C 1
< o=
eE—p gE—p

/(@) < RCY I, R= (23)

Soit K un compact de Q2 . Pour chaque x¢ de K il existe p,,, Ry, Cy,, tel que
Iéquation (2.3)) soit vérifiée dans B(xo, p) . La réunion des B(xq, p) lorsque
vraie dans K est un recouvrement ouvert de K et donc il existe xi..xny € K

N
tels que K C \J B(zy, p:i) - 1l suffi de poser

=1

16



2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey chapitre 2

R =mazR,,,C = mazxC,,

Ce qui montre que f € G*(Q)

2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey

Dans cette section nous donnons quelques propriétés fundamental des es-

paces Gevrey

Inclusion entre les espaces de Gevrey

Proposition 2.3. On a
1) Vs <t:G5(Q) C GHQ)

2) A(Q) C N G(Q): U G5(Q) € C=(Q)

s>1 s>1

Preuve 2.3. Soit s <t , si f € G5(Q) on a
G*(Q) =sup | 9°f(z) |< Ol (al)® < 1Y (al),
k
donc f € GY(Q), alors G5(Q) C G(9) .

La stabilité par rapport a la dérivation et la multiplication

Proposition 2.4. L’espace G*()) est une algébre a l’égard du produit et la

somme usuelle de fonction, en outre il est fermé en vertu de la différentiation

Proposition 2.5. L’espace de Gevrey est stable par rapport a la somme.

Vi, ge G*(Q): f+ g€ G Q)

17



2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey chapitre 2

Preuve 2.4. Soient f,g € G*(Q) on a pour K C Q :
0°f ()] < CY M al ol 0%g ()] < O3 |aflel Ve € K
d’ot

0%(f + g)(@)] < [0 f(2)] + [0%g(z)]
< (Cy + 02)|a|+1|a|s\al

Ce qui montre que f + g € G*(Q).

0O\ ()] = A [0° f ()|
< IACE (Jah®

< RC(ja|))* en utilisant Uestimation équivalent (2.2)

Ce qui montre que \f € G*(Q) .

Proposition 2.6. L’espace de Gevrey est stable par rapport la multiplication
1.€

Vi, ge G*(Q): fg e G()

Preuve 2.5.

=[5 () o

Ba

<> (g)\aa 3 () 10%9(a)

< Z ( )Ca ﬁ|+1 _ 5‘s\a7ﬁ|0|25\+1’6’5|ﬁ|

B<a

< glelglel 2| sl e utilisant (1.6) avec C' = max(Cy, Cy)

18



2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey chapitre 2

Proposition 2.7. L’espace de Gevrey est stable par rapport la dérivation i.e
VB eZLNfeGH(N):0°f € G(Q)

Preuve 2.6. Soit f € G*(Q), et B € Z7 , K un compact de Q alors : pour

tout € Z!} on a :

0°(0° f (x))| = |0°FF f ()|
< Cla+/3\+1|a + msla-&-ﬁ\
< C{aHlﬁHl(‘Oé‘ + ‘5‘)8(|a\+|ﬁ|)

B al+1 s(|a
<GP (ja] + 1))t

en utilisant la remarque ([2.2))
< RC|a|+1|a|s\a|
Ce qui montre que 0°f € G*(Q) .

Proposition 2.8. 5i x : 0 — A est une fonction analytique tel que 2 C R”

et A C R™ deux ouvert est f € G*(A) alors la composition g = fox € G*(Q)

Preuve 2.7. Soit le domaine | z — x |< r avec z complexe, x réel et r positif

assez petit .

On définit :

19



2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey chapitre 2

On a alors

|8+1 i8]
|F(2)| < Z &

1B1<k A
< Z COIBI+1 1Bl (5!)8—1
181<k

Ce qui donne d’apres ([1.7))
[F(2)] < CFFH (kD)

En utilisant estimation de Cauchy :

M(r).n!

[F™(20)] < , ot M(r) = sup{|F(z)] : [z — 2| <7}

D’ou

C{€+1(k!>s—1

ol
k

0°F(2)| <

On note que si |o| = k, alors les fonction 0%g et O*F sont égales sur z = x,

ce qui donne :

0%g(x)] = [0°F(2)].=c < CL(Ch|r)*(R!)®
Ce qui montre que g € G*() .
Proposition 2.9. Si s > 1, la fonction f définie par :

1
exp| —z s—1 x>0

fx) =

appartient a G*(R)

Preuve 2.8. Appliquons la formule de l’intégral de Cauchy pour x > 0
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2.2 Quelques propriétés des espaces Gevrey chapitre 2

1
n! exp(—z s —1)

dz

£ () =

2mi |z—x|=kx (Z - x)n—&—l
Ou k est un nombre positif et z le nombre compleze tel que z = x + 1y , alors

d’apres Uestimation de Cauchy, on a

1
sup exp(—z_s —1
f(n) (.73') |z—z|=kx ’ )’
n! |~ ||
D’ou
1
FO@)] < nl kel sup Jeap(—z 5~ 1))
|z—z|=kx

Onalz—x|=|y|=kx, posons q=s—1, on a alors

r=|z| =22+ y? = Vat+ k%22 = /22(1+ k%) < z(1+ k)

Utilisant la formule d’Euler, on a alors :

exp (—2_%> = exp (—(rew)_%>

— exp <(—r‘3> cos (2)) “ar ("“"1”'51“ (2»

Et on a

1

exp (—z_E) ’ < exp ((—kx)_% cos ¢~ ! arcsin k)

En posant t = kx et | = cosq larcsink , on a

-1 (s=1)n _1 (s—1)n
sup | f(z)] < n! (Sle ) (m)==" < ( ) (nt)>~"

Alors

s—1 (s—1)n
sup | f*(z)| < C™ (n!)® ou C = ( l )
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2.3 Convolution chapitre 2

Donc f appartient o G*(R)
Remarque 2.3. La fonction f est non analytique .

Définition 2.2.1. Sis > 1, on désigne par G§(S2) l’espace de fonction Gevrey

a support compact i.e
G{(Q2) = {u € G5(Q) : suppu est un compact de Q} = G*(Q2) N C§°(N2)
Notation 1. L’espace G§(2) sera noté par Ds(2)
Exemple 2.1. On définit sur R™ la fonction g par
g(z) = f(1—|zf?)
Ou f est définie dans la proposition (2.9)) alors

g € G*(R") est suppg = {x € R",|z| < 1}

2.3 Convolution

On rappele la définition de la convolution, et puis quelques propriétés élé-

mentaires de la convolution .

Définition 2.3.1. Soient f et g deuz fonctions continues sur R™ dont une est
a support compact ,
La convolution de f avec g notée f x g , est une fonction définie sur tout R"

par

frglx)= [ [fly) g(z —y)dy (2.4)

Rn

Proposition 2.10. Soient f et g tels que f % g soit définit alors ,
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2.3 Convolution chapitre 2

i) frg=gx*f

ii) f* g est continue sur tout R™

iii) supp(f * g) C suppf + suppg

iiii) si f € C(R™) et g € CO(R™) alors
frg e CF(R™) et 0%(f xg) = (0°f) x g, , Va € ZT}
Preuve 2.9. i)
fxg(z) :an Fw)g(z —y)dy

On fait un changement de variable z = x - y alors dy = -dz
fro@) = - [ 1@l - s
Rn
— [ #CIgte~ 212z =g 1
R

iii)- St x & suppf + suppg alors (x — suppf) () suppg = 0
ainsi g(r —y)f(y) =0, Vy d'ou f+g(x) =0

Proposition 2.11. le produit de convolution de deuz fonction f € L}, (R") et

© € G§5(R™) est bien définie

Preuve 2.10. la fonction f x g est bien définie, car la fonction

y — f(y)o(xr —y) appartient a L'(R™) en effet
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2.3 Convolution chapitre 2

Vo € R, x 4 suppy est un compact, d’ot

frg= f() (z —y)dy

= / fW)e(r —y)dy + / fW)e(r —y)dy
YET+suppyp yEa+suppy

-/ F(y)elz — y)dy
YET+suppy

d’ot

[f @) < sup [0(z = Y| [ ot ouppe |f W)ldy < +o0
T+suppy

Proposition 2.12. la fonction f x ¢ appartient o G*(£2).

Preuve 2.11. de la formule 0“(f * p) = f % (0%0) , on déduit que f * ¢ €
C*>(R™).
Pour tout x € R™ montrons que f x ¢ € C*(R™) : Nous allons utiliser le théo-

reme de dérivation de Lebesque Vx € R™, x + suppp est un compact d’on ,

0% f * p(x / f(y)oge(x —y)dy

n

/ w@—yﬂy+/ F ()02 o — y)dy
y€x+suzopso

yEx+suppp
/ fy)ogp(r —y)dy
YET+Ssuppyp

=

d’ot

07 f * p(x)] < sup |0%p| |f (y)dy|
Rm YET+suUppy
<ca) [ il
yex+suppy

< RC™(a!)* en utilisant l'estimation (2.2)
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2.3 Convolution chapitre 2

Corollaire 2.3.1. si p € G§(R") et f € CF(R"),k € N, alors

frp e GHRY) et 0%(p = f) = (0%) * f.
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Chapitre 3

Espaces des fonctions

ultra-différentiables

3.1 Suites (M,),ez,

Soit (M,)pez. une suites des nombres réels positifs, on définit les propriétes

suivantes, Convexité logarithmique :
M2 < My 1My, p=1,2,..... (3.1)
Stabilité par rapport a 'ultradérivation :

JdJA>0,3H >0, M, < AH? Orgig MM, ;, p=1,2,.., (3.2)
<j<p

Stabilité par rapport a la dérivation :

3H >0, 3A>0 M,y < AHPM, , p=0,1,2, ..... (3.3)
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

Non quasi-analyticité forte :

LS _ M,
JA>0 | i L By T 3.4
j:zk;t,_l M] Mp+1 ( )
Non quasi-analyticité :
M,
Pl < foo (3.5)
- M,
p=1

Remarque 3.1. = et = :

Remarque 3.2. La condition (3.2) s’écrit
A >0,3H >0, M,,; < AHM,M,; p,j =0,1,2, ...

Remarque 3.3. La condition (3.1) implique

(MpMj) < MOMp+j p,j = 0, ]., 2, (36)

En effet , on a d’aprés (3.1

Alors

My, _ My Myx My _ Mo My My My
Mpsj My Mpeo Mpyy = My My My M

d’ou le résultat .

Exemple 3.1. .
i)- M, = pl®, s > 1 vérifie toutes les conditions précédentes mais ne vérifie
pas .
ii)- M, = p! (log(p+ €)™ ,s > 1, vérifie .
iii) Soit ¢ > 1, alors M, = plg”" | vérifie (3.4) .
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

Définition 3.1.1. La fonction M associée a la suite (Mp)pez, est définie par

M,
M (p) :suplogpp 0 0<p<+o0
p

M,

Exemple 3.2. Soit M, = p!°, alors M(p) = sup log% est équivalente & ps .
P p:

Proposition 3.1. La suite (M,)pez, vérifie (3.1)) si est seulement si
M,
M, = supL, p=012,....
p>0 exp M(p)
Preuve 3.1. = «) supposons que (3.1) est satisfait alors on a (3.6) , i.e

M,M; < MoM,y; , Vp,j =0,1,2,...,

d’ou
My M 4
sup logp? — > logp? . Vp,j=0,1,2,...,Vp>0
P M, Mp+j

et

M; ,
exp M(p) > p* ,Vp,7=0,1,2,.... Vp>0. (3.7)

p+i

Donc pour 7 = 0, on a
M,
exp M(p) zppﬁo ,Vp>0,Vp=0,1,2,...
p

Ce qui donne

My
M, > su e —
b= p>18ppeXp M(p)

M
B) Pour l'autre inégalité , on pose py = P p=0,1,2,..

1)-Sip>k,ona
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

My < Mi )p_k _ (3.8)

Alors

d’ou

2)Sip <k

Alors

ainsi on a ¥p = 10,1, ...,

M, — My
d’ot
k
poMo ﬂgMO
log—— > su =M
A VA (po)
. plgMo .
i.e exp M(pg) < T et par conséquent
kM, kM,
o0 < sup r0

~expM(po) T p expM(p)
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

D’ou le résultat .

On a <=
Mopk ) ( Mopk: ) 2 pk—i-lMO pk—lMO
My =sup ———— = M, = (sup —————— | =sup
» expM(p) S exp M(p) » \exp M(p) exp M(p)
k1L k=1
< sup P 4 P O = My My

sup
P expM() p eXpM(P)

Notation 2. On note my, = , k>1 . la condition 1’ signifie que la

k-1
suite my, est coroissant
Définition 3.1.2. La fonction m est définie par m(\) est égal au nombre des

Proposition 3.2. Soit M la fonction associée a la suite (My)g>o satisfaisant

(13.1) alors
m(p
—)\ (3.10)
0

k
L — sup > logi . Puisque i

k
pM,—
Preuve 3.2. On a M(p) = sup ), log———
() k qgl Mq k g¢=1 Mg mg

est définie pour (my, # 0) et (mg)rez, est croissante et non nulle , alors le sup

est atteint pour tous les my tels que » >1,dou
my

o
Z log— = /logpdm /m >\
0

mE<p 0

Proposition 3.3. Soit la suite (My)g>o vérifiant (3.1) , alors (3.3)) est satis-
faite si et seulment s’il existe deux constantrs A >0 et H > 1 tels que

log(A/A)

> 11
() 2 = VA0 (3.11)
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

Preuve 3.3. (3.3) signifie : 3A >0, H > 0
mps1 < AHY | Vk=0,1,2, ... (3.12)

Pour k =m()\) on a A < my,1 , alors de (3.12)) on a A < mpy1 < AH® | donc

en faisant entrer le log , on a

log (3)
= >

Inversement supposons que (3.11)) est satisfaite , soit my, < Mmyy11 = ...

Mmi+1 €t en prenant A — my41 dans (3.11)) , on a

log (£t
0 Z M émk—}—l SAHkO
logH

D’ot on a (3.12))

Lemme 1. Supposons que (My)g>o et (M} )k>0 sont deux suites de nombres

positives vérifiant (3.1)), alors
. /
Ny = Jin, M M, (3.13)

FEst aussi une suite de nombres positives satisfaisant (3.1)) et on a

n(A) =m(\) +m/(N) (3.14)

N(p) = M(p) + M'(p) (3.15)

Proposition 3.4. Si la suite (My)g>o0 , satisfait (3.1)) alors (3.2) est vérifiée
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

si et seulement s’il existe A > 0, H > 0 tels que Vp > 0,
2M (p) < M(H,) + log(AM,) (3.16)

Preuve 3.4. En vertu du lemmel(l], 2M (p) est la fonction associée de la suite

N, = mink M My, . Alors si (My,) satisfait |) , on a alors

0<q<

k2
p" Mg
2M(p) =suplog | ——————
7\ i
A(H,)*M?
< suplog (%) = M(H,) + log(AM,)
k k

Inversement si M (p) satisfait l'inégalité (3.16) , on a

k k2

P~ No P M, >
N, =sup|log————— | > sup| lo 3.17
k p>18 ( gexp(2M(p))) - p>18 ( gexp(M(Hp) + logAM, ( )

pkMQ
= suplog <—AMO exp(J&(Hp») :
Posons M, = A—;k, alors on a M(p) = M(Hp) , et alors
k
p~ My ~ M,
1 =M, =—+
o0 % Aexp(M(H,) ~ T AR

M,
et de 1} , on obtient Ny > A};’“

Proposition 3.5. Soit (My)rez, une suite de nombres positifs vérifiant (3.1)
, alors les conditions suivantes sont équivalentes
i) La suite (My)rez, vérifie (3.5)

i) [ ™MNd\ < oo
0
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3.1 Suites (M,)pez, chapitre 3

iii) [ Mdp < oo
0

o0
w) S L < oo
k=0 M,

Preuve 3.5. i) = i) Nous avons vu la condition (3.1)) (i.e (my)y croissante)

p

1 _ fdm(\) . . N

> = [ 5 et en intégrant par parties , on o
mE<p 0

3 L _ mip) +/m()\)d)\ (3.18)

Par passage a la limite p — oo on aura

j

— M1
d\ < Z— < 00
k=1 M

d’ot ii) .

i) = i) On montre que [ m(;\)d)\ < 400 , alors lim m(p) =0 . En effet
0 A p—rc0 P

m(\;

, supposons le contraire , alors 3eg > Oetunesuiteh; < A < ...telsque=-
J

>

eoetejr1 > 2N , et donc

E

0

2%
A=Y / ww , car m(\) > m(\))
j:l )\J

o P i
—m) [ am0) [ D rmoy) [
)\1 )\2 J
—Z 2)\] >Eoz§—+00,
7j=1 j=1

d’ow une contradiction , donc (3.18)) implique quand p — +o0 ,

o

1 T m(\
Z—: lim m{p) +/m( )d)\<+oo
mk  p—oo p A2
0

k=1
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D’ou i)
it) < i) On a d’aprés (3.10))

d’ot
oo

o [

y\g
|

@:fmww

i) < ) Ceci revient a montrer que

< o0& < 0,
kz:% M1 > kz:; M >

T o

Pour cela montrons que

1.€

En effet , on a

My — My My M, M;, M, M,
— = X X ... xXx—< X
My Myy My My = M1 My My,

Car (my)g est croissent , d’ou
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Ainsi i ) = ) .

Pour linverse , on fait appel a linégalité de Carleman , siap > 0,k =1,2, ...,

Z(alag...ak)% < eZak (3.19)

: My,
St on prend ay =

1.€

D’ou iv) = 1)

Enfin on a les équivalences i) < ii) , i) < iii) et i) < w) , alors ii)& w) .

Proposition 3.6. Supposons que (My)r>o satisfait (3.1)) , alors les assertions
sutvantes sont équivalentes

i) (M)r>0 vérifie (3.4)
it) A > 0,Yp > my

/ m)g\>d>\ < (A+ 1)@ (3.20)

Preuve 3.6. i) = 1) Si (3.4) est satisfaite , alors (3.5)) est vrai et d’aprés la

35



3.2 Espaces de Roumieu R,/(f) chapitre 3

proposition , on a lim me) — (. En posant k = m(p) > 1, on obtient alors

p—r+00

m\) ,\ _mip) fdmm _m) g L
p

2
P A P P A q=k+1 Mg
<m0y <(a41)™?)
p ME41 P
it) = 1 ) supposons (3.20)) satisfaite , soit my, < Myo1 = ... =< my < Mgy

, alors si my, < p < myg on a

Zis > L:/dm()\) _ m(g)\)d)\_m(p) _ Am(p)
— mq _ mq )\ A p ,0
q=k q=ko+1 P p

On a (my)kez, croissante et en faisant tendre p vers my, alors d’aprés toujours

(3-20) on a

Ce qui donne (3.4) pour les k tel que my1 > my . Si on choisit A assez grand

(13.4) est aussi satisfaite pour tout k > 1

3.2 Espaces de Roumieu R;/({?)

Définition 3.2.1. Soit (My)r>1 une suite de nombres positifs, Q un ouvert de
R™(Q2), lespace Ry (2) est l'ensemble des fonctions ¢ € C*°(Q) possédant la

propricté VK compact de 2, 3C >0 , Vo € Z7

sup | 9%p(x) [< ClH M, (3.21)

reK

Les éléments de Ry (S2) sont appelés ultradifférentiables de classe (My)kez, -
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Exemple 3.3. Si My = k!* |, (s > 1) on obtient l’espace de Gevrey isotrope

classique

3.3 Quelques propriétés des espaces de Roumieu

Théoréme 3.3.1. (Denjoy-Carleman-Mandelbrojt)
Si la suiteM,, vérifié (3.2)) alors pour chaque boule B, de rayon € dans € il

existe p. € Ry () vérifié la condition
pe > 0, supppe(z) C Be et [ pe(x)dx =1

Proposition 3.7. L’espace Rk (Q2) n’est pas réduit a {0}. D’aprés le théoréme

de ( Denjoy-Carleman-Mandelbrojt )

Proposition 3.8. Si la suite (My,)kez, vérifie (3.6) , alors Uespace Ry (S2) est

stable par rapport a la multiplication i.e

Vo, € Ry(2) : o € Ry ()

Preuve 3.7. Soient p et V deux fonctions ultradifférentiables de classe (My)rez, ,
elles vérifient sur un compact K pour certaines constantes positives C, C’ les

inégalités : Vo € 21,

sup | 9%p(z) |< ClIHIM, et sup | 0*(x) |[< CH M,
zeK zeK

On a alors , pour x € K , en utilisant la formule de Leibniz

!
| (W) (a) | CCY e OO M M

BLla
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3.3 Quelques propriétés des espaces de Roumieu chapitre 3

Et en utilisat (3.6)) , on a

| 0°(pW)(2) | < CC' Moy Moy W%B!clﬁlcallﬂ

B )
< CC(C+ O Mgy My = C"1H M,
Ce qui montre que W € Ry ().

Proposition 3.9. Si (3.3)) est satisfaite , alors Ry (S2) est stable par rapport

a la dériwation . i.e
VB e ZL N € Ru(Q): 0°f € Ru(Q)
Preuve 3.8. Soient Q un ouvert de R™ et f € Ry (Q) , on montre que 0°f €

Ry(QY) . En effet soit K compact de €

3C > 0,Ya € Z", on sup | 0°(0°f(x)) | < CIHFIEFAL g

zeK

D’aprés (3.3)) , on a

Sg}g | aa+,3f | < C‘a|+|’8‘+1H|a|+‘B|+1M|a‘Mw
X

< (CH) ' Mig)(CH) M
< Ol My,
ot C' = max ((CH)PH1M g, CH) donc (0°f) € Ry (<) .

Corollaire 3.3.1. Si (My)rezr vérifie (3.6) et (3.3) , alors Ry($2) est un
sous-algebre différentielle de C*°(€2) .

Lemme 2. Si la suite (My)rez, , vérifie (3.20) , alors il exsite un élément ¢
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3.3 Quelques propriétés des espaces de Roumieu chapitre 3

de Ry(Q) tel que , V5 > 1,

| 97(0) |> M; (3.22)

Preuve 3.9. Soit la fonction ¢ définie par

M, S M4
QD(,T) = Z (ka>k€2 . , ou My =
k=0

Montrons d’abord que ¢ € Ry(R) , en effet

. M, . .
| Pp(x) | =) £ (2imy, ) |

Puisque (My)kez, , vérifie (3.1)) , alors (my)kez, est croissante et en vertu de

(13.9) et (3.8)) , on a lestimation suivante

, V(. k) €z}

E
IA
S

Et donc

, =, . , =1
—k
|3]<P(1‘)|§§23 MJSQJMJ-§2—,€

< 2/ M;C

Donc ¢ € RM(R) .

La fonction ¢ vérifie la condition (3.22)) , car

| 07¢(0) [= 2jzz—lf > M;
k=0
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3.4 Inclusion entre les espaces de Roumieu

Définition 3.4.1. Soient (My)rez, et (Nip)rez, deuz suites positives , on dit

que M C N s’il existe L > 0 et C' > 0 tels que
M, <CL*N; , k=0,1,2,..., (3.23)

Lemme 3. Supposons que les suites (My,) et (Ny) vérifient (3.1) , alors M C N

si et seulement s’ils existent deux constantes L > 0 et C' > 0 tels que
N(p) < M(L,)+1logC, 0<p<oo (3.24)

Preuve 3.10. Si (3.23)) est véeifiée , alors

k

p
N(p) = suplog =
(p) sup log -

L k
< sup log (Ly) +logC = M(L,) + log(C)
k My,

Inversement si (3.24)) est satisfaite , d’aprés la proposition on a

k

0
My, = Mysup —————
’ " p exp M(p)
¢ ¢ MoC
< MOCsupp— < ' sup P = " L.N,
p expN(p/L) P exp <Sup log (p]/\i)k) No
k
= C'LFN,

Remarque 3.4.1. Si on pose pour N = M1 , alors (3.3) signifie N C M

Proposition 3.10. Soient (My)rez, et (Ni)rez, vérifiant (3.1)) , alors Ry (2) C

RN (Q) si est seulement si M C N .
Preuve 3.11. M C N = R); C Ry , trivial . On montre Ry; C Ry = M C
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3.4 Inclusion entre les espaces de Roumieu chapitre 3

N, pour cela , raisonnons par l'absude , supposons que M & N , alors

VL>0,VYC>0,3K¢cZ,, My >CL*N, (k=0,1,2,..)

On fait appel au lemme 2], alors

Jo € Ry(R) , VL >0,VC >0, k€ Z, :|0%(0)|> M, > CL*N,

D’ou ¢ ¢ Ry(R™) , on a une contradiction .
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