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Resume

Nous avons étudier 'existence et I'unicité de solutions de quelques problémes a condi-
tions initiales et une équations d’ordre fractionnaire via la notion se la mesure de non

compacité et I'approche de point fixe.

Abstract

In this work, we study the existence and uniquness of solutions of some problems of uni-
tial values and intégral equation involving the measur of non compactness and the fixed

point approache.
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notations utilisées

K : représente le corps R ou C

() : ensemble non vide et borné.

R : I'ensemble des nombres réels.

R, : I'ensemble des nombres réels positifs.

IN : I'ensemble des nombres naturels.

C : 'ensemble des nombres complexes.

a(.), X(.) :la mesure de non-compacité de Kuratowski ou Hausdorf.
|.| : valeur absolue ou module

MNC : mesure de non-compacité.

diam(Q)) : diametre de (Q).

cla,b] : 'espace des fonctions continues sur [a,b].

L'([a,b]) : 'espace des fonctions mesurables et intégrables sur [a,b].
conv() : 'enveloppe convexe fermé d’un ensemble (2.

Be(IR,) : I'espace des fonctions continues par morceaux.

AC!{a,b] : I'espace des fonctions absolument continues et dérivables.

B(xg,r) : 1a boule ouverte de centre x( et de rayon r.



INTRODUCTION

a théorie de la mesure de non-compacité est une branche trés importante de I’ana-
L lyse non linéaire, elle a beaucoup d’applications dans la théorie plusieurs do-
maines. La mesure de non-compacité joue un role tres important dans la théorie du point
fixe et ont de nombreuses applications dans diverses branches d’analyse non linéaire, y
compris les équations différentielles et intégrales.

En général, une mesure du non-compacité est une fonction définie sur famille de
sous-ensembles non vide et bornés d’un certain espace métrique tel qu’il soit égale a
zéro sur toute la famille des ensembles relativement compacts. Le concept de mesure de
non-compacité a été introduit pour la premiere fois par Kuratowski en 1930. En 1955 le
mathématicien italien Darbo a utilisé la mesure de Kuratowski pour étudier une classe
d’opérateurs condensants.

L'objectif de ce travail est d’appliquer la technique de mesure de non-compacité en
combinaison avec les théoremes de point fixe pour obtenir ’existence des solutions a cer-
taines équations différentielles et intégrales.
ce mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre contient définitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite




Introduction

de cette étude.
Le deuxieme chapitre est consacré a la notion de la mesure de non-compacité de Haus-
dorff et Kuratowski et quelques propriétés.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons l’existence de solutions d’un probleme a

valeurs initiales pour une équation différentielle non linéaire,
‘D"y(t) = f(t,y), pour chaquete ] =[0,T],1<r<2,

$(0) = 20,3(0) = 1
Dans le quatriéme chapitre, nous étudions l’existence de solution de 1’équation inté-

grale suivante :

x(1) :fl(t,x(t))+f2(t’x(t))f u(t, (1)
0

['(a) (t—1)l-@
Avec

teR,ae[0,1], it R, xR—>R, x(t)=x:R, >Retp:m, > R,




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions préliminaires ainsi que certains
théorémes d’analyse pour une meilleure présentation des démonstrations des résultats

de notre travail.

1.1 Espaces Banach

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1. Une distance (métrique) sur un ensemble E est une application
d:ExE — Ry, telle que :

1- Vx,y € E,d(x,y) = 0 & x =y (séparation).

2- Vx,y € E, d(x,y) =d(y, x) (symétrie)

3- Vx,y,z€ E,d(x,2) <d(x,v)+d(y, z),(inégalité triangulaire) .




1.1 Espaces Banach

Et on dit que (E, d) est un espace métrique, et on appelle d(x,y) la distance entre x et y.

Définition 1.2. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est bornée si

et seulement si :
AM € R, tel que ¥(x,y) € A, ona d(x,y) < M.

Définition 1.3. Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte (resp.boule fermée)
de centre a € E et de rayon r > 0, le sous-ensemble

B(a,r)={x € E,d(a,x) <r}.(resp.Bs(a,r) = {x € E,d(a,x) <r}).

Deéfinition 1.4. Soit A une partie non vide et borné de E.

On appelle diameétre de A le nombre 5(A) tel que :

O0(A) = SUP (. y)eA? d(x, ).

Définition 1.5. Soit (E,d) un espace métrique, A et B deux parties de E et x € E. On définit

la distance entre x et A par :
da(x) =infycp d(x;9).
On définit la distance entre A et B par :

d(A,B) = infxeA,yeB d(x,)

Les suites dans les espaces métriques

Définition 1.6. (La convergence simple)
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,,), € E une suite deux points de E.

Soit x € E on dit que (x,,), € E converge vers x si l'on a :
Ve>0,AN € E,VneE:n>N = d(x,—x)<e.

Définition 1.7. (Suite de Cauchy) :

Une suite (x,), € E est de Cauchy si et seulement si :




1.1 Espaces Banach

Ve>0,dnye N, Vn,m e N telque n,m > ny = d(x,, x,,) < €

Proposition 1.1.
1- Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2- Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.8. (Espace métrique complet) :

On dit que 'espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy converge dans E.

La continuité dans l’espace métrique

Définition 1.9. Soient (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques et

f : E — E est une application, on dit que f est continue en a € E si et seulement si :
Ve>0,da>0VxeE,d(x,a)<a=4d'(f(x),f(a)<e.

Remarque 1.1. L'application f est continue sur E si et seulement si elle est continue en tout

point a de E.

Définition 1.10. (Application lipschitzienne) :
Une application f : (E,dg) — (E’,dg) est dite lipschitzienne s’il existe une constante K > 0

telle que :

V(x,9) € E2, dp/((f (%), f(v)) < Kdg(x,9).

Remarque 1.2. Sila constante 0 < k < 1, on dit que f est une contraction.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.11. (La norme)
Un espace vectoriel normé (E, ||.||) un espace vectoriel E sur K muni d’une
application une norme sur E est une application de ||.|| : E x E — K, appelée norme, qui

satisfait, pour tout x,y dans E et tout a dans K les propriétés suivantes :




1.2 La compacité et la convexité

a. |[x||=0e=x=0
b. |lax|| = |a|||x|| (homogénéité)

c. |lx+ll <|lxl| + |||l (inégalité triangulaire)

1.1.3 Espace vectoriel normeé

Définition 1.12. Un espace E muni d’une norme ||.||, notée (E,||.||) est appelé un espace vecto-

riel normée.
Deéfinition 1.13. Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Proposition 1.2. Soit A une partie de E et x un élément de E alors x un élément de A si et

seulement si x est une limite d’une suite (X,,),cy des éléments de A.

Définition 1.14. Soient (E,||.||g) et (E,”.”E), deux espaces vectoriels normés et f :E — E est

une application, on dit que f est continue en a € E si :
Ve>0,d0>0,Vx €L |x—allp<o=|f(x)-f(a)llp <e

Proposition 1.3. ([12]) Une application linéaire v de E dans F est dite complétement continue
s’il existe un voisinage V de 0 dans E tel que :

v(V) soit relativement compacte dans F.

1.2 La compacité et la convexité

Définition 1.15. (La compacité)
Un ensemble A de E est compact si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-

suite converge vers un élément de A.

Définition 1.16. Soit A un ensemble d’un espace normé E, | € E, A est dit compact si de tout

recouvrement de A par des ouverts de A on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e,

6]




1.2 La compacité et la convexité

YV, j € J(ouverts); U C UjE]Vj,EIVj(k),j(k) =1,2,..,n tel que
U c U= Vi(k)

Proposition 1.4. 1- Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2- Si V est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et borné.

Théoreme 1.1. ([16]) La boule unité fermée de V est compacte si et seulement si V est de

dimension finie.

Définition 1.17. Un ensemble A de E est faiblement compact si de toute suite d’élément de A,

on peut extraire une sous-suite converge faiblement vers un élément de A.

Définition 1.18. On dit que une partie A de E est relativement compacte (faiblement relati-
vement compacte) si A est compacte (faiblement compacte).

Soient E,F deux espaces de Banach et () une partie non vide de E.

Définition 1.19. (L'application compacte)
Une application f : (Q C E — F est dite compacte si et seulement si I'image de tout ensemble

borné x de ) est un ensemble relativement compact de F c’est-a-dire, f(x) est compacte.

Définition 1.20. (La convexité)

Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit convexe si et seulement si :
V(x,9) e X,VAe[0,1],(1-A)x+Aye X

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passent par deux de ses

point.




1.3 Quelques notions de calcul fractionnaires

Lemme 1.1. (Ascoli-Arzela) :([17])
Soient E, F deux espaces Banach. Une partie A de C(E,F) est relativement compacte si et
seulement si :
1- L'ensemble A est borné, i.e, il existe une constante K > 0, tel que :
lf (x)]| < K pour tout x € E et tout f € A.
2- A est équi continue, i.e, pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :
(61) — (x)| < 8 = [If (x1) — f ()| < &, ¥x1, 5, € E et f € A.

3- pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f (x); f € A} est relativement compact.

1.3 Quelques notions de calcul fractionnaires

Dans cette section, nous rassemblons quelques définitions de la dérivation et intégra-
tion d’ordre fractionnaire. Dénoter par C(J, E) 'espace de Banach des fonctions continues

y: ] — E, avec la norme supremum habituelle

Iyl =suplly(t)ll, €]

Soit L!(J, E) est ’espace de Banach des fonctions mesurables y : ] — E qui sont Bochner

intégrables, muni de la norme
Il = | Ipco
J

ACY(J,E) désigne I’espace des fonctions y : ] — E, dont la dérivée premiére est absolu-

ment continue. De plus, pour un ensemble donné V de fonctions v : ] — E, désignons

par




1.3 Quelques notions de calcul fractionnaires

et

Pour notre propositions, nous aurons besoin de la définition de la dérivée de Caputo

d’ordre fractionnaire.

Définition 1.21. ([13]) L'intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'([a, b]) de com-

mande r € IR, est défini par :

J

ou I est la fonction gamma, * produit de convolution. Lorsque on a (a = 0),
tr—l
on écrit I"h(t) = h(t)* @, (t), ot @,(t) = m pour t >0, et @,(t) =0 pourt <0, et @, — (t)

comme r —> 0, oui O est la fonction delta.

Définition 1.22. ([2]) Pour une fonction h définie sur intervalle [a,b], la dérivée d’ordre

fractionnaire de Caputo de h, est définie par :

Conr 1 L hn(s)
D u+h(t)— r(n_r) —J; mds

ici n=[[r]let [r]ldésigne la partie entiére de r.
A partir de la définition de la dérivée de Caputo, les résultats auxiliaires suivants ont été établis

dans ([15]).

Lemme 1.2. Soit r >0, puis I’équation différentielle

‘D'h(t) =0

9]




1.3 Quelques notions de calcul fractionnaires

a des solutions h(t) = co+ ¢yt +cot> + ...+ c,t""\, ¢; € E, i=0,1,...,n, n=[[r]l+1.

Lemme 1.3. Laisser r > 0, en suite

I" D h(t) = h(t) +co + cqt + ot + ... + ¢,y t" !

pour certain ¢; € E,i =0,1,...,n, n=[[r]l+1.

Définition 1.23. Une application f : ] x E — E est dit Carathéodory si :

(i) t +— f(t, u) est mesurable pour chaque u € E.

(i) u v+ F(t,u) est continue pour presque tout t € J.

Théoreme 1.2. ([14]) Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Banach

tel que 0 € D et soit N étre une cartographie continue de D en lui méme. Si 'implication :

V =convN (V)

ou

V=N(V)u{0}=a(V)=0

vaut pour chaque sous-ensemble V de D, alors N a ou moins un point fixe.

Lemme 1.4. ([14]) Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convexe de l'espace de Banach
C(], E), G une fonction continue sur | x | et f une fonction de | x E — E qui satisfait les
conditions de Carathéodory, supposons qu’il existe p € L'(J, IR, ) telle que, pour chaque t € | et

chaque ensemble borné BCE, on a :

Tim a(f (o B) < p(t)aB); ici Juy = [t =, t] ).

Si V est un sous-ensemble équicontinu de D, en suite

a({[,Gls,)f (5, (s)ds : y € V) < [, Gll(t,)lp(s)ax(V (s))ds.

10




1.4 Quelques théoremes de point fixe

Théoreme 1.3. ([10]) Soit Q un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe de l'espace
E et soit :

@ : Q — () est cartographie continue. Existe constant k € [0,1] tel que p(pX) < ku(X).

1.4 Quelques théoremes de point fixe

Dans cette section, nous allons juste nous concentrer sur plusieurs théoremes du point
fixe que nous appliquerons dans I’étude de l'existence des solutions aux problémes pro-
posés.

Dans ce section on présente la théoreme de Darbo et quelques ses généralisations qui
étude l'existence du point fixe des applications continues sur un sous-ensemble non
vides, bornées, fermées et convexes des espaces de Banach. Maintenant nous rappelons
le théoreme de point fixe classique théoreme pour les applications lipschitziennes dans

le contexte de la mesure de non compacité.

Théoreme 1.4. ( Brouwer)([5])
Soit A un sous-ensembles non vide, fermé, borné et convexe de R" et n > 1. Si l'application

f + A—> A est continue, alors, F admet au moins un point fixe dans A.

Théoreme 1.5. ( Schauder)([5])
Soit X un espace de Banach réel; A une partie non vide, convexe, fermé et borné de X.

Si l'application f : A — A est compacte, alors f admet au moins un point fixe dans A.

Théoreme 1.6. ( Darbo) ([9])
Soient (Q un sous-ensemble non vide borné, fermé et convexe d’espace de Banach E et
T : O — () est une fonction continue et y est une mesure de non-compacité définie sur E.

Supposons qu’il existe une constante K € [0,1] telle que :

u(Tx) < Kp(x).

11




1.4 Quelques théoremes de point fixe

Pour tout sous-ensemble non vide de (). Alors admet un point fixe dans Q.

Théoréme 1.7. (de Darbo généralisé) : ([1])
Soient (Q un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’espace de Banach E et

T : Q — Q est un opérateur continu satisfait 'inégalité suivant :

#(Tx) < p(u(Tx)).

Pour tout sous-ensemble non vide x de (2, ot ¢ : R, — IR, est une fonction croissante telle

que: lim @"(t) =0 pourt>0alors T admet au moins un point fixe dans (J.

n—-+o0

Théoréme 1.8. ([1])
Soient () un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach E et T :

() — () est un opérateur continu tel que :

ITx =Tyl < @(llx=l)

Pour tout x,y € (2, ou @ : R, — R, est une fonction croissante avec, pour t > 0

Alors T admet un point fixe dans ().

preuve. Soit p: Mg — IR, est une définition définie par la formule :
u(x) =diam x
ou
diam x = sup{||x— || : x, v € X}.

Représente le diamétre de X.
On voit facilement que y est une mesure de non-compacité dans espace E.

Plus de remarque que depuis la fonction ¢ est croissante, puis en vue de on a :

sup || Tx - Tyl < sup @(||x - vll)

X,YEX X,PEX

< @(sup|lx-l])

X,YEX

12




1.4 Quelques théoremes de point fixe

Cela donne :
H(Tx) < p(u(x))

Apres 'application de théoréme, la preuve se termine dans ce qui suit, nous montrons

que ’hypotheése en distant que :

lim ¢,(t)=0,t>0.

n—-+oo

Peut étre remplacer par d’autre exigence pratique. O

Lemme 1.5. ([1]) Soit ¢ : R, — R, une fonctions croissante et semi-continue supérieure-
ment alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) lim ¢,(t)=0, pour tout t > 0.

n—>+00

ii) @(t) <t, pour tout t > 0.

Théoréme 1.9. (Sadovski) ([3])
Soit A un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’un espace de Banach X et soit

T : A— A une application continue. Si T est condensant, alors T admet au moins un point
fixe.

Théoreme 1.10. ( Monch)([4])

Nous présentons le théoréeme du point fixe de Mdnch, qui a été particulierement utile pour

établir I'existence des solutions aux problemes des limites non linéaires dans les espaces de

Banach .

Théoréme 1.11. (Monch )([7])
Soit () un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’espace de Banach E telle que 0 €
Q), et soit

T : Q — Q une applications continue. Si Uapplication

V =convT(v)

13




1.4 Quelques théoremes de point fixe

ou
V=Tw)u{0}=>a(v)=0

est vérifie pour tout sous-ensemble V de (2, oui o est une mesure de Kuratowski, alors T admet

un point fixe dans Q.

14




CHAPITRE 2

LA MESURE DE NON COMPACITE

Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les notions de base liées aux mesures de non com-
pacité et les opérateurs condensant. Nous définissons et étudier en détail des définitions

principales de Kuratowski et de Hausdorff, on donne des certains exemples.

2.1 Notions générales de la mesure de non compacite

2.1.1 Deéfinitions et propriétés

Deéfinition 2.1. Soient E un espace de Banach et (A, <) un ensemble
partiellement ordonné. Une fonction W : P(E) — A, s’appelle une mesure de non compacité si

pour tout (Q borné de E
W(convQ) =¥ (Q)

15




2.1 Notions générales de la mesure de non compacité

2.1.2 Exemple de mesure de non compacité

Exemple 2.1. Soient E un espace de Banach et ¥, W, deux fonctions telle que :

0, si () esttotalement borné
v (Q) =

1, sinon
et

W, =diam(Q)

Sont deux mesures de non compacité notons que si E est de dimension infini alors V| n’est pas
continue par rapport d la topologie usuelle sur I'ensemble oui elle prend ses valeurs, (la droite
réelle). Il est aussi clair que \V, n'est pas une mesure réguliére de non compacité .

En effet, si Q ={x,y € E, x # p}

alors : diam (Q) = 0 mais cet ensemble est totalement bornée (finie).

Exemple 2.2. On considére un autre exemple de mesure de non compacité dans l'espace des
fonctions continues C([a, b], E). Pour Q C C([a,b],E),

on pose :

() = supye(op) X(Q(1))

Ot x est la mesure de non compacité de Hausdorff dans E et Q(t)={y(t), y € Q, t € [a, D]}, la

on peut vérifier les propriétés habituelles des mesures de non compacité sauf la régularité .

2.1.3 La mesure de non compacité faible de De Blasi :

E un espace de Banach, Mg la famille de toutes les parties non vides bornées de E et I
un sous ensemble de Mg, soit B, la boule fermée dans E de centre 0 et se rayon r.
Dans([6]) De Blasi a introduit I'application suivante :

V : Mg — [0, +o0[ définie par :
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2.1 Notions générales de la mesure de non compacité

P(X) =

inf{r > 0 :il existe un ensemble Y € I tel que X C Y + B,}.

Pour tout X € Mg.

Définition 2.2. ([11]) L'application V est appelée la mesure de non compacité faible de De

Blasi .

Théoréeme 2.1. Soit E un espace métrique complet ,une partie A C E est

relativement compact si et seulement si elle est pré-compacte .

Quelques propriétes

([13]) Soient Xy, X, € E, i est MNC alors :

La monotonie : Si X; C X, alors ¢(X;) < (X5).

Y(X;) =0 si et seulement si X; est relativement faiblement compact.

La semi-homogénéité : P(AX;) =|A|ip(X;), pour tout A € R.

L’invariance par enveloppe convexe : (convXy) = p(Xy).

La semi-additivité algébrique : (X, + X,) < P(X;) + P(Xy).

Si (Xn)nzl est une suite décroissante des parties non vide, bornées, et faiblement
fermées de E avec:

111_r)n P(X,) =0, alors ;2 X, et (2 Xn) =0

c’est a dire ();~; X,, est relativement compact.

Une caractérisation de la mesure de non compacité faible de De Blasi dans les
espaces L! a été donnée par Appell et De Pascale dans([17]) sous une forme plus
simple. comme suit

liir(l) {supxex{sup{fgolx(t)ldt : 0 CO,mes(Q) < e}}} pour tout X € M1y ou mes

désigne la mesure de Lebesgue.

Preuve. 1- Soit {x%,...x%} un recouvrement de X; tel que diam(Xiz) <di=1,..,n,

alors il est clair que c’est un recouvrement de X; et par suite (X;) < P(X>).
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

2- Supposons que X est relativement compact, alors d’apres le théoreme Ve > 0, il
existe une famille finie {xy,...,xy, } d’élément de E telle que x C Uj.\]:ng(xi,e) alors
Y (X) = 0 Réciproquement, si {(X) = 0, d’apres le méme théoréme, on conclut que
X est relativement compact.

3- Est trivial pour A =0,si A #0, alors :

.
v(AX) = inf{d > 0, \X C U X;, diam(X) < d)
. 1 i=1 . 1
=inf{d > 0,X C XUm Xi | Aldiam($X;) < d)

) 1, =1 . 1
—inf{d > 0,X C XUm Xi,|)\|dzam(mXi) <d)
1

—inf{|A|d’ > 0,X C lUi:lx- A diam(—X;) < d’),d = ~d
- =AU A

= [Alp(X)

4- Soit {x%, .., X} ) un recouvrement de X, et {Xlz, ..., X2} un recouvrement de X,, alors
les ensembles le +X]~2 de plus diam(X, +X2) < diam(X;)+diam(X,) et suite (X, +
X5) < P(X1) + P(X,)(mention contraire); et 2 un sous-ensemble de E. B(x,r) et
B(x,7) désignent, respectivement la boule ouverte et la boule fermé dans E de

centre x et de rayon r et Bg = B(0, 1).

2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

Dans cette section on définit la mesure de non compacité de Kuratowski et celle de
Hausdorff et on donne leurs propriétés de base. Dans toute les suites, E désigne un espace
de Banach, et Q un sous-ensemble de E. B(x,r) et B(x,r) désignent, respectivement la

boule ouverte et la boule fermé dans E de centre x et de rayon r et B = B(0, 1).
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

2.2.1 La mesure de Kuratowski

Deéfinition 2.3. ([11]) La mesure de non compacité de Kuratowski de l'ensemble (), notée
a(Q) est l'inférieur des nombres d > 0 tel que () admet un recouvrement fini par des en-

sembles de diamétre inférieur a d, i.e.

a(Q)=inf{d >0,Q = |Q;, telqued(Q2;) < d}

i=1
2.2.2 La mesure de Hausdorff

Deéfinition 2.4. Soit E un espace normé un ensemble S C E est appelé un e-réseau de () si :

QcS+eBg=S+¢ebseS,beE

Deéfinition 2.5. La mesure de non compacité de Hausdorff de l'ensemble (2, notée X((2) est
Uinférieur des nombres ¢ tel que () admet un e-réseau finie dans E, i.e. X(Q)=inf{e > 0, tel

que 3 S finide E, Q C S + eBg}

Remarque 2.1. Dans le cas ou () est un sous-ensemble non vide et non borné, alors :
a(Q) = X(Q) = oo les deux mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées

entre elles par le théoréme suivant :

Théoreme 2.2. Soient a et X les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff et

() un sous ensemble d’un espace de Banach E alors :
X(Q)<a(Q)<2X(Q)

Preuve. Les inégalités elles-mémes sont des conséquences des remarques évidentes sui-

vantes :
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

1- Si {X{,...X,,} est un e-réseau de (2 alors{QQ U (x; + eB)};_,, est une couverture de O
par des ensembles de diametre 2¢.

2- Si est un recouvrement de (Q avec diam; < d et si X; € (3, alors {X3,...X}} est un
d-réseau de Q.
La netteté de la deuxieme inégalité découle du théoreme I’exemple suivant montre
que la premiere inégalité également nette : prenons pour E l'espace C des suites
des nombres qui convergent vers zéro, de norme ||x|| = sup|x;| et 2 = {ci};?,, soit
la base standard de Cj. Puisque le diametre de tout ensemble contenant plus d’'un
élément est égala 1, a(Q2) = 1.
D’autre part, X((2) =1 car la distance a tout ensemble infini un sous-ensemble de
() a tout élément de C, n’est pas inférieur a 1.
Il faut mentionner ici que pour certains espaces E l'inégalité X((2) < a((2) peut

étre améliorer par exemple, on peut montrer que pour I'espace ¢, on a
"\V2X(Q) < a(Q).

Démontrons une autre propriété importante des MNCs « et X.

2.2.3 Les propriétés élémentaires des mesures de non-compacité de

Kuratowski et de Hausdorff

Soient (2,(2;,Q0, C E, on note par ¥ la mesure de non-compacité de Kuratowski ou de
Hausdorff on a les propriétés suivantes :
a- Régularité : W(Q) = 0 si est seulement si (2 est totalement borné.

b- Non singularité : si pour tout a € E,

QeP(E),¥@auQ)=Q
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

C- Ql C Qz = W(Ql) < lp(Qz)
d- Semi-additivité :

(€ U Q) = max{W¥((y), P(Qs)}

e- Semi-additivité algébrique :
W(Q + ) <W(0)+ P(Qy)
f- Lipschitzité :

|W(Q1) = P(Q)| < Lyp,,0,

ou

1 siV=x
Ly =

2 siV=a
g- Continuité : pour tout (J C E et pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout (2
satisfaisant p(Q2,(21)<dona |W(Q)-W¥|<¢
h- Semi-homogénéité : W(tQ2) = |t|¥ (), pour tout réel ¢.

i- Invariance par translation :
Y(Q+xy)=¥(Q)

pour tout xy € E
Maintenant on donne une propriété importante vérifiée par les mesures de Kura-
towski et Hausdorff cette propriété justifie en un sens la définition générale d’une

mesure de non compacité introduire par Sadovski

Preuve. On démontre cette proposition seulement pour la MNC « la preuve est similaire

pour X
a- Supposons que (2 est relativement compact, alors d’apres le théoréme, V > 0, il
existe une famille finie {X;,..., X, } d’élément de E tel que Q C U?]:é'lB(xj,e) alors

W () =0, d’apres le méme théoreme, on conclut que (2 est relativement compact.

21




2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

b-

C_

i-

Théoreme 2.3. Les mesures de non compacités de Kuratowski et de Hausdorff sont invariantes

Tout singleton est relativement compact.

Soit {le,,Q%} un recouvrement de (2, tel que diam(Qiz) <d,i=1,..,n,alors il
est clair que c’est un recouvrement de (2; et par suite W ((2;) < W((2,).

Posons (2 = ;U Q, et a = max{W (), W(Q,)}; comme 2; C Q,i=1,2, d’apres
la monotonie de ¥ on aura ¥W((QJ;) < ¥(Q), donc a < W(Q) réciproquement, mon-
trons que W((2) < a pour tout ¢ > 0, et pour tout (2, (2, il existe un recouvre-
ment {Qi,...,Qfﬂ.} de Q); tel que diam(Q;:) < WYQ)+e<a+e¢g pouri=172et

j = 1,..,n; remarquons que ces ensembles Q]’ forment un recouvrement de Q,

alors W(Q2) <a+¢, et par suite W((2) < a puisque ¢ est arbitraire .

Est trivial pour t =0, si t # 0, alors :

W(tQ)=infld > 0:tQ c| |Q;, diam(Q;) < d)
i=1
—inf{d>0'QcOlQ- |t|di (EQ‘)<d}
= : ’ 1t i |tldiam (i) =
1=
" 1 1
—1 : —0): d1 —0)\< —
infld >0:0 C lul Ly diam(—0;) < |t|d}
" 1
—inf{|t}d’>0:Q C u L Q diam(-0;) <d')
1=
i=1q
|t]

= [t[P(Q2)

Soit {Qll, ..QL} un recouvrement de Q; et {Qll, ..Q1} un recouvrement de , alors
les ensembles Qll + Q]2 forment un recouvrement de Q; + (2,, de plus diam(Q +

;) <diam(Qy)+diam(Q,) et par suite V(2 + (2,) < V() + V().

La propriété se déduit du fait que diam(Q + xq) = diam(Q2).

par passage a la fermeture et a 'enveloppe convexe, i.e,
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

w(Q) = W(Q) = ¥(C,Q)

Théoreme 2.4. Les mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdorff vérifient les

inégalités suivants :
X(Q)<a(Q)<X(Q)

En dimensions infinie, ces inégalités sont strictes .

2.2.4 Expression de la mesure de Hausdorff dans un espace de Banach

séparable

[So]

Théoreme 2.5. Soit E un espace de Banach séparable et {E,,},>_,

une suite de sous espace de
dimension finie de E tel que :

E, CEn,m=1,2,..

et

U:_:1Em =k

alors la mesure de non compacité de Hausdorff d’un ensemble borné () C E peut étre calculée
par :

X(Q) = lim d.(Q,E,,)

nm—o00
ol

d.(Q,E,)=supd(x,E,,)
xeQ)

est la déviation de I'ensemble () de sous espace E,,
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2.2 MNC de Kuratowski et Hausdorff

2.2.5 La mesure de non compacité de Hausdorff dans les espaces ¢,

Co, C, Lpet Loo

La mesure de non compacité de Hausdorff dans L, et C,

Théoreme 2.6. Dans l'espace {,(resp.Cy) des suites de p°™e, puissance sommable (resp. des

suites convergentes vers zéro ), la mesure de non compacité X est donnée par la formule

X(Q)= li_)m sup||(I —p,)xl|

® xeQ
ou p, est la projection sur l'espace vectoriel engendré par les n premiers vecteurs de la base

canonique de €p (resp.Cy)

La mesure de non compacité de Hausdorff dans C[a,b]

Théoreme 2.7. Dans I’espace C|a, b] des fonctions continues a valeurs réelles définie sur [a, b],

la mesure de non compacité X d’un ensemble borné () peut étre donnée par la formule :

1
X(Q) ==limsu max ||x —x
(©2) = 5 limsup,co max -,

out x, est la t-translaté de la fonction x :

x(t+t), sia<t<b-rt
x,(t) =

x(b), sib—t<t<b
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2.3 Application y—contraction

Soient E et F deux espaces de Banach .

Définition 2.6. ([3][4]) Soit f : E —> F une application continue et bornée sur chaque sous
ensembles bornée de E on dit que f est :

1- p-lipschitzienne avec la constante K > 0, si :

H(f(Q)) < Ku(Q),YQ € Mg

2- Completement continue si elle est p-lipschitzienne avec K = 0.
3- p -contraction si elle est p-lipschitzienne avec K < 1.
4- Condensante si elle est p-lipschitzienne avec K =1 et u(f(Q)) < u(Q), pour tout Q

bornée et non relativement compact (u(€2) > 0).

Remarque 2.2. Tout application complétement continue est une application p-contraction,

ainsi toute application py-contraction est une application condensant.

Deéfinition 2.7. Supposons que M est un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach E
et T : M — E est un opérateur continue, on dit que T satisfait la condition Darbo (avec une
constante K > 0) par rapport a4 une mesure de non-compacité si, pour tout sous-ensemble borné

X de M I'inégalité suivante est vraie :

mTX) < Kpu(X)

25




CHAPITRE 3

I’ETUDE D’UN PROBLEME A

CONDITIONS INITTALES

Introduction

Dans ce chapitre, on étude l’existence de solutions du probléme a valeurs initiales
suivant :

‘D'y(t) = f(t,y), pour chaquet €] =[0,T],1<r<2, (3.1)

¥(0)=0,9'(0) = vy, (3.2)
ou

‘D" est la dérivée de Caputo, f : JxE — E est une fonction et E est une espace de Banach.
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3.1 L’existence et 'unicite

Tout d’abord, nous définissons ce que nous entendons par une solution de probleme

(3.1) (3.2).

Définition 3.1. Une fonction y € AC'(],E) est dite solution du probléme (3.1) (3.2) si y

satisfait 'équation D" y(t) = f(t,y(t)) sur ], et les conditions y(0) = yo et y’(0) = ;.

Lemme 3.1. Soit 1 <r <2 et soit h:] — E est continue. Une fonction y est dite une solution

de I'équation intégrale

(t) =y + (t)+LJt(t—s)r‘lh(s)ds (3.3)
y\r)=%o+ " J, .

si et seulement si y est une solution de probléme Cauchy

‘D'y(t) = h(t), te€[0,T], (3.4)
y(0)=30 ¥ (0)=p (3.5)

Preuve. D’apres le lemme 1.3 on a ¢ et ¢; de E, nous réduisons (3.4)—(3.5) a une équa-

tion intégrale équivalente

t
y(t)=1"h(t)+co+crt+ LJ (t—s)""h(s)ds+cy+cqt
I'(r) Jo

pour certaines constantes cg,c; € E. Les conditions (3.5) donnent ¢y = yg,¢; = v;.
On obtient donc (3.3). Réciproquement, si y satisfait I’équation (3.3), les équations (3.4)—(3.5)

sont vérifiées.
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Pour établir le résultat concernant l’existence de solutions de (3.1)—(3.2), nous imposons
des conditions appropriées sur les fonctions impliquées dans ce probleme. A savoir, nous

supposons que

Théoreme 3.1. On suppose les hypotheses Hy, H, et H3 soient vérifies
(H1)f : ] x E — E satisfait aux conditions Carathéodory

(H2) Il existe p € L'(J,R,) N C(],IR,), tel que :

If )| <p®)|v

, pour t € Jet chacun y € E;

(H3) Pour chaque t € | et chaque ensemble borné BC E, on a :

Tim a(f(Jyy % B) < p(t)a(B; ici Jyy = [t =h,t] "]

Théoreme 3.2. Supposons que les conditions (H1)-(H3) sont vérifies et soit

p* =sup,¢;p(t). tel que :

Alors le probléme (3.1)-(3.2) a au moins une solution.

Preuve. On transforme le probléme (3.1)-(3.2) en un probléme de point fixe. Considé-

rons l'opérateur N :C(]J,E) défini par

1 (! .
N<y><t>=yo+y1<t>+mjo<t—s> L (s, p(5)ds

Clairement, les points fixes de l'opérateur N sont les solutions du probleme (3.1)-(3.2).

Soit
+ T
o I2oll 11 a7
1- 2=
I(r+1)

et considérons

Dy, = (v € CULE): Iyl < o).
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3.1 L’existence et 'unicité

Clairement, ’ensemble D, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N
satisfait les hypotheses du Théoremel.2. La preuve sera donnée en trois étapes.
Etape 1 : N est continue.

Soit (y,,) une suite telle que y,, — v dans C(J, E). Ensuite pour chaque t €],

t
0

N @) - N@)®)| = Hﬁf (t=5) " [f(s,9u(8)) — £ (5, (5))]ds
1 t

<5 JO (£ =)~ [| (5, 9u(s) - F(s,9())ds]

Depuis F est de type Carathéodory, alors par le théoréeme de convergence dominée de
Lebesgue on a

IN(v,,) = N(¥)ll, — 0 comme 1 — oo

Etape 2:N(D,,) C D,,.

Pour chaque y € D, , par (H2) et (3.7), on a, pour chaque t €],

1 (! .
INO)®)|| < |vo +v1t|| + WL (=) |f (s, v(5))||ds

1 f r—1
<lpoll 7+ 555 | (=571 P) 15

o

<l + Il T+ 2 jot(t_sy—lp(s)ds
rOp*Tr
[(r+1)

< lvoll + [lya | T +
<rp.
Etape 3: N(D,,) est borné et équicontinu.
D’apres 'étape 2, il est évident que N(D,,) C D;,, qui est borné. Montrons I’équiconti-
nuite de N (D, ), Soient

t,1p E],tl ) ety € DTO' Alors
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3.1 L’existence et 'unicité

ING)(E2) = N E)|| < o162 - 984
+% L (a9 (5 3(5)
_ L s f(5,9(6)
< ||V1|| (t=t1)
i J (t2=5)" = (ty =) D]||f (5,9(5))] ds
i | s
SR

o h r— r—
e R CSERECE I O
A f2

+ WJ; (ty — S)r_lp(s)ds.

comme t; — t,, le second nombre de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

ds

Maintenant, soit V étre un sous-ensemble de D, tel que V C conv(N(v)U 0). A partir de
I’étape 3, le sous-ensemble V est bornée et équicontinue et donc la fonction v — v(t) =
a(V(t)) est continue sur J. Depuis la fonction t — y, + p;t est continu sur J, I'ensemble
Yo +v1t,t € ] C E est compacte. En utilisant ce fait, (H3), le lemme 1.4 et les propriétés de

la mesure a, on a, pour chaque f € ],

30




3.1 L’existence et 'unicité

Cela signifie que :

ol < lofloom ™
o = CT(r+1)

D’apres 3.6 il s’ensuit que ||v]|,,, c’est-a-dire v(t) = 0 pour chaque t € ], et alors V(t) est
relativement compacte dans E. Compte tenu du théoréme d’Ascoli-Arzela, V est relative-
ment compacte dans D,,.

En appliquant maintenant le théoreme 1.2, nous concluons que N a un point fixe

solution du probleme (3.1)-(3.2). O
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CHAPITRE 4

L’ETUDE D’UN EQUATION INTEGRALE
A CONDITION NON LOCALE

Introduction

Dans ce chapitre on étude l’existence et I'unicité des solution d’un probléeme a condi-

tion non locale.

_ f2(t1x(t)) tu(t,T,x(t))
x(t) = fr(t, x(t)) + I(a) L (t—o)i@ dt (4.1)
p(x) = wo + B(x) (4.2)

Avec

teR,,ae[0,1], i R, xR->R,x(t)=x:R;, > Ret p:m, > R,
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4.1 L’existence

Dans cette section, nous traiterons de I’équation intégrale fonctionnelle de ’ordre frac-
tionnaire (4.1). Cette équation sera étudiée selon les hypotheses suivantes :
(i) La fonction f; : R, x R — R est continue et il existe une fonction K; : R, — R tel
que [fi(,x)~ fi(ty) < Ki(Plx -3l (i =1,2)
pour tout t € R, et pour tous x,y ou r > 0 est un nombre arbitrairement fixe. De
plus, la fonction t — f;(t,0) est un membre de ’espace BC(R,)(i = 1,2).

(ii) Pour tout r > 0. I’égalité suivante est :

Jim supflfi (%)= fi(s,0)|: £,5 > T, < r}} = 0

(iii) La fonction u(t,7,x) = u : R, x R, X R — R est continue. De plus, il existe une
fonction n(t,7) = n : R, x R, — R, étant continue et une fonction ¢ : R, — R,
continue et non décroissante sur IR, avec ¢(0) = 0 tel que:
|u(t, T,x)— u(t, T,y)| <n(t, T)¢(|x —y')
pour tout ¢, T € R, tel que 7 <t et pour tout x,y € R,.

Dans ce qui suit, on notera Fi, la constante suivante
Fi=sup{lfi(t,0): teR,}(i = 1,2)

évidemment F; < co (i=1,2), compte tenue de I'hypothése (i)

De plus, notons 7i(t) et 7(t) les fonction définies sur IR, de la manieére suivante :

On a alors le lemme suivant :
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4.1 L’existence

Lemme 4.1. Les fonctions fi(t) et 7i(t) sont continues sur l'intervalle R,.

Preuve. Evidemment, il suffit de prouver notre lemme pour la fonction n(_t). A cette fin,
observons d’abord que cette fonction est bien définie sur R,.

En effet, si nous fixons arbitrairement ¢ > 0, alors la fonction T — n(t, T) est continue
sur l'intervalle [0,t] Par conséquent, la constante n; = supn(t, ) : T € [0, t] est finie. Alors

nous obtenons

J~t n(t, ) dr<n J‘t dt , e g
A < _ = _ 0
o (t—T)1-@ "Jo -1 " a

Notre affirmation découle donc des faits bien connus concernant I'intégral incorrecte de
Riemann.

Maintenant, fixer arbitrairement T > 0,e > 0 et t,5 € [0, T] tel que |t —s| < € sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que t <s.

Ensuite, nous obtenons :

: :
<o f| J‘m P e [ e e

S—T w, (n,€) 1
Sns( a) +f(1 d +ntf[t— 1“_5—’()1 ]d’[

|71(s) = i(t)] <

(4.3)

e T s¥—(s—t)* —sT+(s—1)*
<nr—+w;(ne +n

T 1 (n,€) " T -

e T 2(s—t)*

<nr—+ —a)lT(n,e)+nT
o o

T
e n,e
a

ou nous avons défini

wl(n, ) = sup{ln(s, )| - |n(t,7)|: t,5,7 € [0, T, T < t, T <5t —s| <€
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4.1 L’existence

De toute évidence w! (1,¢) — 0 comme ¢ —> 0 ce qui est une conséquence de la conti-

nuité uniforme de la fonction n(t, ) sur I'ensemble
Ar ={(t,T): t,T€[0,T], T < t}.
En combinaison avec (4.3) , nous concluons que la fonction 7. est continue sur 'intervalle

[0,T].

Maintenant, nous pouvons formuler notre prochaine hypothese :
(iv) Les fonctions 7i(t) et #(t) disparaissent a l'infini, c’est-a-dire
lim 71(t) = lim #1(t) = 0

t—o0 t—o00

Observons que la lumiére de Lemme 4.1 et de I’hypothése (iv) les constantes N et U sont

définies comme suit

N =sup{i:te€R,},U =suplii: t € R,} sont finis.
Maintenant, nous sommes préts a présenter la derniére hypothese :

(v) Il existe une solution r\ positive de l'inégalité

kL (r) + ﬁ[mb(m(pm + Urky(r)+ BN (r) + Fo U] +

de telle sorte que

kiro) + ﬁuw(ro) + O)ky(ro) < 1.

N

r

Remarque 4.1. Observons que si r( est une solution positive de la premiére inégalité a partir
de I’hypothése (v) alors nous pouvons écrire.

ki(ro) + r—O[Nkz(To)CP(ro) + Uky(rg)] < 19— L[1521\_“?(70) +F,U] - Fy.

I(a) ['(a)
cela implique o o
f1(10)+ s (V) + D) <1 - 20228 1
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4.1 L’existence

Par conséquent, nous obtenons

ki (ro) + %[Nkz(ro)m) + Uky(rg)] <1

En dehors de cela, si nous supposons en outre que 1'un des termes F,N¢(rg), F,U,
F| ne disparait pas, alors la deuxiéme inégalité de I'hypothés (V) est automatiquement
satisfaite.

Le principal résultat de l'article est contenu dans le théoréme suivant.

Théoreme 4.1. Sous les hypothéses (i) — (v), Eq. (4.1) a au moins une solution x = x(t) qui

appartient a l'espace BC(R,) et tend vers une limite a l'infini.

Preuve. Considérons l'opérateur v défini dans I'espace BC(R,) par la formule

_ fat, x(t)) r ult, T, x(t))
A fin de simplifier nos considérations, nous représentons l’exploitant V dans le formu-

dt,t eR,.

laire

(Vax)(t) = (F)(#) + (F2x)(£)(Ux)(2) (4.4)
ou F; et F, sont des opérateurs de superposition générés par les fonctions Fy(t,x) et

F,(t,x) respectivement, alors que U est défini par la formule.

1t u(t,t,x(1))
[(a)’0 (t-1)t-@

(Ux)(t) =

Observons que, compte tenu de nos hypotheses, pour toute fonction x € BC(RR, ) les fonc-
tions Fyx et F,x sont continues sur IR,. Nous montrons que la méme assertion vaut éga-
lement pour la fonction Ux Pour faire ce correctif T > 0, ¢ > 0. Ensuite, supposons que
t,s € [0,T] sont tels que |t —s| < €. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

t <s. Puis, en vertu des hypotheses imposées, nous obtenons :
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4.1 L’existence

t s t
(Ux(E) - (U0 = r(l R I e
j lu(s, T, x(t)) —u(t, T,X(T))IdT
(s—1)t-

u(t, t,x(t)) u(t,T,x

(s—t)l-@  (t-1)

I(a)
’ r<1a f

J‘|u51x

) Jo

<t [ wlweix (s_i)la””
+ ﬁLt[lu(t,”c,x(r))—u(t,T,O)|+|u(t,T,0)|][(t_i)l_a - (S_i)l_a]d’[
N 1“(1a) Jj lu(s, T, x(t)) —(Su_(s,)rl,_002|+|u(s, T,O)ldT

B (u e,||X||>s —(s—t)

j )+ |u(t, T,O)l][(t_i)l_a - (5—1)1—a]dT

a)J- +(|1u(s ©0)l

< wlTr((“ailﬁfll)taJr anbﬂchI[I;mT Lt[(t_i)l—a B (5_1)1%]‘”

ned(llxll) +ur (° dr
T T fms—r)l—a

T

wy (u,&1XI) . nr(llxl) + ur
S e+ Lt T@rn |

nr¢(llxll) +ur
Ia+1)

=5+ (s—t)*]+ (s—1)*

< i [Ted e IXID] (s =0 Dur Uil + urd + (s 0 Dar el + ]

(4.5)
ou nous avons défini

ur = sup{|(t,7,0)| t,T€[0,T], Tt <t},

wlT(u,e;a) = sup{|u(s, T,9) - u(t,'c,y)| :s,t,t€[0,T],

De plus, rappelons que le symbole n a été introduit dans la preuve de Lemme 4.1
Observer que l'invocation de la continuité uniforme de la fonction uf(t, s, y) sur le jeu
[0, T]x [0, T]x [—||x]|,||x]|] nous avons qui a)lT(u,e;llxll) —> 0 comme ¢ — 0

De plus, en gardant a l’esprit I’estimation (4.5), nous obtenons
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4.1 L’existence

ol (U,¢) < (T @i (u, & 1XII) + 267 [nrp(lIxll) + ur]) (4.6)

(a+1)
En liant I'inégalité(4.6) au fait établi ci-dessus, nous concluons que la fonction U, est

continue sur l'intervalle [0, T] pour tout T >0

Cela donne la continuité de U, on R,.

Enfin, en combinant la continuité des fonctions F;x, F,x et U, nous en déduisons que la

fonction V, est continue sur RR,.

Maintenant, I’ensemble d’une fonction x € BC(IR, ), pour une réparation arbitraire t € R,

nous obtenons :

I(VX)(O] < Ifi (£, x(2)) = f1 (£, 0)] + |f1 (£, 0)]

t —
T VOG0~ s, 00+ st o) [ PRt S Al e .0

dt
I'a)
ko (IIx1) 1x(#)] + | f2(¢, 0)] jt n(t, ) (|x(7)]) +|u(t, 7, 0)]
0 (t

< ky(llxlD (@) + 1f1 (2, 0)] + I(a) e dt

el (i) [ n(t,7) xllea (Il (1t 7, 0)]
I(a) L(t—r)l-ad” T(a) L(t—r)l-a‘”

_ ¢ 5 t
U [ [ S

<llaxlliey (llxll) + Fy +

g D e ko o)+ Fap () + Fin(6)]  Fy
(4.7)

ou les fonctions 7i(t) et i (t) ont été définies précédemment.

Maintenant, en gardant a l'esprit les hypotheses (iii) et (iv), l'estimation (4.7) nous
permet d’obtenir que la fonction Vx est limitée a R,.

Etablir un lien entre ce fait et la continuité prouvée de la fonction Vx sur IR, nous en
déduisons que Vx est un membre de l’espace BC(IR,). Simultanément cela montre que
l'opérateur V transforme 1’espace BC(IR, ) en lui-méme.

En dehors de cela, observer que les rendements estimés (4.7)
IVl < llxllfey (llx[]) + %a) [IIXIIkz(IIXI|)¢(||XII)N+|IXI|kz(IIXII)U +Fy¢(IIxI)N + F, U] +F.

En combinant cette estimation avec I’hypothese (V), nous en déduisons qu’il existe un
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4.1 L’existence

numéro ry > 0, de sorte que l'opérateur V transforme la balle Bry en elle-méme et la
deuxiéme inégalité de ’hypothese (V) est satisfaite.

Dans ce qui suit, nous montrons que 'opérateur V est continu sur la boule Bry Pour ce
faire, fixons un nombre ¢ > 0 et prenez x,y € Bry avec ||[x — y|| < ¢. Puis, en gardant a

I'esprit nos hypotheses, pour un fixé arbitrairement ¢ € R, nous obtenons :

[(Vx)(t) = (V)(1)| < [, x(0)) = fi(t,9(8))]

4 Zii‘f [ TR =

R o e

£k1(70)|x(t)—}/( )| + ottt r( Sttt |f ult, v, x o a))|d’c
|f2 (t,9(t) fz(t 0) |+|f2t0|f |u(t, T, x( )i)lflaft,T,O)|dT

<k roe J‘ lu(t, 7, x(t (I;)T (i)|+|u(t w0,

+k2(70 |y J;lfszIJ' tr( y( D

sk1<r0>g+k;<(g;e [ >¢<(I;<j§;;y<f ©0 4,

N r°k2£r0)+P2 Jt n(t,T)?(i)dT

< ek, (1 ) _d |(L:(_t:)£31|
rokzls( +F2¢(€)J' tri

< ek o)+ 2V Nt + 0+ LR ey

Dans ce qui suit, nous étudierons le comportement de 'opérateur V.

Dans ce qui suit, nous allons étudier le comportement de 'opérateur V vis-a-vis de la
mesure de non-compacité y définie par la formule 4.2.

A cette fin, prenons un sous-ensemble non vide X de la boule Bry Fixons arbitraire-
ment ¢ > 0,T > 0 et x € X Ensuite, prenons des numéros arbitraires f,s € [0, T] tel que

|t —s| < € Ensuite, en utilisant la représentation (4.4) et en gardant a l'esprit les estima-
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4.1 L’existence

tions (4.5) et (4.6), nous obtenons :

(V)(s) = (Vx)(£)] < |(F1x)(s) — (E1)()
+|(F2)(5)(U)(s) = (B x) (D) (U)(5)| + [(Fax)(£)(Ux)(5) — (Fa)(£)(Ux) (8)
<1fi(s,2(5)) = fu(s, x(O)] + i (5, x(6) — fi (£, x(8))]
UGN [If(s, x(5) = fols, X(O)] + |fals, x(1)) - folt x(D)]
+ {16 x(0) — f(t,0)| + (£, 0)[](Ux)(s) - (Ux)(1)
< ky (1) [x(s) — x(t)| + @] (i, &570) (4.8)

, kalrolx(s) - x(t) w{ (fi, 7)) f |u(s, T, x(7)) — u(s,7,0)| +u(s, T, 0)|
T(a) 0 (s—T)l-a
roka(ro) + Fy
[(a+1)

dt

{T*wf (u,&19) + 26%(npPp(ro) + ur)}
T(x, &)+ w] (f, €10))
I'a)

(ToT (1, €510) + 26 (o7 p(ro) + 7))

kz(i’oa)

<ki(ro)o" (x,€) + @] (fi, &19) + (p(roN + )

fokz(fo)JrF_z
Ia+1)

Oules quantités N, U, 57, ur et a)lT(u,e;ro) ont été introduites plus tot et ou nous avons défini
T (freiro) = sup (fi(s,x) = filt,x)| s £,5 € [0, T], |t = 5| < &, x| < ro)

pour i=1,2

Maintenant, en utilisant la continuité uniforme de la fonction f;(t, x) sur I’ensemble [0, T |x
[-70,70](i = 1,2) et la continuité uniforme de la fonction u(t, 7, x) sur I'ensemble [0, T] x

[0, T] % [-rg, 9] nous en déduisons que a)lT(f,-,e; r9) > 0(i=1,2) et wlT(u,e;rO) — 0 comme

¢ — 0, Par conséquent, et a partir de I’estimation (4.6), nous en déduisons l'inégalité sui-

vante :

ka(ro)(¢(ro)N+U) 7

w§ (VX) < ky(ro)wg (X) + () ol (X).

cela donne

1
I(a)

A l’étape suivante de notre preuve, de la méme fagon qu’auparavant, prenons une non-

wo(VX) < |ki(r) + (P(r0)N + U)ky (1) | wo(X). (4.9)
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4.1 L’existence

empty X C B, et un nombre T > 0 Ensuite, pour une fonction fixée arbitrairement x € X

et pour les nombres arbitraires t,s nous obtenons t > T,s > T, on obtient

(V)(5) = (V(0)] < i, x(5)) = fi (5 x(E)] + i 5, x(8) = i (8, (1)
s t
fz(s,x(s))J(; Mx(’[a))d’l’—fz(t,x(t))ﬁ Mdr’

* (s—1)l- (t—1)l-@

< ki (ro) [x(s) = x(£)| + | f1 (s, x(2)) — f1 (2, x(¢))]
) —u(s,z,0)|+|u(s, t,0)|

+[|fz<s,x<s)>—fz<s,o>|+|f2<s,o>|]f0 s, 7, (@ — it
t —
0 0) - (0,01 + st o) [ BN SO T Dl

* Ju(s, 7, 0)
+(r0k2(r0)+F2){¢(To)L (S_T)l—ad”fo (Z‘ff)l_adr}
t t
+(r0k2(r0)+F2){<j)(ro)L (tn_(:;)_adﬂ'ﬁ) LI:(_t’TT)l(_)z,JdT}

< ki (ro)lx(s) = x(8)] + | f1 (s, x(£)) = f1 (¢, x(1))]

+ (roka(ro) + F2){¢p(ro(7i(s) + 71(t)) + (i1(s) + 11(1))}

Par conséquent, nous obtenons l’estimation suivante :

Br(Vx) < ki(ro)Br(x) +sup{lfi(s,x) = fi(t,x)[: £ 2 T,s 2 T, |x| < 7o}
+ (roka(ro) + F2) {2¢p(ro) supl[(7i(t)) : t > T] + 2supl[(ii(t)) : ¢ > T}}.
ou la quantité St a été introduite dans 2.
Maintenant, a la lumiére des hypotheses (ii) et (iv), a partir de I'estimation ci-dessus,

nous obtenons

B(VX) < ki (ro) B(X). (4.10)

En outre, la liaison (4.9) et (4.10) nous obtenons

u(VX) < |k (ro + ﬁw)(mw + D)k (o) | (). (4.11)
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4.1 L’existence

Enfin, en tenant compte de l’estimation (4.11) et de la deuxieme inégalité apparaissant
dans I’hypothese (v) et en appliquant le théoreme 1.3, nous inférons que 'opérateur V a
au moins un point fixe dans la boule Bry étant une solution de équation (4.1).
Evidemment, en vertu de la description du noyau keru de la mesure de non-compacité
donnée a la section 2, nous concluons que toutes les solutions d’éq. (4.1) appartenant a

la boule Br( , ont des limites finies a I'infini. Ceci complete la preuve.

Un exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple illustratif le résultat principal contenu

dans le théoréme 4.1.

Exemple 4.1. Considérer I’équation fonctionnelle intégrale suivante d’ordre fractionnaire

3/ ]2+ert

(4.12)
1+t2+T2 (t—1)2

) 5 tPe~ pt 2 t
x(t) = yarctan(t +sint + x“(t)) + T(1/3) j

ou t € R, et y est une constante positive. de plus, p est un nombre naturel fixe .

observons que I'équation ci-dessus est un cas particulier de I’équation (4.12) si on pose o« = 1/3
et

fi(t,x) = yarctan(t +sin t + x2),

f2 — tPto=Pty 2
\/[ t—1)x]2 + et
1+2+72
Dans ce qui suit, nous montrons que les fonctions impliquées dans I'équation(4.12) satisfont

u(t,t,x) =

aux hypothéses du théoréme 4.1, a condition que les valeurs des nombres y et p sont diiment
choisis.
En effet, observer d’abord que I'utilisation de méthodes standard de calcul différentiel, nous

pouvons facilement prouver que
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4.1 L’existence

fi(bx) - fi(ty)] < ;%Ix—yl

pour tous t € R, et x,y € IR. Ainsi la fonction f,(t,x) satisfait I’état de Lipschitz de I’hypotheése
(i) avec Ky (r) = 3y/2 V3. De plus que, f,(t,0) = y arctan(t+sint). Cela signifie que la fonction
t — fi(t,0) est un membre de l'espace BC(R,) et F; = yI1/2.

De plus, notons que pour tout fixe x € IR nous avons

) e
lim fi(t,x) =y >
Considérons en suite y = {fi(.,x) : x € R}. Utilisation de I'inégalité élémentaire

e 1
37 arctany < —

pour tout y >0, y% — yarctan(t +sint + x?) < — sir71/t 2 < t+7s/int

pour tout t > 0 et pour chaque x € R Cette estimation montre que toutes les fonctions de
Uensemble y tendent a leur limite uniformément en ce qui concerne y. Ainsi, a partir des
faits indiqués a la section 2 nous concluons que la fonction f, satisfais 'hypothése (ii). Plus
précisément, nous avons

Tli_I)l:o{sup{lfl(t,x) - fi(s,x)|:t>T,s>T,x€R}} =0.

Maintenant, on montre que la fonction f,(t,x) satisfait I’hypotheése (i) pour ce faire, prenons

des nombres arbitraire x,y € [—r,r], ou v > 0 est réparé. En suite, pour tout t € IR, nous

obtenons
|fa(t,%) = folt,9)| < tPeP |32 =y < eP|x + 9| |x - 9
<2ePr |x - y|
Ainsi, la fonction fi satisfait a la condition de Lipschitz de I’hypothése (i) avec Ky(r) = 2e7Pr.

En dehors de cela f,(t,0) = 0 Cela signifie que la fonction t — f,(t,0) appartient a Iespace

BC(IR,) avec F, =0
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4.1 L’existence

Dans ce qui suit, nous appliquerons I'inégalité élémentaire suivante

| Va2 +a- i/y2+a| < i/(x—y)z. (4.13)

qui est satisfait pour tous x,y € R et pour tout fixe a,a < 0. A savoir, fixer arbitrairement

t,T € R, (t <t) et appliquer I'inégalité (4.13) nous obtenons :

(t,’l’,y)| < m i/[(t—’l’)X]z +eTt— i/[(t—’l’)y]z +€2l
_ ===y _ =7 Y=y

1+12+ 12 - 1+12+ 12

|u(t,T,x)—u

(4.14)

Ainsi la fonction u(t, T, x) satisfait I’hypotheése (iii)

V(t—1)2

A e

et ¢(r) =3 Vr2. De toute évidence, la fonction u(t,t,x) est continue sur R, x R, xR En outre,

nous obtenons :

arctan

1 1
J_ \/t— J- 1+t2+T2 1+12 Vi+e2

Par conséquent, nous voyons que tlim n(t) = 0. De plus, nous avons N = sup{i(t) : t € R,} < %

De méme, nous obtenons :

Jlutr, Jt dt 1 Jt dr 3%t
“Jo 2+ t—n)2 T 1+t2 o =12 1+t%

Nous en déduisons donc que lim u(t) =0 et

t—o00

31/t
1+12

U:sup{ﬂ(t):tem+}Ssup{ T

5
e 1R+} = ——=191181....

Les calculs ci-dessus montrent que I’hypothése (iv) est satisfaite.
Enfin il reste a vérifier que I’hypotheése (v)est satisfaite. En invoquant les formules ci-dessus

obtenues exprimant K;(r)(i = 1,2), p(r) et les estimations des constantes Fi(i = 1,2),N et U
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nous voyons que la premiére inégalité de I’hypothése (v) est satisfaite a condition que l'inégalité

suivante soit satisfaite :

3y, P22 YT
r +— +—_r. 4.15
25 \/_e Pr? (+19)

Mentionnons que dans I'inégalité ci-dessus nous avons utilisé I'estimation I'(1/3) = 3I'(4/3) >
5/2 Il est facile de voir que le nombre rq = 1 est une solution de I’inégalité (4.15) si nous pre-
nons y = 1/4 et p = 2 (ou, un nombre naturel p tel que p > 2 ). De toute évidence, la deuxieme
inégalité de I’hypothése (v) est automatiquement satisfaite dans notre situation ( Remarque
4.1).

Ainsi, sur la base du théoreme 4.1, nous concluons que(4.12) a au moins une solution dans
I'espace BC(R) appartenant a la boule B, pourvu que y = 1/4 etp > 2 Evidemment, toutes les
solutions de (4.12) de la boule By ont des limites a I'infini.

Notons également que la conclusion ci-dessus demeure valide si nous prenons y =1/3 et p > 4,

par exemple.
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CONCLUSION

L'objet de ce travail a été d’introduire la notion de la mesure de non compacité au sens
de Hausdorff et Kuratowski en citant et montrant quelques propriétés et de l'applique
aux équations différentielles d’ordre fractionnaire a conditions initiales locales ou non

locales pour étude 'existence et I'unicité des solutions.
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