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Résumeé

Les matériaux a gradient fonctionnel ou fonctionnellement gradués (FGM) sont une nouvelle
gamme de matériaux composites ayant une variation graduelle et continue des fractions
volumiques de chacun des constituants (en général, métal et céramique) a travers I’épaisseur,
induisant des changements, en conséquence des propriétés thermomécaniques globales de
I’élément structural qu’ils constituent. Ils ont été congus pour pallier aux problemes engendrés
par des environnements thermiques séveres. L’analyse des structures en FGM nécessite de
mettre en place des outils de modélisation du comportement mécanique de plus en plus
sophistiqués, notamment, le calcul par la méthode des éléments finis est indispensable pour le
dimensionnement et la vérification de ces structures complexes.

Dans ce travail de mémoire, un élément fini avec deux degré de liberté par nceud, a été
développe, en utilisant la MEF. Cet élément est destiné a I’analyse statique des poutres en
FGM a travers 1’épaisseur. La performance et la fiabilité de I’élément développé ont été
évaluées a travers des tests de validation. Par ailleurs, des études paramétriques sont
présentées pour souligner I’influence des différents paramétres 1’analyse du comportement
statique. A la fin une comparaison avec les résultats de la théorie classique des poutres est
établie.

Mots clés: Matériaux fonctionnellement gradués, poutre mince et épaisse, éléments finis,

analyse statique, flexion, théorie classique des poutres.
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Abstract

Functionally graded materials are a new kind of composite materials which have a gradual
and continuous variation of the volume fraction of each component (usually metal and
ceramic) through the thickness direction, leading to changes of global thermomechanical
properties of the structural element they represent. They were designed to overcome the
problems caused by severe thermal environments. Analysis of FGM structures requires to
establish tools for modeling the mechanical behavior of increasingly sophisticated, including
the calculation by the finite element method is essential for the design and verification of
these complex structures.

In this thesis, a finite element with two degrees of freedom per node has been developed,
using the FEM This element is intended to the static analysisof FGM beams. The performance
and accuracy of the developed element were evaluated through validation tests. In addition,
parametric studies has been presented to highlight the influence of various parameters
(thickness) on the static analysis. Then, a comparison with the classical beam theory results is
made.

Keywords: Functionally graded materials, thin and thick beam, finite element, static analysis,
bending, classical beam theory.
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Introduction genérale

Les matériaux sont considérés comme un axe de recherche tres important. Depuis la nuit des
temps, Aux premiers temps de la civilisation (1500 av. J.C.), les Egyptiens et les
Mésopotamiens mélangent de la paille et de la boue pour fabriquer des briques dans le but de
construire des batiments assez résistants et plus durables. Par la suite, en 1800, le béton
devient un composite largement utilisé. Il se génére en mélangeant le ciment, ’agrégat et
l'eau. Plus tard, au début des années 1900, le plastique renforcé de fibres, un composite
composé d'une matrice polymere renforcée de fibres, devient un matériau fondamental pour
I'industrie aérospatiale, automobile, maritime et de la construction. Actuellement, la meilleure
maniére pour combiner deux matériaux, en conservant leurs propriétés, consiste a les
assembler d'un pourcentage variable sur la section transversale le moteur de la découverte de
nouveaux matériaux a plus ou moins obéi a une double démarche. Cette derniere est associée
aux problémes que I’homme doit résoudre pour sa vie matérielle d’une part et a son besoin
rationnel de connaitre et de comprendre le monde qui I’entoure d’autre part. Les structures en
FGM représentent un domaine de recherche tres vaste et des applications immenses tant il est
possible de modifier leur composition et leur géométrie pour obtenir des propriétés optimales.
Il'y a donc des matériaux qui ont été concus pour répondre a un besoin technologique
spécifique. Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés
spécifiques a différents matériaux au sein d’une méme piece. L’optimisation locale de ces
propriétés, par association d’un materiau de haute dureté a la surface d’un matériau tenace.
Cette transition brutale de compositions peut genérer localement de fortes concentrations de
contraintes. La solution d’une transition continue des propriétés recherchées, par un gradient
de composition, permet d’atténuer cette singularité par I’utilisation des matériaux a gradient
de propriétés (en anglais : FunctionallyGradedMaterials " F.G.M "). Les matériaux a gradient
de propriétés (FGM) ; un type de matériaux composites produit en changeant sans interruption
les fractions de volume dans une ou plusieurs directions pour obtenir un profil bien déterminé.
Dans ce travail, nous avons présenté une recherche sur des poutres fonctionnellement
graduées « FGM »en utilisant la méthode des éléments finis. Les propriétés matérielles
varient a travers I'épaisseur de cette poutre selon une distribution de loi de puissance (P-
FGM). Plusieurs parametres physiques et géométriques sont traités pour analyser le
comportement statique et la stabilité des poutres en FGM. Cependant les FGM touchent un
large éventail d’applications dans de multiples autres domaines comme ceux de la médecine,

de I’électricité, du nucléaire,... etc. L’analyse des structures en FGM a connu un essor en

v



utilisant des méthodes numériques notamment la méthode des éléments finis. Les poutres
constituent des éléments de base dans les structures, ¢’est pourquoi un intérét particulier est
porté, pour bien comprendre leur comportement sous des diverses sollicitations.

La plupart des analyses des éléments structuraux en FGM reposent sur la théorie de
poutre(CBT). Il convient de mentionner que ces analyses proposent des solutions spécifiques
aux problémes de charge et aux conditions aux limites et elles se focalisent uniquement sur les
comportements statiques des matériaux.

Par le présent sujet on vise une modélisation des structures (poutres) en matériau a gradient
fonctionnel, par le développement d’éléments finis. Ces éléments développés seront destinés a
I’analyse sur les comportements statique des poutres fonctionnellement graduées. Dans le but
d’évoluer vers une production et une utilisation plus efficace des matériaux FGM dans les
applications d'ingénierie, plusieurs techniques de conception, d’analyse et de calcul ont
également été proposees.

Les résultats obtenus par cette méthode seront compares avec ceux données par les autres
theories existantes (la théorie classique des poutres) dans le domaine de résistance des
matériaux. Les variables de cette modelisation sont les déplacements transversaux ainsi les
rotations dus aux effets de flexion en introduisant la fonction de forme qui verifie la nullité

des déeformations aux faces extrémes de la poutre.

Organisation du mémoire :

Ce mémoire s'articule autour de deux parties essentielles. La premiére présente une étude
bibliographique et la deuxiéme partie contient 1’étude analytique du travail. La partie d’étude
bibliographique comprend trois chapitres :

e Dans le premier chapitre nous faisons une présentation sur les matériaux a gradient
fonctionnels nous donnons une description de ces matériaux, en parlant de leur histoire
d’évolution, leurs différentes techniques de fabrication, leurs propriétés et leurs
domaines d’utilisation.

e Puis, le deuxieme chapitre et un rappel sur les différentes théories des poutres déja
existantes dans la littérature notamment CBT, FSDBT et HSDT.

e Le troisieme chapitre est réservé a une petite présentation sur la méthode des éléments
finis avec son historique et différents domaines d’utilisation en présentant la matrice
de rigidite qui est développée sous la formulation sur la base du modele en

déformation.



e Dans le dernier chapitre nous généralisons I’application de I’élément formulé au
chapitre trois pour qu’elle soit capable de modéliser des matériaux FGM et cela par un

développement complémentaire.



chapitre |

Les Matériaux a Gradient Fonctionnel.



Chapitre I Les Matériaux a Gradient Fonctionnel

chapitre | LesMatériaux a Gradient Fonctionnel

I.1 Introduction :
Le développement de nouveaux matériaux est soumis aux besoins des constructeurs. Ceux-ci

veulent toujours des matériaux plus performants, plus économiques et qui durent plus
longtemps. Les chercheurs sont le plus souvent amenés a optimiser les solutions déja utilisées,
mais dans certains cas, ils doivent complétement repenser le probleme et envisager de "
nouveaux matériaux ". En effet, on ne découvre plus de nouveaux matériaux, mais on crée
plutdt des nouvelles associations de matériaux. L un des résultats de cette association est les
matériaux a gradient fonctionnel (FGM). lIs sont caractérisés par une propriété sans
interruption changeante due a un changement continu de la composition, dans la morphologie
et effectivement dans la structure cristalline, représente un saut technologique rapide a travers
les différents domaines d'application potentiels, des recherches ont été établis afin de préparer
des matériaux de barriére thermique performants a longue durée de vie. Leur but principal est
pour l'usage d'améliorer la résistance a l'usure ou a I'oxydation, avoir un matériau blindé Iéger
avec une haute efficacité balistique (navettes aérospatiales) et peut résister au milieu a haute
température (turbomachines aéronautiques ou terrestres). Actuellement, la plupart des
activités de recherches et de développements dans les applications structurales se sont
concentrees principalement sur secteurs de joindre deux constituants de base, la céramique et
le métal. Beaucoup d'avantages sont prévus d'employer cette classe du FGM, par exemple, la
face avec le contenu est éleve en céramique peut fournir haute résistance a l'usure, alors que la
face opposée ou le contenu est élevé en métal offre la haute dureté et la force. Ainsi, de tels
matériaux seront trés souhaitables pour des applications tribologiques ou la résistance a

l'usure et la dureté élevée sont requises simultanément.

1.2 Bref historique:
Les FGM sont apparus en 1984 par M. Niino et ses collegues a Sendai dans une université
Japonaise dont le but de réaliser un engin spatial dont un revétement pouvant résister a des
conditions thermiques tres séveres. L’idée originale des FGM a été proposée pour élaborer un
nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (Coté haute températures)
et des métaux (Coté basse température).Le résultat est I’obtention d’un matériau avec une
gradation continue dans la direction de I’épaisseur, passant d’une face totalement métallique

vers une face totalement céramique.

-
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En 1987, un programme national de recherche et de développement sur les FGM a vu le jour
au Japon. Grace a I’union de chercheurs, des institutions publiques et de I’industrie, une
enveloppe extérieure d’une navette intercontinentale a base d’un matériau FGM. Le flux de
chaleur énorme frappant la majorité des surfaces qui sont exposées a la friction par I’air, lors
de la période de rentrée dans la navette dans I’atmosphére terrestre et la protection intérieure
contre un réchauffement étaient les défis majeurs. D’ou la nécessité d’utilisation d’un
revétement céramique pour protéger le fuselage contre des températures qui se développent a
la surface. L’idée ft alors de produire une transition douce, donc graduelle entre métal pur et
céramique pure, appelée matériau a gradient fonctionnel.

En 1990 a eu lieu la premiére conférence internationale sur les FGM a Sendai-city au Japon.
En 1992, les matériaux a gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi les dix premiéres

technologies de pointe au Japon et actuellement dans le monde entier.

1.3 La nature des matériaux a gradient de fonction :
La nature utilise trés largement des matériaux dont les propriétés évoluent dans 1’épaisseur.
C’est le cas par exemple de la structure des os, des dents des animaux ou des fibres végétales
(bambou, ...). Le concepteur de matériau et I’ingénieur peuvent ainsi s’inspirer largement des
matériaux naturels. Ce nouveau domaine scientifique appelé biomimétisme, fait d’ailleurs
I’objet de tres nombreux développements, des salons techniques spécialisés (biomimexpo) et

de publications en grand nombre.[1]

Bamboo flesh
- the uscable
part for making

sirips

rV- e d‘\ Puth ring

Figure I-1:Section d’une tige de bambou — matériau
a gradient naturel.[1]
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1.4 Comparaison des FGM et les matériaux composites traditionnels :
Geénéralement, les matériaux en gradient fonctionnel sont des matériaux constitués de
plusieurs couches contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux.
lIs sont donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement
inhomogenes. Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure du
matériau distingue les FGM des matériaux composites conventionnels voir la figurel-2. [2]

Ca résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas,

on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de microstructure différente. [3]

Propriétés o Résistance mécaniaue o °

° Conductivité thermique o

J’

Eléments constituants:

. O~ [ 2og Rel Isd
Structure céramique O ODO;Q.: COOO®
i C)OQ .. L Ted Iel Te
métal w O <}<>{> ® | COTO®
IiCroporosité O QDg Q.: gg gggg
- 0 ;
fibre 97 OQ .= gg gggg
Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure I-2:Caractéristiques des FGM en comparaison avec les matériaux
composites. [2]

(Uchida 2004) a établie une illustration des différences entre les matériaux a gradient de
propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels. Le matériau plan composé a une

caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiére sur I'interface de deux matériaux. [4]
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Figure 1-3 : La distribution composante des matériaux. [4]

1.5 Domaines d’utilisation:
En raison du développement technologique, il est nécessaire que la capacité avancée des
matériaux devienne une priorité dans le domaine de l'ingénierie pour des systémes plus
performants. Les FGM sont des matériaux légers, forts et durables. Ils sont connus par deux
propriétés contradictoires: la conductivité de la force métallique dans le c6té en métal et la
résistivité aux hautes températures dans le co6té en céramique. Donc ils sont utilisés dans une
grande variété d'applications dans la pratique de I'ingenierie qui nécessite que la performance
des matériaux varie avec les emplacements dans le composant [5]. Actuellement, on les
trouve dans le domaine des matériaux de construction, matériaux de conversion d'énergie,

nucléaire et semi-conducteur. Les applications les plus utilisées sont les suivantes :

1.5.1 Aérospatial:
Les matériaux a gradient fonctionnel peuvent étre utilisés dans des conditions de haute

température avec une de ses constituants a faible conductivité thermique. Ils peuvent résister a
des gradients thermiques élevés, ce qui rend les matériaux a gradient fonctionnel appropriée
beaucoup dans les structures aérospatiales comme les composants de véhicules spatiaux

(moteur de fusée, corps des avions spatiaux.etc...).

1.5.2 Médecine:
Les FGM a trouvé une large gamme d'application dans le domaine dentaire et orthopédique

pour les dents et le remplacement des os.

-
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1.5.3 Défense:

Dans la demande de défense, tels que des plaques de blindage et des gilets pare-balles, la
pénétration des matériaux résistants est nécessaire. Une des caractéristiques les plus
importantes du matériau a gradient fonctionnel est la capacité a inhiber la propagation des
fissures, ce qui rend les matériaux a gradient fonctionnel appropriés pour les applications de

défense.

1.5.4 Energie nucléaire:

Les FGM sont utilisés dans les dispositifs de conversion d'énergie. lls fournissent également
une barriére thermique et ils sont utilisés comme revétement de protection sur des aubes de
turbine dans le moteur a turbine a gaz et aussi dans le générateur thermoélectrique, pile a

combustible, réacteurs nucleaires, pastilles de combustible.

1.5.5 Optoélectronique:

Les FGM trouvent aussi leur application dans l'optoélectronique comme les matériaux a
indice de réfraction gradués et des disques audio-vidéo; support de stockage magnétique,
semi-conducteur a bande graduée. Autres domaines d'application sont: produits (matériaux de
constructions, corps de voiture, verres de fenétre), conversion d'énergie (générateur
thermoélectrique, convertisseur thermoionique, pile & combustible), optiques (fibres optiques,
lentilles), matieres biologiques (implants, peau artificielle), chimique (échangeur de chaleur,

tube de chaleur, récipient de réaction).

1.5.6 Articles de sports:

Divers composants et accessoires sportifs peuvent bénéficier de l'utilisation du FGM. Par
exemple, pointes en carbure ont été fabriqués pour les chaussures de baseball afin de réduire
l'usure. Entre la pointe et de la structure des chaussures une région a matériau gradué a été
produite afin de réduire l'impact sur les extrémités [6]. Ceci est un excellent exemple
comment les FGM pourraient étre utilisées pour produire des articles de sport de haute
performance. Avec la méme idée de réduction d'usure, des outils d'escalade sur glace tels que
crampons et piolets pourraient étre gradué avec le carbure de tungstene dans les arétes vives
qui capte la glace. Les outils de I'escalade de rocher auraient également le méme avantage de

réduire l'usure tels que sur les surfaces. [7][8][9].
Autres champs d’applications :11 existe autres domaines d’application des FGM:

- Champ optique (fibre optique, lentille etc...)

-
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- Champ d'électronique.

- Champ chimique (Echangeur de chaleur, récipient de réacteur, tuyau (pipe) de chaleur,
etc...)

- Champ de biomatériaux (peau artificielle, Systéeme de délivrance de médicaments,

prothéses, etc...)

1.6 Techniques de fabrication des matériaux a gradient de propriétés
Les différences existantes entre les propriétés des deux phases constitutives du FGM sont tres
importantes quand on choisi la technique de fabrication. Par exemple, dans le cas des FGM en
céramique/métal, le gradient de composition peut étre formé en produisant un gradient de
porosité performant de la phase réfractaire infiltré, par la suite, par la deuxieme phase fondue
pour obtenir un produit final dense. Si les deux phases ont un point de fusion semblable,
l'infiltration ne peut pas étre utilisée, car le squelette ne peut pas tenir leur puissance durant
I’infiltration. Les dimensions et la géométrie du FGM doivent étre aussi bien considérees.

Il existe plusieurs méthodes de fabrication des FGM, on cite:

1.6.1 Procédé de poudre seche PM (Powder Metallurgy):

La métallurgie des poudres est aussi ancienne que lart des potiers et des céramistes.
Cependant, ce qui n'était que techniques ancestrales purement empiriques s'est transformeé en
une discipline scientifique dans les années 1930, des qu'on a commencé a comprendre les
phénomenes observés. Cette compréhension est d'autant plus nécessaire que les techniques
relevant de la métallurgie des poudres présentent un grand intérét pour certaines fabrications
industrielles (préparation des matériaux a gradient fonctionnel, de piéces mécaniques
structurales, etc..). [10]

Cette méthode est appropriée pour la fabrication du FGM en utilisant des matériaux solides.
Ici la technique est utilisée pour produire des matériaux a gradient fonctionnel en trois étapes
de base a savoir: le pesage et le mélange de poudre en fonction de la répartition spatiale de
préconcue comme dictée par I'exigence fonctionnelle, d'empilage et de damage des poudres
pré-mélangées, et enfin, le frittage comme illustré a la figurel-4.

La méthode de métallurgie des poudres est l'une des techniques les plus couramment utilisées
en raison de son contrdle de la grande plage de la composition, la microstructure et la capacité
de mettre des formes. [11][12][8].

.
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Technique de la métallurgie des poudres

Mixage

Empilage
Couche par couche, pour former un produit
compact vert, a basse pression

v

Compression
Presse hydraulique a la tempeérature
ambiante

|

Frittage sans pression

'

FGM
v

Finition

Figure 1-4:Organigramme de technique de la métallurgie des poudres pour
la production des FGM. [8]

1.6.2 Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting):

Le coulage en barbotine est une technique basée sur une méthode de mise en forme
traditionnelle appliquée dans I'industrie céramique. En général le coulage en barbotine est un
procéde de filtration ou la poudre suspendue est versée dans un moule en platre poreux. En
raison des forces capillaires résultantes le liquide élimine la suspension et les particules de
poudre sont forcées vers les parois. Le gradient sera formé en changeant la composition ou la
taille des grains de la suspension de poudre appliquée pendant la procédure de coulée en
barbotine. Cette technique nécessite également I'étape ultérieure de consolidation, ou la

poudre est frittée et une structure FGM sera produite. [13][14]

-
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\oudl

Figure 1-5:Schéma de principe du coulage en barbotine. (1) Moule. (2)
Barbotine séche. (3) Barbotine humide. (4) Déshydratation par capillarité.

1.6.3 Coulage centrifuge (centrifugal casting):

La force centrifuge peut étre utilisée pour creer une composition de gradient dans une masse
fondue métallique qui contient une autre phase solide. En géneéral, la fabrication du FGM par
le procedé de centrifugation est classée en deux catégories en fonction de la température de
fusion de la particule de renforcement. Si le point de fusion est significativement plus éleve
que la température de traitement, la particule de renfort reste solide dans une matrice liquide.
Cette méthode est appelée la méthode particule-solide centrifuge (CSPM). Le renforcement
sélectif de la surface du composant obtenue par les résultats CSPM une résistance a l'usure
plus élevée dans la surface extérieure ainsi que le maintien de haute ténacité en vrac. D'un
autre cote, si le point de la particule de renfort de fusion est inférieur a la température de
traitement, la force centrifuge peut étre appliquée au cours de la solidification a la fois a la

particule de renfort et a la matrice.
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Figure 1-6: Representation schématique du : (a)- procédure de coulage
centrifuge Horizontale (b)- Le produit final obtenu) [8]

1.6.4 Coulage en bande:
Le procéde de coulée de bande est représenté sur la figure. L’épaisseur de la bande coulée est
généralement comprise dans l'intervalle de 25um et 1mm. Les bandes minimales inférieures a
1um pourraient étre produites. Les différentes étapes de coulage en bande sont :

1. élaboration de la matiére qui contient de I'eau, des particules de poudre et de liant.

2. Le sechage du corps vert ou de la bande.

3. Laconsolidation de la matiere dense de bande.
Afin d'obtenir un FGM des bandes ou des différents composites ont été préparés; des unités
carrées ont été coupées a partir des bandes vertes qui ont ensuite été placés les uns sur les
autres. Les bandes d'épaisseur appliquée est de I'ordre de 200um. La densification de la bande
est obtenue par frittage. Gradients superposes des matériaux en métal-céramique et céramique
-céramique sont produits par la coulée de bandes de composition différente et de laminage
subséquent. Dumont (2001) ont fabrigué un FGM en MoSi2/AlI203 avec des teneurs en
alumine variant de 20 a 80% mole en utilisant une combinaison de coulage en bande et la
réaction autoentretenue a haute température (SHS). Apres déliantage, les échantillons verts
ont été mis a feu a une température ambiante. Les réactions de combustion ont été effectuées
sous une charge faible pour améliorer la densification de composition progressive des

composites.[15]

°
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Figure 1-7:Systeme de processus de coulage en bande. [8]

1.6.5 Pressage a chaud:

La zircone stabilisée par I'yttria (YSZ) et le nickel 20 chrome (NiCr) sont les deux matériaux
combinés en utilisant YSZ-NiCr FGM inter-couche via la méthode de pressage a chaud. A
I'étape initiale du traitement, la poudre YSZ et NiCr ont été mélanges dans la boule fraiseuse
pendant 12 h avant d'étre empilés couche par couche en graphite filiere revétue de nitrure de
bore. Cette étude applique le concept de dégradation progressive en disposant la composition
de chaque couche pour étre en pourcentage désiré. Le pré-compactage de chaque couche a été
réalisé sous une pression inférieure avant de stocker la couche adjacente sous une pression
supérieure (10 MPa) pour assurer la distribution de composition exacte dans les couches. La
jonction de YSZ-NiCr qui a été effectuée a 1200°C pour 1lh présente une bonne stabilité
thermique et une resistance a l'oxydation jusqua 1000 °C avant d'initier la fissure.
[11][16][17]

1.6.6 Processus de frittage:

Le frittage est un procédé de fabrication de pieces consistant a chauffer une poudre sans la
mener jusqu’a la fusion. Sous l'effet de la chaleur, les grains se soudent entre eux, ce qui
forme la cohésion de la piéce. Le cas le plus connu est celui de la cuisson des poteries. Au
XXI1° siecle, le frittage est utilisé pour obtenir la consolidation de matériaux céramiques :

e il permet de maitriser la densité de la matiére ; comme on part d'une poudre et que
celle-ci ne fond pas, on peut maitriser la taille des grains de poudre (granulométrie) et
la densité du matériau, selon le degré de compactage initial des poudres ou l'utilisation
de dopants, ou l'adjonction de liants.

e il permet d'obtenir des matériaux durs mais fragiles, a porosité contrblée, inertes
chimiquement (faible réactivité chimique et bonne tenue aux corrosions) et

thermiquement.

0
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e il permet de maitriser les dimensions des piéces produites : comme il n'y a pas de
changement d'état, les variations de volume, de dimensions, sont peu importantes par
rapport a la fusion (absence de phénomene de retrait).

La graduation a été effectuée dans la poudre compacte doit étre préservée au cours du
processus de frittage ou de consolidation. Certaines des poudres métalliques légeéres, tels que
le magnésium et l'aluminium aura tendance a réagir avec l'oxygeéne et de se disperser dans
I'atmosphére qui doit étre évitée afin d'obtenir des matériaux appropriés qui en résultent. Le
procédé de frittage est réalisé en méme temps que le processus de compactage si le FGM est
préparé au moyen du traitement de pressage a chaud. Cependant dans le processus de pressage
a froid, le procédé de frittage est effectué seulement aprés que les poudres ont été compactées.
[18][17]

Figure 1-8: piéce obtenue par frittage

1.6.7 Processus d’infiltration:

Infiltration est le processus pour lequel le fluide sur la surface précipite dans le sol. Ce
processus est dirigé soit par la gravité ou la force d'action capillaire. Le taux d'infiltration est
dépend des caractéristiques du sol tels que la capacité de stockage, le taux de transmission a
travers le sol et la facilité d'entrée. Le taux et la capacité du processus d'infiltration peuvent
étre controlés en ajustant certains parameétres, y compris la texture du sol, les types de
végetation et de la couverture, la teneur en eau dans le sol, la température du sol et de
I'intensité des précipitations. Comme le processus commun pour la mise en forme du moule
est le chauffage de la poudre a une température qui est supérieure a la phase liquide. D'aprés
la littérature, il existe un nombre limité de mise en ccuvre du processus d'infiltration. La

méthode d'infiltration a été mise en place pour le traitement des FGM depuis de nombreuses
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années auparavant. Un gradient de composition Al-SiCp a été fabriqué avec succés en
utilisant la méthode d'infiltration sans pression au début de la derniére décennie. Il a été
indiqué que la conductivité thermique du FGM produit de plus en plus tendance non linéaire
tandis que la fraction volumique de I'élément en céramique diminue. [19][17]

1.6.8 Projection thermique:

La projection thermique est une technique pour laquelle une structure est revétue de
matériaux fondus a travers d’un processus de pulvérisation. Concernant le processus avec la
préparation FGM, les matiéres fondues seront les matériaux a gradient variés qu’ont construit
des couches de revétement. Dans ce procéde, le précurseur de revétement est chauffé
électriguement ou chimiquement. Un des avantages de l'utilisation de cette technique est que
ce revétement peut fournir des revétements epais (20 um to mm). En 2002, trois types de
revétements a gradient de propriétés de barriére thermique (TBCs) ainsi que des revétements
en double avec la méme résistance thermique ont été congus dans le but d'étudier le

comportement thermique a la rupture des structures FGM. [17]

1.6.9 Dépbt physique en phase vapeur (PVD) :

La technique de dépo6t physique en phase vapeur (Physical Vapor Deposition) est une
technologie primordiale (prometteuse) pour la production de revétements de barriére
thermique. Parmi les caracteéristiques avantageuses de PVD que les revétements sont fabriqués
ont des surfaces lisses, sans exigence, en fin il n'y a pas de fermeture de trous de
refroidissement. Toutefois, le principal avantage est leur résistance exceptionnelle aux chocs
thermiques, ainsi que la durée de vie est considérablement plus longue. L'équipement utilisé
pour déposer les revétements d'isolation thermiques par I'intermédiaire de PVD, se compose
de plusieurs récipients pour le chargement, le préchauffage, et le dép6t plus un dispositif de
rotation et la manipulation des échantillons ...etc. [20]

Une autre approche pour obtenir une structure a gradients est d'utiliser un mélange
d'aluminium, l'alumine, et de zircone, chimiquement contr6lés peuvent étre fabriqués
facilement par vaporisation a partir de sources multiples en utilisant un ou plusieurs pistolets
électroniques. En ajustant les parameétres de faisceau d'électrons, différents taux de dépdt
peuvent étre obtenus pour chaque source [20]. Si les taux d'évaporation de deux composants,
par exemple alumine et de zircone, sont changés sans interruption, un gradient défini de
composition est obtenu, c’est le FGM. Pour les systemes de barriéres thermiques plus
sollicités a I'environnement oxydant, notamment les aubes mobiles de turbines aéronautiques

ou terrestres ne sont, toutefois, pas systématiquement élaborés par projection thermique ; dans

.
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le cas de la zircone yttriée ZrO2, un autre procédé diffeérent est également employé. En
I’occurrence, il s’agit de la technique de I’évaporation sous faisceau d’électrons (EB-PVD)
qui conduit a des microstructures et des propriétés thermomécaniques assez différentes de

celles obtenues par la technique de la projection thermique. [21]

Source
(Solid / Liquid)

Evaporation

[ Gas phase ]

Transport
&
eposition

Solid phase
(CRanges in physical morpholofy)

Figure 1-9:processus de PVD
1.6.10 Dépot chimique en phase vapeur (CVD) :

Dans la technique de dépdt chimique en phase vapeur (Chemical Vapor Deposition),
représenté schématiquement sur la figure, un dépot est formé sur un substrat en soumettant la
source des gaz (par exemple, des hydrures, bromures ou chlorures) qui occupent la chambre

de réaction, a différents types d'énergie comme la chaleur, la lumiére et le plasma. [20]

1.6.11 DépAot par électrophorese:

Un autre processus est ajouté aux différentes techniques de la fabrication des FGM, ce que
n’appel le dépot par électrophorése (EPD) est un processus assez rapide a faible co(t, capable
de produire les matériaux a gradient de propriétés changeant sans interruption avec la
géométrie complexe. EPD se compose de deux processus, c’est-a-dire le mouvement des
particules chargées en suspension dans un champ électrique entre deux électrodes
(électrophorése) et le dépot de particules sur 1'un des électrodes [22]. EPD permet la
conception des matériaux a gradient de propriétés en forme de plaque binaire en déposant
d'une suspension de poudre a laquelle une deuxiéme suspension est sans interruption ajoutée

pendant le processus. Le dépdt est un contrat de poudre emballé étroit qui a besoin de

=
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I'agglomeération pour réaliser les composants matériels entiérement denses. Depuis lors, de
nombreuses applications d'EPD ont été développées pour la fabrication de la céramique, y
compris l'application des matériaux sans interruption a gradient de propriétés peut étre obtenu
tels que le céramique-céramique ZrO2/AI203, et le céramique- métal, WC/Co puisque la
composition des couches déposantes est déterminée par la suit composition de la suspension
au moment du dép6t. Une installation générale de ce principe est illustrée sur la figure 1-10 :

Source de .
«— tension Slectrique

Electrodes

Suspension

Dépéor
Particules

Figure 1-10: représentation schématique de la technique de dépdt par
électrophorese

@ Centrifugal Force Methods

1 Powder Metallurgy Methods

1 Additive Manufacturing Methods
~ Vapour Deposition Methods

@ Infiltration Methods

Thermal Spray Methods

® Tape and Slip Casting Methods
& Electrodeposition Methods

@ Others

Figure I-11:Processus de production des matériaux a gradient de fonction —
FGM de 1990 a 2019.[1]




Chapitre | Les Matériaux a Gradient Fonctionnel

1.7 Propriétés matérielles des poutres FGM:
Un FGM peut étre definie par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs

emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour
décrire les fractions de volume.
Les proprietés materielles, le module de Young, la densité et le coefficient de poisson, sont

variés de facon continue dans le sens de I’épaisseur « h » de la poutre.

U 7 : céramique

métal

Figure 1-12:Géometrie d’une poutre en FGM.

Les coordonnées x et y définissent le plan de la poutre, tandis que 1’axe z origine a la surface
du milieu de la poutre et dans le sens de 1’épaisseur. Les propriétés du matériau dont le
module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces supérieures et inférieures sont
différentes. Ils varient de fagon continue, suivant 1’épaisseur (I’axe z), soit :E = E(z) etv =
v(2).

Jin and Batra[23], Ziou et al[24]ont indiqué que I’effet du coefficient de poisson sur les
déformations est négligeable comparativement a celui du module de Young. Par conséquent,
le coefficient de Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, Le module de Young
dans la direction de I’épaisseur de la poutre FGM varié en fonction de la loi de puissance
(PFGM), la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1.7.1 Proprietés matérielles de la poutre P-FGM :
La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance comme

suit :

p

I-1

Ou:
g(z) : Fraction volumique.
p : indice de fraction volumique.

h : épaisseur de la poutre.
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z : la coordonne suivante 1’épaisseur.
Une fois que la fraction de volume local g(z) est définie, les propriétés matérielles d'une

poutre P-FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges :

E(z) = g(2).E1+ [1 —g(2)].E2 -2

Ou : EsetEzet sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ; densité ou
coefficient de poisson) de la surface inférieure (z = -h/2) et de la surface supérieure (z = +h/2)
de la poutre FGM.

La variation de ces propriétés dans la direction de 1’épaisseur de la poutre P-FGM est
représentée sur la figure, il apparait clairement que le module de Young par exemple change
et diminue rapidement prés de la surface inférieure pour « p > 1 », et augmente rapidement

pres de la surface supérieure pour « p <1 »,

39 4
38 4
——p=0,1

37 1 ——p=0,2
- 36 9 p=0,5
E —+—p=1

35 1
2 p=2
E‘ 34 4| p=5

33 4 p=10

32 -

31

30

-0,5 0,3 -0,1 01 0,3 05
Z/h

Figure 1-13:La variation du module de Young dans une
poutre P-FGM.

1.7.2 Propriétés matérielles de la poutre E-FGM :
Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés
matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par (Delale et Erdogan

1983)[25]

E(z) = 4e®(+*3)
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Avec: A =E, EtB=~In2

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la poutre E-FGM est représentée sur

la figure suivante :

B — -
-1 -
1 -
- -
y -
- -
4 -
E(@) =
-
-
-
B -
-
-
- -
- - - -
Em A -
LJ L) L Ll L] L LS - v L J
0.5 0.4 0.3 0.2 o 0.0 o o2 o3 0.4 o.5
z'h

Figure 1-14 : La variation du module de Young dans une poutre E-FGM.
1.7.3 Propriéetés matérielles de la poutre S-FGM :

(Chi et al)[26] ont défini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux fonctions
de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les

interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

1 (i-z\P | -4
g9:1(z) =1 —;<ZT> Pour0 <z <7
2
1 (i-z\P 0 -5
92(2) = ;<ZT> Pour—><z<0
2
En utilisant la loi des mélanges, la propriété E de la poutre S-FGM peut étre calculé par:
E(z) = 9,(2).E; + (1 — g1(2)).E,Pour 0 < z < g 1-6
E(z) = 9,(2).E; + (1 — g,(2)).E, Pour —g <z<0 -7




Chapitre | Les Matériaux a Gradient Fonctionnel

La figure 1-15 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations 1-4
etl-5 représente les distributions sigmoides, et cette poutre FGM est appelée (Poutre S-FGM).

UF

Ll O I = = =

L=

10

D00 Vp oo

0.0 02 0.4 Al 08 1.0

Fraction wvolhumigue W

Figure 1-15 : La variation du module de Young dans une poutre S-FGM.
1.8 Conclusion :
Les matériaux a gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux qui présentent
I’avantage de présenter une variation progressive des proprietés mécaniques.
Dans ce chapitre on a parlé de leur historique, les techniques de leur production et leurs

différents domaines d’utilisation.
On a terminé par présenter les lois régissantes la variation des propriétés matérielles des

matériaux FGM.
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chapitre Il  Théorie Des Poutres.

1.1 Introduction :
La théorie des poutres est un modéle utilisé dans le domaine de la résistance des matériaux.

Elle consiste a ramener la résolution d un probleme tridimensionnel (3D) a la résolution d’un
probléme unidimensionnel (1D) en obtenant une solution approchée pour les champs de
contrainte et de déformation donnant une bonne idée des efforts et des déplacements.
La déformation des matériaux et les contraintes transmises par ceux-ci dépendent de leur
forme, de conditions aux limites et de I’histoire des sollicitations externes.
La théorie des poutres est utile pour déterminer des solutions analytiques de modeles
mécaniques simples. Et I’avantage des solutions analytiques sur les prévisions obtenues par
des methodes numériques est de permettre de visualiser ’influence de différents parametres
tels que la forme, la taille, le comportement du matériau et méme 1’hétérogénéité.
Ceci permet de mieux comprendre une structure ou de mieux optimiser son architecture, dans
le cadre d’une premiére approche d’un probléeme de conception ou de compréhension.
Dans ce chapitre on va présenter les différentes théories déja existantes dans la littérature qui
sont utilisées dans les calculs des poutres.
On utilise essentiellement deux modeles :

o lathéorie d'Euler-Bernoulli, qui néglige I'influence du cisaillement ;

o lathéorie de Timoshenko, qui prend en compte I'effet du cisaillement.

1.2 Définition d’une poutre :

C’est un objet dont la longueur est grande par rapport aux dimensions transverses. Une poutre
est un élément de construction des batiments, les navires et autres véhicules, et dans la
fabrication de machines. Elle sert a soutenir des charges au-dessus du vide et a relier les
piliers, les colonnes ou encore les murs sur lesquels elle s'appuie.

Les poutres peuvent étre en bois, en béton, en préfabrique, elles peuvent également étre
précontraintes c'est-a-dire posseder des cables incorporés. La section d'une poutre est étudiée
pour la meilleure résistance possible a la flexion. Une poutrelle est une poutre de section de

moins de 20cma2.

11.3 Conditions aux limites d’une poutre :
Les conditions aux limites sont définies en considérant les quatre grandeurs qui caractérisent

le mouvement de flexion. Elles sont représentées dans le tableau ci-dessous :

-


https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le_math%C3%A9matique
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sistance_des_mat%C3%A9riaux
https://fr.wikipedia.org/wiki/Contrainte_de_cisaillement
https://www.futura-sciences.com/maison/questions-reponses/bricolage-reparer-angle-mur-2205/
https://www.futura-sciences.com/maison/definitions/batiment-beton-5834/
https://www.futura-sciences.com/maison/definitions/batiment-construction-modulaire-16390/
https://www.futura-sciences.com/maison/definitions/maison-resistance-10889/
https://www.futura-sciences.com/sante/definitions/medecine-flexion-3384/
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pas de contraintes sur le ;
extremils libre déplacement et la rotation = | M ( xot)= El mft) =0
: ox
le moment de flexion et la =Xy
I ,) force de cisaillement Qlx.t)=—EI Iwxt) §
Ty 3 o
%o s'annulent en x, Ox x=1xp
extrémité encastrée w( = t)= 0
les déplacements transversal 3
é et angulaires sont nuls en X, | g Xo‘t)= Owlx.1) =0
7 ox |._
X=Xy
Xy
extrémité simplement le déplacement transversal
e 0 est bloqué mais la rotation est W{XO ' [) =0
_I ) libre = le moment de M(x,0)= EI 9 wlx.t) -0
Apt)— 2 -
£\ flexion est donc nul en x, & =X
extremite guidée le déplacement transversal est | (1) owlx.t) i
_F% libre et la rotation est bloquée > S
/ I = la force de cisaillement . *wlx. 1)
Wb Qliyt)=—EI20 =0
' est donc nulle en x; dx e

Figure I1-1:Principales conditions aux limites pour les poutres.

I1.4 Historique de théorie des poutres :
La paternité de la théorie des poutres est attribuée a Galilée, mais des études récentes

indiquent que Léonard de Vinci l'aurait précédé. Ce dernier avait supposé que la déformation

variait de maniere linéaire en s'éloignant de la surface neutre,

le coefficient de

proportionnalité étant la courbure, mais il ne put finaliser ses calculs car il n‘avait pas imaginé

la loi de Hooke. De son cdté, Galilée était parti sur une hypothese incorrecte (il supposait que

la contrainte était répartie uniformément en flexion), et c'est Antoine Parent qui obtint la



https://fr.wikipedia.org/wiki/Galil%C3%A9e_(savant)
https://fr.wikipedia.org/wiki/L%C3%A9onard_de_Vinci
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Hooke
https://fr.wikipedia.org/wiki/Antoine_Parent
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distribution correcte. Ce sont Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiere
théorie utile vers 1750. [27]

1.5 Hypothése pour les calculs :
La théorie des poutres est une application de la théorie de I'élasticité isotrope. Pour mener les

calculs de réesistance des matériaux, on considére les hypothéses suivantes :

Hypothése de Bernoulli : au cours de la déformation, les sections droites restent
perpendiculaires a la courbe moyenne ; les sections droites restent planes (pas de
gauchissement). Cette théorie permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion : le
risque de rupture est alors dd a l'extension des fibres situées a I'extérieur de la flexion, et la
fleche est due au moment fléchissant. Elle n'est pas valable pour les poutres courtes car ces
derniéres sont hors des limites de validité du modéle de poutre, a savoir que la dimension des
sections doit étre petite devant la longueur de la courbe moyenne. Le cisaillement est pris en
compte dans la théorie de Timoshenko et Mindlin.

71 section
ourbe ,’/ droite
7/ ‘ 1]

noyenne—w__

Figure 11-2:Définition des termes : poutre de courbe moyenne GoGe, de
section droite S, et fibre neutre de section dS.

\J
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Figure 11-3:hypothése des petites déformations
(Haut) : les sections droites restent planes et perpendiculaires a la courbe moyenne ; Pour les

grandes déformations (bas) : les hypothéses ne sont plus respectées, les sections droites

deviennent gauches et ne sont plus perpendiculaires a la courbe moyenne.

11.6 Modele d'Euler Bernoulli (CBT) :

L'hypothese d'Euler- Bernoulli énonce que la section droite de la poutre est indéformable
reste plane et perpendiculaire a la fibre moyenne avant et apres déformation, et la

déformation transversale est nulle.

Y

z,X

|
I
I
I
|
|
)

Figure I1-4:cinématique de la théorie d'Euler Bernoulli.
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Elle est basée sur la théorie élémentaire de flexion des poutres qui ne tient pas compte des
effets de la déformation de cisaillement. Elle n’est applicable qu’aux poutres fines.

Dans la théorie d’Euler-Bernoulli le cisaillement est négligé, le champ de déplacement de
n’importe quel point M situe a (x, z) de la poutre s’écrit comme suit:

u(x,z) = u’(x) — z0(x) -1
w(x,z) = wl(x)

u(M) = {

u(x, z) : représente le déplacement suivant X.
W (X, z) : Le déplacement dans la direction de Z ou bien la fleche.
La rotation autour de l'axe Y, provoquée par la flexion est tel que:
0 -

0(x) = 06% =0 -2
[1°(x) Et wo(x)sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la ligne
moyenne de la poutre, respectivement le long des axes X et Z.
Lorsque cette théorie est utilisée pour l'analyse des fréquences naturelles des poutres, les
fleches sont sous-estimées. Ceci est la conséquence de la négligence de la déformation

transversale.

1.7 Modele de Timoshenko (FSDBT) :
La théorie de Timoshenko a été développée par Stephan Timoshenko et Paul Ehrenfelsen

20eme siécle. Le modele est plus générale que la théorie classique parce qu’il prend en
compte I’effet de cisaillement et les effets de flexion, donc il est idéale pour analyser le

comportement des poutres courtes et épaisses.

S
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Y

0
¢ _u

Figure 11-5: cinématique du modele de timoshenko.

Cette solution permet d'affiner les solutions analytiques issues de la théorie classique. Son
principe est qu'apres déformation, la section plane reste plane mais elle perd sa
perpendicularité par rapport a la ligne moyenne de la poutre Ceci est di au cisaillement
transversal.

Dans le cas ou nous avons un élancement faible, I'effet du cisaillement devient plus important
sur la déformée. Dans ce cas, la fonction (z) est égale a Z. Il existe un cisaillement uniforme et

les déformations dues au cisaillement transversal ne sont pas négligées. C'est la théorie de

premier ordre (FSDBT).
D'apres cette théorie déplacement s'écrit comme suit:
— 2,0(y) — 0 -3
u(M) = {u(x, z) = u(x) zﬁgx) +z2¢°(x)
w(x,z) = w(x)
u(x,z) = u’(x) + zy%,(x) 11-4
w ={
(M) w(x, z) = wo(x)
ygz(x): C’est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la
poultre.
Tel que :

Yz (X) = ¢°(x) — 0(x) -5

9°(x): C’est la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.

&
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La distorsion est donnée par la relation suivante:

Ju Jow 11-6
— — _ 0 0
Yz (X) = 57 ox 0(x) + ya.(x) + 0° (%)
Yoz (X) = y2,(x) -7

Sachant que la contrainte de cisaillement est égale:
Txz = Uxz¥xz = ze(PO(X) 11-8

Gy, - est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant.

Avec cette théorie, les contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et uniformes
sur toute I'epaisseur de la poutre; cela veut dire qu'elles existent méme sur les bords supérieurs
et inférieurs de la poutre et pourtant il n'ya aucun chargement qui induit le cisaillement.

Cette contradiction mene & introduire un coefficient de correction (k = 5/6) pour corriger et
maintenir les contraintes et les déformations du cisaillement transversales constantes a travers
I’épaisseur de la poutre. Ce facteur a été calculé pour la variété de sections de poutres par
(Mindlin et Deresiewicz). « Cowper » et « Murty » ont donné de nouvelles expressions de ce
coefficient « k » pour différentes sections de la poutre.

Le non nullité des contraintes tangentielles sur les bords extrémes de la poutre et
I'introduction des coefficients de correction de cisaillement ont menés d'autres chercheurs a
essayer de trouver une autre théorie pouvant tenir compte de ces facteurs; c'est "la théorie

d'ordre élevé".

11.8 Théories d'Ordre Elevé (HSDT) :
Dans ces théories la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon 1’épaisseur

de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre puisqu'elle introduit une
fonction qui tient compte du phénomene de "gauchissement . Ce phénoméne apparait lorsque
la section transversale de la poutre perd sa planéité. La fonction(z) représente le

gauchissement et sa dérivée f’(z) le cisaillement.

-
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-
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Figure 11-6: cinématique d'ordre elevé

Ils sont bien adaptés a la modélisation du comportement des plaques ou des poutres épaisses,
ou la déformation transverse joue un grand réle. La plupart des ces modeles utilisent un
développement en série de Taylor [28], La précision augmente avec l'ordre de développement.
Le champ de déplacement approché pour le troisieme ordre, est de la forme [29] :

u(xz) =u’(x) — zw(x) + z2(x) + 3¢ (%) 11-9

Pour réduire la complexité il faut éliminer les termes d’ordre deux dans le développement de

déplacement dans 1’épaisseur. Dans ce cas, le champ de déplacement devient:

u(x,z) = ux) — z0(x) + f(2)9°(x) 11-10
w(x, z) = wo(x)

uM) = {

0 0 1-11
Ver () = 5 5 = =009 + () + £ ()9° ()

Yrz (0) = f(2)9° (%) 11-12

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre, on doit
avoir:

f@] _n=0 11-13
2
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C'est la condition qui nous permet davoir une répartition parabolique des contraintes de

cisaillement sur I'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions qui
répondent a la condition
Selon I’expression de la frontiére de cisaillement f (z), quelques modéles d’ordre supérieur se
sont distingués dans la littérature. Nous citons en particulier :
- L’approche de (Ambartsumyan 1969) [30] :

1 /1 1 11-14

— _h2 __,2
f@)= 22(4h 37 )

L’approche de (Reissner 1945) [31] :

@ ——z( ;L}Zﬂ) 11-15

L’approche de (Levinson 1980) [32], (Murthy 1981)[33] et (Reddy 1984)[34] :
4z 11-16
f2)=2z (1 - W)
Dans le modele de (Reddy 1984)[34], le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal « w » est constant. Ce modele donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans I'épaisseur. Les
conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.
- L’approche de (Touratier 1991) [35] :
@) h sin (%) 1-17
T
Touratier propose le modele "sinus" qui est différent des autres modeles d'ordre supérieur
puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement dans I'épaisseur.
La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme ci dessous [35] :
hsin (%) _h o (=1)" (T[Z)Zn+1 11-18

f@=—7 EZNCEE

-
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mw?z%? miz* mbz° 11-19

3Tz TS5t 7iRe )

=z(1-

Les contraintes de cisaillement transversal déterminées par le modéle “sinus" prennent une
forme cosinusoidale dans I'épaisseur de la plaque. La précision de ce modele par rapport a la
solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

Récemment, ( Afag 2003) propose un modele exponentiel avec une cinématique plus riche.
La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante [36] :

222 11-20
f (2) = zen?

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair de
la variable z, alors que la fonction (sinus) de (Touratier 1991) ne permet qu’un développement
en puissance impair.

Malgré le fait que les modéles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de
déformation a I’interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de I’analyse locale de

I’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont tres différentes.

11.9 Conclusion :
Dans ce chapitre nous avons présente les differentes théories des poutres telles que la théorie

classique aussi appelée théorie d’Euler Bernoulli (CBT), la théorie de Timoshenko (FSDBT) et
les théories d’ordre élevé (HSDT).

On a présenté les différents modeles des poutres avec une approche monocouche. Le modele
monocouche équivalent est mieux adaptée pour les matériaux FGM car il n’y a pas de

changement brusque dans les caractéristiques mécaniques.

-
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chapitre 111 Généralité sur la Méthode des Eléments
Finis.
I11.1 Introduction :

Gréce au développement de I’informatique au années 1960, plusieurs domaines dans
I’industrie et particulierement de 1’aéronautique, ont vu une nouvelle méthode numérique qui
est appelée la méthode des éléments finis. Elle est certainement la méthode la plus répandue
et la plus utilisée de nos jours. Elles représentent un outil puissant d’analyse numérique pour
aider les ingénieurs a trouver des solutions approchées des problémes, parce qu’ils ne
cherchent plus des solutions exactes et fermes qui nécessitent énormeément d’efforts
intellectuels et de temps est qui sont généralement impossible a calculer.

Avant la production, il faut évoluer pour analyser le comportement d’un objet sans une
expérimentation. Donc, il est nécessaire de faire une modélisation de la poutre FGM dans ce
cas et de résoudre les equations physiques qui régissent les interactions de cette poutre avec

les sollicitations extérieures.

I11.2Un bref historique de la MEF :
Quoi que le label Méthode des Eléments Finis fat utilise pour la premiere fois en 1960

Lorsqu’il a été utilisé par Ray Clough dans une publication sur les problémes d’élasticité
plane, I’idée de I’analyse par éléments finis date des années d’avant.

La M.E.F (Méthode des éléments finis) est mise au point en 1953 chez Boeing (Seattle, USA,
calcul des structures dailes d'avion) ; On y développe le premier élément fini, sa matrice de
rigidité, l'assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par Turner,
Clough, Martin et Topp en 1956) . [37]

Quant aux basses théoriques générales, alliant I'analyse des structures en barres et poutres
avec celle des solides, elles sont étudiées de 1954 a1960 (Argyris, Kelsy).[38]Certaines idées
apparurent auparavant, en particulier chez les mathématiciens pour résoudre divers problémes
aux limites par exemple celui de la torsion de SaintVenant en divisant la section en triangles,
mais elles resterent sans suite. L'expression élément finie a été inventée par clough en 1960.
Années 60, la M.E.F s'attaque a tous les domaines du calcul de structures. La crédibilité des
résultats obtenus va permettre l'utilisation de la méthode des éléments finis par des entreprises
et des bureaux d'études de taille réduite. C'est évidemment l'apparition d'ordinateurs puissants

qui a permis le développement de la simulation numérique. Le rythme d’évolution de

-
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I'informatique est actuellement gigantesque et les possibilités d'application augmentent sans

cesse.

111.30bjectif du la MEF :
e Comprendre les idées fondamentales de la MEF.

e connaitre le comportement et I’utilité et de chaque type d’élément.

e Comprendre le comportement physique du probléme.

e étre capable de préparer un modele EF convenable pour un probleme donné.

e Connaitre les limites du modéle par la MEF (outil numérique).

e Avoir un bagage théorie, pour étre a méme de comprendre comment fonctionnent les
logiciels (boites noires) ;et de pouvoir reagit efficacement vis-a-vis des messages
d’erreurs sur ordinateur.

e Pouvoir consulter sans difficulté les livres et les recueils sur le (Net), concernant la
MEF.

I11.4 1dée de base de la méthode des elements finis :
On apprend comme ingénieur debutant a calculer les surfaces et volumes de corps de forme

quelconque en les décomposant en un ensemble de corps élémentaire de formes connues pour
ensuite ’appliquer au calcul de moments d’inertie ou de centres de gravité. Ce mode de pensé
a conduit a la methode des éléments finis, ou analyse par élement finis (AEF), qui est basée
sur 1’idée de construire un objet compliqué avec des blocks simples, c’est-a-dire diviser
I’objet compliqué en un petit nombre de piéces facilement manipulables.

On peut rencontrer ’application de cette idée simple aussi bien dans la vie de tous les jours

qu’en technologie et pour tous les problemes de I’ingénieur.

Exemples :
. Lego (jeux d'enfants de construction).
" Batiment.

I11.5Pourquoi choisir la MEF ?
Les procédés de conception de calcul et d’analyse reposent sur le calcul a la main,

I’expérience ou calcul automatique et la simulation par ordinateur.

La MEF c’est la méthode de simulation par ordinateur la plus utilise par les ingénieurs. C’est
une technique essentiellement numérique a partir de laquelle les équations gouvernantes
(systémes d’équation différentielle), sont représentées sous une forme matricielle tres adaptée

a une solution automatique par ordinateur.

-
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Elle est intégrée dans toutes les applications de logiciels commerciaux de calcul des structures
a interface graphique (GUI).

I11.6 Principe général :
La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent considérée comme la méthode la plus

appropriée pour des études de cette nature. La méthode des éléments finis fait partie des outils
de mathématiques appliquées. En analyse numérique, la méthode des éléments finis est
utilisée pour résoudre numériquement des équations aux dérivées partielles. Celles-ci peuvent
par exemple représenter analytiguement le comportement dynamique de certains systémes
physiques (mécaniques, thermodynamiques, acoustiques, etc.) La méthode consiste a
découper le domaine spatial en petits éléments, également appelés mailles, et a rechercher une
formulation simplifiée du probléme sur chaque elément, c'est-a-dire a transformer le systeme
d'équations quelconque en un systeme d'equations linéaires. Chaque systéme d'équations
linéaires peut se représenter par une matrice. Les systemes d'équations pour tous les éléments
sont ensuite rassemblés, ce qui forme une grande matrice ; la résolution de ce systeme global

donne la solution approchée au probléme.

I11.7 Domaines d’application de la MEF :
Les principaux domaines d’application de la MEF sont au nombre de trois :

111.7.1 Probleme d’équilibre et statique :
Dans lequel le comportement du systéme ne vrai pas avec le temps.

111.7.2 Problemes de dynamique et de stabilité (valeurs propres) :
Ce sont des extensions des problemes d’équilibre pour lesquelles des valeurs spécifiques ou

critiques de certains parametres sont déterminés.

111.7.3 Problemes de propagation :
Ils concernent les problémes ou les phénomenes dont le comportement et dépendant du

facteur temps.

-
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Tableau I11-1:Types application de la méthode des éléments finis.

Spécialité Problemes d’équilibre Problemes de valeurs Problémes de
Propres propagation
Génie Civil — | Analyse statique des Fréquences et modes | Réponse des
structure structures : treillis, propres et stabilité des | structures a des
portiques, laques, coques.... | structures. charges

accidentelles

(séisme, incendie).

Géotechnique |Analyses d’excavations | Fréquence et modes | Probleme de sol-
stabilité des talus, murs de | propres des ouvrage | structure
soutenement, interaction des | enterrés et  semi- | dépendant du
contraintes dans les sols. enterrés, et probléme | temps propagation

d’interaction sol- | e contraintes dans
structure. les sols et les
roches.

Hydraulique | Analyse d’écoulement | Période et  modes | Analyse de
potentiel, a surface libre, | propres de bassins | probleme
écoulement visqueux. superficiels, digues, | d’écoulements
Structures hydrauliques et | mouvements des | turbulents et
barrage. liguides dans  des | propagation

conteneurs rigides ou | d’ondes.
flexibles. Ecoulements
hydrodynamiques.

Génie Probléme de concentration | Fréquences propres de | Probléme de

mécanique de contraintes. vibration et stabilité des | fissures et de
Analyse de contrainte de | machines. factures sous
matériaux composites ... charges

dynamiques.

I11.8 Equation aux dérivées partielles :
Un certain nombre de problémes physiques sont décrits par des équations aux dérivées

partielles (EDP) sur un domaine spatial, un volume. Il s'agit d'une généralisation des

équations différentielles aux fonctions de plusieurs variables. Par exemple, si I'on a une

S
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fonction de trois variables f(x1, X2, x3), I'équation suivante: Est une équation aux dérivées
partielles. Cette équation est assortie a des conditions aux limites: valeurs de la fonction ou de
ses dérivées partielles en certains points. Notons que :

1. La fonction f peut étre une fonction vectorielle.

a2 a2
fOu f
6x2 6xi;xj

2. L’équation fait souvent intervenir des dérivées secondes (voire d'ordres plus

élevés), La résolution exacte, analytique, de telles équations devient vite impossible
manuellement. Par contre, si I'on découpe le domaine spatial en petites cellules,
Appelées «éléments finis» (EF), on peut résoudre simplement I'EDP sur chaque

élément.

111.9 Technique des éléments finis appliquée a I’analyse structurale :
La M.E.F dans I’analyse structurale est une technique qui se base primordialement sur I’idée

de decomposer la structure en un ensemble (ou en sous-ensemble) de différents composants,
ayant chacun un modéle géométrique avec des propriétés physiques particuliéres. Notant que la
structure peut étre continue telle que les plaques, ou ayant par sa nature une forme discrete telle
que les treillis. Chaque modéle de composants de la structure est connu comme un type
spécifique d’élément finis. Chaque élément fini a une forme structurale bien déterminée et il
est interconnecté avec les éléments qui lui sont adjacents par des nceuds ou « Points nodaux ».
Les forces agissantes en chaque nceud sont dites « Forces nodales ». L’élément est sujet de

déplacements ou rotations aux nceuds, appelés « Degrés de liberté ».

MNoo, B2 -~

_;Q ) /'/ M,.-_-_ o

-~
-

A - Tl M1, O1
/A,H__ T~

-

F . wr.

Figure 111-1:Elément finis typique pour les structures en treillis.

La figure I11-1 représente un seul élément limité par deux nceuds a ses extrémités (noeud1 et
noeud?), F,, F,, F;sont les forces qui agissent aux neeuds ainsi que les moments et M., M,, M;

u, v et w sont les déplacements nodaux dans les directions X, Y et Z respectivement ; 0, o et

sont les rotations nodales autour des axes X, Y et Z respectivement. Ainsi, pour chaque

<
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élément fini, un ensemble standard d’équations peut étre formulé pour mettre en relation les
quantités physiques : Forces et Déplacements. Pour former la structure totale, il faut
rassembler tous ces éléments, en qui est, mathématiqguement, équivalent a superposer toutes

les équations simultanées, qu’il est convenable de résoudre par ordinateur.

111.10 Modélisation et discrétisation :
La méthode des éléments finis est donc une procédure générale de discrétisation pour la

résolution des problémes des milieux continus. Donc pour avoir une analyse numérique qui
simulera au mieux un probléme, il faut effectuer deux opérations essentielles la modélisation
et la discrétisation, ces opérations se font en deux temps.
1. La modélisation.
2. La discrétisation ensuite et portent sur les deux aspects principaux du probléme
pratique.

e représentation de la geométrie, des charges, des conditions aux limites.

e Choix des éléments finis et du maillage.

Probléme ey modéle théorique modéle
modélisation g dk L wat
. Discreétisation :
Physique . ol .| Numérique
Reel Mathématique discret

Figure 111-2:Etape de I’analyse d’un probléme aux limites
I11.11 Les propriétes d'un élément fini :
Le découpage en éléments finis permet d'isoler un élément fini pour I'‘étudier tout en

établissant les caractéristiques.

111.11.1 Signalement d*un élément fini :
Le signalement d'un élément fini comprend les points suivants :

111.11.2 Les frontieres : Sont respectivement :
— les points (extrémités du segment)

— des segments.

111.11.3 Les nceeuds :
Les nceuds définissent la geométrie et assurent la connexion des éléments les uns aux autres,

Ils occupent des positions stratégiques comme les extrémités, les sommets, les milieux des

arétes et faces.

<



Chapitre III Généralité sur la Méthode des Eléments Finis

111.11.4 Les forces nodales :
A travers les nceuds transitent des forces associées aux degrés de liberté, les unes sont les

réactions internes, les autres les forces F dues aux charges appliquées a I'élément (poids

propre, charge uniforme, température...)

111.11.5 Degrés de liberté :
Pour tout élément fini, on doit faire le choix d'une ou plusieurs fonctions (en général le

champ des déplacements), elles sont exprimées en fonction des valeurs particulieres qu'elles
prennent aux nceuds valeurs qui deviennent les inconnues nodales ; Par leurs degrés de liberté
nodaux communs des différents éléments adjacents, permet de reconstituer, la solution
compléte (ASSEMBLAGE), tout en veillant & respecter certaines régles, dites critéres de

convergence.

111.12 Concept de la méthode des élements finis :
Le concept de base de la méthode des éléments finis est la subdivision du modéle

mathématique a des composants disjoints de géométrie simple appelés (Eléments finis ), le
comportement de chaque élément est exprimé en terme d’un nombre fini de degrés de liberté,
le comportement (réeponse) du modele mathématique est considéré, approximativement, celui

du modele discret obtenu par connexion ou assemblage des éléments. [39]

Surface courbe réelle
Elément
Neeud

Approximation par

éléments finis

Figure I11-3:Maillage du domaine en triangles a trois neeuds.

o Conceptl:
On connait toutes les égquations mais on ne peut pas résoudre manuellement :
L(u) + F = O . — A 9z . 7 -
{B(u) +g=0 oMEF : k.u = F (Systeme d’équations algébriques)

.
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L et B sont opérateurs

k : Matrice de rigidité du systeme
e u : Vecteur de déplacement

F : Vecteur force

o Concept 02 :

e Kk : Propriété
e u : Comportement
e F: Sollicitation
La nature des différents paramétres pour certaines applications est décrite dans le tableau

suivant :
Tableau [111-2 Matrices et vecteurs caractéristiques pour certaines
applications
Propriete de K Comportement U Sollicitation F
Elasticité Rigidité Déplacement Force

Transfert de chaleur | Conductivité Température Source de chaleur
Thermique
Fluide Viscosité Vitesse Force interne

e Obtenir les équations algébriques pour chaque élément.

e On Mettre tous les éléments ensembles (processus d’assemblage de tous les éléments).

111.13 Procédures:

e Diviser la structure en un certain nombre de piéces (formant des éléments avec des

nceuds).

e Décrire le comportement des quantités physiques pour chaque élément (champ de

Y. K¢.U°=)F¢ « K.U=F

déplacement - choix d’une forme d’approximation).

-1
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e Relier (assembler) les éléments aux nceuds pour former un systéme d’équations
approximatif pour toute la structure.

e Résoudre le system d’équations comportant les inconnues aux nceuds(en génie civil les
inconnues sont en général des déplacements).

e Calculer les quantités désirées (en génie civil, il s’agit de contraintes et déformations)

pour des éléments choisis.

Exemples :

Eléments Barres
(raidisseurs)

Elément de plaque tnangulaire (tole de
couvertures)

Figure 111-4: Décomposition de la structure d’une aile d’avion, premier

exemple de discreétisation par Elements finis de la publication.

p N
~ - EE[Q \/Qﬂ

(a)

Figure 111-5 : Poutre a caisson : (a) structure originale, (b) Modéle éléments
finis.

I11.14 La méthode des éléments finis en déformation:

Le probléeme de convergence d’éléments simples formulés & travers I’approche en

déplacement pour I’analyse des structures courbes ont montré la nécessité d’intervention au

niveau de la discrétisation physique pour améliorer au mieux la solution. Cette intervention

consiste en la diminution de la taille des éléments (raffinement h) pour obtenir des résultats
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satisfaisants ; 1’objectif étant de minimiser I’écart entre la solution exacte et la solution
approchée et tendre asymptotiquement vers zéro I’erreur qui en résulte.

Ceci rend le niveau de précision de la solution tributaire du nombre d’éléments a utiliser dans
la discrétisation physique. Ce qui pose a ce niveau une problématique en terme économique
dans sa mise en ceuvre : Quel rapport entre « la précision de la solution » et « le co(t pour son
obtention » ? Pour répondre a ce questionnement, d’autres études ont été entreprises par
Ashwel[40] et utilisant cette fois-ci le modéle en déformation a la place du modele en
déplacement. Cette approche a abouti a des résultats plus performants sans avoir recours a un
grand nombre d’éléments dans la discrétisation physique.

Ces résultats ont encouragé beaucoup de chercheurs pour développer des éléments d’ordre
supérieurs, des éléments nécessitant uniquement les degrés de liberté essentiels. Ainsi
beaucoup d’¢léments finis d’élasticité plane et des éléments de coques ont vu le jour. On cite
entre autres [41], [42], [43], [44], [45], [46], [47], [48], [49].

111.15 Principe de formulation:
Dans cette approche, I’approximation est faite sur le champ des déformations en considérant

I’élément cinématiquement admissible; c’est-a-dire la continuité et 1’intégrabilité du champ de
déformation a I’intérieur de 1’élément.

La déemarche a ce niveau consiste a :

- Choisir, en premier lieu, une forme paramétrique simple du champ de déformations
(discrétisation fonctionnelle) a I’intérieur des éléments finis de la structure.

- Le champ des déplacements est déduit, en second lieu, par intégration du champ des
déformations.

- Il est, enfin, appliqué a chacun des éléments le principe des travaux virtuels.

En considérant la continuité du champ de déplacement dans toute la structure, ’assemblage
des fonctionnelles, ainsi obtenues au niveau élémentaire, conduit a un systéme d’équations
qui traduit les conditions de stationnarité de la fonctionnelle dans la structure dans sa

globalité.

111.16 La formulation élémentaire au niveau de I’élément fini:
Pour chaque élément et dans un repére local, on choisit une fonction d’interpolation qui

représente la variation des déplacements a I’intérieure de cet élément en termes de
déplacements nodaux. Puis, on calcule pour chague élément ses matrices de rigidité et de masse.
Ainsi que son vecteur des forces. Ces caractéristiques élémentaires sont transformées par

la suite dans le repére global de la structure.

-
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I111.17 La formulation globale au niveau de la structure complete:
Elle consiste a rechercher pour la structure compléte I’expression matricielle de 1’énergie

potentielle en fonction des déplacements inconnus entre les nceuds de la structure. Cette étape
nécessite 1’assemblage des matrices de rigidité et de masse et les vecteurs force et
déplacements de la structure a partir des caractéristiques élémentaires (matrices de rigidité et de
masse et vecteurs forces et déplacements de chaque élément).L’assemblage des matrices de

rigidité et de masse et les vecteurs force.

A 47 S’ngf .
T
s

-

Figure 111-6 : Exemples de modélisation par la M.E.F

111.18 Modeles d'éléments finis :
Le plus souvent, le champ interpolé est celui des déplacements, et il est rarement celui des

déformations ou des contraintes. Ces interpolations portent sur tout I'élément ou une partie de
celui-ci, a l'intérieur ou a la frontiere. On peut creer divers types, dits « modeles » d'éléments

finis selon la combinaison choisie comme :

111.18.1 Modele déplacement :
Ce modele est le plus populaire, le plus connu et le plus développé. Dans cette catégorie, les

éléments finis sont basés sur une interpolation du champ des déplacements, étendu a tout
I'élément. Alors, les déplacements sont déterminés de maniere détaillée et unique dans la
structure, donc les contraintes ne peuvent étre connues que par certaines moyennes et ne sont

pas continués aux frontiéres.

111.18.2 Modéle en déformation :
Ce modeéle présente une approximation qui se fait sur le champ de déformation, puis on intégre

pour retrouver le champ de déplacement de telle sorte que les équations d’équilibres et de

compatibilité soient satisfaites a I’intérieur de 1’élément.

&
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I11.19 Relation en déformations et déplacements:
Il s’agit ici de trouver la matrice B reliant les déformations de 1’élément a ses deplacements

nodaux U* cette relation est exprimée par :
{e} = BU® 11-2
111.19.1 Champ de déplacement :
Les déplacements obtenus sont les déplacements aux nceuds du maillage, et suivent
l'interpolation adoptée dans les éléments finis. Soit un élément Q. la discrétisation
fonctionnelle du champ de déplacement u & I’intéricur de 1’élément est donné sous forme
matricielle par la relation suivant.

Le champ de déplacement, noté par :

u(x,y, z)
Ux) :|v(x,y,2) 11-3
w(x,y,z)

111.19.2 Le champ des contraintes :
Le calcul des contraintes est fait élément par élément, éventuellement en certains points

particuliers de chaque élément (par exemple lorsque le degré de I'approximation élément fini
est plus grand que 1). Il est aussi possible de calculer tout critere basé sur le tenseur des
contraintes (en plasticité par exemple, Von Mises et/ou Tresca). Ceci implique que
I'utilisateur fasse preuve de vigilance dans l'analyse des résultats obtenus. En particulier, si cet
utilisateur souhaite visualiser un champ de contrainte approché, le logiciel effectuera un «
transport aux nceuds », qui n'est pas le méme d'un logiciel a un autre (moyenne sur les
éléments adjacents, utilisation des fonctions de forme des éléments finis). L'analyse des
résultats devra donc étre faite en ayant a l'esprit cette transformation graphique, et ne pas «
lire » ses graphiques sans discernement.

Le champ des contraintes est noté :

011 012 0313 11-4
6 (X) =|021 022 Op3
0 31 0 32 0 33

Relier les contraintes internes{s (X, y)} aux déformations{e (X, y)} et aux déplacements

nodaux {q°}.
{6(x,y)} = [Die(x, ¥)} 11-5

.
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111.20 La relation entre contraintes et déformations :
Pour un matériau élastique linéaire, les contraintes o sont des fonctions linéaires des

déformationse.
Elles sont exprimées par I’expression :
{0} = D{e} 11-6

Ou Dest la matrice d’élasticité.

I111.21 Calcul des matrices élémentaires:
Cette étape constitue la partie la plus importante du probleme.

Le déplacement U€aux nceuds sont déterminés de telle fagon que les contraintes engendrées

dans I’élément équilibrent le chargement extérieur F€,c’est-a-dire que:
Keue = Fe -7

K€ est la matrice de rigidité de 1’¢lément exprimé dans le repére local.
K€ elle est déduite de I’énergic de déformation de I’élément et exprimée par:

v 111-8
K¢ =f BTDB dv
0

Il faut aussi calculer la matrice de masse M€ de chaque élément. Cette matrice est déduite de
I’énergie cinetique de 1’élément (Rocky, 1979). Dans le repere local de 1’élément, cette matrice
est donnée par 1’expression :

4 11-9
Mé = prTNdv
0

Ou pest la masse volumique du matériau constituant 1’élément.

Finalement, on exprime les matrices K¢, M€, U¢et F¢ dans le repére global défini pour toute la
structure.

K°€est la matrice de rigidité de 1’élément exprimée dans le repere local. Elle est déduite de

I’énergie de déformation de I’élément (Rocky, 1979)et exprimée par :

v
Ke =f BTDB dv 11-10

-
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Il faut aussi calculer la matrice de masse M€ de chaque élément. Cette matrice est déduite de
I’énergie cinetique de I’élément (Rocky, 1979). Dans le repere local de 1’élément, cette matrice
est donnée par I’expression :

4 -11
Me = prTNdv

Ou pest la masse volumique du matériau constituant 1I’élément.
Finalement, on exprime les matrices K¢, M€, U¢et F€¢ dans le repére global défini pour toute la

structure.

111.22 Relation entre déformation et déplacement :
La déformation est déduite des expressions:

ou 1 ; — 1-12
=—=-[-11]-"" = BU®
{8} 0x L [ ]Ux]
la matrice B reliant les déformations de 1’¢1ément a ses déplacements nodaux est alors :
1 11-13
B=1[-11]

111.23 Equation fondamentale pour eélements finis en termes de

déplacements :
La MEF est basée sur la méthode matricielle des déplacements en mécanique des solides et

des structures. L’équation fondamentale est :
[K]°.{q}¢ = {F}* 11-14

Avec :
[K]¢: Est la matrice de rigidité élémentaire.
{q}¢ : Le vecteur de déplacement aux nceuds (inconnu).

{F}¢ : Le vecteur des forces nodales.

111.24 Principe des déplacements virtuels :
Cette méthode demande I’application du principe des deplacements virtuels (ou des

Travaux virtuels) exprimé par la relation dont le développement est donné par
La relation suivante la relation dont le développement est donné parla relation suivante :

11-15
f 6£Tadv=f 5quvdv+f sutf, dA

v v A

.
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Sachant que :
{ou} = {N}{6q°} 11-16

I11.25 Vecteur des forces nodales :
L'approximation des déplacements a partir uniquement des coefficients des polyn6mes

d'interpolation n'a pas de sens physique évident. Aussi pour des raisons de compréhension, on
exprime les déplacements sur un élément a partir des déplacements de ces sommets, ou
d'autre point de la figure, appelé Neeud. Nous allons développer un exemple avec un triangle
a trois nceuds.

Le vecteur des sollicitations externes, communément appelé vecteur des forces, pour un

élément est composé de trois parties :

{F}° = f[N]T-{fi}dve+j 1-17

s€

n
V1" (xds® + ) P,

ge i=1

Avec (P;) : est une charge concentrée aux i (nceuds).

De maniere générale, un eélément de structure sera de type poutre si l'une de ses dimensions

(la longueur) est supérieure devant les deux autres. Il est a noter que ce type d'élément appelé

élément "barre” quand les forces extérieures sont axiales.

111.26 Programme de résolution statique par la MEF :
On a présenté dans ce chapitre les étapes nécessaires a l'obtention de la matrice de rigidité

élémentaire. La résolution d'un probléme par la méthode des éléments finis entraine le calcul
de la matrice de rigidité de toute la structure. Dans cette méthode, les quantités inconnues sont
les déplacements et 1’objet de la résolution est la détermination des déplacements nodaux.
Une fois que ceux-ci sont calculés, on peut obtenir les contraintes de 1’élément en utilisant la
matrice [K].
La figure résume les parties de base du programme pour la résolution compléte d'un
probleme par la méthode des éléments finis :

e Entrée des donnees décrivant le maillage (nceuds et éléments).

e Construction des matrices et vecteurs élémentaires, puis assemblage de ceux-ci pour

former la matrice globale et le vecteur global.

.
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e Résolution du systeme d’équations apres prise en compte des conditions aux limites. -
Impression des résultats apres calcul éventuel des variables additionnelles (déplacement,

contraintes).

Entrée des données : Propriétés du matériau,
Conditions de charge et d'appui

Construction de la matrice et le vecteur élémentaire

[K€]et{F®}

Assembler[K ¢|et{F°}dans[K,]et{F,}

Introduction les conditions aux limites

Résoudre

{F} = [K;){q}

Evaluer les contraintes

Impression des résultats

Figure I11-7:parties de base du programme pour la résolution d'un
probléme par la méthode des éléments finis

111.27 Conclusion :

Le calcul d’une structure par la méthode des éléments finis exige, pour étre efficace
d’accorder le plus grand soin a la phase de modélisation du comportement de plus en plus
performant, et prenant en compte les spécifications de ces matériaux-structures. Du point de
vue pratique, les méthodes numériques, notamment le calcul par la méthode des éléments finis
est essentiel pour la conception et le calcul de ces structures complexes. Et cette méthode a
travers les deux approches en déplacement et en déformation ; utilisés pour I’étude des

poutres FGM.

.
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Enfin elle consiste & déterminer de maniere approximative les déplacements d’un certain
nombre de points du milieu appelés « nceuds » avec Le Modele de déformation présente une
interpolation directe sur les déformations permet d'avoir une meilleure précision sur ces
grandeurs, sur les contraintes et sur les déplacements (obtenus par intégration), contrairement
a la formulation classique ou les déformations sont obtenues par dérivation du champ adopté

pour déplacements.
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chapitre IV Maodélisation d’une Poutre FGM par la
MEF.

V.1 Introduction :
L’étude ou I’analyse du comportement des objets n’est pas une science récente et pourtant elle

connait depuis quelques années un regain d’intérét pour des besoins de conception et de
dimensionnement des structures répondant aux meilleures conditions de fonctionnement, de
sécurité, d’économie, et d’isolation acoustique. Face a ces exigences, les matériaux FGM
paraissent une solution idéale grace a leur multifonctionnalité intégrée.

Les poutres sont largement utilisées dans les structures civiles, mécaniques, aéronautiques, et
surtout aérospatiales. Cela est principalement di a leur trés grande résistance et rigidité
spécifique et l'avantage de I’adaptation de leurs propriétés pour répondre aux exigences de la
pratique, ce qui a rendu nécessaire I'étude de leur comportement statique et dynamique.

Donc, dans ce présent chapitre, on va faire une étude analytique du comportement statique
d’une poutre en matériaux a gradient fonctionnel en négligeant I’effet de cisaillement.
D’abord, on va développer un modéle d’¢léments finis pour analyser le comportement
statique des poutres en flexion caractéerisée par une graduation matérielle a travers 1’épaisseur.
Les solutions analytiques sont déterminées en appliquant la méthode des éléments finis. La
détermination de la fleche et la contrainte normale développée dans 1’épaisseur des poutres
soumises a la flexion est habituellement effectuée sous quelques théories déja existantes dans

la littérature.

V.2 Description du probléme:
On considere une poutre en FGM de longueur L, épaisseur b et hauteur h. Dont les

coordonnées x et y définissent le plan de la poutre, tandis que I’axe z origine a la surface du
milieu de la poutre et dans le sens de I’épaisseur. La poutre est soumise a une charge

uniformément repartie q.

Figure 1V-1:une poutre en FGM.
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IVV.3 Formulation en éléments :

IV.3.1 Champs de déplacement :
Dans le calcul de cette poutre FGM I’effet de cisaillement est négligé.

Le champ de déplacement de n’importe quel point M situé a (X, z) de la poutre s’écrit comme
suit :

5_W V-1
zZ. 52

u

w = w(x) V-2

Ou u et w sont respectivement les déplacements ; axial et transversal de n’importe quel point
situé au plan médian.

I\VV.3.2 Le champ de déformation :
Le champ de deformation est obtenu grace a la formule suivante :

B du B ow
T dx z 0x?

&, est la déformation normale suivant la direction Xx.

V-3

€x

1VV.3.3 Les contraintes normales :

Considérant le matériau de poutre FGM obéit a la loi de Hooke, L’expression des contraintes
peut étre déterminée comme :

o, = E(2).¢, V-4
E(z) est le module de Young du matériau FGM.
IV.3.4 Principe des travaux virtuels :
Les travaux virtuels des efforts internes et externes est exprimé par :
Wint = Wexe =0 V-5

S
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f 7. {0} dv — f W {F}ds = 0

Le déplacement transversale en un point de cordonnées x de la poutre est données par :

w(x) = a; + a,x + azx? + a,x3

Ou: a4, ay, asz, a, sont des constantes.

(e)

Wi

Figure 1V-2: un élément de poutre.

Il peut étre écrit comme suit :

w(x) = N;(x).wy + N,(x).6; + N3(x).w, + N,(x).0,

Sous forme matricielle on obtient 1’équation suivante :
Wy

0
w(x) = (N{N,N3N,) le
6,
wiest le déplacement transversal de chacune des nceuds.
0; est la rotation de chacune des nceuds.

N;, N,, NsetN, sont les fonctions d’interpolation.

w(x) = Z N; (x).u;

Avec :

ul-=(W1 91 ws 02>T

Donc le champ de déplacement devient :

V-6

V-7

V-8

V-9

1V-10

IvV-11
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{(uz_zzafggui
lk w =§4:Ni (x).u;

Le champ de déformation sera écrit comme suit :

° 9%N;(x)

€y = —Z. axz U

i=1

Et la contrainte normale :

0°N;(x)
o, = —E(2).z. Z oz W
i=1

L’équation sera :

62N(x) ) OzN(x)
TA0X) ()Z .

f(ZN(x) u) {Flds =0

IV-12

IV-13

1V-14

V-1

T -
fA E(Z)-ZZ dA-fo (Nl,xxW1+N2,xx91+N3,xxW2+N4,xx02) -(Nl,xx NZ,xx N3,xx IV-16

J, UN{N;N3N,).u;)" . {F}

[Nixx]
.]-E(Z)szAfl Zxxl { L} (lex N2xx N3xx N4xx) {ul}
N4,xxJ
N; Fy
Ny | (M T Je _
f Ns| |, Au;Yds=0
S ANy Lm

IvV-17

Par T’utilisation du principe des travaux virtuel, le systéme des équations d’élément fini peut

étre exprimé comme suit :
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N
iy iz Kyl N; Iy
fE(Z)-szA ka1 ko kaskos {u}— . F
k31 ks kszkss N4.M

Elle est sous la forme de I’équation fondamentale d’¢léments finis :

[k]. {u} = {F}

[k] : La matrice de rigidité globale.

{u} : Le vecteur des déplacements nodaux.
{F} : Le vecteur des forces.

Avec les composants de la matrice de rigidité :

e lereligne:

L®

NI

k11=f
0

JAG)
klZ = f Nl,xx-NZ,xxdx
0

Ny xx2dx. f_ E(z).z%.dz

2

E(2). z?

\a
|= NS

2

L® g
ki = f Nl,xx-N3,xx dx. fhE(Z) z?

0 —_—
2
L@ %

k14 = f Nl,xx-N4,xx dx fhE(Z) Z dZ
0 2

e 2eme ligne:

L® g

k21 = f NZ,xx-Nl,xx dx fhE(Z) Z dZ
0 —_

N

L® g
ks, =f Ny 2dx. f_hE(Z).ZZ.dZ
0 —_

2
L@
k23 =j N3 xx- N3 xx dx.[
0

|=‘ NS

E(2).z%.dz

N

IV-18

IV-19

1V-20

IvV-21

IV-22

IV-23

1V-24

IV-25

1V-26
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L® 2 IV-27
k24 = f NZ,XX'N4-,XX dx.j;hE(Z).Zz.dZ
0 —_
2
e 3°™Mligne:
L h 1V-28
ks, = f N3 . N1 xx dx. f_hE(z).zz.dz
0 —_—
2
L(®) 2 IV-29
ks = f N3 sexe- N ex dx.f_hE(z).zz.dz
0 —_—
2
L@@ g 1V-30
k33 :f N3’xx2dx. j;hE(Z).ZZ.dZ
0 —_—
2
L(e) g IV'31
ks = f N3 330 Ny e dx.f_hE(z).zz.dz
0 _—
2
e Etla4®™ ligne :
L@ s IV-32
k41 = f N4,xx-N1,xx dx. -f_hE(Z).ZZ.dZ
0 i
2
L© s IV-33
k42 = f N4,xx-N2,xx dx.-f_hE(Z).Zz.dZ
0 i
2
L@ 2 IV-34
k43 = f N4,xx-N3,xx dx.-f_hE(Z).Zz.dZ
0 —_—
2
L(® IV-35

h
kys = f Ny x 2dx. f_iE(z).zz.dZ
0

V.4 Résultats numeriques et discussion :
Dans cette étude, l'analyse de flexion des poutres FGM simplement appuyées par la méthode

des éléments finis est effectuée pour discussion.

Exemple 1:

Pour la poutre FGM, les propriétés matérielles utilisées dans la présente étude sont :
Céramique (P1, alumine, AlI203), Ec=380GPa, Métal (P2, Aluminium, Al), Em=70GPa.

Les résultats du déplacement transversal (w), les contraintes normales sont normalisées par les

équations suivantes respectivement :

W= 100’5;';’fw(2),5xx - ig(i E)

2 qa \2’2
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Le tableau IV-1 présente les fleches et les contraintes non dimensionnelles d’une poutre FGM
soumise a une charge uniformément répartie g pour différents paramétres du matériau k et

différents rapports L/ h.

Tableau 1V-1: Comparaison des fleches et des contraintes non-
dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément répartie.

(b=0.1)
k L/h=5 L/h=20
NE w Oxx NE w Oxx
0 4x2 28.423 37.49 4x2 28.423 149.99
8x2 28.692 37.49 8x2 28.692 149.99

16x2 28.760 37.50 16x2 28.760 149.99
CBT [50] | 28.78 37.5 CBT [50] | 28.78 150
1 4x2 54.67 91.45 4x2 54.674 365.81
8x2 52.37 94.5 8x2 52.37 378.01
16x2 50.68 96.34 16x2 50.68 385.36

CBT[50] | 51.02 | 975 |CBT[50]| 51.02 | 387.2

2 4x2 68.46 | 133.45 4x2 68.463 | 533.81
8x2 63.32 | 137.19 8x2 63.326 | 578.76

16x2 602 | 140.34 | 16x2 | 60.201 | 561.386
CBT[50] | 61.8 | 1414 |CBT[50]| 61.8 563.5

5 4x2 81.58 | 1506 4x2 81.586 | 602.407
8x2 76.43 | 155.48 8x2 76.438 | 621.94

16x2 73.08 | 159.02 16x2 | 73.086 | 636.08
CBT[50] | 741 | 1606 |CBT[50]| 74.1 637.4

Nous observons que les valeurs numériques obtenues en utilisant la formulation en éléments
finis sont satisfaisantes en comparaison avec ceux de la théorie des poutres (CBT)[50], tout en
augmentant le nombre d’¢éléments, pour tous les paramétres du matériau k et les rapports a/ h.
Cela implique que notre modéle numérique est valide.

Notons qu’on augmente le nombre d’éléments pour que les résultats divergent.

Pour illustrer I’effet de parametre ket le rapport a/h sur le comportement de la poutre FGM
sous une charge uniformément répartie, la contrainte normale non dimensionnelle et la fleche

sont représentés sur les figures IV-3, IV-4 et IV-5.
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== k=5
k=2

== k=1

=== k=0

L/h

Figure 1V-3: La variation de la contrainte normale non dimensionnelle en
fonction de L/h d’une poutre FGM soumise sous une charge uniformément
répartie.

Nous remarquons que la contrainte augmente avec 1’augmentation du rapport L/h ainsi que le
paramétre du matériau k. Ceci est di a I’influence du module de Young qui est élevé pour la

céramique par rapport a celui du métal.

1000

500

0

M 0 01 02 03 04 05 k=5
k=2

() XX -500 - /
k=1
-1000
7 ko0

-1500
4

-2000

z/h

Figure 1V-4:La distribution des contraintes normales dans la direction de I’épaisseur
pour L/h=20.
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-100
’\K \ == metal
-150
— X N =>é=k=5
W -200 \ ey - = Ao
-250
== k=1

k=2
-300 & Srami
Nx ==& ceramique
-350
W

-400

x(m)

Figure 1V-5:L’évolution de la fleche totale le long de la poutre en fonction des divers
paramétres du matériau.

Les figures IV-4 et IV-5 présentent la distribution de la fleche et de la contrainte normale de
la poutre FGM en fonction des différents élancements et différents parametres du matériau K,
on constate que les contraintes de compression sont sur les surfaces supérieures (face en
céramique) et les contraintes de traction sont sur les surfaces inférieures (face en métal). Ces
distributions sont linéaires pour les poutres homogenes (poutres entierement en céramique).
Cependant, la distribution de la contrainte normale n’est pas linéaire pour la poutre FGM avec
des parametres du matériau k= 1, 2 et 5, ’amplitude des contraintes de compression et de
traction sont inégales en grandeur pour la poutre avec le paramétre du matériau k utilisé. De
plus les contraintes de compression sont plus grandes en valeur absolue par rapport a la
contrainte de traction.

Exemple 2 :

Cet exemple nous s’intéressons une poutre FGM composé daluminium ( Em= 70 GPa) et de
Zirconium ( Ec = 200 GPa,) pour observer I’influence du changement des matériaux sur les
fleches et les contraintes normale des poutres.

On va faire une comparaison entre le comportement les deux matériaux :

Matériau 1 : Em=70GPa ; Ec=380GPa

Matériau 2 : Em=70GPa ; Ec=200GPa
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1000
500
0
-500
== k=2(m2)
_-1000 ()
(4] =1(m2
500
= k=2(m1)
-2000 - —4—k=1(m1)

-2500 + /}(
-3000

-3500

z/h

Figure IVV-6: Comparaison de la distribution des contraintes normales pour
materiau 1 et materiau 2 pour L/h=40.

On remarque que les valeurs des contraintes de la poutre en matériau 1 sont plus grandes que
les valeurs de matériau 2. Cela implique que le changement de matériau influe sur le
comportement des poutres. Ceci est du a I’influence du module de Young.

9 101112 1314151617

-100
\\ == k=2(m2)
W -150 k=1(m2)
\\ ~f=k=2(m1)
-200 \ —=—k=1(m1)
-250

-300

X(m)

Figure IVV-7:Comparaison de I’évolution de la fleche totale le long de la
poutre en fonction des divers parametres du matériau 1 et 2.

Nous observons que la fleche augmente avec I’augmentation du paramétre k du matériau et

diminution du module de Young pour les deux cas (ml et m2).
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V.5 Conclusion :
Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation théorique d’un élément fini en FGM, en

utilisant la théorie d’Euler Bernoulli (CBT). Puis, nous avons abordé la validation de cet
élément pour I’analyse de comportement statique des poutres isotropes ainsi que des poutres
en FGM a travers une application en flexion. On peut conclure que 1’utilisation de 1’élément
fini développé est capable de donner d’excellents résultats pour le comportement statique. Par
ailleurs, on a aussi montré a travers une étude paramétrique, l'effet de certains paramétres, tels

que le paramétre du matériau et le rapport L/h sur cette analyse.
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Conclusion générale :

Dans cette étude, un élément fini avec deux degré de liberté par nceud, a été développé, en
utilisant la théorie d’Euler Bernoulli (CBT). Cet élément est destiné a I’analyse du
comportement statique des poutres fonctionnellement gradué. La performance, la fiabilité et la
polyvalence de I’élément développé ont été évaluées a travers une série d’applications en des
poutres isotropes, et des poutres FGM avec un chargement uniformément repartie, de
géométrie et des conditions aux limites. Les résultats obtenus ont été comparés avec des
solutions analytiques de références, et ceux obtenus par des modeles d’éléments finis. Pour
I’analyse statique les exemples numériques montrent que les éléments finis développés sont
capables de donner d'excellents résultats. En plus, on a montré a travers une étude
parameétrique, I'effet de certains parameétres tels que le paramétre de matériau k et le rapport
a/h, sur la variation du déplacement transversal et les contraintes normales.

En perspectives a ce travail, nous envisagerons d’utiliser 1’analyse numerique par éléments
finis pour les cas suivants :

% Analyse du comportement statique et de la stabilité des poutres FGM par la présente
méthode numeérique pour les différentes conditions d’appuis.

s Application de la présente analyse pour d’autres types de matériaux et/ou structures
comme par exemple les plaques, poutres et coques en composites stratifiés, en
matériaux sandwichs, .. .etc.

% Application pour d’autres conditions de chargement (thermomécaniques,
hygrothermiques, ...etc.).

% Validation du présent modéle analytique avec d’autre solution numérique en utilisant
un autre moyen de calcul (nouvelle théorie d’ordre élevée).

Enfin, on peut dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de notre
université dans le domaine du comportement des poutres fonctionnellement graduée,

précisement leurs comportements statiques.

.
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