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NOMENCLATURE 

 

Abréviation les plus couramment utilisés : 

 

BC : Bande de conduction 

BV : Bande de valence 

EF : Niveau de Fermi (Fermi level) 

Eg : Bande interdite (Energy band gap) 

DFT : Théorie de la fonctionnelle de la densité (Density functional theory) 

HF : Hartree- Fock 

HK : Hohenberg et Kohn 

KS : Kohn et Shan 

VXC : Potentiel d‟échange-corrélation (Exchange-Correlation potentiel) 

EXC : Energie d‟échange-corrélation (Exchange-Correlation energy) 

LDA : Approximation de la densité locale (Local density approximation) 

GGA : Approximation de gradient généralisée (Generalised gradient approximation) 

MT : Muffin-tin 

FP-LMTO : Full Potentiel Linear Muffin-Tin Orbital  

LAPW : Linearized Augmented Plane Wave  

B0 : Module de compressibilité (Bulk modulus) 

B0 : Dérivée par rapport à la pression du module de compressibilité 

DOS : Densité d‟états (Density states)  
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Résumé  

En utilisant la méthode des orbitales muffin–tin linéarisées avec un potentiel total (FP-

LMTO) dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT implémentée dans le 

code Mstudio Mindlab, nous avons étudiés les propriétés structurales et électroniques des 

chalcogénures de Plomb PbS, et PbSe et leurs alliages PbSxSe1-x. Dans cette approche 

l‟approximation de la densité locale (LDA) a été utilisée pour la détermination du potentiel 

d‟échange et de corrélation. Dans un premiers temps nous avons effectué une étude des 

propriétés structurales et électroniques des deux composés binaires dans la structure NaCl. 

Pour déterminer les propriétés électroniques, Le calcul de la structure de bandes a montré 

l‟existence d‟un gap direct dans la direction (L-L). L‟étude de ces différentes propriétés 

physiques a été étendue aux alliages ternaires, notamment la variation de grandeurs 

structurales. La déviation des paramètres de maille et des modules de compressibilité en 

fonction de la concentration par rapport à la loi de végard a été observée pour les alliages. On 

a étudié la variation du gap d‟énergie en fonction de la concentration.  

 

Abstract 

Using the linearized muffin-tin orbitals method with full potential (FP-LMTO) in the 

framework of the DFT density functional theory implemented in the Mstudio Mindlab code, 

we studied the structural and electronic properties of chalcogenides Lead PbS, and PbSe and 

their PbSxSe1-x alloys. In this approach, the local density approximation (LDA) was used for 

the determination of the exchange and correlation potential. In a first step we carried out a 

study of the structural and electronic properties of the two binary compounds in the NaCl 

structure. To determine the electronic properties, the calculation of the band structure showed 

the existence of a direct gap in the direction (L-L). The study of these different physical 

properties has been extended to ternary alloys, in particular the variation of structural 

quantities. The deviation of the mesh parameters and the compressibility modulus as a 

function of the concentration with respect to the vegetation law was observed for the alloys. 

The variation of the energy gap was studied as a function of the concentration. 
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 ملخص

 
، انًُفزة بانشيز  كًىٌ حاويع  (FP-LMTO)انخطٍت  انحاوي نهقصذٌش قشصنه ًذاساثباسخخذاو طشٌقت ان

MStudio MindLab  و اسخُادا إنى َظشٌت انكثافت انىظٍفٍت(DFT)  قًُا بذساست انخصائض انبٍُىٌت و ،

هزا انُهج اسخخذيُا حقشٌب  . فً PbSxSe1-x، و خلائطهًا   PbSeو    PbSالإنكخشوٍَت نهًشكبٍٍ انثُائٍٍٍ 

نخحذٌذ كًىٌ انخبادل و انخشابظ. فً انبذاٌت قًُا بذساست انخصائض انهٍكهٍت و الإنكخشوٍَت  (LDA)انكثافت انًحهٍت 

نخحذٌذ انخصائض الإنكخشوٍَت ، و أظهشث انحساباث  (NaCl)نهًشكبٍٍ انثُائٍٍٍ فً بٍُت ثُائً كهىسٌذ انصىدٌىو 

. و قذ حى حًذٌذ دساست انخصائض انفٍزٌائٍت انًخخهفت نهخلائظ بًا فً رنك   (L-L)حجاِ انًباششوجىد فجىة فً الا

انخغٍشاث فً انًقادٌش انبٍُىٌت ، و قذ نىحع اَحشاف ثابج انشبكت و يعايم الاَضغاط انحجًً يقاسَت يع انقاَىٌ 

Vegard .نهخلائظ . دسسُا حغٍش فجىاث انطاقت بذلانت انخشكٍز 
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Introduction générale 

                 Depuis la première réalisation de dispositifs électroniques dans les années 1950, tel 

que la diode et le transistor, les matériaux semi-conducteurs portés par leur importance 

industrielle ont suscité un vif intérêt de la communauté scientifique tant dans leur analyse 

expérimentale que dans leur développement théorique. Au-delà du progrès énorme enregistré 

dans la technologie des semi-conducteurs, la communauté s‟est trouvée contrainte à consacrer 

de nombreux travaux à la conception de nouveaux matériaux, capables d‟améliorer les 

propriétés structurales et électroniques de ces dispositifs et ainsi élargir leur champ 

d‟application.  

 

Les composés du groupe IV-VI à base de plomb, sont des semi-conducteurs polaires avec un 

bon degré de polarité et des liaisons formées par des interactions électrostatiques entre les 

ions du réseau cristallin, généralement ces composés cristallisent dans la structure NaCl. En 

raison de leur utilisation pratique dans les dispositifs électroniques, ces semi-conducteurs 

naturels IV-VI ont reçu une attention accrue depuis le début des investigations expérimentales 

de transistors [1] en 1951.  

                Historiquement, la recherche sur les matériaux IV-VI a commencé dans les années 

40 et a progressivement augmenté jusqu'au début des années 80. Mais malheureusement, en 

raison des caractéristiques principales de ces matériaux telle que la haute constante 

diélectrique statique, les composés PbX et leurs alliages sont devenus matériaux de mauvaise 

qualité par rapport aux matériaux II-VI. L'intérêt de ce type de matériaux IV-VI a donc été 

faible jusqu'au début de l‟année 90, lorsque les chercheurs ont abordé la physique complexe et 

inexpliquée de nouvelles structures de faibles dimensions des matériaux IV-VI [2]. 

Aujourd'hui, l'intérêt pour les matériaux IV-VI est renouvelé et les principales recherches ont 

porté sur des structures à faibles dimensions [3], semi-conducteurs magnétiques dilués [4] et 

les structures n-i-p-i [5].  

Ces composés sont considérés comme des matériaux prometteurs pour la technologie 

optoélectronique, thermoélectrique [6] et d'autres applications dans l'infrarouge moyen 

comme émetteurs optoélectroniques, capteurs et détecteurs [7,8]. Comparés par exemple aux 

composés du groupe III-V, ces chalcogènes IV-VI présentent des propriétés électroniques et 

de transport non typiques, telles que les hautes mobilités des porteurs de charge [9], ils sont 

caractérisés par une susceptibilité diélectrique élevée, un faible gap énergétique et un 

coefficient de température positif [10,11]. Ces propriétés rendent les composés IV-VI 
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particulièrement utiles en tant que dispositifs électro-optiques dans la gamme de 3-30 µm, 

correspondant à la moyenne et l'infrarouge lointain. Par conséquent, de nombreuses études et 

développements ont été entrepris dans les dispositifs de détection du rayonnement infrarouge 

et visible, diodes laser, et les cellules photovoltaïques, qui sont utilisés dans de nombreuses 

applications telles que le diagnostic médical, la surveillance des processus industriels et le 

contrôle de la pollution atmosphérique [12]. En outre, les dispositifs de confinement 

quantique sont en évolution avec des matériaux IV-VI, en particulier PbS, permettant la 

réalisation de dispositifs fonctionnant dans les gammes optiques technologiquement 

importantes [13]. Ces facteurs ont motivé l'intérêt pour l'étude du comportement fondamental 

de ces composés, pour lesquels les fondements de recherches expérimentales ont été effectués 

sur leurs propriétés structurales [10, 11, 14], la structure électronique [15-17] et les propriétés 

optiques [16-18].  

 

               Les alliages représentent une classe importante de matériaux utilisés dans l‟industrie 

des nouvelles technologies, couvrant une gamme allant des alliages métalliques mis au point 

dans le but de contrôler les propriétés mécaniques et magnétiques de ces systèmes, aux 

cristaux semi-conducteurs mixtes où les propriétés électroniques sont ajustées par la teneur en 

un composant de l‟alliage. L‟évolution rapide qu‟a connue la technologie optoélectronique 

ces dernières décennies impliquant une soif incessante de matériaux à propriétés 

optoélectroniques optimales, a poussé la communauté scientifique à explorer de nouvelles 

perspectives en développant de nouveaux composés semi-conducteurs mixtes du type          

A1-xBxC.  

 

               Les alliages semi-conducteurs ont été représentés par des super cellules relativement 

petites et dans de nombreux travaux théoriques la taille de ces super cellules n‟excédait pas 

quelques atomes (8, 16 et 32 atomes par super cellule). L‟utilisation d‟une super cellule de 

petite taille décrit l‟alliage semi-conducteur plutôt comme une structure ordonnée, ce qui est 

loin de la réalité. Une telle approche conditionne la pertinence des résultats. L‟éventualité 

d‟introduire des super cellules de grande taille (de quelques dizaines à quelques milliers 

d‟atomes) offrira l‟avantage de considérer le cristal comme un système complètement 

désordonné. Un compromis raisonnable s‟impose pour choisir une super cellule assez grande 

apte à tenir compte du désordre et assez petite pour ménager la mémoire et le temps de calcul.                                                                                                                                               

                 Motivés par toutes ces considérations, nous avons entamé une étude théorique sur 

les alliages ternaires PbSe1-xSx, par une approche ab-initio. Les études ab-initio menées sur 
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l‟ensemble des matériaux existants sont nombreuses, et ont donné des résultats fiables en les 

comparants avec les mesures expérimentales. Parmi ces méthodes ab-initio, la méthode des 

orbitales muffin–tin linéarisées avec un potentiel total (FP-LMTO) est l‟une des plus précises, 

actuellement, pour le calcul de la structure électronique des solides dans le cadre de la théorie 

de la fonctionnelle de la densité (DFT).  

 

              Ce mémoire comprend une étude de premier principe sur les alliages PbSxSe1-x               

(x = 0,00, 0,25, 0,50, 0,75 et 1,00) en utilisant la méthode des orbitales muffin–tin linéarisées. 

Notre objectif est la contribution à la détermination des propriétés structurales, électroniques, 

des chalcogénures de plomb PbS, PbSe et leurs alliages.  

 

Ce présent travail est divisé en quatre chapitres. Le premier, décrit des généralités sur les 

semi-conducteurs, et le deuxième décrit le cadre théorique dans lequel a été effectué ce 

travail. Les principes fondateurs de la théorie de la fonctionnelle de densité y sont exposés, en 

soulignant la partie la plus ambiguë de cette dernière, le terme d‟énergie d‟échange et de 

corrélation. Dans le troisième chapitre, nous présentons la méthode de calcul (FP-LMTO). Le 

dernier chapitre contient les résultats et leurs discussions. 
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Chapitre I 

Généralités sur les semi-conducteurs 
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I.1 Semi-conducteurs 

 

On différencie trois types des matériaux : les isolants, les conducteurs et les semi-

conducteurs. Ceux-ci sont intermédiaires entre les métaux et les isolants : à T = 0° K un semi-

conducteur se comporte comme un isolant. Néanmoins, il conduit l'électricité dès que la 

température augmente. La résistivité des semi-conducteurs varie entre 10
-3

 Ω.cm et 10
9
 Ω.cm, 

alors que celle des métaux est de l'ordre de 10
-6

 Ω.cm et celle des isolants peut atteindre     

10
22

 Ω.cm. Dans un semi-conducteur il existe deux types de conductions : la conduction par 

électrons et la conduction par trous. Lorsque dans un cristal certaines liaisons entre atomes se 

cassent, les électrons sont libres de se déplacer. L'emplacement de la liaison cassée est appelé 

trou. Sous l‟effet du champ électrique les électrons se déplacent dans le sens inverse du 

champ et les trous se déplacent dans le sens de champ [1]. 

 

I.1.1 Structures cristallines 

La matière condensée peut prendre deux états solides différents, suivant les conditions dans 

lesquelles elle s'est formée : un état dit amorphe, dans lequel la disposition des atomes est 

aléatoire, ou un état cristallisé, caractérisé par un arrangement périodique des atomes. Les 

solides amorphes sont généralement appelés des verres et considérés comme des liquides de 

haute viscosité. Les solides cristallisés peuvent former des monocristaux, si la périodicité est 

ininterrompue dans tout le volume, ou des poly-cristaux, s'il existe une périodicité locale et 

que le solide est composé d'un ensemble de grains cristallins de taille à peu près uniforme. 

 

I.1.2 Bandes d’énergie 

 

Dans un atome, l‟énergie quantifiée : elle ne peut prendre que des valeurs déterminées 

appelées niveaux d‟énergie. Dans un solide, les niveaux d‟énergie relatifs à chacun des 

atomes qui le constituent, sont proches les uns des autres et forment des bandes d‟énergie. A 

l‟intérieur des bandes d‟énergie, la différence entre des niveaux successifs est si faible que 

l‟on peut considérer que l‟énergie varie de façon continue [2]. Les propriétés électriques d'un 

matériau sont fonction des populations électroniques des différentes bandes permises. La 

conduction électrique résulte du déplacement des électrons à l'intérieur de chaque bande. Sous 

l'action du champ électrique appliqué au matériau l'électron acquiert une énergie cinétique 

dans le sens opposé au champ électrique. Considérons à présent une bande d'énergie vide, il 

est évident de par le fait qu'elle ne contient pas d'électrons, elle ne participe pas à la formation 

Généralités sur les semi-conducteursChapitre I
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d'un courant électrique. Il en est de même pour une bande pleine. En effet, un électron ne peut 

se déplacer que s‟il existe une place libre (un trou) dans sa bande d'énergie. Ainsi, un matériau 

dont les bandes d'énergie sont vides ou pleines est un isolant. Une telle configuration est 

obtenue pour des énergies de gap supérieures à ~9eV, car pour de telles énergies, l'agitation 

thermique à 300°K, ne peut pas faire passer les électrons de la bande de valence à celle de 

conduction par cassure de liaisons électronique. Les bandes d'énergie sont ainsi toutes vides 

ou toutes pleines [3]. 

 

 
Figure I.1 : Représentation des bandes d'énergie d‟un isolant, un semi-conducteur et un                                                                                              

conducteur. 

 

Un semi-conducteur est un isolant pour une température de 0°K. Cependant ce type de 

matériau ayant une énergie de gap plus faible que l'isolant (~1eV), aura de par l'agitation 

thermique (T=300°K), une bande de conduction légèrement peuplée d'électrons et une bande 

de valence légèrement dépeuplée. Sachant que la conduction est proportionnelle au nombre 

d'électrons pour une bande d'énergie presque vide et qu'elle est proportionnelle au nombre de 

trous pour une bande presque pleine, on déduit que la conduction d'un semi-conducteur peut 

être qualifiée de mauvaise. Pour un conducteur, l'interpénétration des bandes de valence et de 

conduction implique qu'il n'existe pas d'énergie de gap. La bande de conduction est alors 

partiellement pleine (même aux basses températures) et ainsi la conduction du matériau est 

élevée [3]. 

 

I.2 Semi-conducteurs intrinsèques 

Un semi-conducteur intrinsèque est un semi-conducteur non dopé, c'est à dire qu'il contient 

peu d'impuretés (atomes étrangers) en comparaison avec la quantité de trous et d'électrons 

générés thermiquement [3]. Pour mieux appréhender le comportement des semi-conducteurs, 

nous devons étudier plus en détail les populations d'électrons et de trous dans chacune des 
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bandes de conduction et de valence. Aussi, nous allons réaliser un bilan électronique des 

semi-conducteurs intrinsèques. Pour ce faire, nous devons introduire la notion de densité 

d'états énergétique N(E). Cette grandeur, dépendante de l'énergie électronique E, correspond à 

la place disponible pour les électrons dans la bande de conduction Nc(E) et à la place 

disponible pour les trous dans la bande de valence Nv(E). Pour des énergies proches des 

extrêmes de ces deux bandes, son tracé est parabolique [1]: 

 

                                                                                                (I.1)   

                                                                                                (I.2)  

 

Où  est la constante de Planck normalisée (h=6,626.10
-34

J.s) et mc (resp. mv) est la 

masse effective de densité d'états dans la bande de conduction (resp. dans la bande de 

valence). Pour un semi-conducteur à gap direct, mc (resp. mv) vaut la masse effective d'un 

l'électron me (resp. d'un trou mh) dans le cristal. Le concept de masse effective introduit dans 

les expressions précédentes permet de traiter les électrons (et les trous) qui sont dans le cristal 

des particules quasi-libres, comme des quasi-particules libres. Le semi-conducteur devient 

alors un gaz d'électrons et de trous spécifiques de par leur masse effective parfois très 

différente de celle de la particule libre. A titre d'exemple pour le GaAs mc/m0=0,066 avec 

m0=0,911.10
-30

 kg la masse de l'électron libre. Afin d'obtenir le nombre effectif d'électrons et 

de trous dans chacune des bandes, la densité d'état ne suffit pas, il faut aussi connaître la 

probabilité de présence d'un électron sur un niveau d'énergie E. Cette probabilité est donnée 

par la fonction de Fermi-Dirac [3]: 

 

                                                                                                      (I.3)  

Où k =1,38.10
-23

 J.K
-1

 est la constante de Boltzmann, T est la température et EF est l'énergie 

de Fermi considérée comme le potentiel chimique en semi-conducteurs. Il va de soi que la 

probabilité d'occupation d'un niveau d'énergie E par un trou est 1- f(E) car l'absence d'un 

électron implique la présence d'un trou et vice versa. La densité d'électrons n dans la bande de 

conduction est alors obtenue en sommant sur toute la plage d'énergie couverte par cette bande, 

la place disponible pour les électrons à l'énergie E pondérée par la probabilité de trouver un 

électron à ce même niveau d'énergie : 

                                                                                                    (I.4)  
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De même pour la densité des trous p dans la bande de valence: 

                                                                                          (I.5)    

                                   

Pour un semi-conducteur dont le niveau de Fermi EF est distant des extrêmes de plus de 3kT, 

la fonction de Fermi se simplifie sous une forme exponentielle et on obtient pour écriture des 

densités de porteurs [3]:  

 

                                                                                                          (I.6) 

Où : 

 

                                                                       (I.7) 

 

                                                                                               (I.8)  

Avec: 

 

                                                                                  (I.9) 

 

 

Où Nc et Nv sont les densités équivalentes (ou effectives) d'états. Elles représentent en 

quelque sorte le nombre d'états utiles, à la température T, dans leur bande d'énergie 

respective. Remarquons que la relation donnée par le produit des densités de porteurs est 

indépendante du niveau de Fermi. Elle est donc valable pour les semi-conducteurs 

intrinsèques mais aussi extrinsèques (cf paragraphe suivant). Notons qu'elle s'apparente à une 

loi d'action de masse comme celle de l'équilibre d'auto-ionisation de l'eau [H
+
][OH

-
]=Ke. Où 

ni sera la densité de porteurs intrinsèques (pour le silicium à 300°K, ni= 10
10

cm
-3

). 
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Figure I.2 : Représentation schématique des liaisons électroniques pour le semi-conducteur 

intrinsèque (Si) [3]. 

 

La figure I.2 montre que pour un semi-conducteur intrinsèque (sans impuretés), à chaque 

électron de la bande de conduction correspond un trou dans la bande de valence. De cette 

constatation, nous déduisons que les densités d'électrons et de trous sont identiques pour ce 

type de semi-conducteur.  

          

                                                                                                                (I.10) 

 

En remplaçant les densités de porteurs par leurs expressions respectives, l'égalité précédente 

nous permet de définir le niveau de Fermi pour un semi-conducteur intrinsèque EFi. Sachant 

qu'à température ambiante kT est très inférieur au gap, ce niveau se trouve très proche du 

milieu de la bande interdite [3]:  

 

                                                                        (I.11)  

 

La figure I.3 donne graphiquement le bilan électronique pour un semi-conducteur intrinsèque. 
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Figure I.3: Semi-conducteur intrinsèque. a) Diagramme des bandes d'énergie b) Densités 

d'états énergétique c) Distributions de Fermi-Dirac d) Densités énergétiques de porteurs (les 

densités de porteurs n et p correspondent aux surfaces hachurées) [3]. 

 

I.3 Semi-conducteurs extrinsèques 

 

Un semi-conducteur extrinsèque est un semi-conducteur intrinsèque dopé par des impuretés 

spécifiques lui conférant des propriétés électriques adaptées aux applications électroniques 

(diodes, transistors, etc...) et optoélectroniques (émetteurs et récepteurs de lumière, etc...). 

 

I.3.1 Semi-conducteurs de type P 

 

Un semi-conducteur type P est un semi-conducteur intrinsèque (ex : silicium Si) dans lequel 

on a introduit des impuretés de type accepteurs (ex : Bore B). Ces impuretés sont ainsi 

appelées parce qu'elles acceptent un électron de la bande de conduction pour réaliser une 

liaison avec le cristal semi-conducteur [3]. 
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apitre I Figure I.4 : Représentation schématique des liaisons électroniques pour le semi-

conducteur silicium (Si) dopé P par du Bore (B) [3]. 

 

La figure I.4 met en évidence qu'un semi-conducteur dopé P à une densité d'électrons n plus 

faible et une densité de trous p plus élevée que le même semi-conducteur pris dans sa 

configuration intrinsèque. On dit alors que les électrons sont les porteurs minoritaires et les 

trous, les porteurs majoritaires. Pour les semi-conducteurs extrinsèques, la densité de dopant 

est toujours très supérieure à densité de porteurs intrinsèques NA>> ni. Dans le cas d'un type 

P, la densité de trous est donc proche de celle du dopant accepteur NA. La relation étant 

toujours vérifiée, nous obtenons pour les densités de porteurs [3]:  

 

                                                                                                   (I.12)  

 

Le niveau de Fermi pour un semi-conducteur type P ou potentiel chimique est alors [3]:  

 

                                                                                          (I.13)  

 

Ainsi plus la densité d'accepteurs est élevée plus le niveau de Fermi se rapproche de la bande 

de valence. A la limite si NA=Nv le niveau de Fermi entre dans la bande de valence, on dit 

alors que le semi-conducteur est dégénéré.  

La figure I.5 donne graphiquement le bilan électronique pour un semi-conducteur dopé P.  

Chapitre I  
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Figure I.5: Semi-conducteur type P. a) Diagramme des bandes d'énergie b) Densités d'états 

énergétique. c) Distributions de Fermi-Dirac d) Densités énergétiques de porteurs (les densités 

de porteurs n et p correspondent aux surfaces hachurées) [3]. 

 

I.3.2 Semi-conducteurs de type N 

Un semi-conducteur type N est un semi-conducteur intrinsèque (ex : silicium Si) dans lequel 

on a introduit des impuretés de type donneurs (ex : arsenic As). Ces impuretés sont ainsi 

appelées parce qu'elles donnent un électron à la bande de conduction pour réaliser une liaison 

avec le cristal semi-conducteur. 

 

Figure I.6 : Représentation schématique des liaisons électroniques pour le semi-conducteur 

silicium (Si) dopé P par de l'arsenic (As) [3]. 

 

La figure I.6 met en évidence qu'un semi-conducteur dopé N a une densité d'électrons n plus 

élevée et une densité de trous p plus faible que le même semi-conducteur pris dans sa 

configuration intrinsèque. On dit alors que les électrons sont les porteurs majoritaires et les 

trous, les porteurs minoritaires. Par analogie avec les semi-conducteurs de type P et en notant 
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ND la densité de donneurs, les densités de porteurs pour un semi-conducteur de type N       

sont [3] :  

                                                             (I.14) 

Le niveau de Fermi pour un semi-conducteur type N est alors :  

 

                                                                                          (I.15)  

 

Ainsi plus la densité d'accepteurs est élevée plus le niveau de Fermi se rapproche de la bande 

de conduction. A la limite si ND=NC  le niveau de Fermi entre dans la bande de conduction, on 

dit alors que le semi-conducteur est dégénéré. 

 

 

Figure I.7 : Semi-conducteur dopé N. a) Diagramme des bandes d'énergie b) Densités d'état 

énergétique c) Distributions de Fermi-Dirac d) Densités énergétiques de porteurs (les densités 

de porteurs n et p correspondent aux surfaces hachurées) [3]. 

 

I.4 Courant dans les semi-conducteurs 

Les courants dans le semi-conducteur résultent du déplacement des porteurs de charge, 

électrons et trous, sous l'action de différentes forces, l'origine de ces forces étant un champ 

électrique (courant de conduction) ou un gradient de concentration (courant de diffusion) [4]. 

Le courant de conduction est le courant que l'on rencontre dans les semi-conducteurs et qui 

est proportionnel au champ électrique [4]:  

                                                                                                (I.16)  

                                                                                                (I.17)                                                                   
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Ces relations sont valables pour des champs électriques suffisamment faibles pour que la 

vitesse des porteurs reste proportionnelle au champ. Le courant total s'écrit alors [4]:  

                                                                           (I.18)  

 

Ainsi, la conductivité  et la résistivité , sont données par : 

                                                                           (I.19) 

                                                                                           (I.20) 

D‟autre part, lorsque les électrons ou les trous ne sont pas distribués uniformément dans le 

semi-conducteur, leur mouvement s‟effectue dans un sens qui tend à uniformiser leur 

distribution spatiale. Le flux de porteurs et donc le courant de diffusion est proportionnel à 

leur gradient de concentration [3]:  

 

                                                                                                     (I.21)  

 

                                                                                                     (I.22)  

 

Où : Dn et Dp sont les constantes de diffusion des deux types de porteurs qui sont par la 

relation d‟Einstein :              

                                                                                                            (I.23)  

 

La mobilité des électrons étant plus élevée que celle des trous, la relation d‟Einstein montre 

que, pour un même gradient de concentration, le courant de diffusion des électrons est plus 

grand que celui des trous [3]. 

 

I.5 Coefficient d’absorption 

Dans cette partie, nous présenterons les divers processus d‟absorption optiques intervenant 

dans les semi-conducteurs (absorption fondamentale ou bande à bande direct et indirecte, 

absorption excitonique, par transitions bande-niveau d‟impureté ou accepteur-donneur, intra-

bande, par les porteurs libres, par le réseau,…) [5]. Dans le silicium à température ambiante, 

les principaux processus d‟absorption sont l‟absorption fondamentale bande-à-bande et par les 

porteurs libres. 
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I.5.1 Absorption bande-à-bande 

 

 Le fonctionnement d‟une cellule photovoltaïque est basé sur l‟interaction entre un photon et 

un électron du semi-conducteur : un photon d‟énergie suffisante peut induire le saut d‟un 

électron depuis un état occupé de la bande de valence vers un état libre de la bande de 

conduction. Cette transition est régie par les lois de conservation de l‟énergie et de la quantité 

de mouvement, donc du vecteur d‟onde. Dans le domaine optique, le vecteur d‟onde d‟un 

photon, k = 2π/λ, est de l‟ordre de 10
-3

 Å
-1

. Pour les électrons, k varie de 0 à k0 = π/a,  a étant 

le paramètre de maille du réseau cristallin ; k est donc de l‟ordre de l‟Å
-1

. Le vecteur d‟onde 

du photon est ainsi négligeable devant celui de l‟électron, excepté aux valeurs proches de 0. 

Lors de l‟interaction photon/électron, ceci entraîne que la transition de l‟électron entre les 

bandes de valence et de conduction se fait sans changement de vecteur d‟onde. Les transitions 

radiatives sont verticales dans l‟espace des k [5]. L‟écart entre les bandes de valence et de 

conduction, ou gap, représente une caractéristique fondamentale des semi-conducteurs. La 

figure I.8 présente les différentes transitions possibles selon la nature du gap. Quand le 

minimum de la bande de conduction et le maximum de la bande de valence coïncident dans 

l‟espace des vecteurs d‟onde k, il s‟agit d‟un gap direct. Les transitions inter-bandes 

s‟effectuent verticalement, et sont donc radiatives (figure I.8 (a)). Ceci illustre le 

fonctionnement des semi-conducteurs binaires III-V, tels que le GaAs, beaucoup utilisés en 

optoélectronique. Dans le cas du silicium, le gap est indirect : les transitions électroniques 

entre les extrema des bandes sont obliques puisqu‟elles impliquent un changement du vecteur 

d‟onde de l‟électron [5]. Les électrons du sommet de la bande de valence peuvent toutefois 

être directement excités vers le minimum relatif central de la bande de conduction grâce à un 

photon de plus grande énergie. Pour que la transition s‟effectue dans le gap indirect, il faut 

qu‟un phonon soit simultanément absorbé (ou émis), afin que le vecteur d‟onde de l‟électron 

soit conservé (figure I.8(b)). Notons que la valeur du gap indirect du silicium est de 1,12 eV à 

300° K (ce qui correspond à une longueur d‟onde de 1107 nm) mais que celle du premier gap 

direct vaut 3,4 eV (soit 365 nm). 
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Figure I.8 : Transitions inter-bandes d‟électrons dans un semi-conducteur. a)gap direct, b) 

gap indirect [5]. 

 

 L‟interaction entre les photons et les électrons se traduit par le coefficient d‟absorption. Il est 

relié au nombre de photons absorbés par unité d‟épaisseur de matériau en fonction de la 

longueur d‟onde. L'intensité de l'onde électromagnétique traversant le semi-conducteur est 

donnée par [5]: 

 

                                                                                                (I.24)  

 

Où : est le coefficient d'absorption du semi-conducteur,  l‟intensité du faisceau incident et 

z la profondeur. On parle souvent de la profondeur de pénétration   dans un semi-conducteur 

d‟un rayonnement monochromatique comme étant la distance au bout de laquelle l'intensité 

dufaisceau diminue à de sa valeur initiale. Dans les semi-conducteurs à gap direct, le 

coefficient d‟absorption des photons d‟énergie supérieur au gap, , est donné par [5]: 

                                                                                   (I.25)  

 est une constante.  

 

Alors que dans les semi-conducteurs à gap indirect comme le silicium cristallin, où le 

maximum de la bande valence et le minimum de la bande de conduction se trouvent à des 

endroits différents de la zone de Brillouin, la conservation du vecteur d‟onde (ou le moment 

cristallin) nécessite l‟implication d‟un phonon (absorption ou émission). Le coefficient 

d‟absorption relatif à l‟absorption d‟un phonon d‟énergie s‟écrit [5]: 
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                                                                                           (I.26) 

                                                                                           (I.27)  

 

L‟absorption dans le silicium des photons qui ont des énergies comprises entre 1.1 et 4 eV 

pourrait avoir lieu via un gap direct , ou via deux gaps indirects  par 

l‟absorption ou l‟émission de l‟un des deux phonons d‟énergies  ce qui donne 

un coefficient d‟absorption total [5]: 

 

       (I.28) 

 

Ainsi, pour le silicium (figure I.9), la majorité des photons ayant une énergie supérieure au 

gap direct de 3,4eV (365nm) est absorbée dans les 10 premiers nanomètres du matériau. Ces 

transitions directes ne sont plus possibles pour des longueurs d‟onde plus élevées. Il faut alors 

qu‟un (ou plusieurs) phonon vienne assister l‟électron pour que ce dernier passe dans la bande 

de conduction, réduisant ainsi la probabilité de transition. Le coefficient d‟absorption diminue 

donc pour des longueurs d‟onde croissantes. I  

 

 

 

Figure I.9 : Coefficient d‟absorption du silicium et profondeur de pénétration des photons en 

fonction de la longueur d‟onde [6]. 
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I.5.2 Absorption par les porteurs libres 

 

 L‟absorption par les porteurs libres des photons incidents est un processus concurrent aux 

processus générant des paires électron-trou, ce processus est significatif pour les photons 

d‟énergies inférieurs au gap. Dans ce processus les électrons de la bande de conduction 

absorbent des photons et bougent vers des états supérieurs (même chose avec les trous). 

 

I.5.3 Génération optique des porteurs 

 

 Les photons d‟énergie supérieure au gap du matériau entrant dans un semi-conducteur 

génèrent des paires électron-trous (on suppose implicitement la création d‟une seule paire par 

photon). L‟expression du taux de génération G (cm
-3

.s
-1

) dépend de la forme du faisceau et de 

la surface éclairée, mais son intégrale sur tout le volume de génération donne le nombre total 

des photons absorbés par seconde. 

Cas (1) : Dans le cas de génération homogène, par un éclairement monochromatique, sur 

toute l‟épaisseur W d‟un échantillon :  

 

                                                                                                         (I.29)  

Où : 

  

 (photons/cm
2
/s) est le flux des photons incidents.  

 

 est la fraction des photons absorbés par le semi-conducteur.re I  

Cas (2) : En éclairant une surface S d‟un semi-conducteur d‟une façon homogène en surface 

mais pas en profondeur, le taux de génération à une dimension s‟écrit : 

                                                                                      (I.30)  

Où : 

 (photons/s) est l‟intensité incidente.  

Dans le cas où les photons incidents ne pénètrent pas jusqu‟à la surface arrière de 

l‟échantillon, on peut écrire :  

                                                                                                     (I.31)  
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Où :  

R est la réflectivité à la longueur d‟onde d‟excitation. 

Cas (3) : Dans le cas d‟un faisceau Gaussien de rayon , le taux de génération à trois 

dimensions, s‟écrit sous la forme : 

                                                    (I.32)  

 

Avec :   la distance par rapport au centre de faisceau. 

 

I.6 Recombinaison 

 

Par définition, la recombinaison est le retour de l‟électron de l‟état excité à l‟état initial ou de 

la bande de conduction vers la bande de valence, car il ne peut rester dans un état excité que 

pour un temps faible (t < 10
-8

 s).Ce retour de l‟électron de l‟état excité vers l‟état stable peut 

avoir lieu selon plusieurs façons [4]. Lors d‟une génération des paires électrons-trous, il faut 

aussi considérer le processus inverse ou recombinaison des paires électrons-trous, permettant 

de définir les taux de recombinaison  pour les électrons,  pour les trous par [7]:  

                                                                                                         (I.33)  

Où :  

 est la densité des porteurs. 

 est la densité des porteurs à l‟équilibre.  

 est la durée de vie de ces porteurs. 

 

I.6.1 Recombinaison en volume 

a. Recombinaison en volume de type RSH 

 

Les deux mécanismes précédents ne dépendent que du dopage et pas des défauts et des 

centres de recombinaison associés. Ils sont souvent masqués par des processus de 

recombinaison plus efficaces faisant intervenir les niveaux profonds [4]. 

 Pour le silicium, il y a des niveaux profonds proches du milieu de la bande interdite associés 

à quelques impuretés courantes. L‟électron à tendance à revenir à son état initial dans la bande 

de valence, en passant par ces niveaux (s‟ils existent). 
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Figure I.10 : Schéma descriptif du processus de recombinaison par piège [4]. 

 

Le modèle physique décrivant les recombinaisons en volume est basé sur le modèle de Read 

Shokley-Hall à un seul niveau piège. Le taux de recombinaison par piège est donné par la 

relation [4]: 

 

                                                                             (I.34)  

Où :  

 est le représente l‟énergie du niveau piège proche du milieu de la bande interdite,  et  

ont une valeur égale à 10
3
μs. 

 est la concentration intrinsèque effective donnée par la relation suivante [4]: 

                                                                                    (I.35)  

 

Elle est due au rétrécissement de la bande interdite pour un semi-conducteur fortement dopé 

et  présentent le rétrécissement de la bande interdite. 

 

b. Recombinaison en volume de type radiative 

 

Le processus de recombinaison radiative ou inter-bandes est définit comme l‟inverse du 

processus d‟absorption. L‟excès d‟énergie de l‟électron recombiné est cédé sous forme d‟un 

rayonnement optique. Ce processus est important pour les matériaux à bande interdite directe 

comme le GaAs et faible pour les matériaux à gaps indirects comme le Si. De ce fait, ce 

mécanisme n‟influe pas considérablement sur la durée de vie des porteurs minoritaires. Le 

taux de recombinaison est proportionnel à la fois au nombre d‟électron et au nombre de trous  
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[4]: 

                                                                                               (I.36) 

 

Où : 

 

 est le coefficient de recombinaison radiative, sa valeur est égale à 9,5.10
-5

 cm
3
/s. 

 

 

 

Figure I.11 : Schéma descriptif du processus de recombinaison de type radiatif. 

 

 

c. Recombinaison en volume de type Auger 

 

Nous avons une recombinaison de type Auger, lorsque l‟énergie de l‟électron qui se 

recombine dans la bande de valence est transférée sous forme d‟énergie cinétique à un autre 

électron libre. L‟énergie transférée est libérée ensuite sous forme de phonons. Ce mécanisme 

est prédominant pour les régions fortement dopées. Le taux de recombinaison est donné par la 

relation [4]: 

 

                                                                                (I.37) 
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Figure I.12 : Schéma descriptif du processus de recombinaison de type Auger [4].a 

p 

I.6.2 Recombinaison en surface  

 

La surface d‟un semi-conducteur est un lieu où les recombinaisons sont particulièrement 

nombreuses, en raison des liaisons non satisfaites des atomes de surface et autres défauts 

caractéristiques à température constante (T=300°K). Les recombinaisons en surface avant et 

arrière inhérentes aux densités de dopages selon la relation suivante [7]: 

                                                                                                     (I.38)  

 

,  et  dépendent du traitement de la surface et de la passivation. Pour une oxydation 

thermique d‟une couche de silicium de type n,  est de 1 et  est de 10
18

 cm
-3

. 

 

 

Figure I.13 : Illustration des états de surface dans une surface semi-conductrice ou une 

interface entre deux matériaux différents tels que deux semi-conducteurs différents 

(hétérojonction) ou un métal et un semi-conducteur (contact Schottky) [8]. 
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I.7. Semi-conducteur IV-VI 

I.7.1. Définition 

Les semi-conducteurs sont des matériaux dont la conductivité électrique, intermédiaire 

entre celle des conducteurs (~10
6
Ω

-1
.cm

-1
) et des isolants (~10

-22 
à ~10

-14 
Ω

-1
.cm

-1
), 

varie dans une grande proportion sous l'effet de la température, l'éclairement et la 

présence d'impuretés (dopage, défauts du réseau). 

Les semi-conducteurs sont principalement les éléments de la colonne IV du tableau de 

classification des éléments (Si, Ge), mais aussi des composés II-V ou IV-VI (PbS, PbSe), 

et même Pb1-xSxSe comme ternaire cf. Tableau I-1. 

 

IA-B IIA-B IIIB IVB VB VIB VIIB 

Li
3 

Na
11

 

Cu
29

 

Ag
47

 

Au
79

 

 

Be
4
 

Mg
12

 

Ca
20

 

Zn
30

 

Cd
48

 

Hg
80

 

B
5 

Al
13

 

Ga
31

 

In
49

 

Ti
81

 

C
6
 

Si
14

 

Ge
32

 

Sn
50

 

Pb
82

 

N
7
 

P
15

 

As
33

 

Sb
51

 

Bi
83

 

O
8
 

S
16

 

Se
34

 

Te
52

 

Po
84

 

F
9
 

Cl
17

 

Br
35

 

I
53

 

At
85

 

 

 

Tableau I.1 : Morceaux choisis du tableau périodique (en gras : éléments IV, VI). 

Les chalcogénures du Plomb se présentent  suivant  la structure cristalline  de type  NaCl. 

En  effet, pour cette structure, la coordinence des atomes de Plomb (Pb
82

) et d‟éléments 

chalcogènes (S
16

, Se
34

)  est de 6. La structure de type NaCl est composée de deux sous-

réseaux cubiques faces centrées d‟atomes de Plomb (Pb
82

) et d‟éléments chalcogènes 

(S
16

, Se
34

) décalés de a/2.  

 

I.7.2. Propriétés de nanoparticules Semi-conducteurs IV-VI 

I.7.2.1 Généralités 

Les semi-conducteurs de composés binaires sont constitués de deux éléments inorganiques  

distincts et représentent une famille de matériaux très étendue. Ils peuvent être constitués 

de deux éléments de la même colonne IV (SiC et SiGe), d‟éléments des colonnes III et  V,  

(notés  composés III-V tels que (GaAs, GaN, GaP) ou d‟éléments des colonnes II et VI 
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(composés II-VI tels que (CaS, CaSe et SrS) ou encore des composés de type IV-VI 

comme (PbS et PbSe). Les propriétés optiques de ces composés leurs confèrent diverses 

applications potentielles dans le domaine de l‟optoélectronique. D‟autres composés de 

trois et quatre éléments, employés dans la fabrication de diodes lasers, constituent aussi 

des semi-conducteurs. Ce sont des semi-conducteurs ternaires,(PbSSe). 

 

   I.7.3 La structure cristalline 

Le (PbS et PbSe) cristallisent dans la structure NaCl  (rocksalt),  appelée halite, La plupart 

des composés II-VI, quand ils sont comprimés à haute pression, observent une transition 

de la structure tétraédrique à la structure NaCl [9]. 

Dans cette structure (exemple le cas de PbS les atomes de soufres constitue un réseau 

cubique à faces centrées et les atomes de plomb occupent les milieux des arêtes avec aussi  

un  atome au centre du cube). Les paramètres de mailles de PbS et PbSe, à l‟état massif est 

a = 5,9362 Å [10,11], a = 6.124 Å [10,11] respectivement et leur groupe d‟espace est 

Fm3m (Figure I.14). 

 

 

Figure I.14: Structure NaCl, (groupe d‟espace  Fm-3m). 

 

L'étude des propriétés des composés se fera dans la première zone de Brillouin pour une 

structure rocksalt. Cette première zone de Brillouin possède la forme d'un octaèdre tronqué 

(figure I.15).Cet espace réduit du réseau réciproque est caractérisé par des points de haute  

symétrie. 
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I.7.3.1 Première zone de Brillouin 

La première zone de Brillouin pour la structure NaCl à la forme d‟un octaèdre tronqué 

(figure  I.15). 

 

Figure I.15: Première zone de Brillouin de la structure rocksalt avec la représentation des 

points et lignes de hautes symétries. 

 

I.7.3.2 Les points de haute symétrie 

Γ : ce point est le centre de la première zone de Brillouin avec les coordonnées K Γ = (0,0,0) 

X : ce point est le centre d‟une face carrée de l‟octaèdre qui appartient à l‟un 

des axes kx, ky ou kz  avec l‟une des faces carrées. Nous avons donc : 

 

 

 

 

L : ce point est le centre d‟une face hexagonale de l‟octaèdre dont les coordonnées sont : 

 

W : ce point se trouve sur l‟un des sommets des faces carrées. Les coordonnées sont : 
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. 

 

Z : ce point est situé sur la ligne qui joint le centre d‟une face carrée à l‟un des  coins  de  

l‟octaèdre avec les coordonnées : 

 

 

I.7.3.3 Les lignes de haute symétrie 

∆ : cette ligne représente la direction  .Elle relie le centre Γ au point X. 

Σ : c‟est un point appartenant au plan de symétrie kx = ky ou ky = kz ou kx = kz. 

Λ : cette  ligne  est la direction  .Elle relie le centre de la zone (Γ) au centre 

d‟une face hexagonale qui est le point L de l‟octaèdre. 

    

   I.7.4 Notion de bandes d'énergie 

Dans un atome isolé, on montre au moyen de la mécanique quantique, que les  électrons ne  

peuvent se trouver que dans certains états possibles caractérisés par des paramètres 

quantiques auxquels correspondent des niveaux énergétiques  discrets. 

Quand des atomes identiques se rapprochent pour former un  solide, l'interaction qui  

apparaît  entre les électrons des atomes du cristal démultiplie chaque niveau discret en un 

ensemble d'états infiniment proches: une bande d'énergie électronique dans un cristal 

résulte donc de l'hybridation des niveaux individuels des atomes qui composent le  cristal. 

Les énergies possibles pour un électron dans un solide forment ce qu'on appelle des bandes 

permises séparées par des bandes interdites. 

Les orbitales liantes forment la bande de valence (la dernière pleine) et les anti-liantes 

celle de conduction (la première vide), séparées par une bande interdite (gap) de largeur 

Eg (figure  I.16). 
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Figure I.16 : Les énergies de la bande interdite en fonction du paramètre de 

                                                       maille pour quelques semi- conducteurs. 

 

 

 

Figure I.17: Valeurs de la bande interdite (gap) en fonction du paramètre de réseau 

pour quelques semi-conducteurs de structure cubique. Les composés IV-IV (diamant), 

III-V (carré), II-VI (cercle) et  les chalcogénures de béryllium (croix). La bande claire 

du schéma représente la gamme d‟énergie correspondante à la région visible du 

spectre. (Figure extraite de la référence [12]). 

 

 

Chapitre I Généralités sur les semi-conducteurs



                                                                                                                    

 

29 

 

   I.7.5 Structure de bande 

Les extremums de la structure de bande des semi-conducteurs sont situés au centre de la 

zone de Brillouin [13]. Les semi-conducteurs ont une bande de conduction (BC) et une 

bande de valence (BV). Les niveaux d‟énergie pertinents sont ceux du dernier niveau 

saturé : orbitales pX,Y,Z liantes (de symétrie Γ5), et du premier niveau vide : orbitale s anti 

liante (de symétrie Γ1 plus élevée avec toutes celles du groupe Td). Entre ces deux niveaux 

se trouve un trou en énergie (gap). 

Du couplage, maintenant, entre tous les atomes du cristal naissent les  bandes  d‟énergie  

élargissant les précédents niveaux : les orbitales liantes forment la bande de valence et les 

antis liantes celle de conduction avec, le séparant, la bande d‟énergie interdite (band 

gap) cf. figure I.20. La prise en compte du spin amène à considérer le groupe (double Td) 

[14], ce qui transforme la symétrie Γ1 de la bande de conduction au centre de la zone de 

Brillouin en Γ6, deux fois dégénérée, et celle  Γ5 de la  bande  de valence en  Γ7  et  Γ8, 

respectivement  deux et  quatre fois dégénérées. Du fait enfin du couplage spin-orbite, les 

deux bandes Γ7 et Γ8 sont séparées de l‟énergie ∆o  figure I-18. 

Quant à la bande de valence Γ8, elle se compose en réalité de deux bandes de courbure 

différente, d‟où deux masses effectives : une lourde et une légère. La courbure de ces 

bandes étant négative, on introduit le concept de trou (hole) : quasi-particule de charge 

positive correspondant à une lacune électronique se déplaçant dans la bande de valence 

peuplée par quelques 1023 d‟électrons ; l‟électron lacunaire étant dans la bande de  

conduction. 

La bande de forte courbure est celle des trous dits légers (lh : light-holes), l‟autre est celle 

des  trous lourds (hh : heavy-holes) cf. figure I-19. 

Le gap est direct car le  minimum de la bande de conduction et le maximum de la bande de  

valence correspondent au même vecteur d'onde, au centre de la zone de  Brillouin. 

La transition d'énergie minimale entre ces deux bandes peut avoir lieu sans  changement  

de vecteur d'onde, ce qui permet l'absorption et l'émission de lumière de façon  beaucoup  

plus  efficace que dans les matériaux à gap indirect comme le  silicium. 
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Figure I.18 : Schéma de bandes au centre de la zone de  Brillouin. 

 

                               

    Figure I.19 : Structure de bande du semi-conducteur direct dans 

              l'approximation parabolique au centre de la zone de Brillouin. 

 

Les semi-conducteurs à l‟état massif sont des matériaux à structure cristalline. 

L‟interaction des électrons de valence est à l‟origine de la formation des liaisons dites de 

covalence. Celles-ci assurent la cohésion des atomes dans le cristal et les états 

énergétiques se présentent en bandes d‟énergie (figure I.19). Dans cette situation, les états 

de conduction et de valence sont séparés par une bande interdite dite (gap) de largeur Eg 

(Eg = Ec – Ev), où les états ne sont pas permis. La structure en bandes des                  
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Semi-conducteurs est comparée à celles des isolants et métaux, à l‟aide des diagrammes 

d‟énergie sur la figure I.20. 

 

Figure I.20 : Structure en bandes d‟énergie des matériaux ; isolants, 

semi- conducteurs et métaux. 

 

Il est bien connu depuis les années 80 [15] que les propriétés physiques des matériaux 

semi- conducteurs, notamment les propriétés optiques, changent considérablement par 

rapport à l‟état massif quand les états énergétiques concernent de très petites  particules. 

I.7.5.1 Gap direct et gap indirect 

Pour un cristal semi-conducteur, le maximum de la bande de valence et le minimum de la 

bande de conduction sont caractérisés  par une énergie E et un vecteur   . Dans  l‟espace  

réciproque, si  ce  maximum et ce minimum correspondent à la même valeur de   : on dit 

que le semi-conducteur est à gap direct. 

Si au contraire, ce maximum et ce minimum correspondent à des valeurs de  différentes : 

on dit que le semi-conducteur est à gap indirect; c'est le cas du silicium et du  germanium. 

Cette distinction entre matériaux semi-conducteurs à gap direct ou indirect est importante, 

particulièrement pour les applications optoélectroniques qui mettent en jeu à la fois des 

électrons   et des photons. 

En effet, lors de la transition d‟un électron de la BV vers la BC ou de la recombinaison 

électron- trou, il faut conserver l‟énergie (relation scalaire) et l‟impulsion (relation  

vectorielle). 

La transition d'énergie minimale entre ces deux bandes peut avoir lieu sans  changement  

de vecteur d'onde dans les semi-conducteurs à gap direct, ce qui permet l'absorption et 
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l'émission de lumière de façon beaucoup plus efficace que dans les matériaux à gap  

indirect. 

Cette différence oriente le choix des matériaux pour les applications optoélectroniques. 

 

I.7.5.2 Transitions inter bandes 

Au sein d'un semi-conducteur on différencie les transitions radiatives de celles qui sont 

non radiatives. 

Les transitions radiatives dites inter-bande sont à leur tour classifiées selon la 

configuration des bandes du semi-conducteur en transitions directes et indirectes (avec 

intervention d'un phonon) [16] : 

 les transitions directes ou verticales 

Dans le processus d'absorption directe, un photon est absorbé par le cristal avec création 

d'un électron et d'un trou. Comme le minimum de la bande de conduction est à la même 

valeur de    que le maximum de la bande de valence (figure 1.21.a), la transition optique 

a lieu  sans  changement significatif   , car le photon absorbé à un très petit vecteur 

d'onde. 

Ces transitions sont très efficaces dans le cas des semi-conducteurs  II-VI. 

 les transitions indirectes 

Dans le processus d'absorption indirecte la largeur minimale de la bande interdite fait 

intervenir  des électrons et des trous séparés par un vecteur d'onde non  négligeable. 

Dans ce cas une transition directe correspondant à la largeur minimale de la bande 

interdite ne  peut satisfaire à la condition de conservation du vecteur  d'onde; ce processus 

fait intervenir en   plus de l'électron et du photon, un phonon. Si un phonon de vecteur 

d'onde  et de fréquence Ω  est créé par ce processus, alors nous avons d'après les lois de 

conservation :  

 

Et :                               (émission de phonon d'énergie Ep = ħ Ω) ou                                                 

                                    (absorption de phonon) 

 

L'énergie du phonon est, en général, bien inférieure à Eg (0,01 à 0,03 eV). 

Dans ce processus d'absorption, un photon est absorbé avec création de trois particules: un      

   électron, un trou et un phonon; ce type de processus est moins probable que celui de 
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l‟absorption directe.  

 

Figure I.21: Transitions inter bandes a) directe b)  indirecte 

 

I.7.6 Propriétés électroniques 

Les propriétés électroniques des semi-conducteurs massifs sont gouvernées par celles  des  

électrons qui sont soumis à un potentiel périodique généré par les ions  situés  aux  nœuds  

du réseau cristallin. Dans un cristal infini les porteurs de charges sont libres de se mouvoir 

dans les trois directions de l'espace et le vecteur d‟onde   de l‟électron peut prendre toutes 

les valeurs possibles dans la première zone de Brillouin. 

 

I.7.6.1 Effet du confinement quantique des porteurs sur la densité d’états 

Au fur et à mesure que la taille diminue, les électrons deviennent confinés et leur 

mouvement se produit dans un espace réduit. Le vecteur d‟onde ne peut prendre que des 

valeurs discrètes [17] : 

                       k = Nπ/R  avec N = 1, 2, 3, ...                                (I.39) 

Où R est le rayon des cristallites supposées sphériques et le spectre d‟énergie cinétique est 

discret [18]. La figure I.22 présente un aperçu de l'effet de la réduction de dimensionalité 

sur la densité d'états électroniques et la relation de dispersion pour un  semi-conducteur. 

Dans un puits quantique (structure 2D), les porteurs de charges voient leur déplacement 

discrétisé suivant l‟axe de croissance (noté z) tandis qu‟ils conservent leur mouvement 

libre dans le plan du puits. La densité d'états électroniques du puits est en palier. Elle  

 

Chapitre I Généralités sur les semi-conducteurs



                                                                                                                    

 

34 

 

Présente encore un continuum d'états accessibles dû à ce que les électrons et les trous sont 

libres dans le plan (x, y). 

Dans un fil quantique (1D), les porteurs de charge restent libres dans la direction x et il y a  

toujours un continuum d‟états accessibles. La densité d‟états électroniques présente des 

singularités. Dans les nano-cristaux (0D), les porteurs de charges sont confinés dans les 

trois directions de l'espace. La densité d‟états électroniques est maintenant discrète comme 

celle de l‟électron dans l‟atome. 

Ces singularités de la densité d‟états sont à l‟origine des propriétés optiques et 

électroniques spécifiques des nanostructures semi-conductrices. 

Les propriétés électroniques et optiques de la matière vont être complètement modifiées si 

on quantifie le mouvement des électrons et des trous d'un cristal en restreignant leur 

déplacement sur une distance proche à la longueur d'onde de De-Broglie, définie  par : 

                                                                                                               (I.40) 

 

Où h est la constante de Planck et E l'énergie du porteur de charge de masse effective meff . 

Pour  que les effets quantiques ne soient pas  masqués  par l'énergie thermique,  il faut que 

l'énergie E  soit supérieure à KBT [19]. 

Les propriétés optiques des semi-conducteurs dépendent du spectre d‟énergie des paires 

électrons-trous confinés. Il est donc essentiel de comprendre le phénomène de la variation 

des propriétés électroniques en fonction de la taille des nano-cristaux pour pouvoir 

envisager la fabrication de systèmes nouveaux aux propriétés optiques  intéressantes. 
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Figure I.22 : Evolution de la densité d'états électroniques et de la relation        

                 de dispersion avec la dimensionalité dans un  semi-conducteur. 
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II. Problématique 

 
L‟étude à l‟échelle atomique des propriétés structurales, électroniques et optiques d‟un 

cristal périodique est un des sujets traditionnels de la physique de l‟état solide [1]. Plusieurs 

modèles théoriques ont été proposés dans le but d‟interpréter des mesures expérimentales et 

récemment, de prédire de nouveaux effets ainsi que de concevoir de nouveaux matériaux. 

D‟un point de vue microscopique le problème peut être établi d‟une manière simple. Ceci 

consiste à résoudre l‟équation de Schrödinger décrivant un système cristallin périodique, 

composé de noyaux atomiques (n) en interaction mutuelle et d‟électrons de spin 

ipositionnés à   ; 1,....I nR R I N   et à 
e ne ee nnH T U U U

    

     respectivement. 

II.1. L’équation de Schrödinger 

L‟équation de Schrödinger est l'équation fondamentale de la physique quantique, 

comme la loi de Newton en physique classique. On la retrouve pour décrire des phénomènes 

assez variés que ce soit dans l‟optique quantique (laser), la physique atomique 

(supraconductivité, condensation de Bose-Einstein), la technologie électronique (semi-

conducteurs, transistors, mémoires), la physique des plasmas, l‟astrophysique, la microscopie 

électronique, la neutronique, la chimie ou encore la biologie, ... D‟un point de vue 

mathématique, l‟équation de Schrödinger apparaît comme un problème à part, assez délicat, 

puisqu‟elle possède à la fois des aspects paraboliques et hyperboliques.  L‟équation de 

Schrödinger a été proposée de façon inductive par Schrödinger en 1926, un peu après la 

Mécanique des Matrices de Heisenberg (1925) et s‟est développée d‟abord dans le but de 

d´écrire les petits objets (atomes) constitués d‟une seule particule située dans un certain 

champ de force (l‟électron au sein de l‟atome d‟hydrogène, par exemple). L‟objet central de la 

théorie de Schrödinger, nommée aussi Mécanique Ondulatoire, est une fonction Ψ ( , t) à 

valeurs complexes, appelée fonction d‟onde. Cette fonction satisfait : 

 

                                                                   (II- 1) 

     

Où est le rayon-vecteur repérant la particule dans l‟espace ; V ( ) est l‟énergie potentielle de 

la particule étudiée, est le vecteur gradient dont les trois composantes sont (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) 

i désigne le nombre imaginaire pur fondamental, m est la masse de la particule. Ceci étant 

admis, il apparaît que la Mécanique Quantique n‟est formulable que pour des forces dérivant 

d‟un potentiel ; dés lors, admettre que cette théorie s‟applique à toute la Physique à l‟échelle 
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atomique ou subatomique, c‟est admettre que toutes les interactions “fondamentales” dérivent 

d‟un potentiel, au sens usuel ou en un sens généralisé. 

Le calcul de l'énergie totale d'un système composé d'ions et d'électrons en interaction est 

obtenu dans le cas général par résolution de l'équation de Schrödinger des états stationnaires 

 

                                                                                       (II- 2) 

 

Avec H l'opérateur hamiltonien,  une fonction d'onde multi-particules décrivant 

l'état du système (rj  le vecteur de position de l'électron j et RI celui de l'ion I) et E son énergie 

totale. Généralement, l'operateur hamiltonien s'écrit : 

 

                                             (II- 3) 

 

avec Te et Tions les opérateurs énergie cinétique des électrons et des ions, Vint et Vions les 

potentiels d'interaction entre électrons et entre ions, Vext le potentiel externe subi par les 

électrons qui contient les champs externes imposés par les ions. Ces quantités peuvent 

s'écrire : 

                                            (II- 4) 

 

                  (II- 5) 

 

                                                                                 (II- 6) 

Avec  et h la constante de Planck, me la masse de l'électron, MI la masse de l'ion I 

et ZI sa charge. 

Le calcul de l'énergie de l'état fondamental du système, c'est à dire le minimum global de E 

est analytiquement très difficile pour la plupart des systèmes. à cause du trop grand nombre de 

particules à prendre en compte et de la complexité des interactions qui en résultent. C'est le 

cas en particulier des effets d'échange et de corrélation électroniques, implicitement contenus 

dans Vint(r), qui agissent à courte distance au sein du cortège d'électrons. 

C‟est pourquoi, nous allons présenter différentes approximations permettant de s'affranchir de 

cette difficulté. 
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II.2. Approximation de Born-Oppenheimer  

Les problèmes auxquels nous nous intéressons ici ne font pas intervenir les degrés de 

liberté internes des noyaux. En outre, ces derniers s‟étendent sur une échelle plusieurs ordres 

de grandeurs plus petites que celle des électrons et concentrent l‟essentiel de la masse, ce qui 

les rend beaucoup plus lents que les électrons. Par conséquent il est possible de les considérer 

comme ponctuels et de les traiter de manière classique. Il est donc possible de découpler le 

déplacement ionique (dynamique cristalline) de celui des électrons: 

                                                              (II- 7) 

 

 Où est la fonction d‟onde nucléaire,  est la fonction d‟onde 

électronique correspondant aux positions  des noyaux figés. 

La justification détaillée de cette approximation n‟est pas aisée. D‟un point de vue 

physique elle signifie que le mouvement des électrons se fait à m donnée, c‟est-à-dire que le 

mouvement (lent, quasi-statique) des noyaux intervient de fait dans les états électroniques 

comme une simple variation paramétrique de chacun d‟entre eux. On néglige par conséquent 

les transitions induites d‟un état à un autre ; autrement dit, les électrons s‟adaptent 

instantanément à la configuration lentement variable des noyaux, d‟où la notion adiabatique. 

Cette hypothèse est connue sous le nom de l‟approximation adiabatique de Born 

Oppenheimer [2]. En écrivant l‟hamiltonien H sous la forme : 

                                                         

e e N e

'

N N N N N

N N'
i

i 1 N 1 i 1 N 1 i 1 jN N N'
1

N i i

Z Z1 1 1 1
Δ .

2 2 | R R | | R r | | r r |

NN

N
j

N

N

iNN

H
m      

 
       
    

         (II- 8) 

 

 On fait apparaitre un opérateur électronique Hél de la forme : 

 

        

e e e

'

N N N N

N N'
i

i 1 N 1 i 1 N 1 i 1 jN N N' N i i

Z Z1 1 1
Δ .

2 | R R | | R r | | r r |

N

él

N j
i

H
     

    

  
             (II- 9) 

Si on remplace (II- 7) dans l‟équation de Schrödinger, on obtient : 

                                                                                      (II -10) 
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La fonction est une fonction propre de l‟opérateur  avec la valeur propre 

, pour des positions des noyaux figés. 

Born et Oppenheimer ont aussi montré que le mouvement des noyaux est régi par une 

équation de type de Schrödinger,  

                                   (II-11) 

 Où  est l‟énergie électronique évaluée par l‟équation (II-10), et  

l‟énergie des noyaux. 

L‟approximation de Born-Oppenheimer découple ainsi le mouvement des électrons et des 

noyaux. Dans cette approximation les noyaux sont considérés comme « gelés », leur 

mouvement n‟est pas pris en compte. Il reste donc à résoudre l‟équation pour l‟hamiltonien 

électronique  où les  sont des paramètres fixés pendant les calculs. 

 Bien que la double approximation de Born-Oppenheimer et adiabatique permette de 

réduire de façon significative le degré de complexité inhérent à la résolution de l‟équation de 

Schrödinger, „„l‟équation électronique ‟‟restant à résoudre demeure encore un problème à 

plusieurs corps. La nouvelle fonction d‟onde totale du system dépend des cordonnées de tous 

les électrons et ne peut pas être découplée en contributions à une seule particule en raison de 

leur interaction mutuelle de sorte que le problème est beaucoup trop complexe pour être 

résolu de façon assez aisée, des approximations supplémentaires sont requises pour pouvoir 

résoudre « effectivement »  l‟équation de Schrödinger pour les matériaux réels. 

II.3. Approximation de Hartree 

Une des premières méthodes permettant de résoudre le problème de l‟atome réel et 

complexe sur la base du cas mono-électronique fut celle de Hartree qui exprima la fonction 

d‟onde globale comme un produit de fonctions mono-électroniques [3]. 

 

                           (II-12) 

 

Il proposa une equation autocohérente d‟une particule singulière pour décrir 

approximativement la structure électronique de l‟atome. Chaque atome est considéré en 

mouvement dans un potentiel effectif. L‟equation de Schrödinger dans l‟approche de Hartree 

pour un électron est :              
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                                                          (II-13) 

Ou : 

                                                                                          (II-14) 

Avec :       est l‟interaction électron-noyau    

et     est l‟action des autres électrons où on considère que les 

autres électrons forment une distribution de charge négative  C‟est-`a-dire que 

l‟électron se déplace dans un potentiel électrostatique moyen  provenant de l‟ensemble 

des électrons voisins.  

Les fonctions propres résultant de la solution permettent de calculer une nouvelle densité 

électronique : 

 

                                                                                                (II-15) 

 

La relation ”densité - potentiel” est obtenue par l‟équation de Poisson : 

 

                                                                                                                                   (II-16) 

 

où 𝜀0 est la constante diélectrique du vide.  Ceci sous-tend bien le cycle auto-cohérent, 

puisque la fonction d‟onde et la densité électronique (et donc le potentiel) sont 

interdépendantes.  

Un grand mérite de cette approche est donc d‟avoir proposé une solution auto-cohérente au 

problème du système électronique. 

Inconvénients : 

1. Simple à résoudre, mais ne donne pas de très bons résultats.  

2. Un gros problème, c‟est que chaque électron ressent sa propre charge. 

3. La fonction d‟onde d‟Hartree ne satisfait pas le principe d‟exclusion de Pauli. 

Une fonction d‟onde plus raisonnable doit être antisymétrique lorsqu‟on échange deux 

électrons [4].  

II.4. L’approximation de Hartree-Fock  

Cette méthode recherche l‟état fondamental à partir du principe variationnel [4],  Ici 

on doit chercher d‟abord une solution approximative pour l‟équation de Schrödinger 

électronique. Dans le schéma de Hartree Fock, on utilise une approximation pour la fonction 
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d‟onde poly-électronique. Pour ce faire, on fait appel à la méthode de déterminant de Slater 

qui permet de résoudre le problème électronique dans le cas le plus général.  

On définit le déterminant de Slater comme un déterminant d‟ordre N sur N spin-orbitales 

distinctes qui sont des fonctions mono-électroniques des variables d‟espace et de spin [5]. 

                                                                                                           (II-17) 

Où  

 est l‟orbitale,   est le spin. 

Les fonctions de spin sont orthonormalisées : 

                                                                (II-18) 

Les spin-orbitales sont construits de manière qu‟ils soient orthogonales : 

                                                                                                       (II-19) 

Avec                                                                                              (II-20) 

On écrit le déterminant de Slater comme: 

                                                                        (II-21) 

 

Ou bien on utilise la notation avec les éléments diagonaux : 

                                                                       (II-22) 

 

 est le facteur de normalisation valable pour les spin-orbitales orthonormées. 

La permutation des coordonnées de deux électrons correspond à la permutation de deux lignes 

ou deux colonnes où le déterminant change le signe c'est-à-dire que le déterminant satisfait le  

principe d‟antisymétrie. 

Une propriété importante de déterminant de Slater est le théorème d‟expansion : Les 

déterminants de Slater construits sur une base complète de spin-orbitales forment une base 

complète pour les fonctions antisymétriques à N fermions. 

Ce théorème permet d‟exprimer les fonctions d‟ondes poly-électroniques en termes de 

combinaison linéaire de déterminant de Slater [5]. L‟étape suivante consiste à utiliser le 

principe variationnel pour trouver le  qui correspond à la plus petite valeur de l‟énergie. 

On fait varier les  (à condition qu‟ils gardent l‟orthonormalité) pour obtenir l‟énergie 

minimale: 

                                                                                                    (II-23) 
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Qui est : 

                                                                     (II-24) 

 

La première contribution est l‟énergie cinétique des orbitaux non interactifs, le dernier est 

l‟énergie du potentiel externe. Dans le déterminant de Slater, l‟interaction coulombienne 

produit deux termes : 

                                                                            (II-25) 

Le premier terme est la contribution de Hartree, Le deuxième terme l‟intégrale d‟échange. 

Notons que cette méthode néglige toute correlation entre les position relatives de deux 

électrons en dehors de celle qui introduite par la forme antisymétrique de , ceci peut avoir 

une influence non négligeable sur la précision des calculs. 

 

II.5. Théorie de la fonctionnelle de la densité  

     II.5.1 Introduction 

La théorie  fonctionnelle de la densité (DFT) a pris une place très importante dans la 

panoplie des méthodes utilisées pour caractériser la structure électronique des systèmes 

complexes. Elle présente l‟avantage d‟introduire de façon simple et efficace les effets 

électroniques à N-corps ; ce qui permet d‟atteindre une description quantitative précise très 

difficilement obtenue avec les méthodes ab-initio standards. 

 La méthode est basée sur le postulat proposé par Thomas et Fermi  à la fin des années 

30. Il stipule que les propriétés électroniques peuvent être décrites en terme de fonctionnelles 

de la densité électronique. Thomas et Fermi ont utilisé leur théorie pour la description des 

atomes ; cependant, le manque de précision ainsi que l‟impossibilité de traiter des systèmes 

moléculaires en ont fait un modèle trop simpliste. En effet, le point faible de cette approche 

résidait dans l‟expression de l‟énergie cinétique qui ne prenait pas en considération les 

orbitales atomiques. 

 

II.5.2 Etat fondamental  

Le but de la DFT c‟est de déterminer, les propriétés de l‟état fondamental d‟un 

système composé d‟un nombre fixé d‟électrons en interaction coulombienne avec des noyaux 

ponctuels à l‟aide de la seule connaissance de la densité électronique. 
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Une formulation moderne mais plus générale et plus rigoureuse due à Lévy est celle qui 

consiste à considérer un système de Ne électrons en interaction, soumis à un potentiel 

extérieur , l‟hamiltonien est alors  

 

                                                                    (II -26) 

 

 Où T et Vél-él sont respectivement les termes d‟énergie cinétique et l‟interaction entre 

électrons (en général coulombienne).  

 Pour des densités  obtenues à partir d‟une fonction d‟onde 

antisymétrique , Lévy a défini la fonctionnelle 

 

                                                                                (II -27) 

 

 Où le minimum cherche est pris sur tous les  qui donnent la densité  est 

universelle dans le sens où elle ne dépend ni du système spécifique ni du potentiel extérieur. 

L‟état fondamental (EF) peut être déterminé par l‟énergie EEF, la fonction d‟onde et la 

densité . Ainsi les deux théorèmes fondamentaux, démontrés par Hohenberg et Kohn [6] 

sont: 

-l‟énergie de l‟état fondamental est une fonctionnelle unique de la densité électronique  

cette fonction peut s‟écrire donc, sous la forme : 

 

                                                                   (II-28) 

 

 pour un potentiel Vext et un nombre d‟électrons Ne donnés, le minimum de l‟énergie 

totale du système correspond à la densité exacte de l‟état fondamental : 

 

                                                                            (II-29) 

 

II.5.3. La DFT en tant que théorie à N corps  

On va voir que lors du passage de la fonction d‟onde à la matrice densité réduite à un 

corps et donc à la densité  moyenne, aucune information n‟est perdue tant que l‟on ne traite 

que l‟´etat fondamental du système matériel. Le théorème de Hohenberg-Kohn [6], formulé 

en 1964, énonce que la relation entre la densité et la fonction d‟onde est bijective et que la 
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densité contient autant d‟informations sur le système que la fonction d‟onde. Pour une revue 

des détails mathématiques de sa démonstration voir les références [6-9]. 

 

II.6. Théorèmes de Hohenberg et Kohn  

- Pour un système d'électrons en interaction, le potentiel externe Vext(r) est déterminé de 

façon unique, à une constante prés, par la densité électronique de l'état fondamental ρ0(r). 

Toutes les propriétés du système sont déterminées par la densité électronique à l'état 

fondamental ρ0(r). 

-  L'énergie totale du système peut alors s'écrire comme une fonctionnelle de la densité 

électronique, E = E[ρ], et l'énergie de l'état fondamental est égale au minimum global de cette 

fonctionnelle pour lequel ρ(r) = ρ0(r). 

 

II.6.1. Premier théorème de Hohenberg et Kohn  

Une conséquence immédiate de ce théorème est que la densité électronique détermine 

de façon unique l‟opérateur hamiltonien. Cela signifie que l‟hamiltonien est spécifié par le 

potentiel externe et le nombre total d‟électrons, M, qui peut être calculé à partir de la densité 

électronique simplement en intégrant sur tout l‟espace. Ainsi en principe, en connaissant la 

densité de charge, l‟opérateur hamiltonien peut être déterminé et à travers cet hamiltonien, les 

propriétés de la molécule ou du matériau peuvent être calculées : la valeur attend de l‟état 

fondamental de toute observable Ô est une fonctionnelle unique de la densité électronique 

exacte à l‟état fondamental : [ ( )]O O r . De ce fait, contrairement à la méthode Hartree-

Fock, la connaissance initiale de la fonction d‟onde du système n‟est en principe pas 

nécessaire pour évaluer ses propriétés physiques ou chimiques. Dans le formalisme de la 

DFT, les propriétés d‟un système sont parfaitement déterminées par la connaissance de 

( )r dans la mesure où la relation entre la propriété considérée et la densité de charge a été 

établie : 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r H r O r r O r                
       

.Ce premier théorème de 

Hohenberg et Kohn peut être étendu aux systèmes à polarisation de spin : l‟énergie totale du 

système ainsi que toutes les autres propriétés de l‟état fondamental sont des fonctionnelles  la 

fois de la densité de spin up ( )  et de la densité de spin down ( )  : 

( ), ( ) ; ( ), ( ) .E E r r O O r r   
   

    
                             

(II-30)
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La démonstration du fait que l‟énergie totale d‟un système à l‟état fondamental soit 

une fonctionnelle de la densité électronique a permis à Hohenberg et Kohn d‟exprimer cette 

fonctionnelle ( )E r 
   selon l‟expression : 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) .HX extE r F r V r r d r      
                              

 (II-31) 

Dans laquelle ( )HXF r 
   représente la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn et 

ˆ ( )extV r Représente le potentiel externe agissant sur ces particules. 

 

II.6.2. Deuxième théorème de Hohenberg et Kohn  

Le deuxième théorème de Hohenberg et Kohn est un principe variationnel analogue à 

celui proposé initialement dans l‟approche Hartree-Fock pour une fonctionnelle de la fonction 

d‟onde 
 

( 0)
E 


  mais appliqué cette fois à une fonctionnelle de la densité électronique : 

 

0 ( )

0 ,

r

E



 



 
 
 
                                                

(II-32) 

Où ( )r est la densité électronique exacte de l‟état fondamental du système. 

Ce deuxième théorème peut être énoncé de la façon suivante : 

- Pour un potentiel   et un nombre d‟électrons M donnés, l‟énergie totale du 

système atteint sa valeur minimale lorsque la densité ( )r correspond à la densité exacte de 

l‟état fondamental ( )r . 

Selon les deux théorèmes de Hohenberg et Kohn, la résolution de l‟équation de 

Schrödinger consiste à rechercher la minimisation de ( ) : 0
( )

E
E r

r





  
 

en appliquant la 

contrainte de conservation du nombre total de particules : ( )r dr M  . 

Ce problème peut être résolu en faisant appel aux multiplicateurs de Lagrange : 

( ) ( ) .G r r d r M    
                                                 

(II -33) 

La contrainte devient dans ce cas : ( ) 0G r  
   et si l‟on introduit une fonction auxiliaire 

( )A r 
   

telle que : 

( ) ( ) ( ) .A r E r G r         
                                           (II-34) 
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Où  est un multiplicateur de Lagrange, le problème à résoudre devient : 

( )
( ) 0.

( )

A r
A r dr

r

 
  



 
    

                                         (II-35) 

Soit : 

 ( ) ( ) 0.E r r d r M        
     

Il faut alors calculer la dérivée fonctionnelle de ( )A r 
   : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A r E r E r
E r r dr M r dr

r r r r r

      
     

    

     
               

      

 

(II -36) 

Si l‟on remplace cette dernière expression dans l‟expression de ( )A r  
   , il vient : 

 

 
( )

0
( )

( )

( )

( )

( )

E r
A dr

r

E r
dr dr

r

E r

r

 
   



 
 



 




  
    

 
 

 
  

 
  



 


                                   

(II -37) 

 

Il reste alors à calculer la dérivée fonctionnelle de ( )E r 
  . D‟après l‟équation (II-31), cette 

dérivée fonctionnelle s‟exprime selon : 

 

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

HF

ext

E r F r
V r

r r

   

 

   
                                            (II -38) 

 

En remplaçant l‟équation (II-24) dans l‟expression (II-23), on obtient l‟équation suivante : 

 

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

HF

ext

E r F r
V r

r r

   


 

   
     

                               

(II -39) 
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Dans laquelle la quantité représente le potentiel chimique électronique du système [7]. Cette 

équation, de type Euler-Lagrange, constitue l‟équation fondamentale du formalisme DFT. 

L‟analyse menée ci-dessus a permis de souligner le fait que la connaissance de la 

fonctionnelle ( )HFF r 
   suffirait à déterminer l‟énergie totale du système ainsi que ses 

propriétés à l‟état fondamental [8]. Cependant, cette fonctionnelle demeure inconnue à l‟heure 

actuelle de façon exacte. Il est par conséquent nécessaire de recourir à des approximations qui 

correspondent aux équations de Kohn-Sham  établies dans l‟objectif de fournir les fondements 

nécessaires pour exploiter de façon effective les théorèmes de Hohenberg et Kohn. 

 

II.7.  Les équations de Kohn et Sham   

L'approche proposée par Kohn et Sham en 1965 [10] suite aux travaux de Hohenberg et 

Kohn peut être résumée par l'idée suivante : 

- Le gaz électronique peut être décrit par des particules fictives sans interactions, 

représentées par des fonctions d'ondes monoparticules, φj(r), telles que le gaz de particules 

fictives présente à l'état fondamental la même densité électronique, donc la même énergie 

E[ρ] que le gaz électronique réel [9]. 

Cette idée constitue la base des calculs ab initio par la théorie de la fonctionnelle de la 

densité. 

Pour un gaz de N électrons, représenté par N particules fictives, Les fonctions d'ondes 

φj(r)sont solutions des équations de Kohn-Sham [10] : 

 

                                                          (II-40)    

         

Avec  l'opérateur énergie cinétique des particules fictives sans interaction et  l'énergie 

de l‟état . Les particules fictives subissent un potentiel effectif , somme de trois 

potentiels : 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ),eff ext H XCV r V r V r V r                  (II-41)     

    

avec ( )HV r le potentiel de Hartree ou potentiel d'interaction coulombien classique entre les 

particules de gaz électronique et ( )XCV r  le potentiel d'échange-corrélation. Ces deux termes 

s'expriment très simplement en fonction de la densité électronique : 
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3( ')
( ) ² '

| ' |
H

r
V r e d r

r r




                                            (II-42)            

[ ]
( )

( )

XC
XC

E
V r

r

 


                                                (II-43) 

A ce stade, la résolution les équations de Kohn-Sham est impossible puisque le potentiel 

( )XCV r ne présente pas de formulation explicite. 

Dans les deux prochaines sections, nous allons préciser le sens physique de ce potentiel et 

présenter deux méthodes approximatives de calcul de cette grandeur. 

 

II.7.1 Analyse du potentiel d'échange-corrélation VXC(r)  

Ce potentiel est le terme crucial de la DFT puisqu'il permet de compenser la perte 

d'information sur les propriétés d'échange et de corrélation du gaz électronique induite par le 

passage d'une fonction d'onde réelle multiarticulés à des fonctions d'onde fictives mono-

particules sans interactions par la méthode de Kohn-Sham. 

Dans un gaz électronique réel, les électrons présentant des spins parallèles subissent une 

répulsion liée au principe d'exclusion de Pauli. La réduction d'énergie du gaz électronique réel 

vis à vis d'un gaz électronique qui ne présenterait que des interactions coulombiennes est 

appelée énergie d'échange. 

L'énergie du système peut encore être modifiée en augmentant la distance de séparation des 

électrons présentant des spins antiparallèles. Cependant, la diminution des interactions 

coulombiennes s'accompagne d'une augmentation de l'énergie cinétique du gaz électronique. 

La différence d'énergie entre cet ensemble de particules réelles et le gaz de particules diminué 

seulement de l‟énergie d'échange (gaz de Hartree-Fock) est appelée énergies de corrélation. 

A partir des équations (II- 40), (II- 41)  on peut exprimer simplement ( )XCV r : 

 

int( ) [ ( ) ' ( )] [ ( ) ( )]XC e e HV r T r T r V r V r     .                              (II- 44) 

 

( )XCV r est donc la différence d'énergies cinétique et d'énergies interne entre le gaz 

électronique réel et le gaz fictif pour lequel les interactions entre électrons sont limitées au 

terme classique de Hartree. Les interactions coulombiennes étant à longue portée, ( )XCV r  est 

une grandeur physique locale. 
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L'efficacité de l'approche de Kohn-Sham dépend entièrement de la capacité du physicien à 

calculer aussi précisément que possible ( )XCV r  dont l'expression analytique est inconnue dans 

le cas général. 

II.7.2  Approximations physiques pour le calcul de VXC(r)  

La formulation approchée la plus simple du potentiel ( )XCV r  est obtenue dans le cadre 

de l'approximation de la densité électronique locale, LDA pour „„Local Density  

Approximation‟‟, initialement proposée par Kohn et Sham. Le point de départ de cette 

approximation repose sur le fait que l‟on peut assimiler le gaz inhomogène (réel) avec  un gaz 

homogène de même densité ρ(r) pour le calcul de l‟énergie d'échange-corrélation par électron 

c'est-à-dire )= , et par suite l'énergie totale d'échange-corrélation du gaz 

réel peut s'écrire [11, 12] : 

   ( , ) ( ) .XC XCE r r dr                                              (II- 45) 

 

De plus, les équations (II-27) et (II-29) permettent de réécrire l'expression du potentiel VXC(r) 

toujours dans le cadre de la LDA comme : 

 
 ( , )

( ) ( , ) ( ) .
( )

XC

XC XC

r
V r r r

r

 
  


                                (II- 46) 

Il est bien clair que dans cette approximation, à savoir la LDA, on suppose que les 

fluctuations spatiales de la densité électronique dans le gaz réel sont lentes, ceci peut s‟avérer 

parfois assez imprécis. C‟est pourquoi une amélioration sensible consiste à tenir compte des 

variations de ρ(r) en incluant justement le gradient de la densité électronique pour calculer 

VXC(r) : c‟est l'approximation de gradient généralisé GGA pour « Generalized Gradient  

Approximation » Les résultats sont plutôt meilleurs mais ce n‟est pas systématique. 

Dans nos calculs, nous allons utiliser les fonctionnelles d'échange-corrélation proposées 

respectivement par Perdew-Wang (PW92) [13] pour l'approximation LDA et par Perdew-

Burke-Ernzerhof (PBE) [14] dans le cas de l'approximation GGA. 

La possibilité d‟écrire explicitement ( )XCV r
 
permet donc de résoudre les équations de Kohn-

Sham et d‟obtenir ainsi l‟énergie de l'état fondamental E. 

Forts de nos approximations ci-dessus, nous allons donner une solution particulière 

des équations de Kohn-Sham ainsi qu‟une représentation de l'ensemble des états fictifs 

 sur des bases d'ondes planes spécifiques aux solides cristallins. 
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II.8  Les approximations utilisées en DFT  

II.8.1  L’approximation de la densité locale LDA  

Réécrivons l‟équation (II-31) en notant qu‟il s‟agit bien de l‟approximation LDA : 

 

   3 ( ) .LDA LDA

XC XCE d r r r    
                                     (II-47) 

 Kohn et Sham ont aussi utilisé, pour les systèmes magnétiques la polarisation de spin, 

par l‟approximation de la densité locale de spin (LSDA) où l‟énergie d‟échange - corrélation 

XCE devient une fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas à savoir 


et 


qui 

désignent respectivement les densités d‟électrons associées aux états de spin up ( ) et 

down ( ) . L‟équation (II-46) se met sous cette forme : 

3( ) ( ) ( ), ( ) ,LSDA LSDA

XC XCE r d r r r r    
 

   
                                (II- 48) 

 Avec :   
 

         

                               

II.8.2  L’approximation du gradient généralisé GGA  

 De façon identique, l‟énergie d‟échange-corrélation est explicitement écrite dans le cas 

de l‟approximation GGA, précédemment définie : 

3( ) ( ), ( ) .GGA GGA

XC XCE r d rf r r      
                                      (II- 49) 

 Où GGA

XCf dépend en particulier de la GGA utilisée. 

 En fait, les différentes variantes des fonctionnelles GGA traitent séparément la partie 

échange et la partie corrélation.  

L‟énergie d‟échange qui est facile à calculer peut être écrite de la manière suivante : 

 

 
4

3 3( ) ( )GGA LDA

X X XE E d r r F x 


    .                               (II-50) 

Avec : 

 
4

3

| |
x 









  .                                 

 Pour le spin , le terme x représente en quelque sorte le gradient réduit de la densité. 

La puissance 4/3 au dénominateur pour  a été introduite pour lui donner un caractère sans 

dimension. 
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 Dans la fonctionnelle GGA de Perdew-Wang 91 (PW91)[20], l‟énergie d‟échange est 

décomposée en deux termes distincts : 

 

 91 91 91

, ,

1
, 2 2

2

PW PW PW

x x x
E E E   

     
             ,                           (II-51) 

 

où l‟on fait apparaître une énergie d‟échange pour chaque état de spin. Chaque terme est 

calculé d‟après l‟équation (II-48) dans laquelle la fonctionnelle ( )xF x est déterminée à partir 

d‟un développement numérique de la DFT [15] donnée par exemple par l‟expression 

suivante : 

 
21001 2

1 4

1 0.19646 sinh (7.7956 ) 0.2743 0.1508
( ) .

1 0.19646 sinh (7.7956 ) 0.004

x

x

x x e x
F x

x x x



  



  





  


 
         (II-52) 

 

Ceci après avoir modifié légèrement la définition du « gradient réduit » donné par (II-49), 

d‟où : 

 
1 4

3 3

| |1

2(3 ²)
x 






 


     .                                     (II-53) 

 

Rappelons que les différentes formulations de la GGA diffèrent des unes des autres sur la 

façon de paramétrer les termes de la LDA et la méthode de construction de ( , )GGA

xcf   . Elles 

dépendent aussi du  choix des observables que l‟on cherche à déterminer (structures 

électroniques, réactivité, structures de bande des systèmes périodiques).  

 

II.9  Résolution itérative des équations de Kohn-Sham 

La recherche du minimum global de E[n] consiste à chercher les N plus petites valeurs 

propres  des équations (II-40). 

Les équations de Kohn-Sham sont résolubles de manière itérative. On impose une densité 

électronique d'entrée au pas numéro ,  (r) dont on déduit un potentiel effectif 

d‟entrée . La résolution des équations de Kohn-Sham produit un ensemble de N 

énergies associées à N fonctions d'ondes fictives. Dans le cas particulier d'un solide cristallin, 

les équations de Kohn-Sham peuvent être résolues pour chaque particule fictive  en chaque 

point  par une opération de diagonalisation  les  étant les valeurs propres et les 
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, ,j k Gc les composantes des vecteurs propres associés. On déduit de ce calcul une densité 

électronique de sortie au pas  : 

 
, ,( ) | ( ) | ² ,

MP

sortie

i j k i

k k j

n r r


 
  

 
                                      (II-54) 

Ce qui permet de calculer un potentiel effectif de sortie donc l'hamiltonien de 

Kohn-Sham. On construit ensuite une densité électronique d'entrée pour le pas de calcul i + 1 

:  

Dans le cas le plus général c'est une fonction des densités d'entrée et de sortie au pas i : 

 Plusieurs formes explicites de f pour la résolution 

d'équations de façon auto-cohérente existent dans la bibliographie ; nous précisons ici la plus 

simple qui consiste à écrire comme une combinaison linéaire de  et 

 : 

1 ( ) ( ) (1 ) ( )entrée entrée entrée

i i in r n r n r                              (II-55)  

 

avec  α un paramètre constant à chaque itération. 

Les itérations aboutissent lorsque les densités électroniques d'entrée et de sortie sont assez 

proches l'une de l'autre ce qui correspond à un ensemble d'états propres . 

La densité électronique n(r) est celle de l'état fondamental, n0 et  

La résolution des équations de Kohn-Sham pour les points de symétrie dans la première zone 

de Brillouin permet de simplifier les calculs. 

Cette résolution se fait d‟une manière itérative en utilisant un cycle d‟itérations auto cohérent, 

Nous résumons ce cycle par les étapes suivantes : 

1. Commencer par une densité d‟essai pour la première itération. 

2. Calculer la densité et du potentiel d‟échange corrélation pour un point. 

3. Résoudre l‟équation de Kohn-Sham.  

4. Calculer la nouvelle densité. 

5. Vérifier le critère de convergence (en comparant l‟ancienne et la nouvelle densité). 

6. Calculer les différents grandeurs physiques (Energie, forces, …) ; Fin de calcul. 

Finalement, sur la figure (II.1), un schéma illustrant les différentes étapes dans un calcul auto 

cohérent réalisé par la DFT. 
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Figure (II.1) : Cycle auto cohérent de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 
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III.1. Introduction 

  

 La méthode linéaire des orbitales muffin-tin (LMTO) est parmi les techniques qui 

jouent un rôle très important pour résoudre les équations de la fonctionnelle de la densité 

pour un système de matière condensée. Cette approche est caractérisée par deux points: 

1- L'utilisation des fonctions de base d'atome centre qui sont définies par 

le moment angulaire, construites en dehors des fonctions de Hankel. 

2- L'utilisation de 1'augmentation pour introduire les détails atomiques 

dans les fonctions de base à proximité de chaque noyau. De façon générale, le 

raisonnement de cette approche est de construire les fonctions de base qui 

ressemblent beaucoup aux fonctions d'ondes du début. Pour la méthode (LMTO), 

l'équilibre n'ai aucun doute positif si1'approximation de la sphère atomique est 

employée. 

 

III.2. L’approximation Muffin-Tin (MT)  

 L‟approximation Muffin-Tin  consiste à découpler le cristal en deux régions : 

 Des sphères appelées sphère Muffin-Tin [1], englobent chaque atome où le potentiel 

est supposé  à symétrie sphérique. 

 Des zones interstitielles (ZI) où le potentiel est lisse où variant très lentement.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.1 : Potentiel Muffin-Tin. 
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III.3. Instruction de base 

        Dans le paragraphe précédent on a décrit l‟approximation Muffin-tin qui suppose que 

l‟espace cristallin est divisé en sphère d‟atomes centrés et la région constante c‟est la région 

interstitielle. La densité de charge et le potentiel effectif sont augmentés par des harmoniques 

sphériques à l‟intérieur des sphères :  

  ˆ( ) ( )l
L L

L

r r i Y r   
  

 

  ˆ( ) ( )l
L L

L

V r V r i Y r    

 

L‟équation de Schrödinger est résolue en termes de principe variationnel : 

2( ) 0
k k

V E        

( ) ( )k k
Lk Lk

Lk

r A r
  



   

 

Et le problème de la valeur propre est  

2
' ' ' ' ' '

k k k k k
L k Lk k L k Lk Lk

Lk

V E A 
     



    
 
 

  
 

 

III.3.1. Fonction de base  

      L‟espace set divisé en sphère muffin-tin chevauchées (où légèrement chevauchées) S
R
 

entourant chaque atome et la région restante c‟est la région interstitielle Ωint. A l‟intérieur des 

sphères, les fonctions de base sont représentées en termes de solutions numériques de 

l‟équation de Schrödinger radiale pour la partie sphérique du potentiel multipliées par des 

harmoniques sphériques ainsi que leurs dérivés d‟énergie prises à un certain niveau d‟énergie 

εν . Dans la région interstitielle, où le potentiel est essentiellement constant, les fonctions de 

base sont des ondes sphériques prises des solutions de Helmholtz : 

(– 
2 
 – ε) ƒ (r, ε) = 0 avec une certaine valeur fixe de l‟énergie cinétique moyenne 2

v vK 
 

 

 En particulier, dans la méthode LMTO standard utilisant l‟approximation de la sphère 

atomique (ASA), la valeur choisie de  
2 0vK    Dans les développements de la méthode  

 

(III – 1) 

(III –2) 

(III –3) 

(III –4) 

(III –5) 
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LMTO pour un potentiel de forme arbitraire (full potentiel), plusieurs ensembles de bases 

kappa sont normalement utilisées afin d‟augmenter la liberté variationelle des fonctions de 

bases tandis que les développements récents d‟une nouvelle technique LMTO évite ce 

problème. La stratégie générale pour inclure les termes du potentiel total (full potentiel) dans 

le calcul est l‟utilisation du principe variationnel. Quelques différentes techniques ont étés 

développées pour tenir compte des corrections non sphériques dans le cadre de la méthode 

MTO. Elles incluent les transformée de Fourier dans les régions interstitielles, les 

développements des harmoniques sphériques à un centre dans les cellules atomiques, les 

interpolations en termes de fonction de Hankel aussi bien que des calculs directes de la 

densité de charge dans la représentation tight-binding. Dans les deux arrangements, le 

traitement des structures ouvertes, par exemple, la structure diamant est compliquée et les 

sphères interstitielles sont habituellement placées entre les sphères atomiques. 

De ce fait, est développée la technique (linear-response LMTO) en utilisant la représentation 

des ondes planes de Fourier. 

Les ondes planes partielles ou orbitales muffin-tin sont définies dans l‟espace entier :  

( )
( )

( )

H
Lk

Lk

Lk

r r S
r

H r r S

  


 


  
 
  

 



 

 

Où ) est construite à partir de la combinaison linéaire  et  avec la condition de 

l‟augmentation du lissage de la sphère. 

 

III.4. Sphères muffin-tin   

 Les fonctions de base de la méthode LMTO s‟obtiennent à partir de la somme de 

BLOCH de ces ondes partielles : 

'( ) ( ) ( ) ( )k ikR H ikR
Lk Lkr Lkr Lkr

R R

r e r R r e H r R             
 

L‟utilisation du théorème d‟addition permet d‟avoir la relation suivante : 

                   
' ' '' ' ' ' '

'

( ) ( ) ( )ikR k
L LLkr L k l

R L

e H r R J r S k                                         

Pour que les constantes de la structure  se stabilisent et la valeur de  =         

on obtient :  
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' ' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r r J r S k         
 

 

L‟utilisation de l‟augmentation à l‟intérieur de la sphère MT montre que :  

 (  → ), où ) est une combinaison linéaire de  et  avec la 

condition d‟augmentation du lissage vers la sphère. Alors, les fonctions de base dans la sphère 

MT sont réécrites sous la forme suivante : 

 

' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r r r S k             

Dans la région interstitielle les fonctions de base sont définies comme suit :   

 

' ' ' '' ' ' ' '
'

( ) ( ) ( ) ( )k H k
L LLk Lkr L k l

L

r H r J r S k            

Les formules pour les fonctions radiales numériques sont :  

 

   ( ) , ,H H H
Lkr lk Lk lk Lk

r a r E b r E       
   

 

 

   ( ) , ,H J J
Lkr lk Lk lk Lk

r a r E b r E       
     

Où  

 H
lk Lk Lk

a W H    

 H
lk Lk Lk

b W H     

          

 J
lk Lk Lk

a W H     

 J
lk Lk Lk

b W H     

                                            

Avec =  et les coefficients et    fournissent un lissage similaire avec   

. Les propriétés d‟orthonormalisation sont : 
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 2 2

0

( ) 1
S

lk lk lk
r r dr W



      
     

2

0

( ) ( ) 0
S

lk lk
r r r dr



        

 

III.4.1. Transformée de Fourier de la Pseudo LMTOs  

 Cette représentation sera employée pour la description des fonctions de base 

seulement à l‟intérieur des régions interstitielles Ωint. La partie divergente de la fonction de 

Hankel est substituée par une fonction lisse pour .  Cette fonction régulière sera 

notée comme [2].  

La représentation du pseudo LMTO   sera définie dans tout l‟espace d‟après les 

relations suivantes : 

( )( ) ( ) ( ) i k G rk ikR
kRL Lk lk

R G

r e H r R k G e         

Cette représentation est identique avec la vraie somme dans la région interstitielle. 

       La fonction de Hankel considérée est ( ) = ( )  ( ) d‟énergie  qui est 

singulière à l‟origine. La transformée tridimensionnelle de Fourier de cette fonction ( ) 

est connue de telle sorte qu‟elle se comporte comme  pour les grandes valeurs de k. la 

partie divergente de ( ) doit être remplacer à l‟intérieur de certaines sphères s par une 

fonction régulière mais lisse. Cette fonction est choisie afin que la transformée de Fourier 

converge rapidement. Dans la méthode (full-potential LMTO) de Weyrich [2],  

La fonction croissante est la fonction de Bessel  et la dérivée de son énergie  ainsi que sa 

dérivée radiale du premier ordre sont assorties avec la fonction de Hankel à la limite de la 

sphère. 

 La transformée de Fourier converge à , les dérivées de l‟énergie (n) sont inclues afin 

d‟avoir un même lissage à la limite de la sphère jusqu‟a l‟ordre n. ceci a été fait en rapport 

avec le problème de résolution de l‟équation de Poisson  [3]. Ici la transformée de Fourier 

converge à la valeur  mais il y‟a une augmentation de la valeur (21+2n+3) !! et ceci 

montre bien l‟obligation d‟éviter les grandes valeurs de n. la même procédure a été employée 

dans la méthode LMTO de Wills [4]. Par contre S.Savrasov [5] a utilisé une approche 

différente basée sur la méthode Ewald. La même idée a été mise en application par Methfessel 
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et Mark Schilfgaard [6]. Au lieu de substituer la partie divergente seulement pour r < s, ils ont 

considéré la solution de l‟équation : 

 
2 2 2 2

'

2 2 ( ) ( )r k l l
kl lm

r
k H r al e i Y r

s
   

 
 

  
 

 

La fonction de la partie droite de l‟équation de Helmholtz est une fonction Gaussienne 

décroissante. Le paramètre  est une constante de normalisation telle que : 

 al = 
l+3/2   

  le paramètre le plus important est . Il est choisi de telle 

sorte qu‟à r > s la fonction gaussienne est approximativement égale à zéro et  dépend de 1 

ainsi que du rayon de la sphère s. la solution est ainsi la fonction de Hankel pour une grande 

valeur de r, c‟est une fonction régulière pour une petite valeur de r et elle est lisse ainsi que 

ces dérivées radiales quel que soit r. la fonction peut être calculé suivant l‟erreur comme un 

contour d‟intégrale : 

 
2 2 2

1
/42

0

(2 )
( )

2 1 !!

l
r kl

kl l

s
H r r e d

l


 




 




 

 

 

Quand  →  l‟intégrale est connue comme l‟intégrale de Hankel. Le résultat le plus 

important est la transformée de Fourier qui décroit exponentiellement. Son équation est 

donnée par : 

 

2 2 2/4
1

2
2 2

0

2
( ) ( )

2 1 !!

K k
l l

kl l

s k e
H r k dkj kr

k Kl





 
 
 




   

Le pseudo LMTO sont les ondes de Bloch du vecteur d‟onde k, les coefficients de Fourier 

sont donnés par : 

 
 

22

2
'1 4

( )

2 2

4
( )

2 1 !!

Rl

k k G

l
R i k G R

LkRl

c

S k G
k G e Y k G e

l k G k




 
 
 
 
 
 

 


 


  

   
 

 

Où  est le volume de la cellule d‟unité. Dans les calculs pratiques, le paramètre  peut 

être choisi à partir du rapport entre la fonction de Hankel à la sphère et la solution, c'est-à-dire 

l‟erreur  est prise pour ne pas dépasser la valeur 0.03 qui entraine le nombre d‟ondes planes 
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par atome variant entre 150 et 250 quand 1 = 2, nécessaire pour la convergence. Pour les 

orbitales s et p ce nombre est de 2-3 fois plus petit. 

Le potentiel d‟échange et de corrélation est déterminé en utilisant la transformée de Fourier 

rapide et les éléments de la matrice du potentiel interstitiel sont explicitement évalués. 

 

III.5. Fonctions lisses de Hankel de base « Smooth Hankel functions»  

         La fonction enveloppe de la méthode LMTO standard est une fonction de Hankel de 

paramètre d‟énergie est (habituellement) nul ou négative multiplié par une harmonique 

sphérique. Cette fonction est désignée comme « fonction de Hankel du solide ». La résolution 

de l‟équation de Schrödinger pour un potentiel constant, décroit exponentiellement à des 

grandes distances si le paramètre set négatif multiplié par une harmonique sphérique et a une 

valeur singularité à l‟emplacement où il est centré. L‟essentiel de la modification c‟est 

d‟enlevé la singularité. La fonction de Hankel est lisse et analytique dans toutes les parties de 

l‟espace. 

Quand une telle fonction est utilisée pour construire la base, les paramètres peuvent             

(où doivent) être choisis de sorte que les fonctions deviennent des variantes non lisses en 

dehors de la sphère atomique centrale. Ceci accélère le calcul pour deux raisons : 

1- La base peut être plus petite. 

2- L‟intégral numérique peut être fait en utilisant une maille plus brute. 

 

III.5.1. Propriétés de base   

         Dans le contexte de l‟établissement ou du fonctionnement du calcul, l‟information 

appropriée au sujet des fonctions lissées de Hankel [7, 8]. Pour des grands rayons, la fonction 

lissée à chaque moment angulaire est égale à la fonction de Hankel standard correspondante, 

qui montre une décroissance exponentielle proportionnelle à exp(-ikr), spécifiée par le 

paramètre d‟énergie négatif є = - k
2
. 

 

         Pour des petits rayons, la fonction est courbée et le dépasse graduellement jusqu‟à ce 

qu‟elle approche finalement   prés de r = 0. Une fois multiplier par l‟harmonique sphérique 

 ( ), le résultat est analytique dans toutes les parties de l‟espace. De même importance  est 

Rsm, désigné comme le rayon lisse associé à la fonction. Il s‟avère que la fonction standard de 

Hankel et sa variante lisse sont égales où le gaussien exp(-r 
2
 / R 

2

sm
 ) est négligeable, c'est-à-
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dire pour r > 3R sm , quand Rsm est croissant, la déviation à partir de la fonction standard 

commence à une grande valeur de r et la fonction résultante est fortement lissée. 

          Spécifiquement, les valeurs près de r = 0 deviennent petites. De façon générale, deux 

paramètres distincts déterminent la forme de chaque fonction. L‟énergie donne une 

décroissante à des grands rayons, et le rayon lissé détermine comment la fonction est 

fortement lissée. Pour optimiser la base pour un type d‟atome donné, les deux paramètres 

devraient être ajustés. Comme un ensemble de base, ces fonctions combinent plusieurs 

avantages des fonctions de Hankel et gaussiennes. Grace au comportement de la fonction 

d‟onde exponentielle à de grande valeur de r, leurs utilisations montrent que les calculs sont 

plus stables que ceux qui emploient les fonctions gaussiennes. Près de l‟origine, elle a une 

forme non singulière lissée. Plusieurs quantités importantes peuvent être évaluées 

analytiquement pour ces fonctions. 

 

III.5.2. Formalisme des fonctions de Hankel lissées   

         Les fonctions de Hankel lissées sont définies de la manière suivante. La fonction de 

Hankel habituellement pour le moment angulaire nulle est h
0
 (r) = e

-kr
 
/ r où k définit la 

décroissance à des grands rayons. Comme une fonction de r = |r| dans l‟espace 

tridimensionnel, h
0
 satisfait l‟équation : 

( 0 (r) = -4 (r)   

 

Où  = - k
2

 est l‟énergie liée à la fonction, la valeur est toujours prise pour être négative. 

Ainsi, la valeur  appliquée à h
0
 est partout nulle excepté à r = 0, où la fonction delta 

résulte une singularité l / r de h
0
. Exprimée différemment, h

0
(r) la réponse de l‟opérateur 

 pour un terme de source spécifique, à savoir une fonction delta. Pour changer cette 

fonction standard de Hankel en fonction de Hankel lissée, la forme de la fonction de delta est 

infiniment pointue et en dehors pend la forme d‟une gaussienne :   

   0 0( ) 4h r g r   
 

 

Une normalisation convenable est donnée par g
0
(r) = C exp (r

2

 / R
2

sm
), la fonction de Hankel 

lissée s‟approche de la fonction standard pour une grande valeur de r. pour r plus petit et 
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atteint la rangée où g
0
(r) est non négligeable, la fonction se courbe plus lissement et se 

comporte comme une constante r
l

 pour r → 0. 

 

 

Figure III.2 : Comparaison des fonctions de Hankel standard et lisse. 

 Les fonctions lissées de Hankel sont aussi utilisées pour des moments angulaires élevés afin 

de construire des fonctions de base des états s, p, etc. ceux-ci peuvent être obtenu 

immédiatement en appliquant un opérateur différentiel Y
L
(- défini comme suit. Le 

polynôme harmonique sphérique y(r) = r
l

 Y
L
 est un polynôme en x, y et z, par exemple    

C(x
2

- y
2

). En substituant les dérivés partielles –
x
, 

y
 et 

z
 pour x, y et z respectivement, 

l‟opérateur recherché est obtenu d‟une manière directe. L‟application de cette opérateur à la 

fonction delta donne un dipôle, quadripôle ainsi de suite, en appliquant aussi à g
0
(r) donne des 

courbes en dehors de la forme gaussienne. Ainsi, les fonctions lissées de Hankel d‟ordre L 

sont H
L
(r) = y

L
(- )h

0
(r)  et satisfont l‟équation différentielle : 

       04 4L L LH G r y g r     
 

 

Plusieurs quantités importantes peuvent être calculées analytiquement pour ces fonctions, par 

exemple l‟intégrale du chevauchement et la valeur de la probabilité de l‟énergie entre deux 

fonctions quelconques. Elles peuvent être également augmentées autour d‟un certain point 

dans la cellule unité [8]. 
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III.5.3. Les avantages des fonctions enveloppe lisses de Hankel  

         La première raison de l‟utilisation des fonctions de base des fonctions lissées de Hankel 

c‟est qu‟elles peuvent réduire la taille de l‟ensemble de base, conduisant à un gain substantiel 

dans l‟efficacité.  

         Pour montrer ceci, notez que les fonctions de base du LMTO standard ne sont pas en fait 

optimales comme une base pour représenter le cristal ou les fonctions d‟ondes moléculaires. 

Le problème principal est qu‟elles sont « trop raides » dans la région interstitielle près de la 

sphère muffin-tin sur laquelle elles sont centrées. Les fonctions de Hankel standard résolvent 

l‟équation de Schrödinger pour un potentiel constant. En approchant un noyau, le potentiel 

réel du cristal n‟est pas constant mais décroit dès que le noyau est attractif. La courbure de la 

fonction d‟onde est égale au potentiel sans l‟énergie qui devient négative. La fonction d‟onde 

est courbée en dehors de la sphère MT. En utilisant les fonctions de Hankel, cette forme 

typique est inhérente à chaque fonction de base. Cet effet peut être apprécié en inspectant la 

manière dans laquelle les fonctions de base du LMTO standard sont combinées pour décrire la 

fonction d‟onde du cristal. Généralement, l‟ensemble de base doit inclure quelques fonctions 

qui décroissent lentement ainsi que d‟autres qui sont considérablement plus localisées. On 

utilise les fonctions lissées de Hankel comme des fonctions enveloppes qui ont un 

comportement correct et certaines fonctions localisées additionnelles peuvent être évitées. 

Dans le pratique, la quantité du gain dépend du type d‟atome. Pour les moments angulaires 

importants, une base triplée peut être souvent remplacée par un ensemble doublé. Des canaux 

moins importants tels que les états d dans un atome s-p peuvent être décrits par une fonction 

radiale au lieu de deux. Une réduction globale par un facteur presque de deux est possible. 

Dans les étapes de l‟ordre (N
3

), le temps de calcul dans un cas optimal est divisé par huit. 

 

          Le deuxième avantage principal de l‟utilisation des fonctions lissées de Hankel, au lieu 

des fonctions enveloppes du LMTO standard est que les éléments de la matrice [9] pour le 

potentiel interstitiel sont représentés selon l‟équation suivante : 

 

     
*IR

ij i j

IR

V H r V r H r dr   

Peuvent être calculés plus efficacement. 

 

Comme décrit ci-dessus, les intégrales peuvent être obtenues par l‟intégration sur la cellule 

unité complète en utilisant une maille régulière puis soustrayant les contributions à l‟intérieur 
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des sphères. L‟inconvénient en calculant des intégrales tridimensionnelles employant une 

maille est, que l‟effort de calcul peut facilement dominer toutes les autres étapes. Pour 

maintenir l‟effort maniable, la plus grande priorité, c‟est de rendre les fonctions à intégrer 

aussi lisse que possible. Ceci peut être fait en utilisant les fonctions lissées de Hankel comme 

fonctions enveloppes. Par exemple, considérant le Silicium avec un rayon muffin-tin de 2.2 

Bohr. Pour la base du LMTO standard, le lissage doit être apparent seulement à l‟intérieur de 

la sphère MT, demandant un rayon lisse pas plus grand que 0.6 à 0.7 Bohr. En dehors de la 

sphère centrale, les fonctions lissées et conventionnelles de Hankel sont alors identiques pour 

une précision acceptable. L‟espacement demandé de la maille d‟intégration est 

approximativement 0.35 Bohr. Si les fonctions se courbent au-dessus à l‟extérieur de la 

sphère MT, on trouve que les fonctions de base optimales ont un rayon lissé d‟environ 1.4 

Bohr. Pour ces fonctions, la maille d‟intégration peut être deux fois plus brute. Par 

conséquent, le nombre de points de la maille et l‟effort de calcul sont divisés par huit. On peut 

mentionner que dans l‟implémentation finale, les éléments de matrice du potentiel lissé sont 

actuellement calculés dans l‟espace réciproque.  

 

III.6. Augmentation dans la méthode  

         Nous allons décrire les procédures d‟augmentation utilisée dans la méthode. D‟une 

façon générale, la formulation du pseudo potentiel et le développement sont deux approches 

de concurrence pour présenter les détails atomiques dans la fonction d‟onde près du noyau. 

Quand une formulation pseudo potentielle est utilisée, c‟est implicite : bien que seulement les 

fonctions lissées sont manipulées durant le calcul, les véritables fonctions d‟ondes pourraient 

être de ces dernières d‟une façon bien définie. Quand l‟augmentation est utilisée, les fonctions 

de base sont explicitement construites pour montrer le changement énergétique et caractère 

oscillateur près de l‟atome. Dans la première étape, l‟espace est divisé en deux régions, la 

région des sphères atomiques et la région interstitielle. Dans toute la région interstitielle, les 

fonctions de base sont égales pour être lissent « fonctions enveloppes » qui dans notre cas 

sont des fonctions lissées de Hankel. A l‟intérieur de chaque sphère atomique, chaque 

fonction enveloppe est remplacée par une solution numérique de l‟équation de Schrödinger. 

Spécifiquement, dans la méthode linéaire [5]. 

Les solutions numériques de l‟équation de Schrödinger dans un potentiel sphérique et leurs 

dérivés d‟énergie sont combinées pour rassembler lissement à la fonction enveloppe à la 

limite de la sphère. En comparant les deux approches, en conservant la norme de la 

formulation du pseudo potentiel [10] à un certain nombre d‟avantages, une fois l‟effort initial 
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de construire le pseudo potentiel est complété. Les coupures du moment angulaire sont 

généralement basses et il est facile d‟obtenir une expression de la force. En raison de la 

complexité de la procédure de l‟augmentation, il est souvent difficile de tirer un théorème de 

force valable. Dans la pratique, les approches de l‟augmentation et du pseudo potentiel ont 

une similarité. Les deux méthodes développent un ensemble de fonctions de base lisses par le 

moment angulaire autour des différents sites, puis opérant les différents composants du 

moment angulaire indépendamment. 

 

III.7. Matrices du chevauchement et Hamiltonien (partie-MD)  

Les matrices de chevauchements et l‟Hamiltonien sont séparés par les contributions 

suivantes :   

, , 2 , ,
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

k K MT K NMT K INT K INT
L k LK L k LK L k LK L k LK L k LK

H H H k O V              

, ,
' ' ' ' ' ' ' ' '

K K MT K INT
L k LK L k LK L k LK

O O O        

 

Où le premier terme dans la Matrice H représente la contribution de la partie MT de 

l‟Halmitonien d‟un électron et le second terme est la correction non muffin-tin dans la région 

interstitielle et le quatrième terme est l‟élément de la matrice du potentiel interstitiel. La 

matrice O est divisée aussi en contributions à l‟intérieur des sphères et des régions 

interstitielles. 

 La partie MT des matrices de chevauchements et l‟Hamiltonien sont définies par les 

équations suivantes : 

, 2
' ' ' ' ' '

K MT K MT K
LK MTL k LK L k

H V         

' ' ' ' ' '
K K K

LK MTL k LK L k
O       

 L‟Hamiltonien de la partie NMT est donnée par : 

' ' ' ' ' '
K K NMT K

MTL k LK L k Lk
H V       

 La contribution de la région interstitielle est : 

,
' ' ' ' ' ' int

K INT K K
L k LK L k Lk

O        
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III.8. La contribution d’échange et de corrélation  

Le potentiel d‟échange et de corrélation en utilisant la LDA est différent du potentiel 

coulombien parce qu‟il n‟est pas linéaire. A cause de ceci il faut supposer que la partie non 

sphérique de la densité de charge est petite, c'est-à-dire : 

 

   0 00
0

ˆ( ) ( ) ( ) ( )sphl
L LL

L

r r Y r i Y r r r           


     

Alors ; 

   
2

sph

xc
sphxc xc dV

V r V r
dp    

 

  


    
    

   

Où 

       
2

2 2 ˆl
L L

L

r r r i Y r         
 

 
 

 

Avec les contributions des dérivées radiales et la partie sphérique, le potentiel d‟échange et de 

corrélation est donné par la relation suivante : 

 

                                         
     ˆ

LL
xc lxcV r V r i Y r

L
   

                                       
(III – 38) 

En utilisant les notations suivantes pour les différentes dérivées des formules de 

l‟approximation de la densité locale. 

 

µ
xc

 =        ;        =         ;         =   . 

 

III.9. Les fonctions d’ondes  

 La fonction d‟onde décrite par l‟équation (II-36) est donnée comme une expansion 

pour la méthode LMTO, cette fonction est représentée en deux régions, à l‟intérieur de la 

sphère et dans la région interstitielle. A l‟intérieur de la sphère MT, elle est représentée 

comme une expansion à un centre. 

 

     K H K
K Lk Lk Lk l Lk

Lk Lk

r A r S r 
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Et dans la région interstitielle la fonction d‟onde a la forme suivante : 

     K H K
K Lk Lk Lk l Lk

Lk Lk

r A H r S J r 
            

Où  sont les coefficients variationnels du problème de la valeur propre de la méthode 

LMTO  et sont leur convolution avec les constantes de la structure, c'est-à-dire : 

 

   ' ' ' '
' '

K K K
L LLk L k

L k

S r S k A 
     

 

III.10. Calcul de la densité de charge  

         La densité de charge comprend deux composants, la densité de charge totale à l‟intérieur 

de la sphère MT et la densité de charge à l‟extérieur de la sphère MT. 

         La densité de charge à l‟intérieur de la sphère MT est donnée comme un développement 

d‟harmoniques sphériques. 

 
''

'' ''

''

ˆ( ) ( ) l

L L
L

r r i Y r   
 

 

 

De la même manière pour la densité de charge à l‟extérieur de la sphère MT. Afin de calculer 

la densité de charge, il faut calculer les intégrales suivant la zone de Brillouin , en 

utilisant les propriétés de transformation des coefficients variationnels, ces intégrales sont 

réduites à des intégrales irréductibles de la zone de Brillouin, par exemple. 

 

  *

' ' ' '
2

i K K
KL k Lk L k Lk

K

T f A B
  

  


  

 

Puis ils sont symétrisés suivant le groupe cristallin d‟après l‟équation suivante : 
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III.10.1. Densité du cœur  

         D‟après Mattheiss, la densité du cœur [11] est une superposition de densités atomiques 

 obtenues à partir des solutions de l‟équation de Schrödinger (Dirac) pour les niveaux de 

cœur. Elle s‟écrit comme suit : 

 

   0 0 0 0 0 00( ) ( )c c c c

R R

r r R r r       
 

              

Où Δ = R + δ et δ = τ – τ
0
, aussi elle peut s‟écrire en termes d‟expansion en harmoniques 

sphériques : 

 0 0 0 00
ˆ( ) ' ( )c c

L L
L

r r i Y r      

 

III.11. Harmoniques sphériques 

       

    L‟harmonique sphérique Y est une fonction propre de la partie angulaire de l‟équation 

Laplace qui est définie comme suit ; 

  2ˆ ( 1) (cos )
m m

m im
ml lm l

Y r P e  


   

 

Qui est ortho-normalisée dans une sphère S : 

   *
'' '

ˆ ˆ ˆ
m mm l ml

S

Y r Y r dr n   

Et  sont des polynômes de Legendre augmentés tandis que   sont des coefficients de 

normalisation, l‟expansion de deux harmoniques sphériques sont données par : 

 

     * ''
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III.12. Le cycle auto-cohérent  

 Nous avons utilisés dans nos calculs le code LMTART [5] basé sur la méthode FP-

LMTO développée par Anderson [12].  

 L‟algorithme de la figure III.3 Résume les différentes étapes du cycle itératif. La 

première étape consiste à utiliser une densité et des fonctions d‟ondes d‟essai, issues de la 

superposition de potentiels atomiques. Le cycle auto cohérent peut alors commencer. 

A partir de cette densité de départ in à l‟intérieur des sphères MT et dans les ZI, le potentiel 

est construit par le calcul du potentiel de Hartree VH que l‟on détermine à partir de l‟équation 

de Poisson et le calcul du potentiel d‟échange-corrélation Vxc par une des approximations 

choisie. L‟équation de Dirac  est ensuite résolue pour obtenir la densité de cœur. Le code 

résout ensuite le problème aux valeurs propres pour obtenir les vecteurs propres et les 

énergies de bandes. Le calcul du niveau de Fermi permet d‟obtenir les nombres d‟occupation 

partielle et d‟en déduire la novelle densité de charge notée out. La nouvelle énergie totale est 

comparée avec celle de l‟itération précédente, si cette énergie ne vérifie pas le critère de 

convergence, le calcul ce poursuit avec la nouvelle densité, sinon le calcul s‟arrête. La 

procédure de mélange la plus simple des densités électroniques est le mélange linéaire : 

 

                                                                       (III – 52) 

 

m est le nombre de l‟itération et α est choisie selon la précision recherchée des calculs. Si la 

méthode de convergence est lente en utilisant la procédure du mélange linéaire, on peut 

adopter la méthode de Broyden [Broyden] qui consiste à utiliser les densités de charge in 

pour un nombre d‟itérations précédentes donné, pour construire la nouvelle densité optimale. 
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Figure III.3 : Schéma du cycle auto cohérent du code FP-LMTO. 
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III.13. Avantages et inconvénients de la méthode LMTO  

         Les avantages de définir les fonctions de base de la méthode LMTO comme des 

fonctions de Hankel augmentées ne sont pas évidentes. Cela mène à un formalisme compliqué 

et un grand effort de programmation. D‟où l‟avantage de la méthode LMTO. 

 Les fonctions LMTO sont construites pour être semblables aux véritables fonctions 

d‟onde du cristal. En fait, si le potentiel cristallin est approximé par la forme muffin-

tin, c'est-à-dire, sphérique à l‟intérieur et constant à l‟extérieur, la véritable fonction 

d‟onde du cristal devient une somme finie des fonctions LMTO. 

 Une conséquence de la petite taille de base, les calculs devraient être  rapides. Plus 

précisément, la réduction de la base par la moitié qui peut sauver un sept-huitième du 

temps machine. 

 Une autre conséquence de la petite taille de la base est la réduction de la mémoire 

demandée, qui peut être également importante en économisant le temps machine 

quand on calcule les grands systèmes. 

 Les fonctions enveloppes de la méthode LMTO, c'est-à-dire, les fonctions de Hankel 

solide, sont plus simples analytiquement. Ceci aide à performer les différentes étapes 

qui doivent être faites. Finalement, beaucoup de propriétés utiles surviennent parce 

que ces fonctions sont des fonctions propres de l‟opérateur de l‟énergie cinétique. 

     -ΔH
L
(r) = ε H

L
(r) où ε = -k

2

 est une énergie qui caractérise la localisation de la   

 fonction. 

 En choisissant l‟ensemble de base pour un système spécifique. L‟intuition chimique 

peut être utilisée. La base peut être conçue en fonction du problème, elle peut être 

choisie pour chaque atome séparément, parfois les résultats peuvent être interprétés 

plus simplement dus aux fonctions de base atome-orienté. 

Parmi les caractéristiques partagées par la méthode LAPW sont : 

 Le premier avantage est la stabilité numérique dans le contexte  de résoudre l‟équation 

de Schrödinger. En plus, parce que chaque fonction séparée est déjà une solution de 

l‟équation. 

 L‟ensemble de base de la méthode LMTO peut être également bien appliqué à tous les 

atomes dans la table périodique. En incluant un nouveau type d‟atome, aucun effort 

n‟est nécessaire pour construire et examiner un pseudo potentiel approprié. 
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 Comme dans d‟autres méthodes de tout-électron, les données concernant les états du 

cœur sont valides qui ne peuvent être directement fourni dans une formulation pseudo 

potentielle. Les quantités relatives sont la densité au noyau et le gradient du champ 

électrique. En élevant un électron du cœur, les énergies du niveau liaison-cœur 

peuvent être directement calculées comme une différence de l‟énergie totale.  

En tant qu‟inconvénient principal, la complexité de l‟approche doit être soulignée. En plus du 

plus grand effort de l‟exécution, deux conséquences principales sont comme suit : 

 En appliquant une méthode utilisant un ensemble de base de la méthode LMTO, un 

nombre de paramètres considérable doit être choisi raisonnablement. Ceci commence 

par la division de l‟espace quand les rayons de la sphère atomique sont définis et le 

choix de l‟ensemble de base. Après cela, un des paramètres de convergence (tels que 

les moments angulaires de coupures) doivent être indiqué. 

 Il est extrêmement difficile de faire des modifications. Par exemple, considérer 

l‟évaluation des éléments de la matrice optique, c'est-à-dire, la valeur de l‟opérateur du 

gradient i  entre deux fonctions d‟onde. 

Dans l‟ensemble de base d‟onde plane, ceci peut être fait en quelques lignes. Dans l‟ensemble 

de base de la méthode LMTO, cette tâche est un projet important de programmation. 

 

III.14. Augmentation LAPW et LMTO  

         L‟augmentation fonctionne en coupant l‟espace dans des sphères muffin-tin centrées sur 

des divers noyaux et une région interstitielle qui est une région formée entre les sphères. A 

l‟intérieur de chaque sphère atomique, la fonction enveloppe analytique est remplacée par une 

solution numérique de l‟équation de Schrödinger qui devient lisse sur la surface de la sphère. 

Cette solution peut être facilement calculée parce que le potentiel est à peu près sphérique, 

permettant une solution de l‟équation radiale de Schrödinger pour les différentes composantes 

du moment angulaire. Avec plus de précision, dans le contexte de définir l‟ensemble de base,  

Le potentiel près du noyau est pris comme un potentiel sphérique, mais les termes non 

sphériques sont inclus plus tard. Les méthodes de tout-électron « all-electron » utilisant 

l‟augmentation sont distinguées par l‟ensemble des fonctions enveloppes qu‟elles utilisent. 

 

 Ce choix est légèrement limité par la tâche. D‟une part, il faut calculer toutes les 

quantités demandées, parmi ces dernières sont les intégrales de chevauchements et les 

éléments de la matrice de Hamiltonien, et le module au carré de la fonction d‟onde de la 

densité de sortie « output ». D‟autre part, l‟ensemble de base devrait être plus simple que 

Chapitre III La méthode de calcul FP-LMTO



                                                                                                                    

 

76 

 

possible pour permettre l‟exécution du calcul dans un temps limité et petit. La méthode des 

ondes planes augmentées linéaire (LAPW) utilise des ondes planes comme des fonctions 

enveloppes. 

          Chaque fonction enveloppe est étendue homogènement sur la cellule d‟unité et elle 

n‟est pas associée avec un site spécifique. Un avantage principal de ce choix est la simplicité. 

L‟inconvénient est que, en dépendant sur le système, un grand nombre des fonctions de base 

seront souvent nécessaire. L‟approche des orbitales muffin-tin linéaire (LMTO) est plus 

compliquée. 

          Les fonctions d‟enveloppe sont « des fonctions de Hankel solides »  

 

H
L
(r) = h

l 
(kr) YL (     

 

Se composent d‟une fonction de Hankel radiale multipliée par une harmonique sphérique de 

l‟angle. Le moment angulaire est bien défini L = (l, m) et il est centré à certain atome 

spécifique dans le cristal, où il a une singularité. Les fonctions de base (LAPW) et (LMTO) 

sont présentés dans la Figure III.4. 

 

Figure III.4 : une représentation qualitative des fonctions de base LMTO et LAPW. 

 

Tous les deux commencent à partir d‟une fonction enveloppe lisse (à tiret). L‟enveloppe est 

définie comme une fonction de Hankel à atome centré dans LMTO et une onde plane dans 

LAPW. A l‟intérieur des sphères atomiques (lignes plus épaisses) les fonctions enveloppes 

sont remplacées par les solutions numériques de l‟équation de Schrödinger qui devient lisse à 

la limite de la sphère. 

(III-53) 
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III.15. Le code de calcul Mstudio Mindlab 

 Mindlab est  le premier logiciel scientifique pour les systèmes Windows qui effectue 

des calculs de structure électronique des solides [13]. Ce programme est crié  par une 

collaboration de « Université de Californie,  Davis », « Physical Institute, Moscow » et 

« Department of Physics, New Jersey Institute of Technology ». 

Ce code est une implémentation de la méthode FP-LMTO  pour le calcul des plusieurs 

propriétés ; en se basant sur  la théorie de la densité fonctionnelle (DFT). 

 

 Le code Mindlab utilise des différentes  bibliothèques ; la bibliothèque  BandLab pour 

effectuer des calculs de l‟énergie totale et la structure de bande, une bibliothèque DMFTLab 

pour résoudre mode impureté et la bibliothèque MScene pour la visualisation des différentes 

propriétés calculées. Toutes ces bibliothèques sont liées ente eux d‟une manière dynamique 

MStudio. 

 

Figure III.5 : Fenêtre de dialogue Mstudio Mindlab. 

 

Un ensemble de propriétés qui peuvent être calculés par ce programme :  

(1) calcul du groupe d‟espace. 

(2) La structure de bande électronique. 

(3) la densité d‟état : Mindlab calcule et visualise densités d'états. 
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(4) Hoppings: pour le cas des liaisons fortes. 

(5) les propriétés optiques (E1, E2, et de spectres de perte d'énergie des électrons).  

(6) visualisations 2D de la densité de charge et le Full potentiel.  

(7) visualisation 3D contour de la densité de charge, Full potentiel, les surfaces de Fermi.  

(8) Visualisation de structure cristalline.  

(9)  Correction des calculs  par  la méthode LDA + U pour les systèmes électroniques 

fortement corrélés. 
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IV.1. Introduction 

          La compréhension profonde des propriétés mécaniques, électroniques et optiques des 

Semi-conducteurs exige l‟étude et la connaissance parfaite du milieu physique qui est le siège 

du déplacement des porteurs de charges, c'est-à-dire connaitre la façon sous laquelle les 

atomes sont placés et disposés. A ce moment, la connaissance des propriétés structurales des 

matériaux est d‟importance capitale dans les calculs pour la prédiction et la compréhension de 

leurs différentes propriétés physiques de point de vu microscopique. 

Dans une première partie, on présente les propriétés structurales et électroniques des 

composés binaires PbS et PbSe. 

Les différentes propriétés physiques des mélanges formés à partir de ces composés binaires : 

PbSSe sera présentée dans la deuxième partie. 

On a examiné les différentes propriétés physiques (structurales et électroniques) des sels du 

plomb (PbS et PbSe) en utilisant une approximation (l‟approximation de la densité locale 

LDA de Perdew-Wang) [1].  
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IV.2. Les composés binaires 

IV.2.1. Les propriétés structurales 

 

Notre calcul est effectué pour plusieurs paramètres de réseaux au voisinage du paramètre 

expérimental pour déterminer les propriétés d‟équilibre statique : le paramètre de réseau, le 

module de compressibilité et sa première dérivée. Nous avons utilisé l‟équation d‟état de 

Murnaghan:[2]                    

                                                      

1

0 1V V
  

  
 

                                                                    

Qui doit être ajustée aux points Etot(a), ou B et B‟ sont le module de compressibilité et sa 

première dérivée, respectivement. 

B est donné par l‟équation suivante :  

                                                       

2

2
V

V

 
 


                                                            

Et B‟ est déterminé par :  

                                              
 

 0
0 0 0

1

V
V V V V V

V

   
                

                                   

Ou : 

V0 : le volume d‟équilibre à l‟état fondamental. 

Le paramètre du réseau à l‟équilibre est donné par le minimum de la courbe Etot(a). 

En premier lieu, nous avons calculé les propriétés structurales des composés binaires PbS  et 

PbSe. L‟approximation utilisée dans cette partie : l‟approximation de la densité locale de 

Perdew-Wang LDA [1]. 

La variation de l‟énergie totale de ces matériaux en fonction de volume dans la phase rochsalt 

est représentée dans les figures IV-1 et IV-2. Les paramètres de réseaux, les modules de 

compressibilités ainsi que leurs première dérivée, obtenus par cette approximation, comparés 

avec d‟autres résultats de calculs théoriques et expérimentaux sont illustrés dans les tableaux 

IV-1 et IV-2 pour PbS et PbSe respectivement. 
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Dans tous les cas, on constate qu‟on a un excellent accord avec d‟autres résultats théoriques 

[9, 10, 13] et expérimentaux [3, 4, 6]. 

Après l‟ajustement, nous avons calculé aussi les modules de compressibilité pour cette série 

de matériaux. Les prédictions des modules de compressibilité sont plus sensibles aux 

 

Paramètre du 

réseau 

a0 (Å) 

Module de 

compressibilité 

B0 (GPa) 

B0' 

Nos calculs 5,852 62,31 4,06 

Résultats 

expérimentaux 

5,929 [3] 

  5,936
 
[4,5] 

5,940 [6] 

 

52,90
 
[3]  

Autres calculs 

 5,906
 
[9] 

    5,855
 
[7,8] 

   6,012 [10] 

 

66,3 [9] 

  64,3 [7,8] 

   53,30 [10] 

 

3,98 [11] 

3,82 [11] 

4,63
 
[12] 

 

Paramètre du 

réseau 

a0 (Å) 

Module de 

compressibilité 

B0 (GPa) 

B0' 

Nos calculs 6,046 55,94 4,38 

Résultats 

expérimentaux 

 6,117 [3] 

   6,124
 
[4,5] 

 6,130 [6] 

 

54,10
 
[3]  

Autres calculs 

  6,033
 
[9] 

   6,098
 
[13] 

    6,196 [10] 

 

 59,5 [9] 

  60,8 [13] 

  49,1 [10] 

 

3,98 [11] 

3,82 [11] 

4,63
 
[12] 

Tableau (IV-1) : Propriétés statiques de PbS en phase rocksalt (NaCl) : Paramètre du 

réseau a0 , module de rigidité B0 et sa dérivée B0'. 

Tableau (IV-2) : Propriétés statiques de PbSe en phase rocksalt (NaCl) : Paramètre du 

réseau a0 , module de rigidité B0 et sa dérivée B0'. 
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approximations employées dans cette étude. La LDA tend à les surestimer, tandis que les 

autres approximations inversent cette tendance, c'est-à-dire, elles sous-estiment les modules 

de compressibilité.  
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Figure IV-1. La variation de l‟énergie totale de PbS en fonction de 

Volume dans la structure rocksalt. 
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Figure IV-2. La variation de l‟énergie totale de PbSe en fonction de 

Volume dans la structure rocksalt. 
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IV.2.2. Les propriétés électroniques 

IV.2.2.1. La structure de bande 

PbS et PbSe sont des composés IV-VI ayant une structure rocksalt. Dans cette section on 

présente leurs structures de bande sans (Figures IV-3 et IV-4) et avec caractère, qui sont 

obtenues par un calcul scalaire relativiste en introduisant le couplage spin orbite, le long des 

différentes directions de hautes symétries, en utilisant des différentes approximations 

(l‟approximation de la densité locale de Perdew-Wang LDA) [1].  

On sait que, les calculs basés sur la DFT sous-estiment le gap d‟énergie. Les valeurs des gaps 

d‟énergie pour PbS et PbSe avec et sans spin-orbite, comparées avec d‟autres données 

expérimentales et théoriques sont illustrées dans le tableau IV-3 et IV-4.  

 

 

 

 

 

Tableau (IV-3) : Energie du gap calculé par LDA de PbS (Rocksalt) comparés avec d‟autres 

résultats théoriques et expérimentaux, (  (eV) : énergie du gap direct. 

 

PbSe (NaCl) Nos calculs Exp Autres calcul 

 0,216  
0,165

 
[14,15]    

0,170 [16]      

0,295 [18] 

0,318 [19]        

 

Tableau (IV-4) : Energie du gap calculé par LDA de PbSe (Rocksalt) comparés avec d‟autres 

résultats théoriques et expérimentaux, (  (eV) : énergie du gap direct. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PbS (NaCl) Nos calculs Exp Autres calcul 

 0,314  
   0,286

 
[14,15]  

0,290 [16]      
0,380 [10] 

 0,26 [17]        
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Figure IV-3. Structure de bandes du composé PbS en utilisant 

L‟approximation LDA. 
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Figure IV-4. Structure de bandes du composé PbSe en utilisant 

L‟approximation LDA. 

 

Les figures (IV-3, IV-4) montrent que la plus basse bande est dominée par les électrons  

s-chalcogènes, tandis que la bande suivante est prédominée par les électrons s-plomb. 

Dans la troisième bande, les électrons p des chalcogènes (S ou Se) dominent avec la 

contribution de quelques électrons du plomb. Pour la bande qui se situe au dessue de niveau 

de Fermi EF, la contribution la plus importante est celle des électrons p du plomb. 

Au-delà de la barre énergétique 5eV, on observe l‟apparition des électrons d avec une petite 

contribution d‟un mélange des électrons de type s et p, des deux atomes, celles du plomb et 

des chalcogènes. 

On trouve que le maximum de la bande de valence et le minimum de la bande de conduction 

sont séparées par un gap d‟énergie très étroit, direct, qui se situe au point de haute symétrie L, 

contrairement aux autres semi-conducteurs de type (II-VI) et (III-V) qui possèdent des gaps 

aux points Γ. 
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IV.2.2.2. La densité d’état 

On peut définir le caractère des états de bande pour ces matériaux par le calcul des densités 

d‟état totales et partielles DOS en utilisant la méthode du Tétraèdre, qui a été développée par 

Blöck et al [20]. Les figures IV-5 présentent les densités d‟état totales des deux composés 

binaires PbS et PbSe. Cette densité d‟état est caractérisée par quatre régions. A partir de la 

densité d‟état partielle, on peut définir le caractère de chaque région de ces composés. La 

première région est dominée par le caractère s des atomes des chalcogènes. La seconde région 

est caractérisée par les états s-Pb. Pour la région qui se situe juste avant le niveau de Fermi 

EF, elle est prédominée par les états p des chalcogènes avec une petite contribution du 

caractère p de Pb. Juste au-dessus de niveau de Fermi EF, les états p-Pb dominent. A partir de 

5eV, les états d apparaissent. Cette région est caractérisée par un mélange de caractères (s, p, 

d) des deux atomes, celles du plomb et des chalcogènes, ou les états d prédominent. 

On sait que, les états occupés sont séparés des états inoccupés par un petit gap d‟énergie qui 

représente la bande interdite dans ces semi-conducteurs. 

 

  

Figure IV-5. Densité d‟état totale du PbS et PbSe. 

Dans la phase rocksalt par la méthode FP-LMTO. 
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IV.3. Les alliages ternaires PbSxSe1-x 

L‟étude des propriétés structurale et électronique de cet alliage est basée sur celle de son 

élément parents.  

IV.3.1. Les propriétés structurales. 

Nos calculs pour l‟alliage ternaire sont réalisés avec  l‟approximation de la densité locale de 

Perdew-Wang LDA [1]. 

L‟optimisation des paramètres structuraux a été effectuée en minimisant l'énergie totale par 

rapport aux paramètres de la cellule. Les énergies totales calculées pour différents volumes 

autour du volume d'équilibre ont été ajustées à l‟aide de l'équation d‟état de Murnaghan [2]. 

Ceci nous a permis d‟obtenir les paramètres d‟équilibre à savoir le paramètre du réseau (a) et 

le module de compressibilité (B) pour les composés binaires et leurs alliages. Les résultats 

numériques obtenus sont illustrés dans le Tableau IV-5. Les figures IV-6, IV-7 et IV-8 

représentent la variation de l‟énergie totale en fonction du volume pour les alliages pour        

(x = 0.75, 0.5 et 0.25) respectivement. Afin de valoriser nos résultats, ce tableau contient 

seulement des données théoriques. 

 

Tableau (IV-5) : Propriétés statiques du PbSxSe1-x : 

Pas du réseau a0, module de rigidité B0 et sa dérivé B‟0.  

 

 

 

 a0(Å) B0(GPa) B0‟ 

 x nos calculs 
autres 

calculs 

nos 

calculs 

autres 

calculs 
nos calculs 

P
b
S

x
S

e
1
-x

 0,75 

0,5 

0,25 

5,74 

5,97 

5,92 

6,069 [21] 

6,122 [21]  

6,174 [21] 

66,60 

60,38 

62,01 

50,8 [21] 

49,7 [21] 

48,2 [21] 

4,53 

4,22 

4,32 
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                 Figure IV-6. La variation de l‟énergie totale de Pb0.25Se0.75S en fonction      

                                                  De volume dans la structure rocksalt. 
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     Figure IV-7. La variation de l‟énergie totale de Pb0.5Se0.5S en fonction de 

Volume dans la structure rocksalt. 
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                           Figure IV-8. La variation de l‟énergie totale de Pb0.75Se0.25S en fonction   

                                                   De volume dans la structure rocksalt. 

 

Les figures (IV-9) (a,b) montrent les variations des paramètres de réseau et des modules de 

compressibilité en fonction de la concentration x pour l‟alliage ternaires PbSxSe1-x. A partir de 

ces figures on peut observer un comportement linéaire pour la variation des paramètres de 

réseau d‟équilibre en fonction de la concentration, ce qui nous indique que la loi de Vegard 

est vérifiée pour cette série de matériaux, et qui est souvent utilisée par les chercheurs pour 

l‟obtention de la constante du réseau des alliages et qui suppose la constante du réseau varie 

linéairement avec la composition de l‟alliage [22]. Ces figures nous montrent aussi qu‟il y a 

un même comportement des modules de compressibilité en fonction de la concentration x. 
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     Figure IV-9. La variation du (a) paramètre de réseau (b) module de compressibilité en 

fonction de la concentration x de PbSxSe1-x. 

 

IV.3.2. Structure de bande électronique. 

L‟étude des propriétés électroniques des alliages PbSxSe1-x est restreinte l‟analyse de la 

structure de bandes pour différentes concentrations de x  

.Ces structures de bandes ont été calculées suivant les directions de haute symétrie dans la 

zone de Brillouin d‟une maille cubique. Les paramètres du réseau utilisés dans les calculs sont 

ceux optimisés précédemment. Les résultats obtenus pour les gaps énergétiques à différentes 

concentrations sont rassemblés dans le tableau IV-6. En comparant nos résultats avec les 

données disponibles dans la littérature, nous constatons que les valeurs des gaps calculés par 

notre méthode concordent bien avec les autres travaux publiés. A notre connaissance aucun 

résultat expérimental concernant ces alliages n‟est disponible dans la littérature. 

 
 

x 

E
R
R(eV) 

Nos calculs 
Autres calculs 

P
b
S

x
S

e
1
-x

 

0.75 Chevauchement 0,428 [10] 
 
 

0.5 1,079 0,400 [10] 
  

0.25 1,008 0,365 [10] 
 
 

 

Tableau (IV-6) : Energie du gap du l‟alliage  PbSxSe1-x (Rocksalt) en fonction du 

concentration x (E
R
R(eV) : énergie du gap direct). 
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L‟étude des propriétés électroniques de notre alliage est complétée par l‟examinassions de son 

structures de bande calculées pour différentes concentrations. Les structures de bande des 

alliages ternaires PbSxSe1-x, pour x = 0.25 sont représentées dans les figures IV (10-11-12). 

Dans la première bande, il y‟a une forte hybridation entre les électrons s-chalcogènes, la 

deuxième bande est dominée par les électrons s de l‟atome du plomb. Dans la région située 

au-dessous du niveau de Fermi, il y‟a un mélange des caractères p des atomes des 

chalcogènes. La dernière bande est caractérisée par les électrons p-Pb avec une contribution 

des électrons p-chalcogènes. Il y‟a un chevauchement entres les bandes. 

  

 

Figure IV-10. La structure de bande de PbS0.25Se0.75 au volume d‟équilibre. 
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Figure IV-11. La structure de bande de PbS0.5Se0.5 au volume d‟équilibre. 

 

Figure IV-12. La structure de bande de PbS0.75Se0.25 au volume d‟équilibre. 
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Dans tous les cas, il y‟a un gap direct. Le changement est observé dans les valeurs des gaps 

d‟énergie avec la variation de la concentration. Dans la figure IV-13, nous avons tracé la 

variation du gap en fonction de la concentration pour le semi-conducteur. Il y‟a un 

comportement dans le cas de PbSxSe1-x ou les valeurs des gaps augmentent avec 

l‟augmentation des concentrations de S, cette variation du gap est non-linéaire. Il est connu 

que les sels du plomb ont plusieurs anomalies, ce qui peut expliquer le changement dans la 

variation du gap d‟un système à un autre. 
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Figure IV-13.  Variation des gaps énergétiques de l‟alliage PbSxSe1-x  en fonction de la 

concentration x en utilisant la LDA. 
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IV.4. Conclusion 

Nous avons utilisé la méthode FP-LMTO, pour étudier (dans le traitement potentiel total) la 

structure électronique des composés binaires PbS et PbSe et leur alliage ternaire PbSSe. 

D‟après notre calcul, les résultats obtenus sont comme suit : 

Nous avons vérifié à travers les calculs des propriétés de l‟état fondamental de ces matériaux, 

les paramètres de réseau d‟équilibre et les modules de compressibilité, sont bien décrits par  

L‟approximation appliquée dans cette étude (l‟approximation de la densité locale de Perdew-

Wang LDA).  

Les valeurs calculées des paramètres de réseau d‟équilibres, des modules de compressibilité et 

leurs premières dérivées pour les composés binaires sont trouvés en bon accord avec ceux 

calculés par l‟expérience et par d‟autres techniques théoriques. 

Nous avons aussi étudié le comportement des paramètres de réseau et des modules de 

compressibilité en fonction de la concentration dans l‟alliage ternaire PbSxSe1-x, en utilisant  

l‟approximation LDA. La variation des paramètres de réseau et des modules de 

compressibilité présente un comportement linéaire. 

Dans cette étude nous avons aussi calculé les densités d„état totales et les structures de bande 

des composés binaires. Une grande ressemblance topologique entre les différentes structures 

de bande pour les deux matériaux. 

Nos calculs présents de nouveaux résultats des propriétés structurales, électroniques. Ces 

résultats montrent l‟importance fondamentale de la nature de la liaison chimique pour 

déterminer les propriétés physiques de ces matériaux. Notre étude reste une partie des grands 

efforts théoriques pour explorer les différentes propriétés physiques des matériaux à base du 

plomb. 
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Conclusion générale 

Après avoir établi tout un chapitre pour les résultats obtenus, on va donner l‟intérêt et 

l‟originalité de notre travail par cette conclusion. 

Notre travail a été divisé en quatre sections, on a pu présenter la méthode (FP-LMTO) 

nouvellement développée avec les propriétés suivantes : 

Le potentiel est traité sans aucune forme d‟approximation, basé sur le type muffin-tin avec 

une géométrie des sphères atomiques non chevauchées et une région interstitielle. 

Les résultats peuvent être améliorés en augmentant les paramètres de convergence. 

Les forces sont en tant que dérivés de l‟énergie totale. 

L‟utilisation des fonctions lissées de Hankel qui jouent le rôle des fonctions enveloppes, ces 

fonctions sont analytiques dans toutes les parties de l‟espace et égalent les fonctions de 

Hankel standard pour des grands rayons. 

La fonction de Hankel considérée d‟énergie k² qui est singulière à l‟origine. La transformée 

tridimensionnelle de Fourier  de cette fonction  est connue de telle sorte qu‟elle se comporte 

comme k
l-2

 pour des grandes valeurs de k. La partie divergente de cette fonction doit être 

remplacé à l‟intérieur de certaine sphère s par une fonction régulière mais lisse. Cette fonction 

est choisie afin que la transformée de Fourier converge rapidement. 

La méthode est utilisée pour étudier les changements d‟énergie liés aux perturbations des 

atomes autour de leurs sites d‟équilibre. 

Pour les propriétés structurales, on a pu à travers l‟énergie totale, déterminer le paramètre 

d‟équilibre, le module de compressibilité et la première dérivée de ce module. Ces résultats 

trouvés sont comparés à ceux des matériaux massifs et restent comme indications aux futurs 

calculs. 

Pour ce qui est de l‟étude électronique, le calcul de structure de bandes a été révélateur dans la 

mesure où on a pu monter la sous-estimation du gap d‟énergie des méthodes ab-initio 

comparés aux méthodes empiriques. 

L‟originalité de notre étude sur les propriétés structurales et électroniques de l‟alliage PbSSe 

nous a mené à prévoir l‟utilisation de ces matériaux dans le domaine de la technologie. Certes 

la méthode (FP-LMTO) dans l‟approximation de la densité locale (LDA) sous-estime les gaps 

d‟énergie et les paramètres d‟équilibre, mais reste une méthode très efficace pour le calcul des 

énergies totales. 
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