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Introduction

On sait que 'étude des EDP peut etre mennée a travers les méthodes du calcul variationnelle(

principe du maximum), ou a travers les méthodes topologiques( degré topologique, point fixe).

Pour étudier une EDP a travers les méthodes topologiques, on transforme cette derniére a une
équation différentielle abstraite dans un éspace de Banach. La solution serait une fonction a

valeurs dans un éspaces de Banach.

Dans le cas d'une étude via les méthodes topologiques, il est naturel de poser les questions
suivantes :

Pour une fonction a valeurs dans un éspace de Banach :

- que veut dire la mesurabilité ? ;

- que veut dire l'intégrabilité et dans quel sens? ;

-qu’elles sont les régles de calcul 7.

Et c’est exactement 'objectif de notre mémoire.



Chapitre 1

Théorie de la mesure et intégrale de Lebesgue

Dans cette section, nous introduisons les principaux outils qui seront utiles dans toute la suite

de ce travail.

Définition 1.0.1 Une topologie sur X est une fammille 7 de parties de X telles que :
)oer, Xer
2) Si Oy....... O, € 7, alors (O; €T

1=1
3) St (O;)ier est une famille quelconque d’éléments de T alors |JO; € T

Les éléments de T s’appellent les ouverts de X. On dit que (XjGTI) est un espace topologique
Définition 1.0.2 Soit X un ensemble. On appelle tribu ou o-algébre sur X une famille M
de parties de X possédant les Propriétés suivantes :
1) XeM
2) si Ae M, alors A° € M (ou A° = X\ A est le complémentaire de A dans X )
3) si A, € M V¥n €N, alors UNAn eM
ne

Les élements de M sont appelés les parties mesurables de X. On dit que (X, M) est un

espace mesurable.

Conséquence.
1)@ e M car X e M
2) Si A, € M, Vn €N alors () A, € M (car (N An)¢ = U AY)

neN neN neN



3) M est stable par intersection ou union finie.

4) Si A et B sont mésurables, alors la différence non symétrique A\B = AN B® € M.

Fuvidemment, tout ensemble X posséde des tribus, par exemple :
M =@, X la plus petite.

M = P(X) la plu grande.
Pour construire des tribus "intéréssantes” sur X, on utilise souvent le résulta suivant :

Lemme 1.0.1 Soit (M;);er une famille quelconque de tribus sur X, Alors M = (M, est
iel
encore une tribu sue X.

Définition 1.0.3 Soit F' une famille de partie de X. On note

o(F) = N M

Mtribu sur X, M DF

Alors, o(F) est une tribu sur X appelée tribu engendrée par F.

Tribu borélienne.

Définition 1.0.4 Soit E un espace métrique (plus généralement topologique) et O la famille
des ouverts de E, On appelle tribu de borel ou tribu borelienne et on la note B(E) la tribu
engendrée par la famille O.

Autrement dit, B(E) = og(0).

Considérons plus en détail le cas de la tribu de borel sur R notée B(R).

B(R) contient tous les ouverts et tous les fermées de R.

B(R) contient les union dénombrables de fermées (ensemble F).

B(R) contient les inersections dénomrable d’ouverts ( ensembles G ).

On peut montrer que la tribu B(R) a la puissance du continu. En conséquence, B(R) # P(R).

Proposition 1.0.1 la tribu B(R) est engendrée par les intervalles |a,+oo| pour a € R.

Preuve : Soit M la tribu engendrée par les intervalle |a,+oc[ ot a € R, Par constriction
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M C B(R).

D’autre part Ya € R on a [a,+oo[= (]a — i, +ool€ M. Par complémentaire, | — 00, al=

neN
la, +oo[¢€ M. Par intersection, si a < b,

Ja,b[=] — 00, [ ) ]a,+oole M

On sait que tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles de la formes

| — 00, al,]a,bl,|a, +oo[, donc M contient tous les ouverts de R et M D B(R).

Remarque 1.0.1 B(R) est engendrée par les intervalle Ja,+oo[, a € Q. En effet, pour tout

o0

a € R, il existe une suite de rationels (a,)nen décroissante vers a et |a, +oo[= |J,—]an, +00[

1.1 Définitions et exemples de mesures

Définition 1.1.1 Soit (X, M) un espace mesurable. on appelle mesure positive sur X une
application p : M — [0, +00] vérifiant

1) p(@)=0;

2) Additivité dénombrable : si { A, }nen est une famille dénombrable d’ensembles mesu-

rable deux a deux disjoints alors,

M(U Ap) = Zu(An)

neN neN

et on dit que (X, M, ) est un espace mesuré.

Commentaires.
-On dira souvent "mesure" au lieu de "mesure positive".
-La condition p(@) = 0 est nécessaire pour éviter des situations triviales.

Eneffet VAe M ona A=AU@ U@ U...donc u(A) = p(A) + > (o).

neN
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Proposition 1.1.1 (propriétés élémentaires d’une mesure positive)
1) Monotonie :Si A,B € M et AC B, alor (A) < p(B)

2) sous-additivité :Si A, € MV n €N alors;

-
.
I

g
=

3) Si A, e M,VneN et si A, C A1, Vn €N, alors

p(lJ A = Tim_p(A,)

n—+00
neN

4) Si A, e M,Vn €N et si A, D Api1,Vn € N, avec u(Ap) < oo alors

() An) = lim pu(A,)

n—400
neN

Démonstration :

1) Ona B=AU(B\A), union disjointe d’éléments de M donc
w(B) = p(A) + n(B\A) = u(A). Si p(A) < oo, on déduit que
p(B\A) = p(B) — u(A)

2) Posons By = Ag et Vn > 1, B, = A\ U;_,

3) Posons By = Ag et Vn > 1, B, = A,\A,_1. Alors les B,, sont deux a deux disjoints et
VneNA, =U;_, Bk

4) Posons B, = Ag\A,Vn € N. Alors la suite {B,},en est croissant avec |J B, =

neN

Ao\ Nypen An- En outre, pu(B,) = pu(Ag) — p(Ay) car pu(Ag) < oo. ( par 3), on a donc

_N<ﬂ An) :N(U B,)

neN neN

Exemples(Exemple élémentaires de mesures).
1) Mesure de comptage sur un ensemble X sur (X, P(X)), on définit la mesure de

comptage j(A), A C X par
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card(A) ,si A fini
wA) =

00 , ST non
cette mesure est surtout utilisée sur des ensembles "discrets" (N, Z,Z4, ...).
2) Mesure de Dirac en un point.
Soit (X, M) un ensemble mesurable, avec X # & et soit x € X. On définit p : M —
[0, +00] par

1l sixeA, AeM
p(A) =14 =

0 st non
On note souvent p = 9,
Remarque : La condition p(Ap) < oo du 4 de la proposition (1.2.1) est nécessaire. En effet,
considérons (N, P(N)) muni de la mesure de compatage et considéronsA,, = {n,n+1,n+2,...},

alors A, D A1 et [ A, =, mais Vn € N, u(A,) = +o0.
neN

Théoréme 1.1.1 (Mesure de Lebesgue sur R) : Il existe une unique mesure positive sur

(R, B(R), notée A, telle que
AMla, b)) =b—a,Va,beR,a<b

Remarque :
La mesure de Lebesgue est diffuse :A({z}) =0, Vx € R
En effet, z = (2, ]z — %,x + %[, donc par la propositoin (1.2.1), on a :

n=1

M) = lim Mje—So+ )= lim =0

n—-+o0o n n n—+o0 7

On dit aussi qu’elle ne charge pas les points(au contraire de la mesure de Dirac).

Conséquences :
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A(Ja, b)) = A([a, b)) = A(Ja,b]) = A(Ja,b]) =b—asi a<b

Les ensemble dénombrables sont de mesure nulle.

1.2 Complétion des mesures

Définition 1.2.1 Soit (X, M, p) un espace mesuré.
1) On dit que A C X est négligeable (pour la mesure ) si A € M et u(A) = 0.
2) On dit que la mesure p est compleéte si tout sous-ensemble d’un ensemble négligeable est

encore négligeable.

Proposition 1.2.1 (complétion des mesures) Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit M*
I’ensemble de toutes les parties E de X telles qu’il existe A, B € M avec A C E C B et
u(B\A) = 0.

On définit alors p*(E) = p(A). Ainsi, M* est une tribu sur X et u* une mesure compléte sur

M qui prolonge p.
Remarque 1.2.1 Si E € M, et comme E C E C E, alors E € M* et p*(E) = u(E)

Définition 1.2.2 . On appelle tribu de Lebesgue surR, et on note L(R), la tribu qui compléte
la tribu de Borel B(R) pour la mesure de Lebesgue .

On appelle encore mesure de Lebesgue la mesure complétée
A L(R) — [0, 0]

Théoréme 1.2.1 (Mesure de Lebesgue sur R%.) I existe une unique mesure positive sur
(R, B(R)), notée A, telle que pour tout pavé

P = [ay,b1] X [ag,bs] X ... X [ag,bq] C R, on ait :
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1.3 Théorie générale de 'inégration :

Maintenant que l'on a étudié la théorie générale de la mesure, et on admettant 'existence
et 'unicité de la mesure de Lebesgue sur R, On va pouvoir définire, comme conséquence,
une théorie de l'intégration, On construira donc une intégrale a valeure dans R ou C, puis
on comparera avec l'intégrale de Riemann. Enfin, On donnera des théorémes de continuité et

dérivabilité sur les intégrales dépendant d’un paramétre avant d’étudier la fonction I' d’Euler.

Définition 1.3.1 :Soit (X, M) et (Y,N) deux espace mesurable .On dit qu’ une application

f: X =Y est mesurable (pour les tribus M, N') si
f(B)eM, VBe N

Cela rappelle la notion de fonction continue dans les espaces topologique .

Définition 1.3.2 .Soit (X, M)et (Y,S) deux espace topologique On dit qu’ une application
f: X =Y est continue si

ff'(B)eM, YVBeS

Les fonctions mesurables sont auzx espace mesurables ce que les fonctions continues sont aux

espace topologique.

Remarques :

1) Si (X, M) est un espace mesurable, si Y est un ensemble quelconque et f : X — Y,
alors on peut toujours munir Y d’une tribu N telle que f soit mesurable.
Evidemment, on peut prendre N' = {&,Y} (et c’est la plus petite tribu possible). Un
meilleur choix est de poser N ={B C Y | f~'(B) € M}. Alors Nest une tribu et c’est
la plus grande tribu sur Y qui rend f mesurable. On dit que N est la tribu image de
M par f.

2) Si X est un ensemble quelconque, si (Y, N) est un espace mesurable, et f : X — Y,

alors on peut toujours munir X d’une tribu M telle que f soit mesurable. Evidemment,
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on peut prendre M = P(X)(et c’est la plus grande tribu possible).Un meilleur tribu sur

X qui rend f mesurable. On dit que M est la tribu engendrée parf.

Lemme 1.3.1 .

Soient (X, M) et (Y,N) deuz espace mesurables et f: X — Y. On suppose que N est
engendrée par une famille F de parties de Y, N = o(F) . Alors f est mesurable si et
seulement si f~1(B) € M, VB € F.

Preuve. La condition est evidemment nécessaire. Supposons donc que

Y B) € M,VB € F,et considérons la tribu image de M parf :

N={BcY|fYB) eM!

Alors N contient o(F) = N et en particulier, f est mesurable.

Cas particulier. Si X etY sont deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes,
une application f: X — Y mesurable est appelée borélienne. Par le lemme, f: X — Y est
borélienne si et seulement si, pour tout ouvert V-C Y, f~1(V) est borélien. Si Y =R muni de
la tribu de Borel B(R), alors f: X — Y est borélienne. Si et seulement si f~'(]a, +oo]) est

borélienne pour tout a € R.

Exemple 1.3.1 Soit (X, M) un espace mesurable, et soit A C X. On définit la fonction
indicatrice de A par

1A2X—>R

1 stxe A
1A(33):

0 si non
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alors
4

Fsia>1

VaeR, (1;")(Ja, 400 ) =< Asi0<a<1

X si a<0
\

Ainsi, 14 est mesurable si et seulement si A est mesurable (A € M)
Stabilite de classe des fonctions mesurables

Lemme 1.3.2 Si f (X1, M) = (X, M) et g : (X, M) — (X3, M3) sont mesurables, alors

go f: (X1, M) = (X3, M3) est mesurable.
Démonstration. Evident car (go f)™1(A) = f~1(g7(A)), VA C X3

Proposition 1.3.1 Soit (X, M) un espace mesurable (Y, T) un espace topologique f1, fa : X —
R des applications mesurables, et ® : R? — Y une application continue.

Pour tout x € X, on note h(x) = ®(fi(x), fo(x)). Alors h: X — 'Y est mesurable.

On pourrait formuler cela comme : " Une combinaison continue de deux applications mesurables

est mesurable”

Démonstration. Notons F(z) = (f1(x), f2(z)) de sorte que F' : X — R? Alors h = ®o F. comme
est borélienne (car continue), il suffit de vérifier que F' est mesurable . Soient I1, I, C R deux
intervalles, et soit R=1I, x I, C Ry. Alors F~Y(R) = f; (1) N f, ' (I2) € M.

comme la tribu de Borel sur R2est engendrée par les rectangles de la forme ci-dessus, on a que

F est mesurable.

Corollaire 1.3.1 Soient f,g: X — R deux fonction mesurables ,Alors f+g, fg, min(f, g) et maz(f,g)

sont mesurables.

Démonstration. il suffit d’appliquer la proposition avec Y = Ret (z,y) = xz+y , zy min(x,y) , mazx(z,y).

Corollaire 1.3.2 Si f : X — R est mesurable, alors fi = max(f,0), f- = max(—f,0) et |f| =

fo+ f_ sont mesurables.
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Corollaire 1.3.3 Si f : X — R est mesurable, et si f(x) # 0,VYx € X, alors g définie par

g(x) = —— est mesurable

Démonstration. Soit Y = R\{0} muni de la tribu Borélienne, et soit ¢ : Y — Y définie par
o(y) = 1/y. Comme f : X — Y est mesurable et ¢ est continue alors g = pof : X — Y (ou R)

est mesurable.

Corollaire 1.3.4 .
1. Une fonction f: X — C est mesurable, si et seulment si R(f): X - RetS(f): X - R
sont mesurables.
2. Si f,g: X — C sont mesurables, il en va de méme de f + g, fg et|f]|
3.8 f : X — C est mesurable, il existe une fonction o : X — C mesurable telle que

Va, la(z)| = let f = alf|

Démonstration (du 3)Soit A = {x € X | f(z) = 0} = f~1({0}) € M . Soit Y = C\{0} et
©(z) = z/|z|, V2 € Y. On pose a : X — C une application mesurable (comme composition de

deux fonction mesurable) définie par

La fonction « ainsi définie convient.
Rappels sur R = R J{—o00, +00}

1.relation d’ordre : On munit R de la relation d’ordre sur R, complétée de

Va e R, —oc0o < a <400

R est donc totalement borné.

Proposition 1.3.2 (Stabilité des fonctions mesurables par limite poctuelle).Soit (X, M)
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un espace mesurable et f, : X — R une suite de fonction mesurable , alors
SUp fo,inf fo, imsup f,, iminf f, : X - R
n n n—oo n—oo

sont mesurable. En particulier, si f(z) = lim f,(2) eviste Vo € X, alors f : X — R est
n—oo
mesurable.

Plus généralement, l’ensemble {x € X | lim f,(x) existe} est mesurable.
n—oo

Définition 1.3.3 :Soit (X, M) un espace mesurable .On dit qu’une application mésurable f :
X — R est étagée si f ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

En notant oy, ..., o, les valeurs de f et A; = [~ () pouri=1,....,n, on a donc

F—Y s (1.1)
i=1
Exemple 1.3.2 la fonction indicatrice des rationnel 1o est une fonction étagée .

L’écriture (2.1) est unique aux renumérotation prés. Les ay, ..., sont deux a deux distincts
et les Ay, ...A, sont deux a deux disjoints. Si f prent la valeur 0, on peux omettre le terme
correspondant dans la somme (2.1) Les fonctions (mesurables) étagées sont exactement les

combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables. Si

N
f= Z Brlp,

avec (1, ...0x € R non nécessairement distincts et By, ...., Byy € M non nécessairement disjoints,
alors f ne pas prend qu'un nombre fini de valeurs et posséde donc aussi une écriture canonique

de la forme (2.1).

Proposition 1.3.3 Soit f : (X, M) — [0,+00] une fonction mesurable, Alors il existe une

suite croissante de fonctions (mesurable) étagée qui converge ponctuellement vers f.
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Démonstration. Pour tout n € N, on défini ¢, : [0, +o0o[— [0. + oo[ par

27"E(2") si 0<t<n
on(t) =
n St t>n

ou E(x)désigne la partie entiére de x. il est claire que ¢, est étagée telle que 0 < p,(t) <

Oni1(t),Vt € [0,400]. On pose f, = ¢, o f, n € N, alors f, est étagée, Yn € N, f, < far1

et fo(x) — f(x), Vo € X. En effet, si f(x) = +oo, on a Vn, f.(x) = n. D’autre part, si
n—oo

f(z) < 00 etn > f(z) alors f(x)— 27" < fulw) < f(2).

Soient (X, M, 1) un espace mesuré

Définition 1.3.4 Soit f : (X, M, u) — [0, +oo[ une fonction (mesurables) étagée. On appelle

intégrale de [ (pour la mesure positive j1 ) la quantité

/fdu = i aifi(A;)

€[0,+00]

ot f =731, a;la, est Uécriture canonique de f

Lemme 1.3.3 Si fy,...,0ny € [0, +00[ et By, ..., By € M , et si

N
f= Z Brlp,
=1

alors
N
/fdM = Buin(Br)
k=1

Démonstration : On suppose ay, ..., y,, b1, ..., By # 0.
— 1 er cas : Les By,..., By sont deux a deux disjoints. Dans ce cas 1, les [, ..., On
parcourent {aj, ..., v, },

etona A; = |J Bget By CA < b= ;. Ainsi,
k) ByCA;
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3

— 2 eme cas (cas général) : La o-algébre engendrée par les By, ..., By est également

engendrée par les ensembles (1, ..., C, deux a deux disjoint. On définit

Vi = Z /Bkaj = 17"'7m

k,/Bx>C,
alors f = Z;nzl vilc, avec Cy, ..., Cp deux a deux disjoint . En outre,
N

D BB = Bl Y. wC))

k=1 j/Bx>C;

ZZM(CJ‘)( Z Br)

k/ By oC;
= > u(Cy)
j=1

Notons €, 'ensemble des fonctions (mesurables) étagées sur X a valeurs dans [0, 400].
L’application

i :€+ — [O, +OO]

frs [ s

posséde les propriétés suivantes:
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— 1) Additivité :
/(fﬂLg)dM—/falu—i-/gal;Nf,geaJr
— 1) Homogénéité :
/)\fd,u = )\/fdqu €e VAeR,

— i) Monotonie : Si f et g € e, et si f < g, alors

/fdug/gdu

En effet,

— i) si f =) ala et g= 3 Bilp,, alors f+g= > ala, + > B;ilp,, et donc
j=1

i=1 j=1 i=1

/(f + g)dp = Z aipt(A;) + Z Biu(B;)

Z/fdwr/gdu

— 1) C’est évident par définition de 'intégrale .

[ gan= /fdu+/g D> [ fa

1.4 Intégration des fonctions mesurables positives

— 41) suit de ) car

Dans toute la suite (X, M, ) désigne un espace mesuré.
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1.4.1 Deéfinitions et théoréme de convergence monotone

Définition 1.4.1 Soit f : X — [0, +0o0] une fonction mesurable. On appelle intégrale de f

(sur X |, pour la mesure y ), la quantité:

/fdu:sup{/hd,u |h€5+,h§f} € [0, +o0]

st E C X est une partie mesurable , on note aussi

/E fin = [ Fiedu

si f € ex , on retrouve bien la définition précédente de lintégrale. Cette intégrale posséde de la

monotonie : [ fdu < [ gdp si f < g.

Théoréme 1.4.1 (de la convergence monotone - Beppo-levi)
Soit f, + X — [0,+00] une suite croissante de fonction mesurables positives, et soit f =

lim f,du la limite ponctuelle des f,. Alors, f est mesurable et
n—oo

/fduzggo/fndu

Démonstration:

Comme [ fodp < [ fas1dp du fait de la croissance de (f,,), la limite

o= nh%rroi3 [ fadp € [0, +00] existe. Soit f = 7112210 fn, alors f est mesurable, et comme
vn, f, < f,ona

/fndué/fd,u,Vnﬁag/fdu

par ailleurs, soit h € e telle que h < f et soit ¢ €]0,1[ . On définit :
A, ={z e X|f, = ch(x)}

alors A, € M (comme image inverse de [0, +00| par f,, — ch mesurable), et d’autre part
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An C An+1 et U An = X. Or,

/fdu>/ fndu>/ chdu=0/ hdu
Anp n Ay

De plus, si h = ) f;15,, on a
=1

J

neN

/ hdp = Biu(B; N Ay)

n j=1

Comme on a une somme finie, on peut passer a la limite quand n tend vers 400 et on a

[ v — 3 gu) = [

Ainsi, a > ¢ [ hdp et ce Ve €]0,1[,Vh € 4 telle que h < f . On prend d’abord le sup sur
¢ €]0,1[ , puis le sup sur h € 4, h < f et on trouve o > [ fdp.
Remarques:

— 1) Si f, est une suite décroissante de fonction mesurables positives, et si [ fodu < oo,

/fdu=7}Lr§O/fndu

Preuve, appliquer le théoréme de Beppo-levi a la suit g, = fo — fn.

alors on a

ou f = lim f,
n—oo

— 2) On rappelle que si f : X — [0, +00] est mesurable, il existe une suite croissante

fo < fui1 € 4 telle que f,(2) =nsoo f(z), Vo € X. Alors,

/fduzggrgo/fndu

L’intégrale des fonction mesurable positive vérifie :
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— 1)Additivité :
/(f+g)dﬂ—/fdu+/gdu, Vf,g€e,.

En effet, soient (f,) et (g,) deux suite croissante dans €, telle que f, — f et
n—o0
gn —> g. Alors f,, + g, €4 et fo + 9, — f+g. Or,
n—oo n—oo
Vo, [(fo+gn)dp= [ fadp+ [ gndp , on obtient donc le résultat en passant a la limite

grace au théoréme de convergence monotone.

— i7)Monotonie :Si f < g, alors

[ fdu< [ ga

Corollaire 1.4.1 Soit (f,) une suite de fonction mesurables positive et soit

f=> fo, [:X —=[0,+00]. Alors f est mesurable et

neN

[ tin=3 [ fuda

neN

c’est la propriété "d’additivité dénombrable”.

Démonstration Soit Fly = Ziv:o fn , alors (Fy)y est une suite croissante de fonction

mesurable positive, et VN € N, on a

/FNdlﬁzi/fndﬂ

En prenant la limite quand N — o0, et en utilisant le théoréme de convergence monotone,

on obtient le résultat.

1.4.2 Propriétes de l’'intégrale

Définition 1.4.2 (Terminologie) :Dans un espace mesuré (X, M, u), on dit qu’une

propriété P(z)(x € X) est vraie presque partout(ou p-presque par tout) si elle est vraie en



1.4 Intégration des fonctions mesurables positives 20

dehors d’un ensemble négligeable.

Exemple Si f, g :— R ou C sont mesurable, alors {z|f(z) # g(x)} € M et donc

f=g presque partout <= p({x € X[f(x) # g(x)}) =0

Remarque ;. n’est pas nécessairement compléte dans ’exemple précédent. Ainsi , si p est

compléte ou si f, g sont mesurable , alors

f =g presque partout <= u({x € X|f(z) # g(x)}) =0

Proposition 1.4.1 Soit f : X — [0, 4+00] une fonction mesurable.

1) Va > 0, u({z € X|f(z) = a}) < 1/a [ fdpu.

— 1)

— 2) [ fdu=0<= f =0 presque partout.

— 3) S0 [ fdu < oo, alors f < oo presque partout.
—4)

4) Si f et g: X — [0, +00] sont mesurables , alors

f:g presque partout:> /fd:u: /gdu

démonstration :

1) Soit A={x € X | f(z) > a} = f~!([a,+x]) € M.On a f > al, et ainsi,

[ fdp > ap(A)

2) Si f = 0 presque partout, alors si h € £, tel que h < f, on a h = 0 presque partout. En
utilisant la définition de Pintégral dans £, on en déduit que [ hdp =0 d'ou [ fdu = 0.
Inversement, supposons que | fdu = 0. Pour tout entier n € N*, on note

Av=fee X | fl)= 1)

Alors A, est mesurable (image réciproque de [+, 00| par f),A, C A1 et JA4, ={z €
neN*
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X | f(x) > 0}. Par ailleurs,
Vn e N*, u(A,) <n [ fdu =0 par 1)
Ainsi, on en déduit que
(e € X | f(a) > 0} = lim p(4,) = 0)
3) Supposons que f(x) = +oo,Vx € Ajavec A € M et u(A) >0.Vn € N, f > nly et donc
[ fdu > np(A),¥n € N
donc [ fdu = 4.

4) Supposons que f = g presque partout, et notons h, = mazx(f,g) et ho = min(f,g) (
point par point) alors hy = h_ sont mesurable,h, = h_ presque partout et h_ < f,g <
h.. Or,

[ hidp = [h_du+ /h+ —h_dp = [h_du

—_—
=0 avec 2)

Par monotionie,

[ fdu= [gdp= [hidu= [h_du

Lemme 1.4.1 . (de fatou-Corollaire du théoréme de convergence monotone). Soit

(fa)n'sfn + X —)[0, 4+00] une suite de fonctions mesurables. Alors
/(lim inf f,,)dp < lim inf/fndu
n—oo n—o0

1.5 Fonctions intégrables & valeures dans R

Dans toute cette partie, (X, (M), 1) est un espace mesuré quelconque.

Définition 1.5.1 . Soitf : X — R une foction mesurable. On dit que [ est intégrable (ou

JE
[ tin= [ tedu— [ sa (1.2)

sommable)par rapport a p si

Dans ce cas, on pose
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ot fi =maz(f,0) et f- = mazx(—f,0). On note L*(X, M, u) lespace des fonction intégrables
sur X.
Remarques.

1) Si f >0, on retrouve la définition précédent.

2) Si [|fldp < oo, alors comme [y, f— <|f|, on a aussi les intégrales de f et f_ qui sont

finies, et la définition (1,2) fait sens.

Proposition 1.5.1 .

a) LYX, M, u) est un espace vectoriel sur R, et Uapplication f— [ fdu est linéaire.

b) | [ fdul < [|fldu,Vf € LY(X, M, p).
¢) Sifoge LYX, M, p) et f<galors [ fdu < [ gdu.
d) Sif,ge€ LYX, M, p) et si f=g presque partout, alors [ fdu = [ gdpu.

Démonstration.
a) Si f,g € LY X, M, ), alors f + g est mesurable et |f + g| < |f| +|g| donc f+ g €
LY X, M, ). En outre,

f+9s—f+tg-=f+tg=fr—f-+g9:—9g-

donc

(f+gs+ftg-=(+g-+f+gs

Ainsi,

/(f+9)+du+/fdﬂ+/g2/(f+g)du+/f+du+/g+du

ce sont des inégrales finies donc

/(f + g)dp = /(f +9)+dp — /(f +g)_du
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ce sont des inégrales finies donc

/(f+9)du = /f+g)+du /(f+g) dp
= /f+du /f dp) + /g+du—/g—du)
= /fd,u+/gdu.

D’autre part, sif € LY(X,M,pn) et X € R, alors \f est mesurable et [ |\f|dpy < o0
donc \f € LY(X, M, p).

s >0,
Jonan = [opdn+ [0)-du
= A/f+du+)\/f—d,u
— 2 [ s
S siN<0,

Jondn = [opydn+ / (\f)_du
= (N [ fdu= ) [ Fedu
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b)

!/fdu\ = !/f+du—/fdu|
< | [ sudul ] [ f-a
< [ ifldu

carlfl = fi+ I
c) Comme pour les fonctions mesurables positives.

d) Si f = g presque partout, alors f, = g, presque partout, donc

[ fdp = [ gdp



Chapitre 2

Fonctions vectorielles d'une variable réelle

2.1 Fonctions intégrables.

Soit (S, B, i) un espace mesuré ; soit X un espace de Banach de norme ||.|| et de dual X’. On

appelle fonction étagée une application f de S dans X ne prenant qu’un nombre fini de valeurs;

cette fonction est dite mesurable si f~'({x}) € B, pour tout x € X et intégrable si de plus
1 (f7({z})) < +oo. On définit alors [ fdu = > p(f'({z})) =, cette somme étant finie par
rzeX

hypotheése.

On dit qu’une fonction f de S dans X est mesurable s’il existe une suite f, de fonctions étagées
mesurables telles que f,(s) = f(s) p—p-p- s € S. D'sprés le théoréme de Pettis (cf. par
exemple Yosida [1] p.131) une fonction f de S dans X est mesurable si et seulement si elle
vérifie les deux propriétas suivantes :
a) f est u— p-p-a valeurs séparables i.e. il existe une partie négligeable N de S telle que
f(S\K) soit séparable;
b) f est faiblement mesurable, i.e. pour tout w € X’ la fonction s — (w, f(s)) est mesu-

rable.

On dit qu'une fonction f de S dans X est intégrable s’il existe une suite de fonctione éta-



2.1 Fonctions intégrables. 26

gées intégrables f, telle que pour tout n la fonction s — || f,.(s) — f(s)|| soit intégrable et que

lim [ [ fa(s) = f(s)ll du(s) = 0.

n—-+o0o

Alors [ f, du converge dans X et sa limite est indépendante limite [ fdpu.

Rappelons divers résultats importants :

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de Bochner) (cf. par exemple Yosida [1] p.133) :une fonction

f de S dans X est intégrable si et seulement si f est mesurable et || f(s)|| est intégrable.

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Lebesgue) (convergence dominée) soit f,, une suite de fonc-
tions intégrables telle que f,(s) — f(s) p—p-p- s € S; de fonctions intégrables telle que
fu(8) = f(8),u — p - p. on suppose qu’il existe une fonction integrable ¢ de S dan R telle que

1fn(s)]l < &(s) pour tout n,p—p-p- s € S.

Alors [ est intégrable et [ || f, — flldiw — 0 (donc en particulier [ f, du — [ fdu)

Lemme 2.1.1 (Lemne de Fatou) soit f,, une suite de fonctions intagrables telle que f,(s) —
f(s) faiblement u—p-p- s € S ; on suppose qu’il existe une constante ¢ telle que [ || fn| dp < ¢

pour tout n.

Alors f est integrable et [ || f]ldp < liminf [ || f,|| dp.

Etant donné 1 < p < +o0, on désigne par LP(S; X) lespace des (classes de) fonctions mesu-
rables f telles que || f(s)|| appartienne a LP(S; X). L’espacelLP(S; X) muni de la norme || f||1» =

[J ||f(s)||pdu(s)}1/p N fllne = sup ess || f(s)]], est un espace de Banach.

Lorsque X est réflexif, u o — finie et 1 < p < 400, le dual deL?(S; X) peut étre identifié a
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L' (s;X") avec ﬁ + 1% =1 ( Phillips [1]).

Si X est un espace de Hilbert, ’espace L*(S;X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

J(f(5), 9(5)) du(s) ).

Dans toute la suite S sera intervalle 10, T[,T < +o00 muni de la mesure de Lebesgue.

Notons d’abord le

Lemme 2.1.2 Soit F C X fermé et soit f € L'(0, T;X) tel que f(t) € F p.p. t € ]0,T[ Alors

pour tout € > 0, il existe g en escaliera valeurs dans F' tel que Hg‘f||2 (0, 7;X).

Démenstration 2.1.1 La fonction f étant p.p. a valeurs séparables, on peut toujours supposer
X séparable ; donc F' admet un systame dénombrable {yk}k21 partout dense. On peut toujours

supposer par translation 0 € F' et f(t) € F pour tout t €]0, T [.

Soit Sy = {t €]0, T[;||f(t) —uill <€ et ||f(t) —yr|| > € pour r=1,..., k — 1} ; ¢’est une parti-

tion mesurable de [0, T[; considérant la fonction h =y, sur S, on a ||f — h||1e0(0,T; X) < €.

Puisque f est intégrable, il en est de méme de h et il existe donc kg tel que

+oo
S [ lwldr<e
k=ko+1" Sk

Posons M = sup{||ykll;k=1,...,ko}.

La mesure de Lebesque étant réguliere pour tout k = 1,..., kg, il existe un ouvert . et un

compact Ky, tels que

13
QkDSkDKKet/ dt < .
%\ Sk My
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Considérons alors ) réunion finie d’intervalles ouverts telle que
O\ U, K, DD DK,
puis 2 réunion finie d’intervalles ouverts telle que
D\ [Q] U (U,K,)] D04 D Q) D Ky
Jusqu’a Sy réunion finie d’intervalles ouverts telle que
Qpe,\ URT Q7 © Q) D Qg D K,

Définissons alor g par g = yi sur et g=0 sur ) et g =0 sur]0,T[\ Uk .

La fonction g est en escalier et g = h sur UffO:lKr. on a donc

ko
!m—wmwm=§iéwumwﬂmm+§jéumw—mwt
r=1 T r ™

r>ko

ko k?O
< 2Mdt + / lly.|| dt + / Mdt < 4e.
Tzz; /T\K’I‘ Z S’r TZ:; QT\ST

7">k50
Etant donné f C L*(0,T;X), la fonction F(t) = fot f(s)ds est derivable p.p. sur]0,T] et l’on
a % = f p.p sur]0,T].

Plus précisément, on dit qu’un point t €]0,T] (resp. t € [0,T]) est point de Lebesque (resp.

point de Lebesque a droite) de f, s’il existe x € X tel que

1 t+h
lim = [ [f(s) —alds =
h#£0 t
(resp. lim 3 [ [|f(s) — allds = 0)

h>0
L’élement x ainsi defini est slors unique, et on a
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lim — / 1 f(s) —z|ds =«

}Ho h

(resp. lim & [/ ||/ (s) = z|lds = )

h>0

L’enscrole des points de Lebesgue d’une fonction intégrable est de complétientaire négligeable

(cf. par exemple Dunford-Schwartz [l p.213) et on a

Définition 2.1.1 On dit qu'une fonction f de [0,T] dans X appartient a W(0,T; X) sl

existe une fonction g € LP(0, T;X) telle que f(t) )+ fo s)ds pour tout t € [0,T].

Lorsque X =R, il est bien connu que’l’on peut caractérises les fonctions de WP(0,T) de deux
manieres :
: d
a) [ est absolument continue et d—’; e LP(0,T);
b) f est continue et sa dérivée au sens des distributions appartient a LY (0,T).

Nous présentons maintenant la généralisation de ce résultat aux fonctions a valeurs vectorielles.

2.2 Fonctions a variation bornée et fonctions absolument
continues.

Définition 2.2.1 Etant donnée une fonction f de [0, T| dans x, on appelle variation totale de
[ sur [0, T| lexpression Var(f;[0,T]) = sup{d_,_, IIf (ax) — f (ak—1)) pour toutes les subdivi-

sions 0 = ag < ay... < a, =T. Si Var(f;[0,T]) < +oo, on dit que f est a variation bornée ;
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on désigne parV B(0,T; X) lespace des fonctions a variation bornée de [0,T] dans X.

pour simplifier les notations, on pose Vy(t) = Var(f;0,1]).

Lemme 2.2.1 Soit f € VB(0,m; X), alors f € L>(0,T; X),et f admet en tout points une
limite a droite et une limite a gauche(lI’ensemble des points de discontinuité étant au plus dé-

nombrable). De plus on a

/Th | f(t+h)— f(t)|dt < hVar(f;[0,T]) pour tout h €]0, T|.
0

En effet, on a ||f(t) — f(s)|| < Vi(t) — Vi(s) pour 0 < s <t <T.

La fonction t — V;(t) est croissante; elle admet donc en tout point une limite a droite et une
limite a gauche et l’ensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable. Il en est de
méne pour f. Il en résulte en particulier que f est p.p. a valeurs séparables. D’autre part, pour
tout w € X' la fonction t — (w, f(t)) est a variation bornée (donc mesurable). On déduiz
alors du théoréme de Pettis que f est mesurable. Comme ||f(t)|| < || f(O)|| + ve(T) pour te
[0,T], on a f € L™(0,T; X).

Pourt € [0,T — h] on a

1t +h) = FON < vp(t+h) —vp(t)

et donc

T—h T—h
/0 1+ 1) — F(1)] < / us(t + h) — vg()

g/ vf(t—l—h)—vf(t)dt
g/T vr(t)dt
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Il est bien connu que toute fonction fe VB (0,T;R) est dérivable p - p- sur |0, T[; on a un

résultat analogue lorsque X est réflexif.

Proposition 2.2.1 On suppose que X est réflexif et soit f € VB(0,T; X) Alors f est faible-

4 e LN0,T; X) et fOTH%Hdt < Var(f;[0,T)). De plus

ment dérivable p.p. sur |0,T], %

H “ —Vi(t) pop. sur]0, T,

En effet, il est clair que

fit+h)— f(t d
lim sup ‘ ( }>L (®) < a‘/f(t) p.p. sur |0, 7.
h#0
En particulier I’ensemble Ny = {t €10, T, lim MH = 400 } est négligeaible.

D’autre part f est a valeurs séparables; soit Xy I'espace fermé engendré par f([0,77]) et soit

{wn},>, une suite dense de Xj (qui est séparable puisque Xy est réflexIf et séparable).

Pour n fixé, Papplication ¢ — (w, f(t)) est a variation bornée et donc dérivable en tout point

n’appartenant pas & un ensemble négligeable N,,. Posons N = Un>0 N, est négligeable. En tout

ft+h) - ft)
h

€]0, T[\N., d'une part est borné lorsque h — 0,

f(t+h)—f (1)

- > converge lorsque h — 0, On en déduit que pour

D’autre part pour tout n, < w,

t+h)—
ft+h) - f(1) convorge faiblement vers une limite que 1’'on désigne par —(t).

tout t €]0, T\ N
ot t )0, TN\N, 122 i

Il résulte enfin de (1) et du lemme de Fatou que df € L'(0,T — h; X) pour tout h > 0 et que

T—h
| 15wl < varsifo. 7

Remarque 2.2.1 La conclusion de la proposition n’est pas valable lorsque X n’est pas
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réflexif. Considerons par exemple dans X = Cy (espace des suites de C qui tendent vers 0 la
int

fonction f(t) définie par fn(t):en

; f(t) est lipschitzienne et nulle part dérivable. On pourrait

0 s2 0<x<t
aussi considérer dans v = L'(0,1,R)la fonction f(t) definie par f(t)(z) =

1 st t<x<1

Méme lorsque X = R une fonction a variation bornée n’est pas en général une primitive de sa

dérivée ; il faut et il suffit qu’elle soit absolument continue.

Définition 2.2.2 On dit qu’une fonction f de [0, T| dans X est absolunent continue si pour

tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute suite d’intervalle I, =] o, B,[ deuzr deux disjoints

verifiant Y |Bn — an| <, on ait Y || f (Bn) — f (an)]| < e

On vérifie facilement, comme dans le cas scalsire, que toute fonction f absolument continue est

a variation bornée; de plus la fonction ¢ — vy(t) est absolument continue et donc

Vi(t) = /O SV (s)ds.

Par suite on a

d

¢
(&) = f(s)| < / EVf(T)dT pour tout 0 < s <t < 7.

Inversement s’il existe ¢ € L'(0, T;R) tel que

I - sl < [ p(r)dr pour 0< s <t < T,

alors f est évidemaent absolument continue et

d
SVi(t) < (1) pp. sur 10,7

Définition 2.2.3 On désigne par W“’(O, T; X) lespace des fonctions absolunent continues de

d
[0,T] dans X telles que %f appartienne a LP(0,T;R).
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Il est clair que f € WI’P(O,T;X) si et seulement s’il existe ¢ € LP(0,T; R) tel que
1/ () /<Z5 dr  pour tout 0 < s <t < T.

Par suite on a WHT(0,T; X) C WLP(O7 T; X) et Uinclusion est stricte en général (cf. remarque

AD).

Notons que WM(O,T;X) cotuncide avec l'espace des fonctions absolument continues de [0,T]
dans X.51 f € WLP(O,T; X) avec 1 < p < 400, alors il existe une constante c telle que

1£() — f(s)|| < |t — s|*7YP pour tout t,s € [0, T].

Enfin Wl’m(O,T; X) coincide avec l'espace des fonctions lipschitziennes de [0, T] dans X .

Proposition 2.2.2 Soit f € Wlp(O T;X) avec 1 < p < +oo. Alors on a

h) — d
]lziir(l) S+ })L /) H dtvf( ) p.p. sur]0,T] (2.1)
TR — fOI d L
ggg} i Y - a‘/f(t) dt =0 (2.2)

Pour toute fonction f € VB(0,T;X) on a

ft+h)— f(t )H < ivf(t) p.p. sur |0, T

hm sup ‘

Posons ¢ (t) = liminf

‘f@+m—meHma¢€quﬂ.

h—0
d
Pour x € X fizé, la fonction w(t) = || f(t) — x| est absolument continue et &w(t) < Y(t) p.p.
sur 10, T[. Donc w(t) < w(s) + ftw (T)dT pour 0 < s <t < T ; prenant en partieulier x = f(s),
d
on obtient || f(t) f Y(7)dT. Par suite vs(t) —vg(s f Y(T)dT et a\/f <Y p.p. sur

10, T[, ce qui établit .
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Pour prouver , raisonnons par l'absurde et supposons qu’il existe a > 0 et une suite h, —

/T—hk
0

Comme f € WI’P(O,T;X) il existe ¢ € L¥(0,+00; R) tel que

0, hy > 0 tels que

e T

rva>—f@ﬂws/¢m7mfpmw0s;s<t<zﬂ

Donc

W) —f@ 1 e
w <E[ o(r)dr;

or d’aprés Bourbaki (chap. 1V, $.3, Théoréme 3, p.131) il existe une suite extraite h, de la suite

hy et il existe g € LP(0, +00; R) tels que

he J
pour tout ¢ et tout t (on utilise ici le fait bien connu que

t+h
HARCCEYD

dans LP(0, +00; R).

On conclut a l'aide du théoréme de Lebesgue que

T—hy

[fE+h) —fOI d "o
" — 2 Vi(t)] dt=0

lim
hg%o 0

on aboutit ainsi & une contradiction.

Proposition 2.2.3 Soit f une fonction de [0,T] dans X et soit 1 < P < +o0. Les prodrietés

sutvantes sont equivalentes :

i) feWhP(0,T;x)
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i) f € WLP(O,T;X) et f est dérivable p.p. sur]0,T;
iii) f est faiblement absolument continue (i,e, pour tout W € X', t — (w, f(t)) est abso-

d
lument continuec, f est faiblement dérivable p.p. sur]0,T| et d_]; e LP(0,T;X).

Comme les implications i) = ii) et ii) = iii) sont immédiate, il suffit détablir que iii) = 1i).

d
Posons ¢(t )+ fg sz:

pour tout w € X', la fonction t — (w, f(t)) est p.p. dérivable et

& £0) = (w, B (1) pp. sur o, 7

Donc

(w. 100 = (o FO) + [ %) ds

et par suite

(w, f(t)) = (w, g(t)) pour tout w € X' et tout ¢t € [0, 7.
Il en résulte que f = g et par conséquent f C WHT(0,T; X).

Corollaire 2.2.1 Soit f € Wh1(0,T; X) Alors

|0 = Sost) v sur o7

et

df
dt

%0 = ver(zipo.)

En effet il résulte de[3.2] que

H H Vi) pop. sur 0,71
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Intégrant cette égté sur |0,T[ on en déduit que

r

puisque la fonction ve(t) est absolument continue.

%(t)” dt = Var(f;[0,T])

Corollaire 2.2.2 on suppose que X est reflexif. Alors WHF(0,T,X) = WLP(O,T,X) pour
tout 1 < P < +o0.
Autrement dit toute fonction absolument continue est dérivable p.p. et
tdf
0y =50+ [ Lisyas
0
Le corollaire (2.2.2)) résulte directement de la proposition (2.2.1)) et de I'implication iii) = i) de

la proposition (2.2.3])

Corollaire 2.2.3 On suppose que X est réflexif et soit f € VB(0,T; X) Alors f € W11(0,T; X)

df

T
si et seulenent si / %(t) dt = Var(f;[0,T])
0

On sait deja d’aprés le corollaire (2.2.1)) que si f € W1(0,T; X), alors

i

Inversement on sait d’apreés la proposition (2.2.1)) que

/

Supposons qu’il existe tg tel que

20| ar = vt 0.7,

4

o (s)|| ds < Vi(t) pour tout t € [0,T7].

df
ﬁ@

ds < Vfto

/to
0
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On aurait alors

/0 Z_J;(S) ds:/oo %(8) d8+/t0 %(3) ds Var(f;[0,to]) + Var(f; [to, )
= Var(f; [O’T])

et on aboutirait & une contradiction. Donc on a

/

et par suite la fonction Vy est absolument continue. Il en résulte que

df
E(s)

ds = Vf (t)

fewh(0,T;X) =W"(0,T; X)

Corollaire 2.2.4 Soient X,Y et Z des espaces de Banach et soit g une anplication bilinéaire
et continue de X x Y dans Soient f € W™ (0,T;X) et g € W*(0,T;Y). Alors B(f,g) €

JWLLH0,T, 2).

Proposition 2.2.4 f une fonction continue de [0,T] dans X vérrifiant les deux conditions :

i) [ est faiblement dérivable a droite p.p. sur |0, T et % € LP(0,T;X) avec 1 < p < +0

If(t+h)—F(t)
h

i1) lim sup I « +o0 pour tout t € [0, T[ sauf au plus un encemble dénombrable.

h—0
h>0

Alor f € WHP(0,T, X)

La démonstration de la proposition ([2.2.4))est basée sur le lemme suivant.

Lemme 2.2.2 Soit f une fonction de [0,T] dang R ; on pose 6(t) = lim sup w

h—0
h>0

Alors on a les implications suivantes :
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a) il existe y € L' (0, T;R) tel zue f(t) — f(s) < fsty(T)dT pour tout 0 < s <t < T;

= b) f est j variation bornée et f(t) — f(s) < ft %(T)dT pour tout 0 < s <t < T';

S

= ¢)§ € L'0,T,R)

= d) il existe 5 € L'(0,T;R) tel que 6(t) < 6(t) p.p. sur]0,T[.

Si de plus [ est continue et si 0(t) < +oo pour tout t € [0,T] sauf au plus un ensemble

dénombrable, alors d) = a).

Montrons que a) = b); la fonction g(t) = fo s)ds est dacroissante et tonc g est
a variation bornée. Il en résulte que f(t) ) + fo ) ds est aussi & variation bornée.

Notons que g Etant décroissante, on a f —g(T)dT > g(t) —g(s) pour 0 < s <t < T

1ef[ y(r)] dr = f(t) fy

L’implication b) = c¢) est bien connue puisque § = % p.p. sur |0, 7| et limplication c) = d) est

immediate.

Montrons que d) = a) si f est continue et si 0(f) < +oo0 pour tout ¢ € 0,7 sauf au plus un
ensemble dénombrable. On peut toujours supposer (aprés modification de &) que 6(t) < d(t)
pour tout ¢ € [0, T et que &(¢) > 0 pour tout ¢ € [0,T].

On sait qu'il existe une fonction y s.c.i. de [0,7] dans R telle que Y € L*(0,T;R) et 6(t) < y(t)
pour tout € [0, 7] (cf. par exemple Bourbaki [1] chap. IV, 5.4, n® 4 Théoreme 3, p .147) Consi-
dérons la fonction g(t fo ) ds on a

git+h) = 9(t) < 0(t) — liminf 1

lim sup y(s)ds = 6(t) — y(t) <0
h—0 h h—0 t
h>0 h>0

pour tout ¢t € [0,T] tel que §(t) < +oo; c’est-a-dire pour tout ¢ € [0,7[ sauf au plus un
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ensemble dénombrable. On en déduit (cf. par exemple Lelong [1]. Proposition 5, p.22) que g est

décroisante i.e. f(t) f y(T)dT pour 0 < s <t < T.

Démenstration 2.2.1 (de la proposition (2.2.4))

Corollaire 2.2.5 On supnose que z est réflexif. Soit f une fonction continue de [0,T] dans
X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) feWhi(0,T; X)
i) f € VB(0,T;X) et il eviste y € L'(0,T;R),y > 0 tel que pour tout t €]0,T[. sauf au
plus un ensamblc dénombrable, il existe 6; > 0 et M; < +o00 vérifiant
I+ 1) = SO < [ y(r)dr + Mib (resp.|l£(0) = ¢ = )| < J, y(r)dr + M;)

pour h € [0, 0.

En effet, il est immédiat que i) = ii) avec M; =0 et y = H -

Inversement, il suffit d’apras la proposition (2.2.3)) de montrer que f est faiblement absolument

continue. Soit donc w € X' avec ||w|| = 1.

La fonction ¢(t) = (¢, f(t) fo T)dT est continue et §(t) = lir}?jélpw < My < 400
pour tout t €]0,T[ sauf un ensemble dénombrable.

§ € LY(0,T;R) puisque ¢ est a variastion bornée. On déduit que lemme (d = a)
qu'il existe y; € LY(0,T;R) tel que ¢(t) — ¢(s) < f yi(T)dT pour 0 < s < t < T ie.

(w, f(t)) — f {y(7) + y1(7)} d7 pour 0 < t<T.
Appliquant ce résultat avec —w, on voit qu'’il existe y, € L'(0, T;R) tel que

¢
|<w,f(t)>—<w,f(s)>|</yQ(T)dTpourogsétéT.
g
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2.3 lien avec les dérivées au sens des distributions.

On désigne par D(]0,T[; X) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables de ]0,7[ dans X a

support compact contenu dans |0, T7[.

Une suite régularisante est une suite e,, de fonctions de D(R;R) telles que e, > 0, [, en(t)dt = 1,

supp €, C] — =, += e, décroit sur [0, 400 et e,(—s) = e,(s) pour tout s > 0.

Etant donné f € L¥(0,7;X) (1< p < +00) on pose
t) = fOT en(t — $)f(s)ds; il est bien connu (cf. par exemple DunfordSchwartz [I] p .220) que

fa(t) = f(t) p.p.sur |0, T[etsi 1 < p< 4ooona f, = f dans LP(0,7T; X); de plus

1fallZ, (0,75 X) < IFIIZ(0, T ).

Proposition 2.3.1 Soient f C L'(0,T; X) et C une constante. Les proprietés suivantes sont
équivalentes :

i) 1l existe fi = VB(0,T;z) tel que Var (f1;[0,T]) < C et f(t) = fi(t) p.p. sur]0,T].

i) f M+ R) = f()||dt < Ch pour tout h €]0, T

iii) ’fo ), L(t))dt| < Clyl|7° (0, T; X') pour tout ¢ € D(J0,T[; X'

On utillsera dans la démonstration le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Soit f € L?(0,7;X),1 < p < +0o0, ]lj + ]% =1 Alors

Il O.T5X) = sup [0, o(0)dt
6l o' (0.7:X ") <1
= s TG00

el (0,T;Xx')

H¢”L17’(o:rxl)<1
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Nous aurons a distinguer trois cas :
® p = +00.

Comme Pensemble {¢ € D(]0,T[; X'); ||l 1 0.7:x1) < 1} est dense dans {¢ € L*(0,T, X"); [|9]l 1207, x7) <

1}. il suffait d’établir que

T
I lomorm = sup /<f<t>,<z><t>>dt
¢eL1(0,T;X7) 0
qu”Ll(O,T;X’)gl

Commencons par supposer f continu et soit ¢y € [0, T] tel que || f(to)|| = ||.f||L=(0, T:x); pour
tout ¢ > 0 il existe un voisinage ouvert U de t; tel que pour t € U, ||f(t) — f(to)|| < e.

Il existe alors d’aprés Hahn-Banach w € X' tel que < w, f(to) >= || f(to)|| et [|w||x = 1.

——Fw sitelU
Posons ¢(t) =
0 sit¢ U
On a
@]l (0, T; X7) =1
et

/0 (F(1), S(8))dt = / < (0) = f(to) () > di + / (£ (t0) , 6(2)) dlt
> | f(to)]| — <

= || fllLee(o, Tix) — €
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Dans le cas général, soit f,, la suite ragularisante de f; comme f,, — f p.p. sur |0,7[., on a

1l e 0. 7x) = 11 Fll e 05

Soit € > 0, et soit n tel que

1foll oo 0.3) 2 I fllzoe0.) — €

D’aprés ce qui précede, il existe ¢ € L1(0,T; X') tel que

T
/0 < Sal1), 6(0) > dt > || all o) —

Or, grace a Fubini, on a

/0 < f(t), bn(t) > dt:/o < fult), 6(t) > dt.

Par consesquent, on a trouvé ¢,, € L'(0,T; X) tel que
[@nllz: (0,73 X) < flzll, (0,75 X) < 1,
et

T
| <f0.0u0> dt > W limorn — 2

o]l < p < +4o0.

IT suffit de prouver que

T
1 flleeorx) = sup /0 (f(t),o(t))dt.

peLP’ (0,1;x7)

191, p7 0 2xry <1

Commengons par supposer que f est atagée et soith (B;);c; une partition finie mesurable de
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10, T'[ telle que f(t) = v; pour t € B;.

Soit w; € X' tel que (wi,v;) = |[vil|” et ||lvilly = [Jvsll”~" (w; existe d’aprés Hanh-Banach).

1
Posons ¢(t) = —s——w;

- _ (A
T

pour t € B; on vérifie aisément que

||¢||LP’(0,T;X) <1

et

/0 (1), 6@t = [[fllr o)

Dans le cas cénerral, soit ¢ > 0 et soit f une fonction étagée telle que \f — f lrorx) < €.

Y 2. : 2 N
D’aprés ce qui précede,

il existe ¢ € LP(0,T; X") tel que

H65||LP(0,T;X/) <1

et
/0 (1), d®)dt = | Fll o).
On a alors
/0 <f<t>,<?s<t>>dt= / (F(t) — F(b). d(e)dt + / (1), 3Ot > [ fllor o) — 2.
op=1.

Commensons par supposer que f est étagée; comme au cas précédent on voit qu’il existe
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¢ € L>(0,T; X') tel que

1o17°(0, 75 X") <1

et

/0 (1), 60t = |l o)

Enfin si 6,, désigne une suite telle que
0, € D(0,T[;IR) 0<60,<1,0,— 1p.p. sur]0,T]

, on a grace au théoréme de Lebesgue

T

lim <f(t)70n(t>¢n<t>>dt:/(; (F(0), ¢(t))dt = || fll 2 (0.1:)-

n—-+00 0

Dans le cas général, soit € > 0 fixé et soit f une fonction étagée telle que
If — f”Ll(o,T;X) <E.
D’apreés ce qui précede, il existe ¢ € D(]0,T[; X") tel que
~ T ~ ~ ~
[0l Loe(o,rixy < Let / (f(@), o@)dt = || fllLrorx) — €.
0

On a alors

T ~
| .60 > 1l 3

Démenstration 2.3.1 (de la proposition (2.3.1)) L’mplication i) = ii) résulte du lemme

3.0.1).

Démontrons que i) = iii) :

Soient ¢ € D(]0, T [; X') et h €]0,T[; on a
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7 [ (.00 - ol —mye =
[ o= seemowee g [ oo [ 0.0 - m

Par suite pour h assez petit, on a grace a ii)

1 T
5 [ 0,000 =6t = 1)t < ol

Passant a la limite (4 aide du théoréme de lebesgue) on obtient iii).
prouvons que i) = 1i).

Soit ¢ € D(0,T;X’) on a

/ <%“)’W’> w== [ {no G0 )a=— [ (10.%0 o

Si de plus suppp =]+,

suppp, C10, T

et donc

¢n € D(]0,T[; X')

Il résulte alors de iii) que

dfn
‘/< >dt! C||¢n||Loo(0,T,X')~C||¢||L°°(07T7X’)'

On déduit du lemme (appliqué sur Uintarvalle |=, T — L[ au lieu de |0,T[) que

T d
[ 15w < e

Uensemble A = t €]0,T[; fn(t) — f(t) est de complémentatre négligeable. Etant donnée une
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subdivision 0 < ag <ay...<ap <71 de A on a

Zufn a;) — fala;i1)| < ¢

pour VU que

1
n>—etn> .
Qg — Qg

Donc a la limite quand n — +00, on obtient

k
>_lf (@) = flan) <€

pour toute subdivision de A.

Posons pour 0 <t < T

V(t) = sup {Z I f(a;) — (%‘—1)“} pour toutes les subdivisions de AN [0, ]

La fonction V' est croissante de 10,T| dans [0,C] et pour s,t € A avec s <

17(8) = F(s)] < o(t) = v(s)

donc pour tout t €]0,T7, lirr% f(s) = fi(t) existe et lir% f(s) = f1(0) existe.
s— s—

s<t s€A
seEA

On a ainsi définit une fonction fi de [0,T] dans X vérifie les propriétés :

lf@)— 1] < V() —=V(t—0) pourte A
If1(t) = fri(s)|| S V(t—=0)=V(s—=0) pour0<s<t<T
i) = LO S V(E—=0)=V(0+0) pour0<t<T

Il en résulte que, pour toute subdivision de [0,T] on a

erfl a;) — fi (a;2)|| < (T = 0) —v(0+0) < c

tona
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et par conséquent Var (f; : [0,T]) < C.

D’autre part f(t) = fi(t) en tout t € A ou v(t) est continu; par suite f(t) = fi(t) p.p. sur
0, 77.

Proposition 2.3.2 Soit f € LY(0,T;X) avec 1 < p < +00. Les propriétés suivantes sont

éoutvalentes :

i) il existe f € WYP(0,T; X) tel que f(t) = f1(t) p.p. sur]0,T|

i) il existe g € LY (0,T; X) tel que

T—h h) —
iy | S+ f)L f(t)—g(t)Hdt:O
T—h P
(resp. lim f+h) =1t _ gt)|| dt=0 si p<+4o0)
h—0 Jo h

ii) il existe k € LT(0,T; X) tel que
T dOé T
/ £ )t = - / k(£) alt) dt, pour tout a = D(J0, T: R)
0 0

d,
Dans ce cas on a % =g=k p.p. sur]0,T].

Montrons que i) — ii) avec g = ‘g—;, en effet on a

et il est bien connu que si 'on prolonge g par

g sur |0,7]

N}
I

0 ailleurs,
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alors la fonction + =/, +h g(s)ds tend vers g dans LP(R, X)) quand h — 0 si p < +oc.

Prouvons que ii) = iii) avec k = g; en effet on a

S CCUERGT
_ %/0 @) = £t + B |a(t)dt + % F(t)alt)dt — %/0 FBalt — h)dt

T—h

Donc si o € D(]0,T[,R), on a pour h assez petit

T T—h
7 [l —at—m = [ 100 - =l

Le passage a la limite quand h — 0 est immediat et conduit a iii).

Enfin iii) = i) car pour a € D(]0,T[;R) on a

/odc{: / RGO = /OTf<t>dj;<t>dt

Si de plus supp o C]+, T — 1, alors supp a,, C]0, T et donc

/0 CZ;()a(t)dt:/o k(t)an(t)dt:/o ki (ta(t)dt.

On en déduit que df" =k, pp.sur|t,T—1]

n

Soit A = {t €]0,T[; fu(t)} — f(t)}; on a alors f(t) f k(T)dr pour tout s,t € A. Il
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en résulte que hH(l] f(s) = f1(0) existe et on a
s5—
s€A

f(t) = f1(0) + /OtK(T)dT pour tout t € A.

Proposition 2.3.3 Soit f € LP(0,T; X) avec 1 < p < 400 et soit C' une constante.

Les proprietes suivantes sont équivalentes :

i) il existe f; € WYP(0,T; X) tel que f = fi p.p. sur]0,T] et | £V, <c

1

i) ( M+ ) — (t)||pdt> * < Ch pour tout h €10, 77

iii) ‘fo t), %2t dt‘ clloll o .1y avec 5 + z%’ =1 pour tout ¢ € D(]0,T[; X').

Pour simplifier la démonstration de L’implication i) = ii) posons v = %Vfl; on a alors p.p. sur
10,77
If(t+h) — FO) < [T y(r)dr et par Hélder

t

| f(t+h)— f@)|P < hP? ft+h VP (T)dT  sip < 400 (le cas p = +oo étant immédiat).
Donc T [(t+h) = FE)Pdt < het [T W+ by — WDt

ou 'on pose W (t fo ~P(T)dT et par suite

P

d

T—h T
/ It +h) — F(t)|Pdt < b= / W (t)dt < hPW(T) = hP || 2
i a

T—h

Vfl

Lp

I'implication ii) = iii) se démontre de maniére identique & limplication ii) = iii) de la propo-
sition ([2.3.1))

Enfin pour prouver que iii) = i) on considere la suite f des résularisés de f. Gréace au lemme

!
T-1 P
T Il <

—_

2.3.1), on a comme dans la démonstration de la proposition(2.3.
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Posons
df,

dt(t)H sit<t<T—1

Tn(t) = H
0

ailleurs .

On a alors ||f,.(t) — fa(s)]| < fst Yu(T)dT pour £ < s < ¢ < T — L. Comme 7, est borné
dans LP, il existe n, — 4oo tel que 7,, — v faiblement pour o(L?(0,7,R), L” (0, T, R)) et

1Y ro,rr) < C.

Alors pour s,t € A,s < ton a

1£(0) = £(s)] < / A(r)dr

On achéve la démonstration en considérant fi(¢) = lirg f(s).
s

s—t

2.4 Compléments dévers

Lemme 2.4.1 (Gronwall-Bellmen) Soit m € L'(0,T;R) tel que m > 0 p.p. sur ]0,T| et
soit une constante = 0.
soit ¢ une fonction continue de [0,T] dans R vérifiant ¢(t) < a + fot m(s)o(s)ds pour tout

€ [0,T]. Alors

o(t) < aeo ™8 pour tout t € 0,7
En effet
soit ¥(t) = a + f(f m(s)¢p(s)ds; la fonction v est absolument continue et on a

d¢

(1) = m(B)(

N

m(t)(t) p.p. sur |0, T

. Donc
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et comme la fonction ¢t — w(t)efot m(s)ds et absolument continue, elle est décroissante.

Par suite

S OR

il en résulte que

o(t) < Y(t) < aelo ™)

Lemme 2.4.2 soit m € L'(O,T,R) tel que m > 0 p.p. sur]0,T] et soit a une constante > 0

Soit 1 une fonction continue de |0, T[ dans R vérifiant 2gz52 a’+ fo s)ds pour tout
t €]O,T]|

Alors|op(t)| < a+ fo s)ds pour tout t € [0,T].

En effet
soit
V(t) = =(a +¢)? / m(s)o(s)ds, e > 0;
donc
di.
LE(6) = m()6(t) pp. sur [0,7]
et

1

§¢2(t) < Yo(t) < e pour t €]0,T7.

Il en résulte que

dy.

22 (1) < () V20

1
Ve (t) = 552 pour tout ¢ € [0,77;
de sorte que la fonction ¢ — 1. (t) est absolument continue et

d 1 dws

aV =5 e

) p.p. sur |0, T
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Par suite

%\/m < %m(t) p.p sur |0, 77

et

1 t
VD) < V0 + /0 m(s)ds.

On en déduit que

rmm<xﬁ¢muwz¢wum+1ﬁM@w:a+a+AUM@m

pour tout ¢ € [0,7] et tout € > 0

Lemme 2.4.3 Soit u une fonction de [to, T] dans un espace de Banach X. On suppose que les
fonctions t — u(t) et t — ||u(t)]| sont dérivables a droite de ty.
Alors

d* dtu

O lutto)| + allutto)| < |52 t0) + autto)]  pour towt o € R



Chapitre

Le problemme de Cauchy

Enoncé du probléme de Cauchy, correction. Considérons dans un espace de Banach E 1'équation
différentielle :

dx

avec un opérateur linéaire ayant un domaine D(A) partout dense dans F.

Définition 3.0.1 Une solution de ’équation sur le segment [0, T est une fonction x(t) vérifiant
les conditions :

1) les valeurs de la fonction x(t) sont dans le domaine D(A) de A pour tout t € [0,7T];

2) en chaque point t de [0,T] il existe une dérivée forte z'(t) de x(t) ;

3) Uéquation x'(t) = Ax(t) est satisfaite pour tout t € [0,T]. Evidemment la solution est

une fonction continue sur [0,7T].

Par le probléme de Cauchy sur [0, 7] nous entendons de trouver une solution de ’équation sur

[0, T, satisfaisant la condition initiale
z(0) =z € D(A). (3.2)

Définition 3.0.2 Le probléme de Cauchy se pose correctement sur [0,T] si :

1) pour tout xy € D(A) il a une solution unique, et
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2) cette solution dépend continiment des données initiales tel que x,,(0) — 0 (2,(0) € D(A)),

alors z,(t) — 0 pour la solution correspondante a chaque t € [0,T].

Remarque 3.0.1 [l découle de la constance de l'opérateur A que si le probleme de Cauchy
est correct sur un intervalle [0, T] alors il est correct sur tout intervalle [0,T)] avec Ty > 0,

c’est-a-dire qu’il est correct sur tout le demi-aze [0, 00).

En effet, il suffit de considérer l'intervalle [0, 27].

Supposons que o € D(A) et que z(t) soit la solution du probleme (3.1]), sur [0, 7.
Construire une deuxiéme solution y(t) de I’équation avec des conditions initiales y(0) =
z(T) € D(A).

Définir une fonction w(t) par 'équation

xz(t) sitel0,T],
y(r) sit=T+71etT€[0,T]

Evidemment w(t) est une solution du probléme (3.1)), (3.2)) sur [0, 277. Cette solution est unique.

En effet, supposons que w (t) soit une autre solution de ce probléme. Alors wy(t) = x(t) pour

t € [0, T] d’aprés de la correction du probléme sur [0, 7.

De plus, la fonction x;(7) = wy (T + 7) satisfait 1'équation (3.1) et la condition initiale

Il s’ensuit donc que

soit wq (t) = w(t) pour tout t € [T, 2T].

De plus, si 2,(0) — 0, alors z,(T") — 0, ce qui signifie que x,(t) et y,(t) tendent vers zéro pour
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tous les t et 7 € [0, 7. Ainsi, le probléme est bien définie sur [0, 27].

Considérons maintenant un opérateur U(t) qui affecte a I'élément xy € D(A) la valeur de la

solution x(t) du probléme de Cauchy (z(0) = z¢) a I'instant ¢ > 0.

Si le probléme de Cauchy est bien définie, alors I'opérateur U(t) est défini sur D(A). d’aprés
de la linéarité de 'équation (3.1)) et de la propriété 1), elle est additive et homogéne. d’aprés
de la propriété 2) elle est continue. Puisque D(A) est dense dans E, 'opérateur U(t) peut étre

étendu par continuité & un opérateur linéaire borné défini sur tout l'espace E, qui sera aussi

noté U(t).

Définition 3.0.3 une famille d’opérateurs linéaires bornés dépendant d’un paramétre t(0 <

t < 00) est dite un semi-groupe si

U(tl + tg) =U (tl) U(tg) (0 <ty,ty < OO) . (33)

montrons que les opérateurs engendrés par un probléme bien défini (3.1)), (3.2) forment un

semi-groupe.

Supposons que xg € D(A). Alors la fonction w(t) = z(t+7) = U(t+ 7)o satisfait relativement
a t I'équation et la condition initiale w(0) = z( tau) = U(7)x,.

La fonction wy(t) = U(t)U(7)xq est aussi une solution de (3.1)) avec la valeur initiale U(7)zy,
étant en D(A). d’aprés de ["unicité de la solution, nous avons wy (t) = w(t). Ainsi les opérateurs
U(t+7) et U(t)U(7) coincident sur tout I’ensemble dense D(A), et puisqu’ils sont bornés ils

coincident partout.

Considérons maintenant la fonction U(t)xo pour tout xy € F et t > 0.
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Puisque D(A) est dense dans E, il existe une suite d’éléments xém € D(A) telle que

x(()”) — T,
et en conséquence, d’aprés de la délimitation de l'opérateur U(t), z,(t) = U(t)x(()n) — U(t)xo.
Ainsi la fonction U(t)xg est la limite d'une suite de solutions de ’équation (3.1)) sur (0, 00) et
peut étre appelé une solution généralisée de cette équation. Cependant, nous n’avons aucune
propriété de pour cette fonction. Pour le moment, nous pouvons seulement affirmer que ||U (t)zo||
est mesurable (comme la limite d'une suite de fonctions continues). La propriété de semi-groupe

de Popérateur U(t) permet de renforcer cette assertion.

Lemme 3.0.1 Si le probléeme de Cauchy pour l’équation est bien défifie, alors toutes les

solutions généralisées de cette équation sont continues sur (0,00).

Démenstration 3.0.1 montrons d’abord que les opérateurs U(t) sont uniformément bornés
sur tout intervalle [9,1/6](d > 0).

Dans le cas contraire il y aurait une suite t,, € [6,1/6] telle que t,, — v et ||U(t)|| — oo comme
n — o0o. d’apres le principe de bornité uniforme, il existe alors un élément vy € E tel que

U (t,,) zo|| 00. On peut supposer que ||U (t,) xo|| = n.

La fonction ||U(t)xol|| est partout finie et mesurable sur (0,00), de sorte qu’on peut trouver sur
Uintervalle (0,7) un ensemble F' de mesure m(F') > ~v/2 sur lequel ||U(t)xo|| est borné par un
certain nombre M.

Puisque t,, — 7, pour n suffisamment grand, la mesure de ["intersection de F' avec ["intervalle
(0,t,) ne sera également pas inférieure a /2, puis aussi la mesure de l’ensemble G, = {t,, — T ;

7€ FN(0,t,)} ne sera pas inférieur a /2.
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Maintenant, nous utilisons la propriété de semi-groupe. Nous avons
n = ||U (tn) zol| = |U (tn — 1) U(T)z0]| = MU (tn —7)|
pour que

\U(o)|| = n/M pour tout o € B,.

En écrivant lim B,, = S, on arriwe a la déduction que

|U(o)|| = oo pour tout o € S et m(¢) = /2

Ceci contredit l’hypothese que ||U(o)|| est fini pour tout o € (0,00).
Il résulte de la bornité uniforme des opérateurs U(t) sur [6,1/0] que la solution généralisée
U(t)zo (g € E) est sur [8,1/0] une limite uniforme des solutions pures de l'équation (3.1), et

comme ces derniéres sont continues, elle est continue également.
Le lemme (3.0.1]) et les arguments qui le précédent conduisent a I’assertion suivante.

Théoréme 3.0.1 Si le probleme de Cauchy pour I’équation (1.1) est correct, alors sa solution

est donnée par la formule

xz(t) =U(t)xy (zo € D(A)) (3.4)
ou U(t) est un semi-groupe d’opérateurs fortement continus pourt > 0.

Notons que la question du comportement du semi-groupe lorsque ¢ — 0 reste ouverte.
La limite U(t)zg pour g ¢ Z(A) comme t — 0 peut ne pas exister. De plus, une solution
généralisée U(t) peut ne pas étre différentiable et ses valeurs peuvent ne pas se trouver dans le

domaine Z(A) de 'opérateur A.
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Sur D(A) 'opérateur A commute avec le semi-groupe U(?).

En effet, pour zy € 2(A)

AU()zo = —p— = fm, Al
T U(At)l’o — 2o -
= Aliglo U<t>—At = U(t)Axyg

Il s’ensuit notamment que la dérivée de la solution est continue pour ¢ > 0. Supposons mainte-
nant que zo € 2 (A?). Ensuite la fonction

est une solution du probléme de Cauchy sous la condition initiale Azy € Z(A), telle qu’elle est
continue pour ¢ = 0, et sa dérivée est continue pour ¢ > 0. Ainsi la condition que z( soit dans
le domaine de 'une ou l'autre puissance de I'opérateur A joue le role de la condition que les
données initiales soient *****: i] éléve la régularité de la solution U(t)zg en t; sixg € I (Ak) (
k = 1 un entier), alors la solution U(t)xo pour ¢ 2 0 a une (k — 1) iéme dérivée qui est continue

et ak iéme dérivée qui est continue pour ¢t > 0.

Notons une autre proposition :

Lemme 3.0.2 Supposons que la fonction x(t) est continue sur [0,T] et contindment dérivable
sur (0,T], et que sa dérivée '(t) a une limite comme t — 0. Si lopérateur A est fermé et la

fonction x(t) satisfait I’équation sur (0,71, alors c’est une solution de cette équation.

En effet ; 11 suffit de vérifier que la fonction x(t) satisfait 1’équation pour ¢t = 0. Il est dérivable

a droite pour ¢t = 0. En effet, en passant a la limite dans ’équation
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comme € — 0, on trouve que

d’ou il résulte que
/ — 1 /
70 = fim, (1)
En utilisant le fait que A est fermé, on peut maintenant passer a la limite comme ¢ — 40 dans

I'équation 2/(t) = Ax(t), et arriver ainsi a 'équation 2'(0) = Az(0).

Exemple 3.0.1 Soit E = ¢, lesoder the Banach des suites réelles x = (x,) (n = 1,2, ) telles

1
To = 1757 y T € ¢

et b tel que 0 < b < 2. Considérons ¢ : R — R donné par

que lim r, = 0. Prenons
n—oo

W

Soit f : co — co définie par

et pour une solution éventuelle z(t) = (x1(t), x2(t), -+ ) nous obtenons

2,(0) = % (1) = o (2a(1)) (0 < t < byn € N)
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La solution de ce systeme infini est

o(t) = (%Jr%)z(ogtgb,neN)

d’ot limy,_q x,(t) = % >0 potr 0 < 1<b, donc

(21(8), 22(t), ) ¢ co(0 < t < 1),

c’est-a-dire le probleme (4.8) n’admet pas de solution. Alors. pour pouvoir appliquer le théoréme
de Péano taus un espace de Banach quelconque, on doit imposer des conditions de compacité
dans le coté droit f de (4.1). Par exemple, si pour tout t et pour tout ensemble €2, la MNC
de lensemble f(t,S) ne dépasse pas trop la MNC® de Q. alors Uopérateur J : C([0,0], E) —
C([0,b], E) défini par

(Jx)(t) = xo + /Ot f(s,z(s))ds
est condensé et le probléme (4.1) admet une solution. En particulier, si la fonction f(t,-) trans-

forme tonte boule de E en un ensemble relativement compact, alors (4.1) admet une solution

locale, comune le cas en dimension finie.



Bibliographie

[1]

2]

13

4]

[5]

(6]

K. Yosida, Functional Analysis, 6th ed., Springer-Verlag, Berlin, 1980.

Wheeden, R. L., Zygmund A., Measure and Integral, Marcel Dekker,Inc., New York, 1977.

Mikusinski, J., The Bochner Integral. Birkh&user, Basel, 1978.

Brezis, H. Analyse Fonctionelle", Massen, Paris, 1983.

Rudin, W, : Real and Camplex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1974.

Benadda Asmaa, Tazi Karima, Bensenouci Zoubida, L’intégrale aux sence de Bochner,

La bibliothéque universitaire de Tiaret, 2021.



	INTRODUCTION
	Introduction
	Théorie de la mesure et intégrale de Lebesgue
	Définitions et exemples de mesures
	Complétion des mesures
	Théorie générale de l'inégration:
	Intégration des fonctions mesurables positives
	Définitions et théoréme de convergence monotone
	Propriétes de l'intégrale

	Fonctions intégrables á valeures dans R

	Fonctions vectorielles d'une variable réelle
	Fonctions intégrables.
	 Fonctions a variation bornée et fonctions absolument continues.
	lien avec les dérivées au sens des distributions.
	Compléments dévers

	Le problemme de Cauchy
	Bibliographie



