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Introduction

En mathématique, la géométrie différentielle est 'application des outils du
calcul différentiel a I’étude de la géométrie. Les objets d’étude de base sont les
variétés différentielles, ensembles ayant une régularité suffisante pour envisager
la notion de dérivation, et les fonctions définies sur ces variétés.

La géométrie différentielle trouve sa principale application physique dans la
théorie de la relativité générale ou elle permet une modélisation d’une cour-

bure de I'espace-temps.

En mathématiques, les variétés différentiables sont les objets de base de la
topologie différentielle et de la géométrie différentielle. Il s’agit de variétés sur
les quelles il est possible d’effectuer les opérations du calcul différentielle et

intégral.

Une variété différentiable de dimension n se définit d’abord par la don-
née d’une variété topologique, espace topologique localement homéomorphe a
Iespace R™. Les homéomorphismes locaux sont appelés cartes et définissent
des systémes de coordonnées locales. La structure différentielle est définie en
exigeant certaines propriétés de régularité des applications de transition entre
les cartes.

Cette structure permet par exemple de donner une définition globale de la
notion d’application différentiable.

La géométrie Riemannienne est une branche de la géométrie différentielle nom-
mée en 'honneur du mathématicien Bernhard Riemann, qui a introduit le

concept fondateur de variété géométrique.
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Elle étend les méthodes de la géométrie analytique en utilisant des coor-
données locales pour effectuer ’étude d’espaces courbes sur lesquels existent
des notions d’angle et de longueur. Plus généralement, la géométrie Rieman-
nienne a pour but 1’étude locale et globale des variétés Riemanniennes.

En mathématiques, et plus précisément en géométrie, une variété Rieman-
nienne est une variété différentiable ayant une structure supplémentaire (une
métrique Riemannienne) permettant de définir la longueur d’un chemin entre
deux points de la variété c’est-a-dire les variétés différentiables munies d’une
métrique Riemannienne. Un changement notable par rapport au cas Rieman-
nien réside dans 'existence des champs de vecteurs isotropes (i.e de type lu-
miére) sur les variétés pseudo-Riemanniennes. Chaichi et ses collaborateurs
[2] se sont intéréssés aux variétés Lorentziennes (M, gs), de dimension trois,

admettant des champs de vecteurs pralléles isotropes. Ces variétés,

appelées variétés de Walker, ont des propriétés géométriques qui n’ont
pas d’analogues dans le cas Riemannien. Elles sont décrites en fonction d'un
systéme adéquat de coordonnées locales (t,z,y) et forment une classe assez
grande, et ce, selon la nature d’une fonction arbitraire & deux variables f (z,y).
Toute fois, plusieures conséquences géométriques sont déduites [11].
Le travail présenté ici est consacré a 1’étude de géométrie Lorentzienne sur les
variétés admettant un champ de vecteurs isotrope paralléle, connues aussi sous

le nom de variétés de Walker.

Le plan de ce mémoire est le suivant :
Dans le premier chapitre, on rappelle la notion de variétés différentiable qui est
par définition un espace topologique séparé M muni d’une structure différen-
tiable, c’est la donnée d’un atlas sur M , ie : il existe un recouvremenr ouvert
{Ui},e; de M et des homéomorphismes de transitions {¢; },., définis de U; dans
¢i(U;) ouverts de R™, telle que I'application ¢; o ¢; : ¢;(U; N U;) — ¢;(U;NUj)

soit un C*—difféomorphisme.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, on donne des définitions et des pro-

priétés de base des variétés pseudo-Riemanniennes.
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Le troisiéme chapitre consiste a classifier les métriques Ricci soliton sur
les variétés Lorentziennes de dimension trois, admettant un champ de vec-
teurs isotrope paralléle. Plus précisément, nous déterminons les métriques, qui

admettent un champ de vecteurs X , pour lequel on ait

Lxg+ 0= ay,

a € R et p désigne le tenseur de Ricci sur cette variété. Les résultats de ce
chapitre ont été démontré par Calvaruso and De Leo [7]. Notons que, dans
une base de coordonnées locales, I’équation de Ricci soliton se traduit par un
systéme d’équations différentielles partielles, qui en général n’est pas évident

A résoudre.

Dans le dernier chapitre, on a décortiquer le travail de Belarbi [3] ou il a

étudier 'exixtence des Champs de vecteurs qui sont Ricci soliton dans 1’espace
HQ xR .



Chapitre

Variétés différentiables

la notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel
qu’on sait définir sur R” . pour cela ;nous allons introduire des objets mathé-
matiques qui ressemble localement a R™ ,afin d’y transférer ce qui nous savons
déja y faire (i.e,continuité ,dérivabilité ,vecteurs...) mais qui globalement ne
seront pas topologiquement identiques a R", de tels objets nous sont fami-
liers dans R? : une sphére , un tore ,un cylindre ,... .Nous voyons toujours ces
objets comme sous-ensemble de R? .Nous voulons en donner une définition in-
trinséque , que nous appellerons variétés, sans faire référence a un espace plus
grand . Cependant , nous n’aurons pas nécessairement R" | mais localement
,nous aurons a notre disposition tout ce que nous savons faire sur un ouvert

de R™.

1.1 Variété topologique

Définition 1.1.1. M est dit variété topologique si :

— M est un espace topologique séparé ;

— pour tout P € M il existe un ouvert U de M contenant P, et un
homéomorphisme définie par : ¢ : U — W C R" et de classe C* .
Ou W est un ouvert de R™.
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e

La dirons que n est la dimension de M . le couple (U, ) est une carte
locale de M . une ensemble de cartes locale {U;, ¢;}icr tel que la réunion des
U; soit M tout entier est apppelé atlas de la variété. On dira alors que {U, }ier
est un recouvrement d’ouvert de M . A priori,cet atlas n’ est pas unique. En

particulier ,la réunion de deux atlas est encore un atlas.

Remarque 1.1.1. M étant un espace topologique, on a alors accés sur M a
la notion de continuité . Ainsi il possible de considérer des fonctions continues
f:M—R

. M ressemble localement a R™ .En effet , autour de chaque point de M ,nous
identifons un ouvert U de M a un ouvert W = ¢(U) de R™ grice a

[’homéomorphisme ¢.

Définition 1.1.2. Nous rappelons qu’un espace topologique M est connexe s’il
ne peut pas s’écrire M = Uy |JUs ou Uy, Uy sont deus ouverts disjoint de cet

espace topologique.

Une variété connexe est une variété topologique conneze , elle est donc

constituée d’un seul morceau.

1.2 Variétés différentiables

La dérivabilité sur R™ fait explicitement appel & la structure d’espace vec-

toriel de R", puisqu’on forme la rapport
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Sur un espace quelconque ,nous constatons que cette relation n’a aucun sens.

La solution consiste a transférer la dérivabilité connue sur les ouverts de R™

vers les ouverts de M qui leurs sont homéomorphes. Nous définissons donc :

Définition 1.2.1. M est dite variété différentiable de classe C"(r > 1) si :

— M est une variété topologique.
— 1l existe un atlas {(U;, i) }icr de M tel que :

pour tous 1,j tels que U; N U;, non vide
gjo 0" ¢ (U;NU;) — ¢ (Ui N Uj)

est un diffeomorphisme de classe C”. Nous dirons alors que 'atlas {(U;, ¢;) }ier

est de classe C".

Nous voyons ainsi que la notion de dérivabilité sur la variété n’est acquise
qu’a travers la composition avec les ¢ , afin de retrouver des applications de
R™ sur R (ou R™).

Remarque 1.2.1. Une variété topologique peut admettre plusieurs atlas de
classe C". Deux tels atlas ne sont pas toujours compatibles (leur réunion n’est
pas nécessairement un atlas de classe C"). Cela signifie qu’une varité topolo-

gique peut admettre plusieurs structures différentiables.

10
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On a le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soient M une variété différentiable de dimension n , U

un ouvert de M. Alors , U est une variété différentiable de dimension n.

1.3 Sous variétés

Un sous ensemnble N d’une variété est une sous-variété s’il existe un entier

K < n tel que pour tout P € N, il existe une carte locale (U, ¢) de M autour
de p telle que :

S(UNN) = 9(U) N (B x {0}) (1.2)

ot R* x {0}, est le sous ensemble de R™ des éléments de la forme
(z',...,2"%,0,...,0) (1.3)

Alors N est une variété de dimension k dont les cartes locales ont pour ouverts
les U N N et pour homéomorphismes associés les applications ¢y = ¢/U N N
que 'on considére comme allant de U N N dans un ouvert de R*.

Nous avons la notion de sous -variété différentiable, o la structure différen-

tiable est héritée de celle de la variété ambiante.

1.4 Coordonnées locales

Soit (U, ¢) une carte locale de la variété différentiable M. pour p € U, ¢(p) €
R" peut s’écrire ¢(p) = (x'(p),...,z"(p)). Nous dirons que (z'(p),...,z"(p))
sont les coordonnées de p dans la carte (U, ¢). Nous dirons alors que les n
applications (X.(z?, ..., ™) sont les n applications coordonnées associées a cette

carte, que nous noterons (z').

1.5 Espace tangent

Soit M une variété différentiable de classe C'*, p un point de M. On note
¢ ensemble des courbes v : [—1,1] — M telles que v(0) = p. 1l existe alors

e > 0 suffisamment petit tel que y([—e,€]) C U pour un ouvert U d’une carte

11
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locale (U, ¢). Sur ¢, nous définissions la relation suivante :

d d
v~y & E(@V)]t:o = %(ﬁbw/)]t:o (1.4)

Il est facile de vérifier que ~ est une relation d’équivalence est indépendante
du choix du systéme de coordonnées sur U. Cette relation signifie que nous
considérons deux courbes v et 7/ comme équivalentes si elles ont méme «

vecteur tangent en 0 dans R™ » . Nous avons la définition suivante :

Définition 1.5.1. L’espace tangent en p a M, que l’on note T,M , est ’en-

semble des classes d’équivalences dans { pour cette relation .

Maintenant , nous allons munir ’espace tangent T, M d’une structure d’es-

pace vectoriel . Nous avons recours au lemme suivant

Lemme 1.5.1. (U, ¢) étant une carte autour de p . L’application
¢y T,M — R
I G201

est bijective.

preuve. Soient alors [v], [7/] deux classes d’équivalence de T, M telles que :

4 (6 oMlen = 2(60 7)o (15)

cela signifie que les deux courbes v, 7 sont équivalentes, ainsi [v] = [v'] ,¢,
est alors bien définie (ne dépend pas du choix de représentants) et injective.
Montrons la surjection, soit & un élément de R™. Considérons la courbe ~
définie par

t— ¢+ 9(p))

on a alors & = ¢,([7]). Dot la bijection de ¢, .
A présent, définissons une structure de R- espace vectoriel sur T,M. C’est la
structure qui rend ggp, linéaire. g?)p, est alors un isomorphisme appelé isomor-

phisme de carte. Ainsi T,M devient un R- espace vectoriel de dimension n.

Dans toute la suite les éléments de T}, M seront notés X, Y, ..., nous dirons

que X,,Y,,...,, sont des vecteurs tangents a M au point p.

12
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Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’entrouver une base.

La dimension de T, M entant qu’espace vectoriel est la dimension de M entant

.....

-----

a_l'i|p

pour tout 1 =1,..,n.

O

Remarque 1.5.1. L’espace tangent d’un espace vectoriel en un point, est lui-

meéme.

1.6 Applications différentiables entre variétés

Définition 1.6.1. Soient deux variétés différentiables M et N de dimension
m, n respectivement. Une application f : M — N est dite différentiable de
classe C", si pour tout p € M , il eziste une carte locale (U, ¢) de M autour
de p, et une carte locale (V 1)) de N, telles que f(U) CV eto fo¢™! soit

de classe C".
(o y—

—

RQ Yofop™ R/@

Ainsi Uapplicatioi f est différentiable si 1) o f o ¢! est différentiable entant

qu’application entre ouverts de R™ et R".

13
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1.7 Application linéaire tangente

Soient & présent f : M — N une application C"-différentiable, (U, ¢) une

carte locale de M autour d’un point p € M . Définissons ’application

dprTpM — Tf(p)N
Xp =0l = (b)) =[fen]
Cette application est linéaire, appelée I'application linéaire tangente

au point p = v(0).

Proposition 1.7.1. Soient f : N — P , g: M — N deux applications diffé-

rentiables ou M ,N et P sont des variétés différentiables, alors

dp(f 0 g) = dgp) f © dpg
en tout p € M.

preuve. f o g étant une application de M dans N, on a alors,

dp(f °g) t T M = TN

soit alors [y] une classe d’équivalence de T,M telle que p = 7(0), nous

avons

1.8 Champs de vecteurs

En chaque point p de M, nous venons de définir I'espace tangent, nous

avons alors la possibilité de considérer une application qui associe a tout point

14
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p de M un vecteur dans T,M. C’est la notion de champ de vecteurs.

Définition 1.8.1. Nous posons tout d’abord

T™ = | J T,M
peEM
Alors TM est une variété différentiable, appelée fibré tangent a M.

Un élément de TM est an couple (p, X (p)) avec p € M et X(p) € T,M.
Cherchons les coordonnées sur TM. Soit (U, ¢) une carte locale sur M, de
coordonnées (x'). Pour P € U et X(p) € T,M, nous pouvons prendre comme
coordonnées du couple (p, X (p)) les réels (z(p), ..., z"(p), z*(p, x), ..., z"(p, T)

ot nous décomposons X (p) selon

X(p) = z Xi(p,2) 2 (p) € T,M .

Nous avons donc 2n coordonnées pour caractériser un élément de T M.
Cette variété topologique est de dimension 2n, n étant la dimension de M. De

plus, grice a ces coordonnées, T M est une variété différentiable.

Définition 1.8.2. Une section de T'M est une application X : M — T M telle
que mo X soit l'identité sur M, et m: TM — M est la surjection définie par

m(p, ) = p.

Ainsi nour tout p € M, nous associons un x(p) € T,M . Une telle section
X de classe C*, sera appelée champ de vecteurs sur M. Un champ de vecteurs
est done une application qui a tout point de la variété M associe un vecteur au
dessus de ce point (dans l’espace tangent a ce point sur la variété), de fagon
€ e, i X(p) = 3= X'(0) 5 (0)
les fonctions X* :Z_M — R soient C'* sur l'ouvert de la carte locale. Nous

notons x(M) lespace vectoriel des champs de vecteurs sur M et par X,, au
liew de X (p).

1.9 Dérivations et champs de vecteurs

Soit M une variété différentiable, notons par C*(M) 'ensemble des fonc-

tions C*-différentiables sur M. Nous appellerons dérivation sur C*(M) toute

15
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application linéaire D : C*(M) — C*(M) qui vérifie la relation de Leibniz :

D(fg) =d(f)g+ fD(g)

f, g étant deux fonctions C*-différentiables sur M. Alors tout champ de
vecteur X sur M définit une dérivation dx : C*(M) — C*(M) Par la relation.
suivante :

pour tout p € M ; et f € C*(M) :

@x)(B) = 5(F ol

ou X, = [7] et 7(0) = p . Localement, cete formule s’écrit :

@)(p) = - X'0) 5 ).

Réciproquement, toute dérivation de C*(M) definit un champ de vecteurs sur
M. donc nous identifions x(M) aux dérivations de C>*(M).

Définition 1.9.1. Nous pouvons munir x(M) d’une structure supplémentaire.
Soient X, Y € x(M) et f € C(M). Puisque Oxf € C*(M), nous pouvons
lui appliquer Y. Nous obtenons ainsi une application linéaire

YX : C(M) — C*(M), cette application n’est pas une dérvation. Ce-
pendant, il est possible de construire une dérivation a partir de X et'Y, en
posant

(X,Y]=XY -YX

Ainsi [X.Y] appartient a x(M).
Définition 1.9.2. Nous appellerons crochet de lie de X et'Y le champ de
vecteur :[X,Y].

Le crochet de Lie est antisymétrique en X et'Y et vérifie l’identité de Jacobi

//X; Y]7Z]+ //Y:Z/:X/ + //Z,X/, Y]:O

16



Chapitre

Complément sur la géométrie

pseudo-Riemannienne

2.1 Variétés pseudo-Riemanniennes

La géométrie pseudo-Riemannienne est une extension de la géométrie Rie-
mannienne ; au méme titre que, en algebre bilinéaire, I’étude des formes bi-
linéaires symétriques généralisent les considérations sur les métriques eucli-
diennes. Cependant, cette géométrie présente des aspects non intuitifs des
plus surprenants.

Une métrique pseudo-Riemannienne sur une variété différentiable M de
dimension n est une famille ¢ = {g,},em de formes bilinéaires symétriques
non dégénérées sur les espaces tangents T, M de signature constante (p, q). La
donnée (M, g) est appelée variété pseudo-Riemannienne. La géométrie pseudo-
Riemannienne est I’étude de ces structures, de leurs particularités et des rela-
tions qu’elles entretiennent entre elles.

Les variétés pseudo-Riemanniennes représentent une classe importante de
variétés différentiables, regroupant en particulier les variétés Riemanniennes
et les variétés Lorentziennes :

e Une métrique pseudo-Riemannienne est dite Riemannienne lorsque la

signature est (n,0) ou (0,n).

e Une métrique pseudo-Riemannienne est dite Lorentzienne lorsque la si-

gnature est (n—1,1) (ou parfois (1,n—1), selon la convention de signes).

Dans un systéme de coordonnées locales (z1, .., ,). Les composantes d'une

17
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PSEUDO-RIEMANNIENNE

métrique pseudo-Riemannienne g sont

RS
g”_g 8331"833]' '

Exemple 2.1.1. Espace FEuclidieu.
Considérons [’espace vectoriel R™ muni du produit scalaire est une variété
Riemanniennes. En effet, rappelons que pour tout p € R" on a T,R" = R".

Ainsi, le produit scalaire noté ( ), définie par :
(,):R"xR" —R
(.I’,y) — <$ 7y> = ley’m
i=1
ou x; et y; désigement les composantes de x et y dans la base canonique, est

une forme bilinéaire symétrique et définie positive (et donc non dégénéreé) sur
R™ = T,R™. (R™, (,)) est appelé Espace Euchlidien.

Exemple 2.1.2. Espace pseudo-FEuchlidien.

Soit p et q deux entiers naturals tels que p + g = n. Considérons

p p+q
g7 (z,y) — _inyi + Z ZiYi
=1 i=p+1

la forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature (p,q) sur R", ot x =
(1, ey Tn) €6y = (Y1, -y Yn). (R™, g77) est une variété pseudo-Riemannienne

appelée espace pseudo-euchlidien et notée RP4.

2.2 Dérivée de Lie

Définition 2.2.1. FEtant donnée M une variété differentiable de dimension n
et X un champ de vecteur sur M.
LxY est appelleé la dérivée de Lie dans la direction de X ( que l’on note

par Lx ) appliqué au champs de vecteurs Y et es définie comme suit :

LxY = [X,Y] pour tout Y € x(M).

18
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2.3 Connexion linéaire

Définition 2.3.1. Une connezion linéaire sur une variété différentiable M est

une application

Vix (M) x x (M) — x (M)
telle que pour tout X, X', Y, Y € x (M) et f,g € C® (M) on a ait
L Vs Y = [VXY + gV Y.
2. Vx(Y +Y') = VxY + VyxY'.
5. Vx(fY) = fVY + X(f)Y.

On dit que VxY est la dérivée covariante de 'Y dans la direction de X.

2.4 Torsion d’une connexion

Définition 2.4.1. Soit M une variété différentiable munie d’une connexion
linéaire V. La torsion de la connexion ¥V est le tenseur de type (1,2) défini par

l’expressioné

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y],

T(X,Y) est alors un champ de vecteurs. De la définition, on remarque que

T(X,Y)=-T(Y, X).

Définition 2.4.2. Une connexion linéaire NV sur une variété M est dite sans

torsion s1 T = 0.

2.5 Connexion de Levi-Civita

Théoréme 2.5.1. ([Boo/, [O]) Soit (M, g) une variété pseudo-Riemannienne.
1l existe une et une seule connexion sans torsion V sur M pour laquelle g est

paralléle, c’est a dire, Vg = 0. Cette connexion s appelle la connexion de Levi-

Civita de (M, g).

Sauf mention explicite du contraire, toute variété pseudo-Riemannienne

sera munie de sa connexion de Levi-Civita. Dire qu’elle est sans torsion signifie
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que
VY — VyX =[X,Y],

pour tout X, Y € y (M) . Dire que la métrique g est paralléle signifie que

pour tous les X, Y, Z € x (M). Cette condition est aussi appelée la condi-
tion de compatibilité de V avec g.

On a la proposition suivante :

Proposition 2.5.1. La connexion de Levi-Civita sur une variété pseudo Rie-

mannienne (M, g) vérifie la formule suivante :

29(VxY,2Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(2, X)) — Z(g(X,Y)) — g(X, Y, Z])
+g(Y, 2, X)) + 9(Z,1X,Y]),

pour tous X, Y, Z € x (M). C’est la formule de Koszul.

preuve. Si 'V est une connexion sans torsion sur M pour laquelle g est paral-

lele, alors pour tous les X,Y,Z € x (M), on a

X9V, 2))=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ),
Y(9(Z, X)) =9(VyZ,X)+9(Z,VyX),
Z(9(X,Y)) =g(VzX,Y) +g(X,VzY).

En ajoutant les deux premiéres équations et en enlevant la troisieme, on aura,

puisque g est symétrique et V sans torsion,

ZQ(VXY7 Z) = X(g(}f, Z)) +Y(g(Z7X)) - Z(g(X7Y>> - g(Xv [Y7 Z])
+9(Y, 12, X]) +9(Z,[X,Y])).

]

Proposition 2.5.2. Soit (M, g) une variété pseudo-Riemannienne de dimen-
sion n, munie de la connexion de levi-Civita V.

Posons Ffj € C®(M),i,j,k = 1,..,n, les coordonnées du champ de vec-

ol o
teurs vaiax- Vs Bar

z; J

relativement au repére local {% }. On a alors
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0 0
\Y =Tk~ i j=1,.,n
57 Oz Y Owy, J
Puisque [%, %] =0, la condition que V est sans torsion est équivalente a ce

que, pour tous les 1 < i, 5,k < n, nous ayons
k k

Utilisant la formule de Koszul, un calcul simple nous montre que, dans une

carte de coordonnées locales (1, ..., x,), les fonctions Ffj sont données par

1 0 0
K 29 ((’hzg] + axjg 6xmg‘7)
pour tout i, j, k € {1,...,n} ot g;; = g(ai_, %) et g¥ désignent les composantes
i J

de la matrice inverse de (g;;).

2.6 Tenseur de courbure

Définition 2.6.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété pseuod-
Riemanniennene (M, g) munie de la connexion de Levi-Civita V est le tenseur,
de type (1,3), défini par

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ =V ixyZ.

ou [X,Y] désigne le crochet de Lie de champs de vecteurs.
Proposition 2.6.1. Le tenseur de courbure de Riemann a les symétries sui-
vantes, pour tous X,Y,Z champs de vecteurs sur M :

1. R(X,Y)=—-R(Y,X)

2. 9(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)

3. R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

4. (VxR)(Y,Z)+ (VyR) (Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0.

La troisiéme identité a été découverte par Ricci, mais est souvent nommée

Premiére identité de Bianchi ou identité algébrique de Bianchi.
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La derniére identité souvent appelée Seconde identité de Bianchi ou

identité différentielle de Bianchi.

Remarque 2.6.1. On peut considérer le tenseur de courbure de Riemann

comme un tenseur de type (0,4) par

R(X,Y, Z,W) = g(R(Z, W)Y, X), XY, Z,W € x(M).

2.7 'Tenseur de Ricci

Définition 2.7.1. Soit (M, g) une variété pseudo-Riemanniennes munie de la
conzexion de Levi-Ciwita V, et soit R le tenseur de courbure de Riemann. Le
tenseur de Ricci est un tenseur de type (0,2), obtenu par la trace du tenseur

de courbure

oX.Y)=tr(Z — R(X,Y)Z) =Y g(R(e;, X)Y,e;)

=1

ot X,Y,Z € x(M).
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Chapitre

Ricel soliton sur les variétés
[Lorentziennes de
dimension 3 , admettant un champ de

vecteurs paralléle isotrope

Un changement notable par rapport au cas Riemannien réside dans 1’exis-
tence des champs de vecteurs isotropes (i.e de type lumiére) sur les variétés
pseudo-Riemanniennes. Chaichi et ses collaborateurs [9] se sont intéréssés aux
variétés Lorentziennes (M, gf), de dimension trois, admettant des champs de
vecteurs pralléles isotropes. Ces variétés, appelées variétés de Walker, ont des
propriétés géométriques qui n'ont pas d’analogues dans le cas Riemannien.
Elles sont décrites en fonction d’un systéme adéquat de coordonnées locales
(t,x,y) et forment une classe assez grande, et ce, selon la nature d’une fonc-
tion arbitraire a deux variables f (z,y). Toute fois, plusieures conséquences
géométriques sont déduites [9]. En particulier, des exemples de variétés loca-
lement symétriques (i.e les variétés pseudo-Riemannienne ayant un tenseur de
courbure paralléle), sont classées a 'aide de la fonction f. Il est donc naturel

de se poser la question suivante :

QUESTION : Quand est ce (M, gy) soit est Ricci soliton ?
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3.1 Géométrie Lorentzienne de (M, gy)

Dans [9], Chaichi, Garcia-Rio et Vazquez-Abal ont étudié les variétés Lo-
rentziennes de dimension trois qui admettent un champs de vecteurs pralléle
de type lumiére. Cette classe de variétés, qu'on notera (M, gs), possede un
systéme de coordonnées locales (t, z,y), de sorte que le champ 8% soit pralléle
de type lumiére, et il existe une fonction différentiable f = f(z,y), telle que

la métrique Lorentzienne g; soit définie par :

g5 = (3.1)

= o O
S o O
~~ O =

ouce = *1.
Dans tout ce qui suit, notons par (M, gy) cette variété Lorentzienne, i.e la

variété de Walker, et posons
0
9y
Soient V la connexion de Levi Civita de gf, R le tenseur de courbure et o
le tenseur de Ricci.

Les composantes de la connéxion de Levi-Civita, relativementa la base

{0, 05, 0}, sont déterminées par [9] :

1
Vaxay = §fx8t7 (32)

1
Vo,dy = 35,0~ % £,0,, et 0 ailleurs,

ou f, désigne la dérivée partielle de f par rapport a x.
Toutes les composantes du tenseur de courbure, qui ne sont pas toujours

nulles, sont données par [9]

1
19
R<8x7 ay)ay - éfxxaow

ou f,, désigne la dérivée seconde de f par rapport a x.
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De (3.3]), on obtient les composantes, relativement a la base {0, 0, 9, }, du

tenseur de Ricci o = (045)

00 0
o=|o00 o0 . (3.4)
0 0

En particulier, (3.4) montre que la variété (M, gs) est plate si et seulement si

3.2 Champs de Killing sur (M, gy)

3.2.1 Champs de Killing sur une variété pseudo-riemannienne
(M, g)

On se propose de déterminer 1'algebre de Lie des champs de Killing des
variétés de Walker de dimension trois. Pour cela on rappelle quelques resultats

classiques concernant la notion de champs de Killing.

Définition 3.2.1. Un champ de vecteurs de Killing (ou isométrie infinitési-
male) sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) est un champ de vecteurs
X qui verifie

Lxg =0,

ou Lx est la dérivé de Lie associée au champ de vecteurs X de M.

Proposition 3.2.1. X étant un champ de vecteurs sur (M, g) alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) X est un champ de Killing

(2) VYV, W € x(M): Xg(V.W) = g([X,V],W) + g(V,[X, W])

(3) YV, W e x(M) : g(Vy X, W)+ g(VyX,V)=0

preuve. X étant un champ de Killing alors pour tous V. W € x(M) on a

c’est & dire
Xg(v7 W) = g([X’ V]7W) +g(‘/7 [Xa W])
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Il reste & montrer I’équivalence entre les deux derniéres propriétés de la pro-

position. En utilisant la propriété (2) on obtient

g(X, [Wa V]) + 9(V> [WaX
gV, [X, W]) + g(W, [ X,V
9<W’ [Vva X]) + g(X7 [V, W]) - Vg(Xv W)7

[
£ 3
= =
= =

il en résulte que

c’est a dire VX est anti-adjoint par rapport a g. O]

L’ensemble des champs de Killing sur une variété pseudo riemannienne
(M, g), noté (M), est une algebre de Lie. En effet, si X et Y sont des champs
de Killing alors

Lixyijg=LxoLyg— LyoLxg=0.

3.2.2 Champs de Killing sur (M, gy)

Soit maintenant X = hy0; + h90, + h3dy, h; € C* (M), un champ de vec-
teurs sur les variétés de Walker de dimension 3. Les composantes, relativement
a la base des coordonnées locales, de la dérivée de Lie dans la direction de X

sont données par :

(

(Lxgs)(0r, 0p) = €0i(ha) + 0 (h3),
(Lxgr) (0, 0y) = Oi(ha) + fOu(h3) + Oy(hs),
(Lxgr)(0t,0t) = 20;(hs),
(Lx97)(0z,0y) = 0u(h1) + fOr(h3) + €0, (ha),
(Lxg5) (O, 0) = 20, (ha),

L (Lng)(aw ay) = X(f) + 2ay(h1) + 2fay(h3)-
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X est un champs de Killing si et seulement si le systéme suivant est satisfait

;

e0y(hg) 4+ 0x(h3) =0,

O¢(h1) + fOi(ha) + 9y(h3) = 0,
28t(h3) =0,

0x(h1) + fOu(h3) + €0y (h2) = 0,
2¢0,(hy) = 0,

X(f)+20y(h1) +2f0,(hs) = 0.

(3.5)

\

On dérive la deuxiéme équation du systéme (3.5)) par rapport & x, on obtient

92,(h1) + 02, (hs) = 0. (3.6)

On dérive la quatriéme et la premiére équation du systéme (3.5)) par rapport

a t et y, respictivement, on aura
Oy (h1) + €0y, (he) = 0. (3.7)

et
82(ha) + 02, (hs) = 0. (3.8)

D’aprés les équations (3.6), (3.7) et(3.8), on trouve 97, (hs) = 0. On dérive

la sixiéme équation du systéme (|3.5) par rapport a t, on trouve
Oz fOu(h2) + 20, (h1) = 0. (3.9)
On dérive 'équation (3.9) par rapport a x, on aura
02, f0t(hg) 4 203, (h1) = 0. (3.10)

Utilisant les équations et et puisque f,, # 0, on montre que
02, (h1) =0 et fu.0:(hy) = 0.

D’ou 0y(hs) = 0, donc 0;(hy) = 0,(h2) = 0, ce qui implique hy = fi(y). De
la premiére équation du sytéme (3.5)), on a 9,(hs) = 0, ainsi hz = g(y), or de
Péquation (3.10)), on trouve 8t2y(h1) = 0. On dérive la deuxiéme équation du
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systéme (3.5 par rapport a y, on obtient
5§t(h1) + Gzy(hg) =0,
ce qui implique Gjy(hg) = 0. On a alors
hs = c1y + co,

oll ¢; et ¢y sont des constantes réelles. De la deuxiéme équation du systéme

[B3.5), on a
Oy(h1) = =0y(hs) = —c1,
ainsi hy = —cit + h(z,y). La quatriéme équation du systéme (3.5) montre que

8x(h1) = —88y(h2)

= —cf1(y)
— 0,h,

d'ott h = —ef,(y)x + f2(y), et on a
h = —at —efi(y)z + fa(y).
Ainsi, (voir [7])
X = (=it —efi()z + fo(1))0: + [1(y)0e + (ery + 2)0,,

ou fiet fy sont des fonctions vérifiant

2e1f =221 (y)x + 2£5(y) + f1(y)fa + (c1y +c2) = 0.
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3.3 Ricci soliton sur les variétés de Walker de

dimension 3

3.3.1 Ricci soliton sur une variété pseudo-Riemannienne
(M, g)

Définition 3.3.1. Une variété pseudo-Riemannienne (M,g) est dite Ricci
soliton, s’il existe un champ de vecteurs X sur M, tel que Lxg + 0 = Mg,
ou Lyx désigne la dérivée de Lie associée au champ de vecteurs X et o le

tenseur de Ricci de M et \ une constante réelle. On a alors,
(Lxg) (Y, Z)+o(Y,Z) =g (Y, Z),

pour tous champs de vecteurs 'Y ,Z sur M.

3.3.2 Ricci soliton sur (M, g;)

Soit maintenant
X =A0,+Bo,+C0,, A B,Cc C>* (M),

un champ de vecteurs sur les variétés de Walker de dimension 3.
(M, gs) est une variété Ricci soliton si et seulement si le systéme suivant

est satisfait [6]

(3.11)

\
De la premiére équation du systéme (3.11)) la fonction C' indépendante de
t, posons alors C' = C(x,y).
On intégré la deuxiéme et la troixiéme équation du systéme (3.11]) par
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rapport a t, on obtient

B = —836(60)15 + H(z,y),

A=(\=0,(O)t+G(z,y),

ol H et G sont deux fonctions différentiables qui dépendent de z et y.
Ensuite, on dérive la quatriéme équation du systeme par rapport a
x, on aura )

ol on pose H, = %. Par suite

—202 (Ot +2eH, — \e = 0,
ce qui implique

—202 (C) = 2eH, — \e = 0.

On a alors

C = u(y)r +v(y),

A
H = 57 +w(y),

ol u,v et w sont des fonctions dépendant de y.

Par ailleurs, on a

9:(C) = u(y)
0yB = U iy)t +H, = _4Y) iy)t +w'(y),
avec 5(C) o)
G ox ot Hy dy

Utilisant la cinquiéme et la sixiéme équation du systéme (3.11]) on obtient

G, —u (y)t +ew' (y) + fuly) =0, (3.12)
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et

foB + £,C +20,(A) = < far = (A= 20,(C) . (3.13)

De (3.12) et (3.13]) on déduit le systéme suivante

G, —u'(y)t +ew' (y) + fuly) =0, (3.14)
foB + f,C +20,(A) — £ frr = (A — 20,(C)) f. ‘

On pose u(y) = a, « € R on aura

{ G, +ew'(y) +af =0,

Fo(=2 4 32 4+ w(y)) + £y (u)z + () +2(—0" W)t + GW)) = §fee = (A = 20' () -
(3.15)

De la deuxiéme équation du systéme (3.15)) on obtient

’ A (6] " g
20/ (4)f = Af +2Gy + fowly) + fylaw+ o) + 5 far— (S fo+20 @)t = S
(3.16)
et comme 'équation (3.16)) est indépendante de ¢, on aura

gfx + 21)//(3]) = 07

ce qui implique £ f, = 0. Ainsi a = 0.
De la premiére équation du systéme (3.15]), on obtient

G(z,y) = —ezw'(y) +6(y), § € C<(M).
Doii, v (y) =0 et on a v(y) = ay + b, a,b € R. ainsi donc (voir [bb9))
/ A
X(t 2,y) = (A —a)t — exw (y) + ()0 + (G2 + w(y))0: + (ay +0)9y.

ou 0 et w deux fonctions vérifiant ’équation

For ) + fyay ) + 2w (5) + 8 (1)) — = fow = (A~ 20).
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Chapitre I

Ricei soliton sur le groupe Ho xR de

dimension 3

Dans ce chapitre, on considére le groupe de Lie Hy xR de dimension 3 muni
de sa métrique invariante a gauche et on reprend le travail de (voir [3]) qui fait
I'objet de montrer 'existence des champs de vecteurs qui sont Ricci soliton

sur ce groupe

4.1 Connexion et tenseur de courbure de H, xR
Considérons le groupe de Hy xR muni de la métrique définie par

1
gz = E(dmz + dyz) + dZZ, ($7y7 Z) €eR (41)

Soit la base orthonoramale suivante défine par g pour les champs de vec-

teurs sur Hy xR :

[Ela EQ] = _E17 [E27 E3] = 07 [E37E1] =0

La connexion Levi - Civita V du groupe de Lie Hy xR dans

Vg By =Fy), Vg Ey=—FE, Vg FE3=0
Vi, Bi=0,Vg,E=0VgE;=0 (4.2)
Vi, By =0,V,Ey =0,V E; =0
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Le tenseur de courbure de Hy xR défini avec la convention de signe :

Rixyyz =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z
, ainsi les composantes non nulles du tenseur de courbure R sont données par
R(Ey, Ey)Ey = By, R(Ey, Eo) By = —F) (4.3)
Par suite les composantes de courbure de Ricci {Ric;;} sont données par

RZ'CH = RiCQQ = —1, RiClg = Riclg = R’i023 = Ri033 =0 (44)

4.2 Ricci soliton de Hs xR de dimension 3

Soit X = f1E1+ foFa+ f3E5 un champ de vecteurs arbitraire sur (Hy xR, g),

ou fi, f2, f3 sont des fonctions de classe C'™ sur Hy xR des variables x, y, z. Nous

noterons la base de coordonnées { a@, BQ, aﬁ } par { 0,,0,,0, }.
T y z

La dérivée de Lie de la métrique ( 4.1 ) par rapport a X est donnée par :

(

(Lxg)(Er, Er) = =2(fo — O f1)

(Lxg)(Er, Ea) = fi + 0y f1 + Oufo

(Lxg)(E1, E3) = 0. f1 + 0. f3 (4.5)
(Lxg)(Es, Ez) = 20, f>

(Lxg)(Es, E3) = 0. f> + 0y f3

(Lxg)(Es, E3) = 20.f3

\

Ainsi , en utilisant (4.1 ), (4.4 ), (4.5 ), un calcul standard donne que le

groupe de Lie de dimension 3 (Hy xR, g) est Ricci soliton si et seulement si le
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DIMENSION 3
systéme suivant est vrai ,
(
—2(fa=0:f1) —1=2A
(fl + ayfl) + (aa:fQ) =0
0, 0:f3=0
J1+0:f3 (4.6)
28yf2 =\
O.fo+0yfs =0
| 20,f3 =\

Nous dérivons la troisiéme équation en (4.6) par rapport a z , nous obtenons :
9;f1=0 (4.7)

L’équation ( 4.7 ) donne que
fi=¢(x,y)z 4+ ¢(x,y) (4.8)

ol ¢ et ¢ sont des fonctions de classe C* sur Hy xR

En dérivant la premiére équation par rapport a y et utilisant la quatriéme

équation dans (4.6). on trouve :

0.0, = 5(1+ ) (49)

Ensuite, la dérivée de la deuxiéme équation par rapport a y dans (4.6) et

I'équation utilisée dans (4.9), nous trouvons :

0,1 =0 (4.10)

En remplagant f; dans I’équation (4.9),(4.10), on obtient

(Oyp + 02p)z + Oyth + 02¢p = 0

(4.11)
0u0ypz + 0,0, = S(1 + )
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Par dérivation des équations (4.11) par rapport & z, nous obtenons

Dy + 020 =10
Oy + 92 =0 (412
8,0, = 0 '

Nous dérivons la seconde équation par rapport a x et utilisé dans la qua-

trieme équation (4.12), on trouve :
A=-—1 (4.13)
Intégration des premiére et seconde équations (4.12), on trouve

o(x,y) = ae™ + pi(x)

(4.14)
Y(x,y) = age™ + 1y ()
ou «; € R et 1,17 sont des fonctions de classe C* sur Hy xR & une seule
variable z.
Ainsi

fr = (e™ + ¢1(2))z + aze™ + Y (z) (4.15)

Ensuite, nous remplagons f; dans la deuxiéme équation de (4.5), nous obte-

(p1(2) + ¢ (2))z + Yu (@) + ¢ (z) = 0 (4.16)

Nous dérivons ’équation (4.16) par rapport a z, nous obtenons

x)+ () =0
or(®) + 4l o
Ui(x) +Pf(x) =0
Par intégration de (4.17 ) par rapport a = , on trouve que :
) = agcos(z) + aysin(x
1(+) = a5 0s(a) + asin(a) s

() = a5 cos(x) + ag sin(x)

oll ; € R . Ainsi
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fi = (e ™ + azcos(x) + aygsin(z))z + age™™ 4 a5 cos(x) + ag sin(z). (4.19)
A partir de la premiére équation de (4.5) , donne :
fo = (—agsin(x) + ay cos(z))z — assin(z) + ag cos(x). (4.20)
La derniére équation (4.5) donne :

fy= 57 +Ey) (.21)

ol £ est une fonction de classe C™ sur Hy xR en fonction de x et de y. Nous
remplacant fi, fo, et f3 dans les équations dans les troisiéme et cinquiéme

(4.5), on obtient :

0.6 = eV + az cos(x) + ay sin(x) (4.22)

0,6 = —azsin(x) + ay cos(x)
L’intégration de la premiére équation en (4.22) par rapport a x, on obtient :
E(z,y) = —aqzre ™ — agsin(z) + ay cos(z) + ar

et remplacer ¢ dans la deuxiéme équation (4.22), on constate que
] = (g = Oy = 0

enfin, pour des constantes de réélles arbitraires «; , on a :

f1 = aze™¥ + a5 cos(x) + ag sin(x)
fa = —assin(z) + ag cos(z) (4.23)
f3= —%Z + ay
Ainsi, il suit facilement que le champ de vecteurs X = f1E; + foFEs + f3FE3 ol
f1, f2, f3 sont donnés par (4.23) satisfait (4.5).

Finalement on a le résultat suivant

Théoréme 4.2.1. Soit (Hy xR, g) le groupe de Lie de dimension 8 muni d’une
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CHAPITRE 4. RICCI SOLITON SUR LE GROUPE HyxR DE
DIMENSION 3

métrique invariante & gauche que l'on note par g donnée par (4.1). Alors

(HyxR, g) est ricci soliton .
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