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Notations

R L’ensemble des nombres réels.
R+ L’ensemble des nombres réels positifs.
C L’ensemble des nombres complexes.
∥.∥ La norme.
⟨·, ·⟩ Produit scalaire.
AT Transposé d’une matrice A.
∂f
∂x

La dérivée de f suivant la variable x.
∂f

∂x∂y
La dérivée de ∂f

∂y
suivant la variable x.

f(x) = o(g(x)) lim f(x)
g(x)

= 0.
∇f(x) Gradient de la fonction f .
H(x) Matrice hessienne.
x̂ Solution optimale.
(P) Problème d’optimisation.

2



INTRODUCTION

L’optimisation consiste en la recherche du minimum (ou du maximum)
d’une certaine quantité, appelée cout ou objective. Si on suppose que le cout
dépend de n variables réeles rassemblées en un vecteur x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

et que fournissent une valeur J(x) où J est une fonction de Rn dans R, en gé-
néral, les variables x1, ...xn ne sont pas autorisées à prendre n’importe quelles
valeurs, mais devront satisfaire des contraintes que l’on représent par un sous
ensembleK ⊂ Rn. On écrire un problème d’optimisation sous la forme générale

(P) min
x∈K

J(x).

On dit que le problème (P) admet une solution s’il existe un choix de va-
riables x0 ∈ K tel que

∀x ∈ K, J(x0) ≤ J(x),

on dit alors que x0 est un minimiseur (ou point minimum) de J sur K, et que
J(x0) est un minimum de J sur K.

Pour résoudre le problème (P) il y a plusieurs méthodes. Dans ce mémoire,
on propose et étudie la méthode de la plus forte pente.

Ce travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré
à quelques notions de base comme différentiabilité, gradient, matrice hessienne
et fonctions de classe C1. Un rappel sur les formules de Taylor est aussi donné
dans ce chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on introduit les ensembles et les fonctions
convexes, théoreme de séparation et aprés les conditions d’optimalité d’un
probleme de minimisation et quelques résultats préliminaires.

Dans le troisième chapitre, on étudie les recherches linéaires exactes et
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INTRODUCTION

inéxactes, en particulier les recherches d’Armijo, de Goldstein et de Wolf.
Dans le derniér chapitre, on traite la méthode de la plus forte pente. On

commance d’abord par définitions, théorèmes et proprietés concernant cette
méthode. En fin, on propose une synthése sur les resultas de convergences.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Différentiabilité, dérivée partielle, gradient,

dérivée directionnelle

Définition 1.1.1. 1) Soit une fonction f : U ⊂ Rn → R, h ∈ Rn. On dit que
f est différentiable en a ∈ U s’il existe une application L linéaire continue de
Rn dans R telle que

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

∥h∥
= 0. (1.1)

2) Lorsque l’application L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a, on
la note Df(a), ainsi (1.1) devient

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

∥h∥
= 0.

3) Si f est différentiable en tout point de U , on dit que f est différentiable
surU .

Remarque 1.1.1. La différentiabilité de f en a est équivalente à l’existence
d’une forme linéaire L sur Rn telle que

f(a+ h) = f(a) + Lf(a)(h) + o(h). (1.2)

Proposition 1.1.1. Soient U un ouvert et f : U ⊂ Rn → R.

5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Si f ∈ C1(U) alors f est différentiable sur U .

Définition 1.1.2. Soit f : Rn → R une fonction continue. La fonction notée
∇if(x) : Rn → R, également notée ∂f

∂xi
est applée ime dérivée partielle de f et

est définie par

lim
a→0

f (x1, . . . , xi + a, . . . , xn)− f(x1, ..., xi, ..., xn)

a
,

cette limite peut ne pas existe.

Si les dérivées partielles ∂f/∂xi existent pour tout i, le gradient de f est
défini de la façon suivante.

Définition 1.1.3. Soit f : Rn → R une fonction différentiable. La fonction
notée ∇f(x) : Rn → R est appelée le gradient de f au point x = (x1, ..., xn)et
est défini par

(∇f(x))T =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

Le gradient jouera un role essentiel dans le developpement et l’analyse des
algorithmes d’optimisation.

Exemple 1.1.1. Soit f (x1, x2, x3) = e−3x1 + 2x21x3 − 4x1x2x3. Le gradient de
f est donné par

∇f(x1, x2, x3) =


−3e−3x1 + 4x1x3 − 4x2x3

−4x1x3

2x21 − x1x2

 .

Remarque 1.1.2. Soit f une fonction dérivable suivant xi, i = 1, ..., n et soit
e1, e2, ...en les élément de la base canonique de Rn alors

∂f

∂xi
(x) =

∂f

∂ei
(x).

Où

(ei)j = δij =

{
0 Si j ̸= i

1 Si j = i
∀i, j = 1, 2, ..., n,

(symboles de Kronecker)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Remarque 1.1.3. Nous rappellons aussi la formule

∂f

∂h
(x) = ⟨∇f(x), h⟩, ∀x ∈ Ω, ∀h ∈ Rn.

Proposition 1.1.2. (Gradient de la composée)

Soit les deux ouverts Ω ⊂ Rn et U ⊂ R et deux fonctions f : Ω → R et
g : U → R avec en plus f(Ω) ⊂ U (on peut alors definir g ◦ f : Ω → R ).
Supposons que f et g sont de classe C1. Alors g o f est aussi de classe C1 avec

∇(g ◦ f)(x) = g′(f(x))∇f(x), ∀x ∈ Ω.

Définition 1.1.4. Soit f : Rn → R une fonction continue. soit x ∈ Rn et
d ∈ Rn. La dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est donnée par

δf(x, d) = lim
α→0

f(x+ αd)− f(x)

α
(si la limite existe).

De plus, lorsque le gradient èxiste, la dérivée directionnelle est le produit sca-
laire entre le gradient de f et la direction d, i.e.

δf(x, d) = ∇Tf(x)d.

Exemple 1.1.2. Soit f(x1, x2, x3) = ex1 + x1
2x3 − x1x2x3 et soit

d =


d1

d2

d3

 .

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est
(d1d2d3)∇f(x1x2x3) = d1(e

x1 + 2x1x3 − x2x3)− d2x1x3 + d3(x
2
1 − x1x2)

ou ∇f(x1x2x3) est donnée par

∇f(x1, x2, x3) =


ex1 + 2x1x3 − x2x3

−x1x3
x21 − x1x2

 .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2 Taux d’accroissement

Définition 1.2.1. Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a,
a+ h ∈ I.
On appelle taux d’accroissement de f entre a et a+ h le quotient

Ta(h) =
f(a+ h)− f(a)

h

Remarque 1.2.1. Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du
gradient

1.3 Matrice hessienne

Définition 1.3.1. Soit f : Rn → R une fonction deux fois différentiable. La
matrice hessiene notée H(x) est définie par

H(x) = ∇
(
∇Tf

)
(x) = ∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
(x), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Alors

H(x) =


∂2f

∂x1∂x1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

...
... . . . ...

∂2f
∂xn∂x2

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂xn∂xn

 .

Théorème 1.3.1. (théorème de schwarz). Soit Ω ⊂ Rn un ouvert.
Si f ∈ C2(Ω) alors ∇2f(x) est une matrice symmétrique.

Exemple 1.3.1. Soit f (x1, x2, x3) = e−3x1 + 2x21x3 − 4x1x2x3.
Alors

∇f(x1, x2, x3) =


−3e−3x1 + 4x1x3 − 4x2x3

−4x1x3

2x21 − 4x1x2

 .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

et

H(x) =


9e−3x1 + 4x3 −4x3 4x1 − 4x2

−4x3 0 −4x1

4x1 − 4x2 −4x1 0

 .

Définition 1.3.2. La matrice H est dite semi-définie positive si

∀x ∈ Rn, xTHx ≥ 0.

H est dite définie positive si

∀x ∈ Rn, x ̸= 0, xTHx > 0.

1.4 Formules de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons
dans le cas général.
Soit Ω ⊂ Rn ouvert, f : Ω → R, a ∈ Ω et h ∈ Rn tels que [a, a+h]. Alors
1. Si f ∈ C1(Ω) alors

i) Formules de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1

f(a+ h) = f(a) +

∫ 1

0

(∇f(a+ th), h)dt.

ii) Formules de Taylor Maclaurin à l’ordre 1

f(a+ h) = f(a)+ < ∇f(a+ h), h > .

iii) Formules de Taylor-Young à l’ordre 1

f(a+ h) = f(a)+ < ∇f(a), h > +o(∥h∥).

2. Si f ∈ C2(Ω) alors

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

i) Formules de Taylor avec reste intégrale à l’ordre 2

f(a+ h) = f(a)+ < ∇f(a), h > +

∫ 1

0

(1− t) < ∇2f(a+ th)h, h > dt.

ii) Formules de Taylor-Maclaurin à l’ordre 2

f(a+ h) = f(a)+ < ∇f(a), h > +
1

2
< ∇2f(a+ θh)h, h > avec 0 < θ < 1.

iii) Formules de Taylor-Young à l’ordre 2

f(a+ h) = f(a)+ < ∇f(a), h > +
1

2
< ∇2f(a)h, h > +o(∥h∥2).

Remarque 1.4.1. Dans la proposition précédente la notation o(∥h∥k) pour
k ∈ N∗ signifie une expression qui tend vers 0 plus vite que ∥h∥k (c’est à dire
si on la divise par ∥h∥k, le résultat tend vers 0 quand ∥h∥ tend vers 0).

Théorème 1.4.1. Soit f : U ⊂ R → R de classe Cn+1(Ω) et [a, a + h] ⊂ U .
Alors

f(a+h) = f(a)+f ′(a)h+ ...+
1

n!
f (n)(a)hn+

∫ 1

0

(1− t)n

n!
f (n+1)(a+ th)hn+1dt.

10



Chapitre 2
Ensembles convexes et théorème

de séparation

2.1 Ensembles convexes

Définition 2.1.1. 1) Soit S un sous ensemble de Rn, on dit que S est convexe
si et seulement si

∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1], λx1 + (1− λ)x2 ∈ S.

2) Soient x1, x2, . . . , xk ∈ Rn et λj ∈ R tels que

λj ≥ 0 et
k∑

j=1

λj = 1.

Toute expression de la forme suivante
∑k

j=1 λjxj s’appelle combinaison convexe
des points xj ou barycentre.

11



CHAPITRE 2. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈME DE
SÉPARATION

Figure 2.1 – ensemble convexe et non convexe

Définition 2.1.2. Soit S ⊂ Rn. On appelle envelloppe convexe de S et on le
note H(S), l’ensemble de toutes les combinaisons convexes de S, en d’autre
termes

x ∈ H(S) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xk ∈ S et λ1, λ2, . . . , λk ∈ R+

tels que
∑k

j=1 λj = 1 et

x =
k∑

j=1

λjxj (2.1)

Figure 2.2 – envelloppe convexe

12



CHAPITRE 2. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈME DE
SÉPARATION

2.1.1 Propriétés de l’enveloppe convexe

Proposition 2.1.1. Soit S ⊂ Rn quelconque, alors H(S) est un convexe, c’est
aussi le plus petit convexe qui contient S.

preuve. Soient x ∈ H(S) et y ∈ H(S). Alors il existe λ1, λ2, . . . , λp ∈ R, µ1, µ2, . . . , µl ∈
R, x1, . . . , xp ∈ S et y1, y2, . . . , yl ∈ S

tels que

λj ⩾ 0, µj ⩾ 0,

p∑
j=1

λj = 1,
l∑

j=1

µj = 1

et
x = λ1x1 + . . .+ λpxp, y = µ1y1 + . . .+ µiyi.

Soit β ∈ [0, 1], alors

βx+ (1− β)y = βλ1x1 + . . .+ βλpxp + (1− β)µ1y1 + . . .+ (1− β)µlyl

avec

β (λ1 + . . .+ λp) + (1− β) (µ1 + . . .+ µl) = β + (1− β) = 1.

Donc βx + (1 − β)y est un barycentre des points x1, . . . , xp, y1, y2, . . . , yt ap-
partenant à S. βx + (1 − β)y appartient donc à H(S) et par suite H(S) est
convexe. Notons par ρ le plus petit convexe qui contient l’ensemble S. On doit
démonter que H(S) = ρ.
1. ρ ⊂ H(S) car ρ est le plus petit convexe qui contient S et H(S) est un
convexe contenant S aussi si x ∈ S, x = 1.x ∈ H(S), donc S ⊂ H(S) .
2. H(S) ⊂ ρ. En effet. On a S ⊂ ρ ⇒ H(S) ⊂ H(ρ) et H(ρ) = ρ car ρ est
convexe.

Proposition 2.1.2. Soit S ⊂ Rn. L’intersection de tous les convexes conte-
nant S est le plus petit convexe qui contient S.

preuve. Notons par β une telle intersection ; β =
⋂

i∈I Si, Si convexe conte-
nant S.
On a
a) β est un ensemble convexe .
b) S ⊂ β.

13



CHAPITRE 2. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈME DE
SÉPARATION

c) Soit S∗ un convexe quelconque qui contient S. Alors ∃i0 ∈ I tel que S∗ = Si0 ,

donc β ⊂ Si0 .

2.1.2 Intérieur et fermeture d’un convexe

Proposition 2.1.3. Soit S ⊂ Rn un convexe non vide et x1 ∈ S̄ et x2 ∈ int(S),
alors

∀λ ∈ [0, 1], λx1 + (1− λ)x2 ∈ int(S).

preuve. x2 ∈ int(S) ⇒ ∃ε > 0 tel que, B0 (x2, ε) ⊂ S, ou en d’autre terme

{z : ∥z − x2∥ < ε} ⊂ S.

Considérons
y = λx1 + (1− λ)x2 ⇒ x2 =

y − λx1
1− λ

.

Montrons qu’il existe ε1 > 0 tel que B0 (y, ε1) ⊂ S. En effet choisissons ε1 =

(1− λ)ε et prouvons que

{z : ∥z − y∥ < (1− λ)ε︸ ︷︷ ︸
ε1

} ⊂ S.

En effet considérons z tel que ∥z − y∥ < (1− λ)ε

x1 ∈ S̄ ⇒
{
x : ∥x− x1∥ <

(1− λ)ε− ∥z − y∥
λ

}
∩ S ̸= 0.

Plus particulièrement, il existe z1 ∈ S tel que

∥z1 − x1∥ <
(1− λ)ε− ∥z − y∥

λ
.

Soit z2 tel que
z2 =

z − λz1
1− λ

⇒ z = λz1 + (1− λ)z2.

Démontrons que
z2 ∈ B0 (x2, ε)
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ou encore ∥z2 − x2∥ < ε. En effet

∥z2 − x2∥ =

∥∥∥∥z − λz1
1− λ

− x2

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥z − λz1 − (y − λx1)

1− λ

∥∥∥∥
≤ 1

1− λ
(∥z − y∥+ λ ∥x1 − z1∥)

<
1

1− λ

(
∥z − y∥+ (1− λ)ε− ∥z − y∥

λ

)
.

< ε.

Etant donné que ε a été choisi de sorte que B0 (x2, ε) ⊂ S et puisque z1, z2 ∈ S

et S est convexe, alors

λz1 + (1− λ)z2 = z ∈ S.

Donc
∃ε1 > 0 : B0 (y, ε1) ⊂ S.

Ce qui veut dire exactement que y ∈ int(S) .

Figure 2.3 – Un ségement joignant un point interieur avec un point frontière
de S.

Corollaire 2.1.1 Soit S ⊂ Rn tel que S est convexe et int (S) ̸= ∅. Alors
int(S) est convexe.
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preuve. Soit x1 ∈ int(S), alors x1 ∈ S̄. Considérons un autre point x2 ∈
int(S). D’après la proposition 2.1.3 on a

λx1 + (1− λ)x2 ∈ int(S).

Ce qui implique que int(S) est convexe.

Corollaire 2.1.2 Soit S ⊂ Rn, S convexe et int(S) ̸= 0, alors S̄ est
convexe.

preuve. Soient x1, x2 ∈ S̄ et z ∈ int(S), d’après la proposition 2.1.3

λx2 + (1− λ)z ∈ int(S).

Appliquons encore une fois la proposition 2.1.3 au point x1 ∈ S̄ et au point
λx2 + (1− λ)z ∈ int(S), on aura pour µ ∈] 0, 1[

µx1 + (1− µ) [λx2 + (1− λ)z] ∈ int(S) ⊂ S.

Par passage à la limite quand λ→ 1, on trouve

µx1 + (1− µ)x2 ∈ S̄.

Ceci imlique que S̄ est convexe.

2.1.3 Polytope et simplexe

Définition 2.1.3. L’envelloppe convexe d’un nombre fini de points x1, x2, . . . , xk+1

dans Rn s’appelle polytope, si

x2 − x1, x3 − x1, . . . , xk − x1, xk+1 − x1

sont linéairement independants, alors H (x1, x2, . . . , xk−1, xk, xk+1) s’appelle
simplexe avec les points x1 . . . , xk, xk+1.

Remarque 2.1.1. Dans Rn, il n’existe pas de simplexes avec plus de (n+ 1)

points. Dans Rn, tout système forme de (n+ 1) points ou plus est nécessaire-
ment lié.
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Figure 2.4 – Polytop et simplex dans R2

2.2 Fonction convexe

2.2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 2.2.1. Soient f : S → R, où S est un ensemble convexe non vide
de Rn.
a) f est dite convexe dans S si et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2) (2.2)

pour tous x1, x2 ∈ S et pour λ ∈ [0, 1].

b) f est dite strictement convexe dans S si et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) < λf (x1) + (1− λ)f (x2) (2.3)

pour tous x1, x2 ∈ S, x1 ̸= x2 et pour λ ∈] 0, 1[.
c) f est dite fortement convexe ou uniformement convexe dans S si et seule-
ment s’il existe une constante C > 0 tel que

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2)−
1

2
Cλ(1− λ) ∥x1 − x2∥2 (2.4)

pour tous x1, x2 ∈ S et pour tout λ ∈ [0, 1].

d) f est dite concave dans S (strictement concave dans S ) si et seulement si
(−f) est convexe (strictement convexe) dans S.
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Figure 2.5 – Fonction convexe

Définition 2.2.2. Soit f : Rn → Rn une fonction concave si -f est une fonc-
tion convexe , c’est-à-dire, si pour tout x, y ∈ Rn, on a

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

∀x ̸= y,∀λ ∈ [0, 1]

Figure 2.6 – Fonction concave

Proposition 2.2.1. Soit S ⊂ Rn convexe non vide, f : Rn → R convexe,
alors pour tout α ∈ R, l’ensemble

Sα = {x ∈ S : f(x) ≤ α}

18
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est convexe.

preuve. Soient x1, x2 ∈ Sα. Alors

f (x1) ≤ α et f (x2) ≤ α. (2.5)

Démontrons que pour λ ∈ [0, 1], λx1+(1−λ)x2 ∈ Sa. En effet f étant convexe,
on a

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

d’où en utilisant (2.2)

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λα + (1− λ)α = α, (2.6)

(2.3) implique que λx1 + (1− λ)x2 ∈ Sa. Par conséquent Sα est convexe.

Remarque 2.2.1. La réciproque de la propsition 2.2.1 est fausse. D’où la
definition suivante :

Définition 2.2.3. Soit S ⊂ Rn convexe non vide, et f : Rn → R une fonction.
f est dite quasi convexe dans S si et seulement si pour tout α ∈ R, l’ensemble

Sα = {x ∈ S : f(x) ≤ α}

est convexe.
La définition suivante est équivalente a la définition 2.2.1 .

Définition 2.2.4. Soit S ⊂ Rn convexe non vide, f : Rn → R.
f est dite quasi convexe dans S si et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ Maximum [f (x1) , f (x2)] (2.7)

pour tout x1, x2 ∈ S et pour tout λ ∈ [0, 1].
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2.3 Fonctions convexes et différentiables

2.3.1 Fonctions convexes une fois différentiables

Définition 2.3.1. Soient S ⊂ Rn, f : Rn → R et x̂ ∈ int(S).

f est dite différentiable au point x̂, s’il existe un vecteur A ∈ Rn et une fonction
α : Rn → R tels que

f(x) = f(x̂) + A(x− x̂) + ∥x− x̂∥α(x̂, x− x̂)

où α(x̂, x− x̂) →
x→x̄

0 et

A = ∇f(x̂) =
(
∂f(x̂)

∂x1
, . . . ,

∂f(x̂)

∂xn

)
.

Définition 2.3.2. Soit f : I → R une fonction à valeurs réelles définie sur
un intervalle ouvert de la droite réelle. Une telle fonction peut ne pas être
différentiable en tout point, par exemple, c’est le cas de la valeur absolue,
f(x)=|x|.
Cependant, la fonction f vérifie la propriété suivente : pour tout x0 dans le
domaine de définition de la fonction, il est possible de tracer une droite passant
par (x0, f(x0)) et ne coupant jamais le graphe de f (il est possible d’avoir des
points de tangente). L’ensemble des pentes de toutes les droites vérifiant la
précédente propriété en un point x est appelé sous-gradient de f en x .

Théorème 2.3.1. Soit S ⊂ Rn convexe et f : Rn → R convexe et x̂ ∈ int
(S). On suppose que f est differentiable au point x̂. Alors f admet en x̂ un
seul sous gradient qui est ∇f(x̂). C’est- ȧ-dire que ∂f(x̂) = {∇f(x̂)}.

preuve. Soit ξ un sous gradient appartenant à ∂f(x̂). pour tout d ∈ Rn et
pour un certain λ choisi suffisament petit (λ > 0) On a

f(x̂+ λd) ≥ f(x̂) + λξ⊤d, (2.8)

f est différentiable en x̂

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)⊤d+ λ∥d∥α(x̂, λd). (2.9)
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En portant (2.9) dans (2.8), on obtient

λ
{
d
[(
ξ −∇f(x̂)⊤

]
− [∥d∥α(x̂, λd)]

}
≤ 0

divisons par λ > 0 et tondons λ vers 0+ on obtient

d(ξ −∇f(x̂))⊤ ≤ 0,∀d ∈ Rn, (2.10)

prenons d = ξ −∇f(x̂), (2.10) devient

∥ξ −∇f(x̂)∥ ≤ 0.

Ceci implique necessairement que

ξ = ∇f(x̂).

Théorème 2.3.2. Soit S ⊂ Rn convexe, non vide, ouvert et soit f : Rn → R
differentiable dans S. Alors
a) f est convexe sur S si et seulement si pour tout x̂ ∈ S

f(x) ≥ f(x̂) +∇f(x̂)⊤(x− x̂), ∀x ∈ S. (2.11)

b) f est strictement convexe sur S si et seulement si pour tout x̂ ∈ S

f(x) > f(x̂) +∇f(x̂)⊤(x− x̂),∀x ∈ S, x ̸= x̂. (2.12)

preuve. a) Supposons que f est convexe et que S est ouvert. Puisque int(S) =
S et f admet en tout point x̂ ∈ S un sous gradient qui est ∇f(x̂). Donc d’après
la définition du sous gradient on a

f(x) ≥ f(x̂) +∇f(x̂)⊤(x− x̂), ∀x ∈ S.

Réciproquement si la relation (2.11) est vérifiée pour tout x̂ ∈ int(S) = S,
alors f est convexe dans l’ensemble int(S) = S.
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b) La preuve est exactement la même que celle de a) en utilisant le
corollaire 2.1.1.

2.3.2 Fonctions convexes deux fois différentiables

Définition 2.3.3. Soit S ⊂ Rn non vide et f : Rn → R. f est dite deux
foix differentiable au point x̂ ∈ int(S) s’il existe un vecteur ∇f(x̂) et une
matrice symétrique H(x̂) d’ordre n appellée matrice hessienne, et une fonction
α : Rn → R tels que

∀x ∈ S : f(x) = f(x̂) +∇f(x̂)⊤(x− x̂) +
1

2
(x− x̂)⊤H(x̂)(x− x̂) + ∥x− x̂∥2α(x̂, x− x̂)

avec : α(x̂, x− x̂) →
x→x̂

0,

où

H(x̂) =


∂2f(x̂)
∂x1∂x1

∂2f(x̂)
∂x1∂x2

. ∂2f(x̂)
∂x1∂xn

∂2f(x̂)
∂x2∂x1

∂2f(x̂)
∂x2∂x2

.. . .

. . .. . .
∂2f(x̂)
∂xn∂x1

∂2f(x̂)
∂xn∂x2

.. . ∂2f(x̂)
∂xn∂xn

 .

2.4 Condtions d’optimalité des problèmes d’op-

timisation convexe

Définition 2.4.1. Soit f : Rn → R, on appelle problème de minimisation sans
contraintes le problème (P) suivant

min {f(x)x ∈ Rn} (P)

1) x̂ ∈ Rn est un minimum global de (P) si et seulement si f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈
Rn.
2) x̂ ∈ Rn est un minimum local de (P) si et seulement si il existe un voisinage
Vε(x̂) tel que

f(x̂) ≤ f(x) ∀x ∈ Vε(x̂).
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3) x̂ ∈ Rn est un minimum local strict de (P) si et seulement s’il existe un
voisinage Vε(x̂) tel que

f(x̂) < f(x) : ∀x ∈ Vε(x̂), x ̸= x̂.

Définition 2.4.2. (Optimisation avec contraintes de type égalités).
Soit f : Rn → R une fonction continue et K un sous-ensemble non vide de
Rn. Le problème

(P) min
x∈K

f(x),

s’appele problème d’optimisation sous contrainte.

Remarque 2.4.1. Soient hj, j = 1, ...,m des fonctions de classe C1(Rn).

On dit que les contraintes d’égalités si

k = {x ∈ Rn, hj(x) = 0}.

On dit que les contraintes d’inégalités si

k = {x ∈ Rn, hj(x) ≤ 0}.

Théorème 2.4.1. Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et soit f : Rn → R
convexe, concidérons le problème d’optimisation convexe suivant

{min f(x)x ∈ S} (P)

et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (P) si et seulement si f admet
en x̂ un sous gradient ξ tel que

ξt(x− x̂) ≥ 0, ∀x ∈ S.

preuve. a) Supposons que f admet en x̂ un sous gradient ξ tel que ξt(x−x̂) ≥
0, ∀x ∈ S. ξ étant un sous gradient de f au point x̂, donc par définition nous
avons

f(x) ≥ f(x̂) + ξt(x− x̂) ≥ 0, ∀x ∈ S,
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∀x ∈ S, ξt(x− x̂) ≥ 0 implique que

f(x) ≥ f(x̂) ∀x ∈ S.

b) Supposons que x̂ est une solution optimale de (PC), et considérons les deux
ensembles suivants

Λ1 = {(x− x̂, y) : x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂)} ,

Λ2 = {(x− x̂, y) : x ∈ S, y ≤ 0},

Λ1 et Λ2 sont convexes. Montrons que Λ1 ∩Λ2 = ∅. En effet car si on suppose
le contraire il exitrait

(x∗ − x̂, y∗) ∈ Λ1 ∩ Λ2.

Donc x∗ ∈ S, y∗ ≤ 0 et y∗ > f (x∗)− f(x̂). Ceci implique nécessairement que

x∗ ∈ S et f (x∗)− f(x̂) < 0.

Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est une solution optimale de (P). Λ1

et Λ2 convexes et Λ1 ∩ Λ2 = ∅, alors il existe un hyperplan dans Rn+1 qui
sépare simplemement Λ1 et Λ2 . En d’autres termes

∃ ξ0 ∈ Rn, µ0 ∈ R, et α ∈ R, tels que (ξ0, µ0) ̸= (
−→
0 , 0)

et

ξt0(x− x̂) + µ0 · y ≤ α : x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂) (2.13)

ξt0(x− x̂) + µ0 · y ≥ α : x ∈ S, y ≤ 0. (2.14)

Il n’est pas difficile de montrer en faisant un bon choix de x, que les relations
précedentes impliquent nécessairement que α = 0 et que µ0 < 0. Notons par
ξ = − ξ0

µ0
et divisons (2.12) et (2.13) par −µ0, on obtient

ξt(x− x̂)− y ≤ 0 x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂) (2.15)

et
ξt(x− x̂)− y ≥ 0 x ∈ S, y ≤ 0. (2.16)
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pour y = 0 (2.15) donne :

ξt(x− x̂) ≥ 0 ∀x ∈ S. (2.17)

Montrons que (2.14) implique

f(x)− f(x̂) ≥ ξt(x− x̂) : ∀x ∈ S. (2.18)

En effet, supposons le contraire. Alors il existe x∗ ∈ Rn tel que

f (x∗)− f(x̂) < ξt (x∗ − x̂) . (2.19)

Donc il existe y ∈ R tel que

f (x∗)− f(x̂) < y < ξt (x∗ − x̂) . (2.20)

(2.11) est contradiction avec le fait que si y > f (x∗) − f(x̂) alors y ≥
ξt (x∗ − x̂) ( voir (2.6)) De (2.5) et (2.9) on conclut qu’il existe un sous gradient
ξ tel que ξt(x− x̂) ≥ 0 ∀x ∈ S.

Théorème 2.4.2. Soient S ⊂ Rn non vide, convexe et ouvert et f : Rn → R
convexe et (P) le problème d’optimisation convexe suivant

{min f(x) : x ∈ S} (P),

et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (P) si et seulement si f admet
en x̂ un sous gradient nul.

preuve. Du théorème 2.4.1 on déduit que x̂ est une solution optimale de (P)

si et seulement si f admet en x̂ un sous gradient ξ tel que

ξt(x− x̂) ≥ 0, ∀x ∈ S. (2.21)

S étant ouvert, alors il existe λ > 0 tel que xλ = x̂−λξ ∈ S. Pour le point xλ,
la relation (2.12) donne

ξt(−λξ) ≥ 0
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ou encore
−λ∥ξ∥ ≥ 0

ceci implique, vu que λ > 0

∥ξ∥ ≤ 0.

Puisque
∥ξ∥ ≥ 0,

alors ξ = 0.

2.5 Conditions nécessaires d’optimalité

2.5.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théorème 2.5.1. Soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est
un minimum local de (P) alors ∇f(x̂) = 0.

preuve. :Supposons que ∇f(z̄) ̸= 0. Puisque la direction d = −∇f (̄i) est une
direction de descente, alors il existe δ > 0 tel que

f(ũ+ λb) < f(z̃) ∀λ ∈]0, δ[.

Ceci est contradiction avec le fait que at est une solution optimale locale de
(P).

2.5.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théorème 2.5.2. Soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x̂ ∈ Rn.
Si x̂ est un minimum local de (P) alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice hessienne de
f au point x̂, qu’on note H(x̂), est semi definie positive.

preuve. : Soit x ∈ Rn quelconque, f étant deux fois différentiable au point x̂,
on aura pour tout λ ̸= 0

f(x̂+ λx) = f(x̂) +
1

2
λ2xtH(x̂)x+ λ2

∥∥x2∥∥α(x̂, λx), α(x̂, λx) −→
λ→0

0.

Ceci implique
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f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
=

1

2
xtH(x̂)x+

∥∥x2∥∥α(x̂, λx̂) (2.22)

x̂ est un optimum local, il existe alors δ > 0 tel que

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
≥ 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[.

Si on prend en considèration (2.22) et on passe à la limite quand λ→ 0, λ ̸= 0,
on obtient

xtH(x̂)x ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

2.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 2.6.1. Soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x̂ ∈ Rn.
Si ∇f(x̂) = 0 et H(x̂) est définie positive, alors x̂ est un minimum local strict
de (P).

preuve. f étant deux fois différentiable au point x̂, on aura pour tout x ∈ Rn

f(x) = f(x̂)+
1

2
(x−x̂)tH(x̂)(x−x̂)+∥(x−x̂)∥2α(x̂, (x−x̂)), α(x̂, (x−x̂)) →

x→x̂
0.

(2.23)
Supposons que x̂ n’est pas un minimum local strict. Alors il existe une suite
{xk}k∈N tel que ∀k ∈ N, xk ̸= x̂ et

xk →
k→∞

x̂ et f (xk) ≤ f(x̂). (2.24)

Dans (2.23) prenons x = xk, divisons le tout par ∥(xk − x̂)∥2 et notons dk =
(xk−x̂)

∥(xk−x̂)∥ , on obtient

f (xk)− f(x̂)

∥(xk − x̂)∥2
=

1

2
dtkH(x̂)dk+α (x̂, (xk − x̂)) , α (x̂, (xk − x̂)) →

k→∞
0. (2.25)
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(2.24) et (2.25) impliquent

1

2
dtkH(x̂)dk + α (x̂, (xk − x̂)) ≤ 0,

D’autre part la suite {dk}k∈N est bornée (∥dk∥ = 1). Donc il existe une sous
suite {dk}k∈N1⊂N telle que

dk →
k→∞,k∈N1

d̃.

Finalement lorsque k → ∞, k ∈ N1, on obtient

1

2
d̃H(x̂)d̃ ≤ 0.

La dernière relation et le fait que d̃ ̸= 0, (∥d̃∥ = 1) impliquent que la matrice
hessienne H(x̂) n’est pas définie positive. Ceci est contradiction avec l’hypo-
thèse.

Exemple 2.6.1. f(x1, x2) = 1
2
x1 + x1 cosx2.

Utilisons les condition d’optimalité pour identifier les minimums locaux

∇f(x1, x2) =

(
x1 + cosx2

−x1 sinx2

)

Le gradient s’annule pour
1) x̂k = ((−1)k+1), kπ)T , k∈ Z,
2) x̄k = (0, π

2
+ kπ)T , k ∈ Z.

∇2f(x1, x2) =

(
1 − sinx2

− sinx2 −x1 cosx2

)

∇2f(x̂k) =

(
1 0

0 1

)

∇2f(x̄k) =

(
1 (−1)k+1

(−1)k+1 0

)
3) x̂k vérifie les conditions suffisantes d’optimalité.
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4) x̄k ne vérifie pas les conditions nécessaires d’optimalité pour aucun k.

Condition suffisante d’optimalité globale

Soit une fonction f :Rn →R deux fois différentiable dans Rn, et soit x̂ ∈ Rn

un minimum local de f .
Si f est une fonction convexe, alors x̂ est un minimum global de f .
Si de plus f est strictement convexe , x̂ est l’unique minimum global de f .
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Chapitre 3
Rechreches linéaires

3.1 Direction de descente

Définition 3.1.1. Soit f : Rn → R, x̂ ∈ Rn. d ∈ Rn est dite direction de
descente au point x̂ si et seulement s’il existe δ > 0 tel que

f(x̂+ λd) < f(x̂) ∀λ ∈]0, δ[.

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de
descente.

Théorème 3.1.1. Soit f : Rn → R differentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn

une direction verifiant la condition

f ′(x̂, d) = ∇f(x̂)td < 0.

Alors d est une direction de descente au point x̂.

preuve. f est différentiable au point x̂. Donc

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)td+ λ∥d∥α(x̂, λd),

avec
a(x̂, λd) →

λ→0
0,

30



CHAPITRE 3. RECHRECHES LINÉAIRES

ceci implique que

f ′(x̂, d) = lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)td < 0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro
V (0) =]− δ,+δ[ tel que

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
< 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[ (3.1)

La relation (3.1) est particulièrement vraie pour tout λ ∈]0,+δ[. On obtient
le résultat cherché en multipliant la relation (3.1) par λ > 0.

3.2 Schémas général des algorithmes d’optimi-

sation sans contraintes

Supposons que dk soit une direction de descente au point xk. Ceci nous
permet de considérer le point xk+1, successeur de xk, de la manière suivante

xk+1 = xk + λkdk, λk ∈] 0,+δ[.

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f (xk+1) = f (xk + λkdk) < f (xk) .

Un bon choix de dk et de λk permet ainsi de construire une multitude d’algo-
rithmes d’optimisation.

3.2.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit dk = −∇f (xk) et si ∇f (xk) ̸= 0, on obtient la
méthode du gradient. La méthode de Newton correspond à

dk = − (H (xk))
−1∇f (xk) .
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Bien sur −∇f (xk) est une direction de descente

(
∇f (xk)t dk = −∇f (xk)t∇f (xk) = −∥∇f (xk)∥2 < 0

)
. Pour la deuxième direction, si la matrice hessienne H (xk) est définie positive
alors dk = − (H (xk))

−1∇f (xk) est aussi une direction de descente.

3.2.2 Exemple de choix de pas λk

On choisit en général λk de façon optimale, c’est à dire que λk doit vérifier

f (xk + λkdk) ≤ f (xk + λdk) : ∀λ ∈ [0,+∞[.

En d’autres temes on est ramené à étudier à chaque itération un problème de
minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

3.3 Méthode linéaire et méthodes à direction

de descente

Soit f : Rn → R. On considére le probléme de minimisation sans contraintes
(PSC) suivant :

min f(x), x ∈ Rn (PSC)

Il existe deux grandes classes des méthodes qui contribuent résoudre le pro-
blème (PSC) .

a) les méthodes diréction de descente et rechreche linéaire.

b) les méthodes région de confiance.
Nous nous intéréssons dans cette partie aux méthodes rechreche linéaire et
direction de déscente dont le principe est le suivant et à direction de déscente
dont le principe suivant :
supposons qu’à l’itération k on ait un point xk ∈ Rn et une direction de
descente dk ∈ Rn, c’est à dire dk vérifie

∇f (xk)T dk < 0. (3.2)

32



CHAPITRE 3. RECHRECHES LINÉAIRES

Le sucusseur xk+1 de xk est obtenu comme suit

xk+1 = xk + αkdk αk ∈ R∗
+ (3.3)

ak s’appelle le pas. Le choix de dk et αk caractérisent l’algorithme.
Supposons que dn est determinée. Comment choissir le pas αk ?
Les méthodes qui s’interessent au choix et au calcul de αk s’appellent
rechreches linéaires.
Il existe deux type de rechreches linéaires
i) les rechreches lineraire exactes.
ii) les rechreches linéaire inexactes.

3.3.1 Choix optimal du pas αk

On peut choisir αk de façon optimale, c’est à dire qu’en partant du point xk
et la direction dk, f décroit le mieux possible au point xn+1 = xk + αkdk. Ceci
est possible si on impose à αk de vérifier la condition suivante

∀α ∈]0,+∞ [ f (xk + αkdk) ≤ f (xk + αdk) . (3.4)

Notons φk(α) la fonction d’une variable réelle suivante

φk(α) = f (xk + αdk) , α ∈] 0,+∞[ (3.5)

(3.4) et (3.5) donnent

φk (αk) ≤ φk(α), ∀α ∈] 0,+∞[ (3.6)

ou encore αn est solution optimale de

φk (αk) = min {φk(α) : α ∈] 0,+∞[}. (3.7)

Trouvez αk vérifant (3.7) s’appelle rechreche linéaire exacte. Ce travail à
effectue à chaque itiration k.

Donc à chaque itiration k, on doit résoudre un problème d’optimiation dans
R.
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Remarque 3.3.1. a > 0, alors H(α) est définie positve sur ]0,+∞ [ . Alors
φn(a) est strictement convexe sur [0,+∞[ et par conséquent le problème est
un problème convexe et admet une solution optimale locale et globale unique
vérifiant

φ′ (αk) = 0.

c’est à dire
an = − b

2a
.

Remarque 3.3.2. Effectuer une rechreche linéaire exacte à chaque itiration,
est difficilement réalisable en pratique et assez couteux en temps et mémoire,
c’est pour celà qu’on cherche αk moins couteux et facile à calculer, c’est ce
qu’on appelle rechrechre linéaire inéxacte.

3.3.2 Recherche linéaire inéxacte

Si αk est obtenue par une rechreche linéaire exacte alors f décroit le mieux
en pasant du point xk au point xk + αkdk, c’est à dire

f (xk + αkdk) ≤ f (xk + αdk)∀α ∈] 0,+∞[

ou encore que

∀α ∈] 0,+∞ [: f (xk)− f (xk + αkdk) ≥ f (xk)− f (xk + αdk) .

Notons par τ(a) la quantité suivante

τ(α) = |f (xk)− f (xk + αdk)| = f (xk)− f (xk + αdk)

τ(a) représente la décroissance de f , lorsqu’on pasae du point xk au point
xk + αdk. On a donc

τ (αk) ≥ τ(α)∀α ∈] 0,+∞[.

Comparaisons de pas obtenus par des recherches linéaires inexactes
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Comme on l’a signalé avant, αn est optimal mais il est difficile à calculer et il
est couteux en temps et en mémoire.
Il serait alors intéréssant de chrecher un autre αn (qu’en note βk ), facile à
calculer, pas couteux en temps de calcul et en mémoire et qui a’spproche le
plus de αk de sorte que la décroissance

τ (βk) = f (xk)− f (xk + βkdk)

soit la plus proche de

τ (αk) = f (xk)− f (xk + αkdk) .

Bien sur, on a toujours
τ (βk) ≤ τ (αk) ,

le calcul de βk s’appelle recherche linéaire inexacte.
Nous abordons trois type de ces recherche.

3.4 Recherche linéaire d’Armijo

3.4.1 Principe de la méthode

Il ne suffit pas de choisir à chaque itération k, αk tel que

f (xk + αkdk) < f (xk) .

pour que la suite {xk} converge vers la solution optimale ou vers un point
stationnaire. En effet si la fonction décroit trés peu en passant du point xk
vers le point xk+1 = xk +αkdk la suite {xk} diverge ou peut converger vers un
point qui n’a rien à voir avec la solution optimale.
Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la
notion de descente suffisante de la fontion. Il faut choissir αk de sorte que la
fonction f décroit de suffisante en passant du point xk au point passant du
poin xk+1 = xk + αkdk.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle si la taille
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du pas αk. Ainsi plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f

sera grande. Donc si γ > 0, on désire que

f (xk)− f (xk + αkdk) ≥ αkγ

ou encore
f (xk + αkdk) ≤ f (xk)− αkγ.

Le facteur γ ne peut pas être choisi de façon arbitraire. Surtout il doit varier
d’une itération à l’autre. Il est plus approprié de définir γ en fonction de la
pente de la fonction au point xk dans la direction dk. En l’occurence, nous
choisirons

γ = −β∇f (xk)T dk 0 < β < 1

Définition (diminution suffisante condition d’Armijo)

Soient f : Rn → R une fonction differentiable, un point xk ∈ Rn et une
direction (de descente) dk ∈ Rn telle que ∇f (xk)T dk < 0. On dit que le pas
αk > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + αkβ1∇f (xk)T dk, 0 < β1 < 1.

Test d’Armijo,
Si

φk(α) ≤ φk(0) + ρϕ′
n(0)α

autrement dit ,

f (xk + αdk) ≤ f (xk) + pα∇Tf (xk) dk

alors α convient.
Si

φk(α) > φk(0) + ρh′k(0)α

autrement dit f (xk + αdk) > f (xk) + ρα∇Tf (xk) dk alors α est trop grand.
Regle d’Armijo

Etape 0 : (initialisation)
ag,1 = ag,1 = 0, choisir a1 > 0, p ∈] 0, 1[ poser k = 1 et aller a l’étape 1.
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Etape 1 :

Si
φk (αk) ≤ φk(0) + αφ′

k(0)αk : STOP (α∗ = αk)

si φk (αk) > φk(0) + ρφ′
k(0)αk, alors αd,k+1 = αd, αg,k+1 = αk et aller à létape

2 .
Etape 2 :

si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1,∞[

si αd,k+1 ̸= 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1, αd,k+1[ remplacer k par k + 1 et aller
d l’étape 1 .
Programme en fortran 77 d’ Armijo

real x(2), xp(2), g(2), gp(2), f0, alpha, f, p, s, a, b, pf, t, y, phopt
integer i, k, test,n
sig = 0.3; ro = 0.1; b = 10000000; alpha = 10; test = 0; k = 0

print∗, ’le dimontion n =’ ;read∗, n
do i = 1, n print ∗,′ x0 (′, i,′ ) = ’ ;read∗,xp(i) end do
10 if (test= = 0.and.k.le.10) then call fonc(f0, gp,xp)
do i = 1, nx(i) = xp(i)− alpha∗ gp(i) end do
call fonc (f, g, x); p = 0

do i = 1, np = p + gp(i)∗gp(i) end do
s = f0− r0∗ alpha ∗p

if (f.gt.s) then b=alpha else phopt=alpha ;test = 1 end if
print∗, ’alpha(, ′k,′

)
=′, alpha; alpha = b/2; k = k + 1

go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt
end
subroutine fonc (f, g, x)

real f, g(2), x(2)
f = (x(1))∗∗2 + (x(2))∗∗4; g(1) = 2∗x(1); g(2) = 4∗(x(2))∗∗3

end

Théorème 3.4.1. Si φk : R+ → R définie par φk(α) = f (xk + αdn) est conti-
nue et bornée inférieurement, si dn est une direction de descente en xn (φ′

k(0) < 0)
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et si ρ ∈]0, 1[, alors l’ensemble des pas vérifient la régle d’Armijo est non vide.

preuve. On a
φk(α) = f (xk + αdk)

φp(α) = f (xk) + ραk∇Tf (xx) dk.

Le développement de Taylor-Yong en α = 0 de φk est

φk(α) = f (xk + αdk) = f (xk) + pα∇Tf (xk) dk + αξ(α) où ξ(α) → 0, α→ 0.

et comme ρ ∈]0, 1[ et φ′
k(0) = ∇Tf (xk) dk < 0, on déduit

f (xk) + α∇Tf (xk) dk < f (xk) + ρα∇Tf (xk) dk pour α > 0

On voit que pour α > 0 assez petit on a

φk(α) < ψσ(α).

De ce qui précède et du fait que φk est bornée inférieurement, et φp(α) →
−∞;α → +∞, on déduit que la fonction ψp(α)− φk(α) a la propriété{

ψρ(α)− φk(α) > 0 pour α assez petit
ψρ(α)− φk(α) < 0 pour α asaez grand

donc s’sannule au moins une fois pour α > 0.
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe ā > 0 tel que

φk(ᾱ) = ψρ(ᾱ) et φk(α) < ψp(α) pour 0 < α < ᾱ.

Ce qui achéve la démonstration.

3.4.2 Contrainte des petits pas dans la règle d’Armijo

La condition d’Armijo nous permet de rejeter des pas qui, étant trop
grands, ne fournissent pas une diminution suffissnte de la fonction. Ayant réglé
le probléme des pas trop grands, nous allons maintenant nous interesser aux
pas trop petits .
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3.5 Recherche linéaire de Goldsten

La raison de l’echec de la méthode réside dans la dégénéréscence des pas
αk. Ceux ci, bien que strictement positifs, deviennent arbitrairement proches
de zéro et la méthode ne peut plus progresser. On va done rajouter une de
deuxiéme condition à la condition d’Armijo qui elliminerait les pas trop petits.

3.5.1 Principe de la méthode

Supposons qu’à literation k, on ait le point xk ∈ Rn, le vecteur de descente
dk ∈ Rn

(
∇f (xk)T dk < 0

)
.

On cherche le pas αk > 0 de Goldstein vérifant les deux conditions suivantes

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)T dk, ρ ∈
]
0, 1

2
[ (Goldatein1)

et

f (xk + αkdk) ≥ f (xk) + (1− ρ)αk∇f (xk)T dk, ρ ∈
]
0,

1

2
[. (Goldatein2)

Si on note
φk(α) = f (xk + αdk) ,

alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

φk (αk) ≤ φk(0) + ραkφ
′
k(0)

et
φk (αk) ≥ φk(0) + (1− ρ)αkφ

′
k(0).

(Goldstein1) assure une décroisance suffisante de f , les pas αk trop petits sont
nocifs pour la convergence. La suite {xk} pourrait converger prématurément
vers un point x̄ qui n’a rien à voir avec le problème d’optimisation.

3.5.2 Algorithme de Goldstein

L’Algorithme essaye de trouver αk ∈⌋ β1, β2[ . On demarre avec un inter-
valle [a0, b0] assez grand. On prend α0 ∈ [a0, b0] .
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Si α0 verifié Goldatein 1 et Goldstein 2 alors α0 ∈]β1, β2[ et on s’arrète.
Si α0 > β2

alors α0 ne verifié pas Goldstein1, alors on prend b1 = α0 et a1 = b0 et
α1 =

a1+b1
2

et on recommence avec α1 .
Si α0 < β1

alors α0 ne vérifié pas Goldstein 2, on prend a1 = α0, b1 = b0 et α1 =
a1+b1

2
et

on teste de nouveau α1.
A litération k

Supposons qu’on ait [ak, bk] et αk =
ak+bk

2
.

Si an verifié Goldstein l et Goldstein 2, αk ∈ [β1, β2[ . Stop.
Si αk ne verifié pas Goldstein 1 alors αk > β2.
On prend bk+1 = ak, an+1 = αk, ak+1 =

ak+1+bk+1

2
.

Si αk ne verifié pas Goldstein 2 alors αk < β1. On prend ak+1 = αk, bn+1 =

bn, αk+1 =
an+1+bk+1

2
.

On obtient ainsi l’algorithme suivant
Algorithme de Goldstein

ETAPE 1 (Initialisation )
Choisir α0 ∈ [0, 10100] et ρ ∈] 0, 1 [ . Poser a0 = 0, b0 = 10100. Poser k = 0 et
aller à ETAPE2
ETAPE2 (Test Goldstein1)
Iteration k on a [ak, bk] et αk calculez φk (αk) Si φk (αk) ≤ φk(0) + pαkφ

′
k(0),

allez à ETAPE 3 Sinon
Poser bk+1 = αk, ak+1 = ak, et allez à ETAPE 4
ETAPE 3 (Test Goldstein2)
Si φk (ak) ≥ φk(0)+(1−p)akφ′

k(0) stop. α∗ = αk. Sinon poser ak+1 = ak, bk+1 =

bk et allez à ETAPE 4
ETAPE 4
Poser αk+1 =

ak+1+bk+1

2

Poser k = k + 1 et allez à ETAPE 2.
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3.6 Rechreche linéaire de Wolfe

Nous avions rencontré dans le paragraphe précédent la rechreche linéaire
de Goldstien.
Reprenons les mêmes notations que celles du paragraphe précédent. A l’ité-
ration k, supposons qu’on ait le point xk et la direction de descente dk i.e(
∇f (xk)T dk < 0

)
.

Notons
φk(α) = f (xk + αdk)

alors
φ′
k(α) = ∇f (xk + αdk)

T dk

φk(0) = f (xk)

φ′
k(0) = ∇f (xk)T dk < 0.

Notons Γ (f, xk, dk) l’ensemble suivant

Γ (f, xk, dk) = {α > 0, f (xk + αdk) < f (xk)} = {α > 0, φk(α) < φk(0)} .

Graphiquement Γ (f, xk, dk) est l’ensemble des pointes α tel que le graphe
φk(α) soit en dessous de la droite y = φk(0).
Comme on l’a remarqué aux paragaphes précédents, plus αk s’approche de
a∗ (α∗ vérifiant φk (α

∗) = minα∈]0,+∞[ φk(α)
)
,

plus ak est meilleur la descente de f s’effectue de mieux en mieux et elle sera
optimale au point a∗.

Nous avions vu aussi que les deux conditions Goldstein l et Goldstein 2
engendrent un intervalle [β1, β2] tel que αk est acceptable si ak ∈] β1, β1[ L’in-
corvénient de la méthode de Goldstein est que α∗ peut ne pas appartenir à
]β1, β2 [ . Ceci entraine un éloignement de αk de α∗

Les conditions de Wolfe, (Wolfe 1) et (Wolfe 2) assurent que a∗ ∈⌉ β′1, β′2[
[β′1, β′2] engendrées par les deux conditions (Wolfe 1) et (Wolfe 2).
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3.6.1 Recherche linéaire de Wolfe

αk est acceptable par la rechreche linéaire de wolfe si αk vérifie les deux
condition (Wolfe 1) et (Wolfe 2) suivantes

φk (αk) ≤ φk(0) + ραkφ
′
k(0), 0 < p <

1

2
(Wolfe 1)

φ′
k (αk) ≥ σφ′

k(0), 0 < σ < 1, σ > p (Wolfe 2),

ou en remplaçant φk (αk) , φk(0), φ
′
k(0), φ

′
k (αk) par leurs expressions, on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)T dk 0 < ρ <
1

2
(Wolfe 3)

∇f (αk + αkdk)
T dk ≥ σ∇f (xk)T dk 0 < σ < 1, σ > ρ (Wolfe 4)

Figure 3.1 – Rechrches linéaire de Wolfe

Commentaires sur la figure

a) α ∈]0, β′
1 [ alors α ne vérifie pas (wolfe2) car β′

1 vérifié φ′ (β′
1) = σφ′(0). Les

droites ∆2 et ∆2 sont paralléles (∆2//∆3) et si α < β′
1 alors φ′(α) < φ′ (β′

1).
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En fait β1 est le premier point tel que φ′ (β′
1) = δφ′(0).

b) α ∈]β′
2,+∞[, α ne verifié pas (Wolfe 2), le graphe de φ est au dessus de la

droite ∆1 de coefficient directeur pφ′(0).
c) α ∈]β′

1, β
′
2[ a verifié (Wolfe 1) et (Wolfe 2).

3.6.2 Rechreche linéaire de Wolfe forte

αk verifié les condition de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont
verifiés

φk (αk) ≤ φk(0) + ραkφ
′
k(0), 0 < ρ <

1

2
, (Wolfe forte 1)

|φ′
k (αk)| ≤ −σφ′

k(0), 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfe forte 2)

Théorème 3.6.1. Si αk vérifie (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2), alors αk

vérifie (Wolfe 1) et (Wolfe 2).

preuve. (Wolfe forte1) et (Wolfe1) sont les mêmes propositions. Reste à mon-
trer que

(Wolf forte 2) =⇒ (Wolfe 2) .

En effet. Supposons que αk vérifie (Wolfe forte 2). Alors on a

σψ′
k(0) ≤ φ′

k (ak) ≤ −σφ′
k(0).

Par consequent on a
φ′
k (αk) ≥ σφ′

k(0).

Ceci implique que αk verifié (Wolfe 2).

Remarque 3.6.1. Supposons qu’on a une suite de paramétres {σj}j∈N telle
que

σj → 0, j → ∞

Fixons k ∈ N. Supposons aussi que pour k fixé, (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte
2).
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On obtient donc une suite {αk,j}kfixe,j∈N

∀j ∈ Nσjφ′
k(0) ≤ φ′

k (αkj) ≤ −σjφ′
k(0).

Ceci implique
φ′
k (αkj) →

j→∞,kfixe
0.

La relation précédente implique que

φ′
k (αk) →

k→∞
0.

Si φ′
k est continue et si αj → ᾱ alors ᾱ = α∗.

Conclusion

Dans la rechreche linéaire de Wolfe forte, si on choisit σ trés petit, on a beucoup
de chances de tomber sur αk proche de α∗. L’inconvénient est que ce choix ( σ
trés petit) entraine beaucoup d’itérations pour parvenir à obtenir an vérifiant
(Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2). On pourrait choisir une suite {σj} telle
que σj → 0 lentement. Ces choix influent sur la convergence et la vitesse de
convergence.
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Chapitre 4
Méthode de la plus forte pente

4.1 Méthode de la plus forte pente

Définition 4.1.1. Soit f : Rn → R une fonction différentiable. Soient x ∈ Rn,
et d∗ = −∇f (xk).
Alors pour tout d∈ Rn tel que ∥ d ∥=∥ ∇f(x) ∥, on a

dT∇f(x) ≤ d∗
T

f(x) = ∇f(x)T∇f(x),

et la direction du gradient est celle dans laquelle la fonction a la plus forte
pente .

Théorème 4.1.1. Soit f : Rn → R, une fonction différentiable au point x, et
supposons que ∇f(x) ̸= 0. Considérons le problème optimal

Minimiser
∥d∥≤1

f ′(x, d),

où f ′(x, d) est la dérivée directionnelle de f au point a et dans la direction d.
Alors la solution optimale de ce problème est donnée par

d̃ = − ∇f(x)
∥∇f(x)∥

.

preuve. Puisque

f ′(x, d) = lim
λ→0+

f (x+ λd)− f(x)

λ
= ∇f(x)td
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Notre probléme revient donc à minimiser ∇f(x)td dans {d : ∥d∥ ≤ 1}. L’in-
égalité de Shwartz donne

∣∣∇f(x)td∣∣ ≤ ∥∇f(x)∥∥d∥. (4.1)

Si

∇f(x)td ≥ 0

on a bien sur
∇f(x)td ≥ −∥∇f(x)∥∥d∥.

Si
∇f(x)td ≤ 0

(4.1) implique que
−∇f(x)td ≤ ∥∇f(x)∥∥d∥.

Par conséquent on a toujours

∇f(x)td ≥ −∥∇f(x)∥∥d∥.

Pour ∥d∥ ≤ 1, on a

∥∇f(x)∥∥d∥ ≤ ∥∇f(x)∥ ⇒ −∥∇f(x)∥∥d∥ ≥ −∥∇f(x)∥.

Donc ∀d; ∥d∥ ≤ 1 on a
∇f(x)td ≥ −∥∇f(x)∥.

D’autre part on a∥d⃗∥ = 1 et d̄ vérifie

∇f(x)td̄ = ∇f(x)t
(
− ∇f(x)
∥∇f(x)∥

)
= −∥∇f(x)∥.
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Interprétation du théorème 4.1.1 : Nous allons à partir du théoreme
4.1.1 donner une idée intuitive sur l’appelation méthode de la plus forte pente.
En effet d’après le théorème 4.1.1 on a

f ′(x, d) ≥ f ′(x, d̄)∀d, ∥d∥ ≤ 1.

Soit en utilisant la définition de la dérivée directionnelle

lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)

λ
≥ lim

λ→0+

f(x+ λd̃)− f(x)

λ
.

Cette dernière inégalité implique qu’ il existe δ > 0 tel que

[f(x+ λd)− f(x)]− [f(x+ λd̃)− f(x)] ≥ 0,∀λ ∈]− δ,+δ[,

ou encore

f(x+ λd) ≥ f(x+ λd̃), ∀λ ∈]− δ,+δ[ et ∀d, ∥d∥ ≤ 1.

4.2 L’Algorithme de la méthode de la plus forte

pente

Etape intiale : Choisir un ε > 0. Choisir un point initial x1. Poser k = 1

et aller à l’étape principale.
Etape principale : Si ∥∇f(x)∥ < ε stop. Sinon poser dk = −∇f (xk) et soit
λn la solution optimale de la recherche linéaire

Min {f (xk + λdk) ;λ ≥ 0} .

Poser xk+1 = xk + λkdk. Remplacer k par k + 1 et répeter l’étape principale.
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4.3 Inconvénients de la méthode de la plus forte

pente

4.3.1 Lenteur de la méthode au voisinage des points sta-

tionnaires

Cette méthode travaille de façon performante dans les premières étapes de
l’algorithme. Malheuresement, dés qu’on s’approche du point stationnaire, la
méthode devient tres lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomène par
les considérations suivantes

f (xk + λd) = f (xk) + λ∇f (xk)t d+ λ∥d∥α (xk;λd) ,

où α (xk;λd) → 0 quand λd→ 0.
Si d = −∇f (xk), on obtient :

xk+1 = xk − λ∇f (xk)

et par conséquent

f (xk+1)− f (xk) = λ
[
−∥∇f (xk)∥2 + ∥∇f (x)∥α (xk;λ∇f (xk))

]
.

D’aprés l’expression précedente, on voit que lorsque xk s’approche d’un point
stationnaire, et si f est continuement différentiable, alors ∥∇f (xk)∥ est proche
de zéro. Donc le terme à droite s’approche de zéro, indépendemment de λ, et
par conséquent f (xk+1) ne s’eloigne pas beaucoup de f (xk) quand on passe
du point xk au point xk+1.

4.3.2 Le phénomène de Zigzaguing

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours

dtk · dk+1 = 0,

c’est à dire que la suite {xk} engendrée par l’algorithme de la méthode du
gradient, zigzague. Ceci crée un phénomène de ralentissement dans l’achemi-
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nement des points xk vers la solution optimale.

4.4 Quelques remèdes

4.4.1 Changement de direction

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = −∇f (xk) ,

on prend des directions de la forme

dk = −D∇f (xk) ,

où D est une matrice choisie convenablement (D pourrait être par exemple
l’inverse de la matrice hessienne au point xk c’est à dire (H (xk))

−1). Un autre
choix pourrait s’operer de la façon suivante

dk = −∇f (xk) + gk

où gk est un vecteur approprié.

4.4.2 Accéleration de la convergence

On peut aussi accelerer ls comergence de la méthode du gradient. Pour celà
on transforme grace à un algorithme d’acceleration de la convergence la suite
{xk} en une suite {yk} qui convergerait vers la même limite que la suite {xk},
mais convrgerait plus rapidement. Si on note par x∗ cette limite commune on
exprime cette rapidité par la limite suivante

lim
k→∞

yk − x∗

xk − x∗
= 0

4.4.3 Tests numériques

Nous allons tester l’algorithme ”steepest descent” avec diffréntes recherches
linéaires, comme fonction test on prend la vallée - banane - de Rosenbrock.
Il sagit d’une fonction deux variables du quatriéme degré qui se présente comme
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une vallée en U dont le fond assez plat est incurvé suivant une parabole.

f(x, y) = 100.(x2 − y)2 + (x− 1)2

Tableau 2.1 : Steepest descent avec recherche linéaire exacte

k dk xk f (xk) ∥g (xk)∥
1 − (−1.20, 1.000) 24.200 232.867

10 4.777× 10−03 (−1.009, 1.019) 4.037 2.928

100 3.811× 10−03 (−0.771, 0.596) 3.138 3.092

200 8.999× 10−03 (0.147, 0.018) 0.727 1.642

500 1.634× 10−03 (0.807, 0.650) 3.726× 10−02 0.220

1000 1.243× 10−03 (0.944, 0.891) 3.095× 10−03 5.547× 10−02

1500 1.161× 10−03 (0.981, 0.962) 3.590× 10−04 1.826× 10−02

2000 1.136× 10−03 (0.993, 0.986) 4.538× 10−05 6.4229× 10−03

Tableau 2.2 : Steepest descent avec recherche linéaire d’Armijo

k dk xk f (xk) ∥g (xk)∥
1 − (−1.200, 1.000) 24.200 232.867

10 2.499× 10−03 (−1.016, 1.035) 4.067 3.239

100 4.999× 10−03 (0.360, 0.123) 0.413 1.399

200 2.499× 10−03 (0.683, 0.466) 0.100 0.409

500 2.499× 10−03 (0.930, 0.865) 4.841× 10−03 0.124

1000 1.250× 10−03 (0.976, 0.953) 5.501× 10−04 2.304× 10−02

1500 2.499× 10−03 (0.988, 0.977) 1.225× 10−04 1.390× 10−02

2000 4.999× 10−03 (0.994, 0.989) 2.838× 10−05 1.037× 10−02

4.5 Convergence de la méthode de la plus forte

pente

4.5.1 Cas des recherches linéaires exactes

Avant de donner le théorème principal concernant la convergence de la mé-
thode de la plus forte pente avec des recherches linéaires exactes, démontrons
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d’abord ce réaultat intermédiaire.

Théorème 4.5.1. Soit f : Rn → R et L ⊂ R un intervalle fermé et soit M
l’application multivoque suivante

M : Rn × Rn −→ Rn

(x, d) −→M(x, d) = {y : y = x+ λ̄d}

où f
(
x+ λ̄d

)
= min{f(x+ λd); λ ∈ L}.

Si f est continue en x et si d ̸= 0, alors M est férmée au point (x, d).

preuve. Soit {xkdk}k∈N et {yk}k∈N telles que

(xk, dk) −→
k→∞

(x, d) , yk ∈M (xk, dk) , yk −→
k→∞

y. (4.2)

Démontrons que
y ∈M(x, d).

En effet yk ∈M (xk, dk). Alors

yk = xk + λk · dk, (4.3)

λk est solution optimale de la recherche linéaire

f
(
xk + λk · dk

)
= min {f (xk + λ · dk) ;λ ∈ L} . (4.4)

Puisque
dk −→

n→∞
d ̸= 0,

alors
dk ̸= 0, ∀k ≥ k0, k0 ∈ N, (4.5)

(4.2) et (4.4) impliquent

λk =
∥yk − xk∥

∥dk∥
, (4.6)

en remarquant que L est férmé, on a

λk −→
k→∞

λ̄ =
∥y − x∥
∥d∥

∈ L. (4.7)
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(4.1), (4.2), (4.5) et (4.6) donnent

y = x+ λ̄d,

(4.3) implique
f
(
xk + λkdk

)
≤ f (xk + λdk) .

Faisons tendre k vers l’infini et prenons en considération le fait que f est
continue au point (x, d), on obtient

f
(
x+ λ̄d

)
≤ f (x+ λd) , ∀λ ∈ L.

Ceci veut dire exactement que le point y = x+ λ̄d ∈M(x, d).

4.6 Théorème de Zangwill

Définition 4.6.1. Soit h : X → R est une fonction de descente (relativement
une application) si elle est continue et possède les propriétés suivantes
x /∈Ω =⇒ h(y)<h(x) ∀y ∈ A(x),
x ∈Ω =⇒ h(y)<h(x) ∀y ∈ A(x).

Théorème 4.6.1. Soit (P) le probléme d’optimisation suivant

(P) min
x∈X

f(x)

et Ω l’ensemble des solutions.
Soit A : X

m−→ X une application mutivoque et considérons une suite {xk}
engendrée par l’algorithme, c’est à dire vériant xk+1 ∈A(xk)
Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées
C1- Les points (x) sont tous contenus dans un ensemble compact K⊂X.
C2- Il existe une fonction de descente h.
C3- L’application multivoque A est fermée dans X\Ω, ∀ x ∈ X\Ω, A(x) ̸= ∅.
Alors pour tout x limite d’une sous-suite convergente de la suite {xk}, on a x
∈ Ω et h(xk)

k∈N→
k→∞

h(x).
Exemple la condition C1 :

Si f est une fonction de descente, on suppose que l’ensemble
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Xf(x0) = {x/x ∈ X : f(x) ≤ f(x0)}

est bornée.
Exemple de la condition C2 :

On peut prendre la fonction de descente égale à f(x) ou |∇f(x)|.

preuve. Soit {xk}k∈N une suite engendrée par l’algorithme telle que {xk}k∈N ⊂
K, il existe alors une sous-suite {xk}k∈N1

N1⊂N
convergente

xk
k∈N1−→
k→∞

x, x ∈ K.

La continuité de h donne
h (xk)

k∈N1−→
k→∞

h(x).

∀ε > 0, ∃ν(ε) : ∀k ≥ ν(ε), k ∈ N1 on a h (xk)− h(x) ≤ ε.

Pour tout k ≥ ν(ε), k ∈ N on a

h (xk)− h(x) = h (xk)− h (xν) + h (xν)− h(x) ≤ ε,

car h (xk)− h (xν) ≤ 0 pour tout k ≥ ν(ε) et h (xν)− h(x) ≤ ε.
Montrons que x ∈ Ω

Pour cela considérons la suite {xk+1}k∈N1
N1⊂N

. Comme {xk+1}k∈N1
N1⊂N

⊂ K, il existe

alors une sous-suite {xk+1}k∈N2
N2⊂N

telle que

xk+1
k∈N2−→
k→∞

x′

Donc
xk

k∈N2−→
k→∞

x

xk+1
k∈N2−→
k→∞

x′.

Supposons que x /∈ Ω. A étant fermée en x, on en déduit que x′ ∈ A(x).
Comme h (xk)

k∈N→
k→∞

h(x) et en particulier h (xk+1)
k∈N−→
k→∞

h(x′), l’inégalité stricte
h(y) < h(x) pour y = x′ n’est pas vérifiée. Ceci est en contradiction avec la
définition de la fonction de descente donc x ∈ Ω.
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Théorème 4.6.2. (convergence de la méthode de la plus forte pente avec des
recherches linéaines exactes) Soit f : Rn → R, telle que f ∈ C1 (Rn) et (P) le
problème de minimisation sans contraintes suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} (P)

On suppose que l’ensemble δ (α0) suivant

δ (x0) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f (x0)} , x0 ∈ Rn,

est borné. Soit {xk} une suite génerée par l’algorithme de la plus forte pente,
c’est à dire
Initialisation : x0 ∈ Rn, point initial, poser k = 0 et aller à Etape principale
Etape principale : Si ∇f (xk) = 0 Stop.
Sinon
Calculer λk verifiant f (xk + λkdk) = Min {f (xk + λdk) ;λ ≥ 0}
Calculer xk+1 = xk − λk∇f (xk)
Poserk = k + 1 et aller d Etape principale.
Fin
Soit x∗ une limite quelconque d′une sous suite convergente de {xk}. Alors

∇f (x∗) = 0.

preuve. c’est une application du théorème de Zangwill , en prenant en consi-
dération le théorème 4.5.1. En prenant en considération les notations du théo-
rème de Zangwill, on considère dans notre cas

X = Rn,Ω = {x : ∇f(x) = 0},

A : Rn −→ Rn : A =M ◦D,

avec
D : Rn −→ Rn × Rn

x −→ D(x) = (x,−∇f(x))

et

M : Rn × Rn −→ Rn
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(x, d) −→M (x, d) = x+ λ̄d,

λ̄ vérifiant
f
(
x+ λ̄d

)
=Min {f (x+ λd) ;λ ≥ 0} .

Ceci étant l’application multivoque A s’écrire sous la forme

A : Rn −→ Rn

x −→ A(x) = x− λ̄∇f(x)

λ̄ vérifiant

f(x− λ̄∇f(x)) ≤ f(x− λ∇f(x)) : ∀λ ∈ [0,+∞[.

M est fermée au point (x, d). A étant la composé d’une fonction univoque
continue (D) et d’une fonction multivoque fermée (M) est fermée. La suite
{xk}k∈N vérifie

x0 ∈ Rn, xk+1 ∈ A (xk) , k = 0, 1, . . .

Pour la fonction de descente on prend la fonction objectif f (notée h dans lé-
noncé du théoreme de Zangwill). Vérifians que c’est effectivement une fonction
de descente. En effet
i) Si x ∈ Ω, alors ∇f(x) ̸= 0 et par conséquent −∇f(x) est une direction de
descente. Soit

y ∈ A(x) : y = x− λ̄∇f(x).

Si on prend en considération la définition de direction de descente et le fait
que λ̄ est solution optimale dans tout [0,+∞[ on aura nécessairement

f(y) < f(x).

ii) Si x ∈ Ω, alors ∇f(x) = 0 et par conséquent vu que

y = A(x) = x− λ̄∇f(x)
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on aura
y = x.

Ceci implique
f(y) = f(x).

Toutes les conditions du théorème de Zangwill sant vérifiées. Par conséquent si
la suite {xk}k∈N est infinie, alors toute limite x∗ d’une sous suite convergente
de la suite {xk}k∈N vérifie

∇f (x∗) = 0.

Si {xk}k∈N s’arrète à l’itération k0, on a aussi

∇f (xk0) = 0.

4.6.1 Cas des recherches linéaires inexactes

Algorithme

Initialisation Fixons λ̄ > 0, 0 < ϵ < 1 et x0 ∈ Rn initial, poser K = 0 et aller
à Etape principale.
Etape principale A l’iteration k défnissons la direction dk = −∇f(xk) et
considérons la fonction d’Armijo

θ̂(λ) = θ(0) + λϵθ′(0)

où θ(λ) est la fonction suivante

θ(λ) = f(xk + λdk) = f [xk − λ∇f(xk)] : λ ≥ 0.

Si ∇f(xk) = 0 stop.
Sinon
Trouver le plus petit entier t ≥ 0 tel que

(θ̄
λ̂

2t
) ≤ (θ̂

λ̂

2t
)
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et défnir le successeur xk+1 dexk comme suite

xk+1 = xk − λk∇f(xk),

avec
λk =

λ̄

2t

Poser k = k + 1 et aller à Etape principale.
Fin.

Théorème 4.6.3. ( convergence de la methode de la plus forte pente avec la
recherche linéaire d’Armijo) . Soit f : Rn → R, telle que ∇f(x) est continue-
ment Lipschitzien de constante G dans l’ensemble δ(x0) = {x ∈ Rn : f(x) ≤
f(x0)}, x0 ∈ Rn quelconque. Considérons l’algorithme de la méthode de la plus
forte pente avec la recherche linéaire d’Armijo, c’est à dire l’algorithme défini
précédent.
Soit xk une suite générée par cet algorithme. Alors ou bien il s’arrete aprés un
nombre fini d’itérations en un point xk0 tel que ∇f(xk0)=O, ou bien

∇f(xk) → 0

quand k → +∞.
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Conclusion

Une idée naturelle consiste à suivre la direction de plus forte descente et à
faire un pas qui rende la fonction à minimiser la plus petite possible dans cette
direction. Cette méthode est appelée méthode de la plus forte pente.
La méthode de la plus forte pente est une sorte d’idéalisation d’une part, nous
ne avons pas en pratique calculer de façon exacte un point minimum αk de
l’objectif dans une direction donnée et le problème n’est en général pas trivial.
Pour ces raisons, on peut lui préférer parfois la méthode de la plus forte pente.
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