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INTRODUCTION

L’optimisation consiste en la recherche du minimum (ou du maximum)
d’une certaine quantité, appelée cout ou objective. Si on suppose que le cout
dépend de n variables réeles rassemblées en un vecteur x = (1, ...,x,) € R
et que fournissent une valeur J(x) ou J est une fonction de R” dans R, en gé-
néral, les variables x4, ...z, ne sont pas autorisées a prendre n’importe quelles
valeurs, mais devront satisfaire des contraintes que ’on représent par un sous

ensemble K C R™. On écrire un probléme d’optimisation sous la forme générale

(P) min J(x).

zeK
On dit que le probléme (P) admet une solution s’il existe un choix de va-

riables xy € K tel que

Vee K, J(xg) < J(x),

on dit alors que xy est un minimiseur (ou point minimum) de J sur K, et que
J(xg) est un minimum de J sur K.

Pour résoudre le probléme (P) il y a plusieurs méthodes. Dans ce mémoire,
on propose et étudie la méthode de la plus forte pente.

Ce travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré
a quelques notions de base comme différentiabilité, gradient, matrice hessienne
et fonctions de classe C*. Un rappel sur les formules de Taylor est aussi donné
dans ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les ensembles et les fonctions
convexes, théoreme de séparation et aprés les conditions d’optimalité d’un
probleme de minimisation et quelques résultats préliminaires.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie les recherches linéaires exactes et
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inéxactes, en particulier les recherches d’Armijo, de Goldstein et de Wolf.
Dans le derniér chapitre, on traite la méthode de la plus forte pente. On
commance d’abord par définitions, théorémes et proprietés concernant cette

méthode. En fin, on propose une synthése sur les resultas de convergences.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Différentiabilité, dérivée partielle, gradient,
dérivée directionnelle

Définition 1.1.1. 1) Soit une fonction f : U C R* — R, h € R™. On dit que
f est différentiable en a € U sl existe une application L linéaire continue de

R™ dans R telle que

oo Fat ) = f(a) = L(h)

= 0. 1.1
h—0 Al 0 (1.1)

2) Lorsque Uapplication L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a, on
la note D f(a), ainsi (1.1) devient

oo T+ 1) = f(a) = Df(@)(h)

=0.
h—0 | Rl

3) Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est différentiable

surU.

Remarque 1.1.1. La différentiabilité de f en a est équivalente a [’existence

d’une forme linéaire L sur R™ telle que

fla+h)= f(a) + Lf(a)(h) + o(h). (1.2)
Proposition 1.1.1. Sotent U un ouvert et f : U C R™ — R.

5



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Si f € CHU) alors f est différentiable sur U.

Définition 1.1.2. Soit f : R™ — R une fonction continue. La fonction notée
Vif(z) : R" — R, également notée g—i est applée 1™ dérivée partielle de f et
est définie par

flry, .. mita,...,x,) — f(ag, ., x4, e, T)

lim ,
a—0 a

cette limite peut ne pas existe.

Si les dérivées partielles 0 f /Ox; existent pour tout 7, le gradient de f est

défini de la facon suivante.

Définition 1.1.3. Soit f : R® — R une fonction différentiable. La fonction
notée Vf(z) : R" — R est appelée le gradient de [ au point x = (x1, ..., x,)et
est défini par

of of

T _

(Vf(z)" = (8371""’8%) :

Le gradient jouera un role essentiel dans le developpement et ’analyse des

algorithmes d’optimisation.

Exemple 1.1.1. Soit f (z1, 72, 23) = €73 + 2x3w3 — 4x11973. Le gradient de

f est donné par

—3e73% 4 Ax xq — dxons
Vf(w,2e,23) = | —4x23

Qx% — X129

Remarque 1.1.2. Soit f une fonction dérivable suivant x;,1 =1,....n et soit

€1, €s,...en les élément de la base canonique de R™ alors

of .,  Of
ou
0 Sij#i o
e;); = 0; = Vi,j=1,2,...,n,
( )J J { 1 Sij=i J

(symboles de Kronecker)



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.1.3. Nous rappellons aussi la formule

0
a—‘}}:(x) = (Vf(x),h), Ve, VheR"
Proposition 1.1.2. (Gradient de la composée)

Soit les deur ouverts 2 C R™ et U C R et deux fonctions f : 2 — R et
g:U — R avec en plus f(2) C U (on peut alors definir go f : Q = R ).

Supposons que f et g sont de classe C*. Alors g o f est aussi de classe C' avec

Vigo f)(z) =g (f(2))Vf(x), Vze

Définition 1.1.4. Soit f : R® — R wune fonction continue. soit x € R" et

d € R™. La dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est donnée par

o) — i L0 = (@)

a—0 (6]

(si la limite existe).

De plus, lorsque le gradient éxiste, la dérivée directionnelle est le produit sca-

laire entre le gradient de f et la direction d, i.e.

§f(x,d) = V7T f(x)d.

Exemple 1.1.2. Soit f(x1, 79, 73) = €™ + x1°T3 — 117973 el s0it

dq
d - d2
ds
La dérivée directionnelle de f dans la direction d est
(d1d2d3)Vf(JZ1l'2£E3) = dl (exl + 21’1[E3 — 172.%'3) - dg[)&’ll’g + dg([E% — J]lIg)

ou V f(z12923) est donnée par

el + 2x1x3 — Tox3
Vf('rla $27953) = —I123

ZL’% — T1X9
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1.2 Taux d’accroissement

Définition 1.2.1. Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a,
a+hel.

On appelle tauz d’accroissement de f entre a et a + h le quotient

fla+h) - f(a)
h

Ta(h) =
Remarque 1.2.1. Le taux d’accroissement est mazximal dans la direction du

gradient

1.3 Matrice hessienne

Définition 1.3.1. Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable. La

matrice hessiene notée H(x) est définie par

H(:U):V(VTf) (a:):VQf(x):( o )(x),izl,...,n,jzl,...,n.

8.1'1‘85[)]'
Alors

o’f o ... _0
0x10T1 0x10x2 0x20xn
el ol R ol
H(ZE‘) _ azg'Bxl axg-am 8:1:2'89%

o*f o%f . *f
0xn0x2 0xn0xo O0xnOxn

Théoréme 1.3.1. (théoréme de schwarz). Soit  C R™ un ouvert.

St f € C*(Q) alors V2f(z) est une matrice symmétrique.

Exemple 1.3.1. Soit f (z1, 2, 73) = €737 + 20215 — da1T073.
Alors

—3e73" 4 Ax x5 — dwons
Vf($1>x27x3) = —41'1{['3

Qx% —4xiz9
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et
9e 321 4 Ays —4xs Ax; — 4ay
H(x)=| —4x; 0 —4x4
4.7)1 — 4(132 —41’1 0

Définition 1.3.2. La matrice H est dite semi-définie positive si
Ve e R, 2T Hzx > 0.
H est dite définie positive si

VreR" x#0,2"Hx > 0.

1.4 Formules de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons

dans le cas général.
Soit Q C R™ ouvert, f: Q) — R, a € Q et h € R" tels que |a, a+h|. Alors
1. Si f € CY(Q) alors

i) Formules de Taylor avec reste intégral a ’ordre 1

fla+h) :f(a)+/0 (Vf(a+th),h)dt.

ii) Formules de Taylor Maclaurin a ’ordre 1

fla+h)=fla)+<Vfla+h),h>.

iii) Formules de Taylor-Young a ’ordre 1

fla+h) = fla)+ < Vf(a),h > +o(||h]).

2. Si f € C?*(Q) alors
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i) Formules de Taylor avec reste intégrale a ’ordre 2

fla+h) = f(a)+ < Vf(a),h> +/1(1 —t) < V2f(a +th)h, h > dt.
0

ii) Formules de Taylor-Maclaurin a ’ordre 2

ﬂmHU:ﬂ@+<Vﬂ@ﬁ>+%<V%@+ﬁMMh>mm0<9<L

iii) Formules de Taylor-Young a ’ordre 2

flatB) = fla)+ < Vf(a).h > +5 < *Fa)h, b > +o([[]P).

Remarque 1.4.1. Dans la proposition précédente la notation o(||h||*) pour
k € N* signifie une expression qui tend vers 0 plus vite que ||h||* (c’est a dire

si on la divise par ||h||*, le résultat tend vers 0 quand ||h|| tend vers 0).

Théoréme 1.4.1. Soit f : U C R — R de classe C"(Q) et [a,a+ h] C U.
Alors

flath) = fla)+ f(a)h+..+ %f(”)(a)h” + /O1 (Sl ;!t)nf(”ﬂ)(aﬂh)h"“dt.

10



Chapitre 2

Ensembles convexes et théoréme

de séparation

2.1 Ensembles convexes

Définition 2.1.1. 1) Soit S un sous ensemble de R™, on dit que S est convexe

st et seulement si
‘v’xl,xg S S, VA e [O, 1], )\1‘1 + (]_ - )\)CL'Q es.

2) Soient xq,xq, ..., 2, € R™ et \; € R tels que
k
A= 0et Y =1
j=1

Toute expression de la forme suivante ijl Ajx; s’appelle combinaison convexe

des points x; ou barycentre.

11
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SEPARATION

convexe non convexe

FIGURE 2.1 — ensemble convexe et non convexe

Définition 2.1.2. Soit S C R™. On appelle envelloppe convexe de S et on le

note H(S), l’ensemble de toutes les combinaisons convexes de S, en d’autre
termes

ZL‘EH(S)@HZEhl’Q,...,ZEkGS EtAh)\Q,...,)\kER_,_

tels que 2521 Aj=1cet

k
7j=1

FIGURE 2.2 — envelloppe convexe

12
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SEPARATION

2.1.1 Propriétés de I’enveloppe convexe

Proposition 2.1.1. Soit S C R™ quelconque, alors H(S) est un convexe, c’est

aussi le plus petit convexre qui contient S.

preuve. Soient x € H(S) ety € H(S). Alorsil existe A, Ao, ..., A, € R, g, pio, . ..

R, z1,...,2p, € Set y1,y2,...,y1 €S

tels que
P l
N 2020 N=1 py=1
j=1 j=1

et
$:>\1$1+...+>\pl'p, Y=y + ...+ Wy;.

Soit 8 € [0, 1], alors

Br+ (1= B)y=B\r1+ ...+ BNry + (1= By + ...+ (1 = B)uy

avec

B+ )+ (1= B) ( + o) = B+ (1= ) = 1.

Donc Bz + (1 — )y est un barycentre des points x1,...,%,, Y1, Y2, ..., Y ap-
partenant a S. Sz + (1 — )y appartient donc & H(S) et par suite H(S) est
convexe. Notons par p le plus petit convexe qui contient I’ensemble S. On doit
démonter que H(S) = p.

1. p C H(S) car p est le plus petit convexe qui contient S et H(S) est un
convexe contenant S aussi si z € S,z = l.x € H(S), donc S C H(S) .

2. H(S) C p. Eneffet. Ona S C p = H(S) C H(p) et H(p) = p car p est

convexe. ]

Proposition 2.1.2. Soit S C R"™. L’intersection de tous les convezres conte-

nant S est le plus petit convexe qui contient S.

preuve. Notons par [ une telle intersection; 8 = (.., S;, S; convexe conte-

el
nant S.

On a

a) [ est un ensemble convexe .

b) S C f.

13
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SEPARATION

¢) Soit S* un convexe quelconque qui contient S. Alors Jip € I tel que S* = S;,,
donc B C Sj,. O

2.1.2 Intérieur et fermeture d’un convexe

Proposition 2.1.3. Soit S C R" un convexe non vide et v, € S et x5 € int(S),

alors

VA€ [0,1], Azp+ (1 — A)xg € int(9).

preuve. xo € int(S) = Je > 0 tel que, By (x2,e) C S, ou en d’autre terme
{z: ||z =z <e} CS.

Considérons \
y=Ar1+ (1 =Ny = 29 = yl_ j\;l.

Montrons qu'il existe €1 > 0 tel que By (y,£1) C S. En effet choisissons ; =

(1 — M)e et prouvons que
{z:lz—yll < (1—=Ne} CS.
——

En effet considérons z tel que ||z — y|| < (1 — N)e

xlegé{x:Hx—%H< (1_/\)€;Hz_y|l}ﬂ5’#o.

Plus particuliérement, il existe z; € S tel que

(1= Ne— |z —yll

|21 — 1] < X

Soit zo tel que
zZ— Az

1—A

29 = = z=Az1+ (1 — N)2.

Démontrons que

29 € B[) (1'2, 6)

14
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SEPARATION
ou encore ||zo — z5]| < €. En effet
o2 — ol = | 222
z9 Ta|| = 1\ )
g = A = (y = Ax)
B 1— A
1
< = (2 =yl + M — 1)
1 (L—XNe—|z—yl
<125 (ot + 225 .
< €.

Etant donné que ¢ a été choisi de sorte que By (x2,€) C S et puisque 21, 29 € S

et S est convexe, alors
Azp+ (1 =Nz =2z€8.

Donc
dey >0 B() (y,sl) C S.

Ce qui veut dire exactement que y € int(S) . O

FI1GURE 2.3 — Un ségement joignant un point interieur avec un point frontiére
de S.

Corollaire 2.1.1 Soit S C R™ tel que S est convexe et int (S) # 0. Alors

int(.S) est convexe.

15
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SEPARATION

preuve. Soit x; € int(S), alors z; € S. Considérons un autre point xo €

int(.S). D’aprés la proposition 2.1.3 on a
Azy + (1 — Nz € int(S).

Ce qui implique que int(.S) est convexe. ]

Corollaire 2.1.2 Soit S C R", S convexe et int(S) # 0, alors S est

convexe.

preuve. Soient x1,75 € S et z € int(S), d’aprés la proposition 2.1.3
Ao+ (1 — N)z € int(S).

Appliquons encore une fois la proposition 2.1.3 au point z; € S et au point

Az + (1 — M)z € int(.S), on aura pour p €]0, 1]
pxy + (1 —p) [Axe 4+ (1 — N)z] € int(S) C S.
Par passage a la limite quand A — 1, on trouve
pry + (1 — p)ag €.

Ceci imlique que S est convexe. ]

2.1.3 Polytope et simplexe

Définition 2.1.3. L’envelloppe convexe d’un nombre fini de points x1,xs, ..., Tpi1

dans R™ s’appelle polytope, si

Ty = L1, L3 — L1y -+ Tk — L1, T41 — L1
sont linéairement independants, alors H (z1,xa,...,Tp_1, Tk, Tpy1) S appelle
simplexe avec les points xy ..., T, Trpiq.

Remarque 2.1.1. Dans R"™, il n’existe pas de simplexes avec plus de (n + 1)
points. Dans R™, tout systéme forme de (n + 1) points ou plus est nécessaire-

ment lié.

16
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X2

X3

X6

x3 x2

x5

(a) Polytope (b) Simplexe

FIGURE 2.4 — Polytop et simplex dans R?

2.2 Fonction convexe

2.2.1 Deéfinitions et propriétés générales

Définition 2.2.1. Soient f : S — R, ou S est un ensemble convere non vide
de R™.

a) f est dite convexe dans S si et seulement si
fOz+ (1= Naz) <Af(21) + (1= A)f (22) (2.2)

pour tous x1,xs € S et pour X € [0, 1].

b) [ est dite strictement conveze dans S si et seulement si
Az 4+ (1= A)za) < Af (21) + (1= A)f (22) (2:3)

pour tous x1,xs € S, X1 # o et pour X €]0,1].
c) f est dite fortement convexe ou uniformement convexe dans S si et seule-

ment s’il existe une constante C' > 0 tel que
1
fOzy+ (1= XNxg) < Af(z)+ (1 =N)f (x2) — §C’>\(1 =) |1 — x2|]2 (2.4)

pour tous x1,x9 € S et pour tout X € [0, 1].
d) f est dite concave dans S (strictement concave dans S ) si et seulement si

(—f) est convexe (strictement convexe) dans S.

17



CHAPITRE 2. ENSEMBLES CONVEXES ET THEOREME DE
SEPARATION

FIGURE 2.5 — Fonction convexe

Définition 2.2.2. Soit f : R" — R" une fonction concave si -f est une fonc-

tion convexe , c’est-a-dire, si pour tout x,y € R™, on a

Oz + (1= Ay) <Af(z)+ (1= A)f(y)

Vo # y,YA € [0,1]

FIGURE 2.6 — Fonction concave

Proposition 2.2.1. Soit S C R" convexe non wvide, f : R" — R conveze,

alors pour tout o € R, l’ensemble

Se={res: f(xr)<a}

18
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est convexe.

preuve. Soient xi,xy € S,. Alors
fx) <aet f(a) <a (2.5)

Démontrons que pour A € [0, 1], Ax1+ (1 —A)zg € S,. En effet f étant convexe,

on a

F @+ (1= Nza) <M (21) + (1= A f (22)

d’ott en utilisant (2.2)
FOxi+ (1= Nzg) < da+ (1 —Na = aqa, (2.6)

(2.3) implique que Azy + (1 — X\)zo € S,. Par conséquent S, est convexe. [

Remarque 2.2.1. La réciproque de la propsition 2.2.1 est fausse. D’ou la

definition suivante :

Définition 2.2.3. Soit S C R" conveze non vide, et f : R" — R une fonction.

f est dite quasi convexe dans S si et seulement st pour tout o € R, [’ensemble
Sa={xeS: flzx)<a}

est convexe.

La définition suivante est équivalente a la définition 2.2.1 .

Définition 2.2.4. Soit S C R™ convexe non vide, f : R — R.

f est dite quasi convezre dans S si et seulement si
fQxy+ (1= Nag) < Mazimum [f (x1), f (x2)] (2.7)

pour tout x1,xe € S et pour tout A € [0, 1].
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2.3 Fonctions convexes et différentiables

2.3.1 Fonctions convexes une fois différentiables

Définition 2.3.1. Soient S C R", f : R" — R et & € int(S).
f est dite différentiable au point &, s’il existe un vecteur A € R™ et une fonction

a :R" — R tels que
flx)=f(@)+ Az — 2) + ||z — &[|(@, 2 — 2)

ot oz, x —2) — 0 et
T—T

. of(z of(z

Ao - (0, 2
Définition 2.3.2. Soit f : I — R une fonction a valeurs réelles définie sur
un intervalle ouvert de la droite réelle. Une telle fonction peut ne pas étre
différentiable en tout point, par exemple, c’est le cas de la valeur absolue,
fx)=]x].
Cependant, la fonction f vérifie la propriété suivente : pour tout xy dans le
domaine de définition de la fonction, il est possible de tracer une droite passant
par (xg, f(xo)) et ne coupant jamais le graphe de f (il est possible d’avoir des
points de tangente). L’ensemble des pentes de toutes les droites vérifiant la

précédente propriété en un point x est appelé sous-gradient de f en x .

Théoréme 2.3.1. Soit S C R"™ conveze et f : R* — R conveze et & € int
(S). On suppose que f est differentiable au point z. Alors f admet en & un
seul sous gradient qui est V f(z). C’est- a-dire que 0f(z) = {V f(z)}.

preuve. Soit & un sous gradient appartenant a df(z). pour tout d € R" et

pour un certain A choisi suffisament petit (A > 0) On a
@+ ) > f(&)+ A d, (2.8)
f est différentiable en &

f(@ 4+ M) = f(2) + AV (@) d+ N|d| o, Ad). (2.9)
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En portant (2.9) dans (2.8), on obtient
Ma[(€=VI@)] = [ldlla(z, )]} <0
divisons par A > 0 et tondons A vers 0" on obtient
d(¢ =V f(z))" <0,vd € R", (2.10)
prenons d = £ — V f(z), (2.10) devient
1€ = Vf(£)]] <0.
Ceci implique necessairement que
§=Vf(@)
]

Théoréme 2.3.2. Soit S C R™ convexe, non vide, ouvert et soit f : R"™ — R
differentiable dans S. Alors

a) f est convexe sur S si et seulement si pour tout & € S

flx) > f(2) +Vf(@) (x —2),Vx €S (2.11)

b) f est strictement convexe sur S si et seulement si pour tout & € S
f(@) > f(@&)+Vf(@) (x—2),Vo €S, v # 3. (2.12)

preuve. a) Supposons que f est convexe et que S est ouvert. Puisque int(S) =
S et f admet en tout point & € S un sous gradient qui est V f(z). Donc d’aprés

la définition du sous gradient on a
f(x) > f(@) + V(@) (z - ), Vres.

Réciproquement si la relation (2.11) est vérifiée pour tout & € int(S) = S,

alors f est convexe dans I'ensemble int(S) = S.
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b) La preuve est exactement la méme que celle de a) en utilisant le

corollaire 2.1.1. OJ

2.3.2 Fonctions convexes deux fois différentiables

Définition 2.3.3. Soit S C R” non vide et f : R" — R. f est dite deux
foiz differentiable au point & € int(S) s’il existe un vecteur V f(Z) et une
matrice symétrique H(z) d’ordre n appellée matrice hessienne, et une fonction

a:R" — R tels que

Ve e St () = J(3) + V@) @ 8) + 50— H)TH@E @ —2) + o~ 2Pa(t,z - 2)

avec : a(Z,x — &) — 0,

T—T
ol

f(@)  9*f(d) > f(2)
0x1011 0x10x2 © 0x10Tn
’f(@) 2 f(&)

H(i‘) — Ox20x1 Oxo0x2
f(@) O f(%) %[ (&)
0xn0x1 Oxndxs = OxpOrn

2.4 Condtions d’optimalité des problémes d’op-

timisation convexe

Définition 2.4.1. Soit f : R™ — R, on appelle probléme de minimisation sans

contraintes le probleme (P) suivant
min {f(x)z € R"} (P)

1)z € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si f(z) < f(x) Va €
R™.
2) z € R™ est un minimum local de (P) si et seulement si il existe un voisinage
V.(2) tel que

f(#) < f(2) Vo€ Vi(a).
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3) & € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement s’il existe un

voisinage V(&) tel que
f(z) < f(x): VeeV.(d),x#2.

Définition 2.4.2. (Optimisation avec contraintes de type égalités).
Soit f : R" — R une fonction continue et K un sous-ensemble non vide de
R™. Le probléeme

(P)  min f(z),

zeK

s’appele probleme d’optimisation sous contrainte.

Remarque 2.4.1. Soient hj, j = 1,...,m des fonctions de classe C*(R™).

On dit que les contraintes d’égalités si

k={x e R", h;(z) = 0}.
On dit que les contraintes d’inégalités si

k={x e R", hj(xz) < 0}.

Théoréme 2.4.1. Soient S C R™ non wvide et conveze et soit f : R" — R

conveze, concidérons le probleme d’optimisation convexe sutvant
{min f(x)z € S} (P)

et T € S. Alors T est une solution optimale de (P) si et seulement si f admet

en T un sous gradient & tel que
f(x—7)>0, Vrels.

preuve. a) Supposons que f admet en Z un sous gradient & tel que &' (z—7) >
0,Vx € S. £ étant un sous gradient de f au point Z, donc par définition nous

avons

fl@) =2 @)+ (z—7) 20, VzeSs,
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Vre S, &(xr—7)>0 implique que
flx) = f(z) Vzebl

b) Supposons que T est une solution optimale de (PC'), et considérons les deux

ensembles suivants

M={(z-7,y): 2 €R"y> f(z) - f@)},
Ay ={(z—7,y): v €5y<0},

A1 et Ay sont convexes. Montrons que A; N Ay = &. En effet car si on suppose
le contraire il exitrait

(" —Z,y") € Ay N A
Donc z* € S,y* <0 et y* > f(z*) — f(Z). Ceci implique nécessairement que

e Set f(z")— f(7) <O.

Ceci est contradiction avec le fait que ¥ est une solution optimale de (P). A4
et Ay convexes et Ay N Ay = @, alors il existe un hyperplan dans R*™! qui

sépare simplemement A; et Ay . En d’autres termes
n —
3 50 eR s Mo € IR7 et a € R7 tels que (507”0) 7é (0 70)
et
Qa—F)+p-y<a: zeRy>f)—f@) (213

Ex—2)+po-y>a: zeSy<o. (2.14)

Il n’est pas difficile de montrer en faisant un bon choix de z, que les relations
précedentes impliquent nécessairement que o = 0 et que py < 0. Notons par
£ = —2—‘; et divisons (2.12) et (2.13) par —pyg, on obtient

o -2)—y<0 zeR"y> f(z)— f(@) (2.15)

et
Ez—-T)—y>0 z€S,y<0. (2.16)
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pour y = 0 (2.15) donne :
Ex—7)>0 Vzeb. (2.17)
Montrons que (2.14) implique
flx)— f(@) > &(x—7): Vaxes. (2.18)

En effet, supposons le contraire. Alors il existe x* € R™ tel que

f@) = f(@) <& (@ -7). (2.19)

Donc il existe y € R tel que
fla) = f@) <y<& (" -7). (2.20)

(2.11) est contradiction avec le fait que si y > f(z*) — f(Z) alors y >
& (x* — ) (voir (2.6)) De (2.5) et (2.9) on conclut qu’il existe un sous gradient
Etel que &z —7) >0 Vrels. O

Théoréme 2.4.2. Soient S C R™ non vide, convexe et ouvert et f : R® — R

conveze et (P) le probleme d’optimisation conveze suivant
{min f(z) :x € S} (P),

et T € S. Alors T est une solution optimale de (P) si et seulement si f admet

en T un sous gradient nul.

preuve. Du théoréme 2.4.1 on déduit que T est une solution optimale de (P)

si et seulement si f admet en T un sous gradient £ tel que
f(x—7)>0, Vrels. (2.21)

S étant ouvert, alors il existe A > 0 tel que x) =T — A\ € S. Pour le point z),

la relation (2.12) donne

'(=A§) 20
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ou encore
=gl =0

ceci implique, vu que A > 0

€1 < 0.
Puisque

1€]l =0,
alors £ = 0. [

2.5 Conditions nécessaires d’optimalité

2.5.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 2.5.1. Soit f : R — R différentiable au point £ € R™. Si T est

un minimum local de (P) alors V f(&) = 0.

preuve. :Supposons que V f(Z) # 0. Puisque la direction d = —V f(i) est une

direction de descente, alors il existe > 0 tel que
fa+Ab) < f(2) VA€]0,4[.

Ceci est contradiction avec le fait que at est une solution optimale locale de
(P). O

2.5.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 2.5.2. Soit f : R" — R deux fois différentiable au point £ € R™.
Si & est un minimum local de (P) alors V f(z) = 0 et la matrice hessienne de

f au point &, qu’on note H(Z), est semi definie positive.

preuve. : Soit x € R" quelconque, f étant deux fois différentiable au point z,

on aura pour tout A # 0
1
f@+Xx) = f(2)+ 5/\2xtH(55)x + N |2*] a(®,Az), (@ Az) — 0.

A—0

Ceci implique
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f@+ A;) —f@) _ %xtH(in + |22 (@, Ad) (2.22)

Z est un optimum local, il existe alors 0 > 0 tel que

(@ + Aa) - f(d
(a0 = 1)

VA €] —0,+4].

Si on prend en considération (2.22) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0,
on obtient
o'H(2)x >0, VreR"

2.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 2.6.1. Soit f : R® — R deux fois différentiable au point & € R".
SiVf(z)=0 et H(Z) est définie positive, alors & est un minimum local strict

de (P).

preuve. f étant deux fois différentiable au point Z, on aura pour tout x € R"

(&) = J(@) 5 o) H @) a=2)+) =) Pald, (e=2)),  a(d, (1-3) 2 0.
(2.23)

Supposons que Z n’est pas un minimum local strict. Alors il existe une suite

{21} ey tel que VE €N,z # 2 et

xp — et f(xg) < f(2). (2.24)

k—o0

Dans (2.23) prenons z = z, divisons le tout par ||(z; — #)||* et notons dy =

(g —2)
[(zr—2)[”

—f| |<("Z’;)__;; Tré) = %dgﬂ(:%)dﬁa (&, (wp —2)),  a(@, (zx — 7)) — 0. (2.25)

on obtient
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(2.24) et (2.25) impliquent
T, . . R
§dkH(;1:)dk +a(z, (zy—12)) <0,

D’autre part la suite {dy},.y est bornée (||dy| = 1). Donc il existe une sous

suite {d} ey, cn telle que

k—00,kEN

Finalement lorsque k£ — 0o, k € Ny, on obtient

1~ .
54H(@)d <0,

La derniére relation et le fait que d # 0, (||d|| = 1) impliquent que la matrice
hessienne H () n’est pas définie positive. Ceci est contradiction avec I’hypo-

theése. u

Exemple 2.6.1. f(z1,x2) = %xl + 21 COS T9.

Utilisons les condition d’optimalité pour identifier les minimums locaux

Vf(xlax2) = (

X1+ COSXo >

—Z1 SIn T

Le gradient s’annule pour
1) 2 = (=), kn)T, ke Z,
2) i, = (0, +km)", ke Z.

1 — sin x9
V2 (21, 2) = ( . )
—SINXy9 —I1COSTy

ng(fk):(; 2)

) ~ 1 (_1)k+1
Ve f(ar) = ( (—1)1 )

3) &y, vérifie les conditions suffisantes d’optimalité.
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4) T ne vérifie pas les conditions nécessaires d’optimalité pour aucun k.

Condition suffisante d’optimalité globale
Soit une fonction f :R™ —R deux fois différentiable dans R", et soit £ € R"
un minimum local de f.
Si f est une fonction convexe, alors  est un minimum global de f .

Si de plus f est strictement convexe , 2 est 'unique minimum global de f.
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Chapitre 3

Rechreches linéaires

3.1 Direction de descente

Définition 3.1.1. Soit f : R® — R,z € R".d € R" est dite direction de

descente au point T si et seulement s’il existe 6 > 0 tel que
f(@+ M) < f(z) VA€]0,d]

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de

descente.

Théoréme 3.1.1. Soit f : R" — R differentiable au point &+ € R™ et d € R"

une direction verifiant la condition
f'(z,d) = Vf(2)d<0.

Alors d est une direction de descente au point .

preuve. f est différentiable au point . Donc
Fli+ ) = f(&) + AV £(@)'d + Aldlla(E, Ad),

avec

a#, M) = 0,
—
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ceci implique que

o) — tim LEEA) T (3)

B ANt
lim 3 =Vf(z)d<O.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro
V(0) =] — 4, +4] tel que

f(@+ Ad) — f(%)
A

<0, VAeg|l—90,+9] (3.1)
La relation (3.1) est particuliérement vraie pour tout A €]0, +J[. On obtient

le résultat cherché en multipliant la relation (3.1) par A > 0. O

3.2 Schémas général des algorithmes d’optimi-

sation sans contraintes

Supposons que dj soit une direction de descente au point xp. Ceci nous

permet de considérer le point zj. 1, successeur de zy, de la maniére suivante
Tpy1 = Tp + Medr,  Mp €]0,40[.
Vu la définition de direction de descente, on est assuré que
f(@rer) = f (@ + Mede) < f (x) -

Un bon choix de djy et de Ay permet ainsi de construire une multitude d’algo-

rithmes d’optimisation.

3.2.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit d, = —V f (xy) et si Vf (zx) # 0, on obtient la

méthode du gradient. La méthode de Newton correspond a

di, = — (H (xx)) "' V f (k) -
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Bien sur —V f (zj) est une direction de descente

(Vf(z) do = =V f (21) Vf (xx) = = |V f (22)]|* < 0)

. Pour la deuxiéme direction, si la matrice hessienne H (z},) est définie positive

alors dy = — (H ()" Vf (2x) est aussi une direction de descente.

3.2.2 Exemple de choix de pas \;

On choisit en général A, de fagon optimale, c’est & dire que A\, doit vérifier
f (xk + )\kdk> < f (l’k + )\dk) Ve [0, +OO[.

En d’autres temes on est ramené a étudier a chaque itération un probleme de

minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

3.3 Méthode linéaire et méthodes a direction

de descente

Soit f : R®™ — R. On considére le probléme de minimisation sans contraintes
(PSC) suivant :

min f(z),z € R" (PSC)
Il existe deux grandes classes des méthodes qui contribuent résoudre le pro-
bléme (PSC) .
a) les méthodes diréction de descente et rechreche linéaire.

b) les méthodes région de confiance.

Nous nous intéréssons dans cette partie aux méthodes rechreche linéaire et
direction de déscente dont le principe est le suivant et a direction de déscente
dont le principe suivant :

supposons qu’a l'itération k£ on ait un point z, € R™ et une direction de

descente d;, € R", c’est a dire dj, vérifie

V()" die < 0. (3.2)
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Le sucusseur x4 de z; est obtenu comme suit
Tp+1 = Tk + apdy, oy € Rj_ (33)

ay s’appelle le pas. Le choix de d et «; caractérisent I'algorithme.
Supposons que d,, est determinée. Comment choissir le pas oy ?

Les méthodes qui s’interessent au choix et au calcul de «ay, s’appellent
rechreches linéaires.

Il existe deux type de rechreches linéaires

i) les rechreches lineraire exactes.

ii) les rechreches linéaire inexactes.

3.3.1 Choix optimal du pas oy

On peut choisir 4, de fagon optimale, c’est a dire qu’en partant du point
et la direction di, f décroit le mieux possible au point x,, 11 = x; + agdg. Ceci

est possible si on impose & a4, de vérifier la condition suivante
Vo €]0,+00 | f(ar + andy) < f (xr + ady) . (3.4)
Notons ¢ () la fonction d’une variable réelle suivante
or(a) = f(xp + ady) ,a €]0,+00] (3.5)
(3.4) et (3.5) donnent
ok (ar) < pr(a), Ya €]0,+o0] (3.6)
ou encore a,, est solution optimale de
i (i) = min {@g(a) - o €] 0, +-00[}. (3.7)

Trouvez oy, vérifant (3.7) s’appelle rechreche linéaire exacte. Ce travail a
effectue a chaque itiration k.

Donc a chaque itiration k, on doit résoudre un probléme d’optimiation dans

R.
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Remarque 3.3.1. a > 0, alors H(«) est définie positve sur |0, +oo[. Alors
on(a) est strictement conveze sur [0,4o00[ et par conséquent le probléme est
un probleme convexe et admet une solution optimale locale et globale unique
vérifiant

¢’ () = 0.

c’est a dire
b

a, = ——.
" 2a

Remarque 3.3.2. Effectuer une rechreche linéaire exacte a chaque itiration,

est difficilement réalisable en pratique et assez couteux en temps et mémoire,
’ N ) . . . ,

c’est pour cela qu’on cherche oy moins couteux et facile a calculer, c’est ce

qu’on appelle rechrechre linéaire inéxacte.

3.3.2 Recherche linéaire inéxacte

Si ay, est obtenue par une rechreche linéaire exacte alors f décroit le mieux

en pasant du point x; au point x; + aidg, c’est a dire
[ (o + apdy) < f (21 + adk) Va €] 0, +00]
ou encore que
Va €]0,+oo [t f (zx) = f(z + ardi) 2 f (zx) = f (2 + ady) .
Notons par 7(a) la quantité suivante
T(a) = |f (xr) — f (2 + adi)| = [ (2x) — [ (21 + ady)

7(a) représente la décroissance de f, lorsqu’on pasae du point z; au point

zy, + adi. On a donce

7 (o) > 7(a)Va €]0, +00.

Comparaisons de pas obtenus par des recherches linéaires inexactes
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Comme on 'a signalé avant, «,, est optimal mais il est difficile & calculer et il
est couteux en temps et en mémoire.

Il serait alors intéréssant de chrecher un autre «,, (qu’en note fj ), facile a
calculer, pas couteux en temps de calcul et en mémoire et qui a’spproche le

plus de a4 de sorte que la décroissance

7 (Be) = f (z) — f (vh + Brdy)

soit la plus proche de

T () = f () — f(7p + crdy) -

Bien sur, on a toujours

7 (Br) < 7 (o),

le calcul de B s’appelle recherche linéaire inexacte.

Nous abordons trois type de ces recherche.

3.4 Recherche linéaire d’Armijo

3.4.1 Principe de la méthode

Il ne suffit pas de choisir a chaque itération k, ay tel que

f (ZEk + Ozkdk) < f (C(]k) .

pour que la suite {z}} converge vers la solution optimale ou vers un point
stationnaire. En effet si la fonction décroit trés peu en passant du point xy
vers le point x4 = x + apdy la suite {x} diverge ou peut converger vers un
point qui n’a rien a voir avec la solution optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la
notion de descente suffisante de la fontion. Il faut choissir oy de sorte que la
fonction f décroit de suffisante en passant du point z, au point passant du
poin Xy 1 = Ty + agdy.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle si la taille
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du pas ay. Ainsi plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f

sera grande. Donc si v > 0, on désire que

[ (ze) = f(2r + apdy) > agy

ou encore

[z + owdy) < f (21) — ouy.

Le facteur v ne peut pas étre choisi de fagon arbitraire. Surtout il doit varier
d’une itération a l'autre. Il est plus approprié de définir v en fonction de la
pente de la fonction au point xp dans la direction di. En l'occurence, nous

choisirons

v=—BVf(z)"d, 0<pB<1

Définition (diminution suffisante condition d’Armijo)
Soient f : R™ — R une fonction differentiable, un point x; € R™ et une
direction (de descente) d; € R" telle que Vf (x)" dy < 0. On dit que le pas

oy, > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a
fan+ondi) < f (1) + BV f (w) die, 0< By <1
Test d’Armijo,

Si
or(a) < pr(0) + pgl,(0)cx

autrement dit ,

alors o convient.
Si
pr(c) > ¢i(0) + phy(0)ar
autrement dit f (zy + ady) > f (xx) + paV7T f (x1) dy, alors « est trop grand.
Regle d’Armijo
Etape 0 : (initialisation)
ag1 = ag1 =0, choisir a; > 0,p €]0,1[ poser k =1 et aller a I’étape 1.
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Etape 1 :
Si
or (ar) < pr(0) + ap)(0)ay : STOP (a* = ay)

si ok (o) > ¢r(0) + pel(0)ay, alors ag i1 = ag, a1 = oy et aller a létape
2.

Etape 2 :

sl agpt1 = 0 déterminer oy €] g1, 00|

sl Qg g1 # 0 déterminer oy €] o pr1, Qap+1] remplacer k par k + 1 et aller
d I'étape 1 .

Programme en fortran 77 d’ Armijo

real z(2),zp(2), 9(2), gp(2), f0,alpha, f,p,s,a,b,pf,t,y, phopt
integer i, k, test,n

sig = 0.3;ro = 0.1; b = 10000000; alpha = 10; test = 0;k =0
print*, ’le dimontion n =" ;read*, n

doi=1,n print */z0(',i,) = ";read*,zp(i) end do

10 if (test= = 0.and.k.le.10) then call fonc(f0, gp,xp)

do i = 1,nz(7) = zp(i) — alpha” gp(i) end do

call fonc (f,g,2);p =0

doi=1,np =p+gp(i)*gp(i) end do

s = f0 —r0* alpha *p

if (f.gt.s) then b=alpha else phopt=alpha ;test = 1 end if
print*, ’alpha(,’k,) =/, alpha; alpha = b/2; k = k + 1

go to 10

end if

print*’alpha optimal=", phopt

end

subroutine fonc (f, g, x)

real f,g(2),x(2)

F = @())™2 + (2(2))*4: 9(1) = 2°2(1);(2) = 4*(2(2))*"3
end

Théoréme 3.4.1. Si ¢y : Ry — R définie par pr() = f (zx, + ad,,) est conti-

nue et bornée inférieurement, sid, est une direction de descente en x, (¢.(0) < 0)
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et si p €]0,1[, alors l’ensemble des pas vérifient la régle d’Armijo est non vide.

preuve. On a
oi(e) = f (z) + ady)

op(a) = f (zk) + parV" f (5) dy.

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de ¢y, est
or(a) = f(zr + ady) = f () + paVT f (24) dp + aé(a) ot £(a) — 0,a — 0.
et comme p €]0, 1] et ¢}, (0) = VT f (z1) dy < 0, on déduit
f () + oV f(z) dy < f(xr) + paVT f (1) dy, pour v > 0
On voit que pour « > 0 assez petit on a
pr(a) < o(a).

De ce qui précéde et du fait que ¢y est bornée inférieurement, et ¢,(a) —

—00; a — +00, on déduit que la fonction ¥,(a) — pr(a) a la propriété

Y,(a) — pp(a) >0  pour a assez petit
Y,(a) — pr(a) <0 pour o asaez grand

donc s’sannule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe a > 0 tel que

(@) = Y,(@) et pr(a) <Y,(a) pour 0<a<a.

Ce qui achéve la démonstration. O

3.4.2 Contrainte des petits pas dans la régle d’Armijo

La condition d’Armijo nous permet de rejeter des pas qui, étant trop
grands, ne fournissent pas une diminution suffissnte de la fonction. Ayant réglé
le probléme des pas trop grands, nous allons maintenant nous interesser aux

pas trop petits .
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3.5 Recherche linéaire de Goldsten

La raison de I'’echec de la méthode réside dans la dégénéréscence des pas
ay. Ceux ci, bien que strictement positifs, deviennent arbitrairement proches
de zéro et la méthode ne peut plus progresser. On va done rajouter une de

deuxiéme condition a la condition d’Armijo qui elliminerait les pas trop petits.

3.5.1 Principe de la méthode

Supposons qu’a literation k, on ait le point x; € R", le vecteur de descente
dy € R” <Vf (20)" dyy < o) .

On cherche le pas ay > 0 de Goldstein vérifant les deux conditions suivantes

f (e + ondy) < f (zp) + parV f (z1)" dy,  p G} 0,3[ (Goldateinl)

et

ot onde) 2 F (@) + (L= p)ox¥7 (@) i pe] 0, %[. (Goldatein2)

Si on note

or(a) = f(zr + ady),

alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

or (ar) < vr(0) + pauypy(0)
et
or () > @1(0) + (1 = p)arpy(0).

(Goldsteinl) assure une décroisance suffisante de f, les pas ay, trop petits sont
nocifs pour la convergence. La suite {x;} pourrait converger prématurément

vers un point ¥ qui n’a rien a voir avec le probléme d’optimisation.

3.5.2 Algorithme de Goldstein

L’Algorithme essaye de trouver «ay €| 51, f2] . On demarre avec un inter-

valle [ag, by| assez grand. On prend «q € [ay, by] -
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Si «ag verifié¢ Goldatein 1 et Goldstein 2 alors ag €|31, 52| et on s’arréte.

Si ag > B

alors ag ne verifié pas Goldsteinl, alors on prend by = «ag et a3 = by et
o = a1t
et on recommence avec o .

Siag < Sy

alors a ne vérifié pas Goldstein 2, on prend a; = ag, by = by et o = %Lbl et
on teste de nouveau «;.

A litération k&

Supposons qu’on ait [ag, by] et ag = @

Si a,, verifié Goldstein 1 et Goldstein 2, ay, € [B1, 52[. Stop.

Si oy, ne verifié pas Goldstein 1 alors ag > [s.

_ _ _ Opg1tbepa
On prend bpy1 = Gk, Gpp1 = Qp, Qg1 = 5
Si oy ne verifié pas Goldstein 2 alors o < (1. On prend ap1 = g, by =
— Ont1+bip
by, Qg1 = nT

On obtient ainsi ’algorithme suivant
Algorithme de Goldstein

ETAPE 1 (Initialisation )

Choisir ag € [0,10') et p €]0,1[. Poser ag = 0,by = 10'. Poser k = 0 et
aller & ETAPE2

ETAPE2 (Test Goldsteinl)

Iteration k on a [ay, by] et ay calculez ¢ () Si k. (o) < vr(0) + pap).(0),
allez & ETAPE 3 Sinon

Poser by, 1 = ag, apr1 = ag, et allez & ETAPE 4

ETAPE 3 (Test Goldstein2)

Si ok (ak) > @r(0)+(1—p)ary)(0) stop. a* = ay. Sinon poser a1 = ag, bpy1 =
b, et allez & ETAPE 4

ETAPE 4
Poser a1 =

apt1+brg1
2

Poser k =k + 1 et allez & ETAPE 2.
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3.6 Rechreche linéaire de Wolfe

Nous avions rencontré dans le paragraphe précédent la rechreche linéaire
de Goldstien.
Reprenons les mémes notations que celles du paragraphe précédent. A l'ité-
ration k, supposons qu’on ait le point x; et la direction de descente dj i.e
(Vf (2)" dy < o).

Notons

gOk(Oé) = f (IL"].; + dek)

alors
¢h(a) =V (zp + ady)” dy,
©r(0) = f ()
SO;C(O) =Vf (xk)T di, < 0.

Notons T (f, x, dx) ’ensemble suivant

U (f,zr,di) ={a >0, f(xp+ady) < f(xp)} = {a>0,0r(a) < @p(0)}.

Graphiquement I' (f, zy,d;) est ensemble des pointes « tel que le graphe
¢r(a) soit en dessous de la droite y = ¢ (0).
Comme on I’a remarqué aux paragaphes précédents, plus «4 s’approche de
a* (a* vérifiant ¢y (") = minae)o 400 r(a)),
plus a; est meilleur la descente de f s’effectue de mieux en mieux et elle sera

optimale au point a*.

Nous avions vu aussi que les deux conditions Goldstein 1 et Goldstein 2
engendrent un intervalle [y, Os] tel que ay, est acceptable si ay €] 5y, 51| L'in-
corvénient de la méthode de Goldstein est que o* peut ne pas appartenir a
181, B2 [ Ceci entraine un éloignement de o* de o
Les conditions de Wolfe, (Wolfe 1) et (Wolfe 2) assurent que a* €] 511, Blo]
(811, B12] engendrées par les deux conditions (Wolfe 1) et (Wolfe 2).
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3.6.1 Recherche linéaire de Wolfe

ay, est acceptable par la rechreche linéaire de wolfe si oy, vérifie les deux
condition (Wolfe 1) et (Wolfe 2) suivantes

1
or (ar) < 9i(0) + parpy(0), 0 <p <5 (Wole 1)

o (ag) > 0p(0), 0<o<1l, o>p (Wolfe?2),

ou en remplacant ¢y (o), ¢x(0), ©5.(0), ¢} (ax) par leurs expressions, on a
1
f e+ ardy) < f (mx) + poVf (2)" dp 0<p< 5 (Wolfe 3)

V(o +opdy) dp >oVf(ze) dy 0<o<1, o>p (Wolfe4)

4 ' ("" ’,].;\l~T J“f_ - ’L”"i oA ntuhie \Wolfe \_5
']r:. % lL = Jdi of nemhe \.\.‘:(;:(_1\. .'
- / F - L '_ J u_ )
[y al | » (W £6)
’_[ wfur Wolfe (1) 2k 3 3
4 \
G\
.\&' Veri hast \-_'{'.( W) \
gk (woke (0)
P
¢ PE) < 9lo) + €k (Welke @)
1, ]., - .
[ Y@)z oY (o) wolk (v)
il s®
0<0<0 <A1
>
x A

20.7pg

FIGURE 3.1 — Rechrches linéaire de Wolfe

Commentaires sur la figure
a) a €]0, 1 [ alors a ne vérifie pas (wolfe2) car ] vérifié ¢’ (51) = o¢’(0). Les
droites Ay et Ay sont paralléles (Ag//A3) et si a < [ alors ¢'(a) < ¢ (B]).
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En fait £, est le premier point tel que ¢’ (57) = 0¢(0).

b) a €]ph, +00|, o ne verifié pas (Wolfe 2), le graphe de ¢ est au dessus de la
droite A; de coefficient directeur py’(0).

c) a €61, B[ a verifie (Wolfe 1) et (Wolfe 2).

3.6.2 Rechreche linéaire de Wolfe forte

oy, verifié les condition de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont

verifiés
1
ok (ar) < @r(0) + parpr(0), 0<p< 3 (Wolfe forte 1)
|0 ()| < =0 (0), 0<o<1, o>p. (Wolfe forte 2)

Théoréme 3.6.1. Si ay, vérifie (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2), alors oy
vérifie (Wolfe 1) et (Wolfe 2).

preuve. (Wolfe fortel) et (Wolfel) sont les mémes propositions. Reste & mon-

trer que

(Wolf forte 2) = (Wolfe 2) .

En effet. Supposons que «y, vérifie (Wolfe forte 2). Alors on a

o1, (0) < ¢, (ar) < =0 (0).
Par consequent on a
o (ar) > 0(0).

Ceci implique que «y, verifié (Wolfe 2). ]

Remarque 3.6.1. Supposons qu’on a une suite de paramétres {O'j}jeN telle
que

oj —0,j = o0

Fizons k € N. Supposons aussi que pour k fixé, (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte

2).
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On obtient donc une suite {ou, ; } i fize jen
Vj € Nojp(0) < o, (any) < —0;0,(0).

Ceci implique

o (ar;))  — 0.

j—oo.kfixe
La relation précédente implique que

o (ag) — 0.

k—o0
Si ), est continue et si o — @ alors a = o*.

Conclusion
Dans la rechreche linéaire de Wolfe forte, si on choisit o trés petit, on a beucoup
de chances de tomber sur oy, proche de a*. L’inconvénient est que ce choix (
trés petit) entraine beaucoup d’itérations pour parvenir & obtenir an vérifiant
(Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2). On pourrait choisir une suite {o;} telle
que 0; — 0 lentement. Ces choix influent sur la convergence et la vitesse de

convergence.
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Chapitre I

Méthode de la plus forte pente

4.1 Meéthode de la plus forte pente

Définition 4.1.1. Soit f : R® — R une fonction différentiable. Soient x € R",
et d* = =V f (z).
Alors pour tout de R™ tel que || d ||=|| Vf(z) ||, on a

A"V f(z) < d f(z) = V[(x)"V[(2),

et la direction du gradient est celle dans laquelle la fonction a la plus forte

pente .

Théoréme 4.1.1. Soit f: R™ — R, une fonction différentiable au point z, et
supposons que V f(z) # 0. Considérons le probléme optimal
Minimiser f'(z, d),
lldl|<1 [, d)
ou f'(x,d) est la dérivée directionnelle de f au point a et dans la direction d.
Alors la solution optimale de ce probléme est donnée par

Fo_ Vf(z)

IV f ()l

preuve. Puisque

o) — i L) = 1)

_ t
A—0 A = Vflz)d
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Notre probléme revient donc a minimiser V f(x)'d dans {d : ||d|| < 1}. L’in-

égalité de Shwartz donne
[V f(x)'d] < IV f()]ll|d]- (4.1)

Si
Vi(@)'d=0

on a bien sur

Vi(@)'d > -IVf)]ld].

Si
Vf(x)'d<0

(4.1) implique que
=Vf(@)d < Vf@)ld]-

Par conséquent on a toujours
Vi(@)'d ==V f(@)lld].
Pour ||d|| <1, 0n a
IVF@)H < V@)l = =1V @) dl = =V @)

Donc Vd; ||d|| <1 on a
Vi(x)'d > ~[|Vf(@)].

D’autre part on al|d] = 1 et d vérifie

V(e)d = Vi(x) (—%) — V@)l
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Interprétation du théoréme 4.1.1 : Nous allons a partir du théoreme
4.1.1 donner une idée intuitive sur ’appelation méthode de la plus forte pente.

En effet d’aprés le théoréme 4.1.1 on a

flx,d) > f(z,dVd, |d|| <1.

Soit en utilisant la définition de la dérivée directionnelle

o F@ ) — f(@)

A—04 A A0 A

Cette derniére inégalité implique qu’ il existe § > 0 tel que
[+ 2d) = f(2)] = [f (@ + Ad) = f(2)] 2 0,9 €] 6, +4]

ou encore

f(x+Ad) > f(z+Ad), VA€]—6,+0[etVd,|d| < 1.

4.2 L’Algorithme de la méthode de la plus forte

pente

Etape intiale : Choisir un € > 0. Choisir un point initial x;. Poser &k =1
et aller a I’étape principale.
Etape principale : Si |V f(z)|| < € stop. Sinon poser d, = =V f (x}) et soit

An la solution optimale de la recherche linéaire
Min {f (ZL’k + )\dk) X A Z 0} .

Poser 11 = xp + \idi. Remplacer k par k + 1 et répeter ’étape principale.
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4.3 Inconvénients de la méthode de la plus forte

pente

4.3.1 Lenteur de la méthode au voisinage des points sta-

tionnaires

Cette méthode travaille de fagcon performante dans les premiéres étapes de
I’algorithme. Malheuresement, dés qu’on s’approche du point stationnaire, la
méthode devient tres lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomeéne par

les considérations suivantes
f x4+ M) = f(xp) + AV (2)" d + N|d||a (z; M)

ou a (zg; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Sid= —Vf (), on obtient :

Tpt1 = T — )\Vf (ib’k)

et par conséquent

J (@) = f @) = A= V] @)l + IV (@)l a (25 AV S (21))] -

D’aprés 'expression précedente, on voit que lorsque x s’approche d’'un point
stationnaire, et si f est continuement différentiable, alors ||V f (z)]| est proche
de zéro. Donc le terme a droite s’approche de zéro, indépendemment de A, et
par conséquent f (zy.1) ne s’eloigne pas beaucoup de f (zx) quand on passe

du point x; au point xp, .

4.3.2 Le phénoméne de Zigzaguing

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours
dl, - gy = O,

c’est a dire que la suite {x;} engendrée par l'algorithme de la méthode du

gradient, zigzague. Ceci crée un phénomeéne de ralentissement dans I’achemi-
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nement des points z; vers la solution optimale.

4.4 Quelques remédes

4.4.1 Changement de direction

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = —Vf ($k> ;

on prend des directions de la forme
dk = —DVf (mk) y

ou D est une matrice choisie convenablement (D pourrait étre par exemple
. . . . N -1
Pinverse de la matrice hessienne au point x ¢’est a dire (H (x))” ). Un autre

choix pourrait s’operer de la fagon suivante

dr, = =V f(z) + g

ol g est un vecteur approprié.

4.4.2  Accéleration de la convergence

On peut aussi accelerer Is comergence de la méthode du gradient. Pour cela
on transforme grace a un algorithme d’acceleration de la convergence la suite
{1} en une suite {y;} qui convergerait vers la méme limite que la suite {z}},
mais convrgerait plus rapidement. Si on note par z* cette limite commune on
exprime cette rapidité par la limite suivante

Yk — "

lim =0
k—oo 1 — x*

4.4.3 Tests numériques

Nous allons tester I'algorithme "steepest descent” avec diffréntes recherches
linéaires, comme fonction test on prend la vallée - banane - de Rosenbrock.

Il sagit d'une fonction deux variables du quatriéme degré qui se présente comme
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une vallée en U dont le fond assez plat est incurvé suivant une parabole.

f(z,y) =100.(2* — y)* + (z — 1)?

Tableau 2.1 : Steepest descent avec recherche linéaire exacte

k dy, Ty, f(xr) g (x|
1 _ (~1.20,1.000) |  24.200 232.867
10 4.777 x 1079 (—1.009,1.019) 4.037 2.928
100 3.811 x 1079 | (-0.771,0.596) 3.138 3.092

200 8.999 x 107% | (0.147,0.018) 0.727 1.642
500 1.634 x 1079 | (0.807,0.650) |3.726 x 1072 0.220
1000 1.243 x 107% | (0.944,0.891) |3.095 x 1079 | 5.547 x 10792
1500 1.161 x 107% | (0.981,0.962) | 3.590 x 1079 | 1.826 x 10792
2000 1.136 x 1079 | (0.993,0.986) |4.538 x 107%° | 6.4229 x 107

Tableau 2.2 : Steepest descent avec recherche linéaire d’Armijo

k dj, T f(an) lg ()l
1 - (—1.200,1.000) | 24.200 232.867
10 | 2.499 x 10793 | (—1.016, 1.035) 4.067 3.239

100 |4.999 x 1079 | (0.360,0.123) 0.413 1.399
200 |2.499 x 1079 | (0.683,0.466) 0.100 0.409
500 | 2.499 x 107% | (0.930,0.865) | 4.841 x 1079 0.124
1000 | 1.250 x 107% | (0.976,0.953) | 5.501 x 107 | 2.304 x 10792
1500 | 2.499 x 1079 | (0.988,0.977) |1.225 x 107% | 1.390 x 1072
( )

2000 | 4.999 x 1079 | (0.994,0.989) |2.838 x 107%° | 1.037 x 10792

4.5 Convergence de la méthode de la plus forte

pente

4.5.1 Cas des recherches linéaires exactes

Avant de donner le théoréme principal concernant la convergence de la mé-

thode de la plus forte pente avec des recherches linéaires exactes, démontrons
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d’abord ce réaultat intermédiaire.

Théoréme 4.5.1. Soit f : R" — R et L C R un intervalle fermé et soit M

lapplication multivoque sutvante

M:R"xR" — R"
(z,d) — M(z,d) ={y:y =2+ \d}
ot f(z+Ad) =min{f(z+ Ad); X € L}.

Si f est continue en x et si d # 0, alors M est férmée au point (x,d).

preuve. Soit {xdi}, oy et {yr}iey telles que
(@k, di) — (. d) ,yr € M (xp, di) , Yy — ¥ (4.2)
k—o0 k—o0

Démontrons que
y € M(z,d).

En effet y, € M (xy, dy). Alors
Yr = T + Ap, - di, (4.3)

A est solution optimale de la recherche linéaire

fze+ N dy) =min {f (vp + A dp); A € L}. (4.4)
Puisque
dy — d#0,
n—00
alors
dp #0, Vk>ky, ko€N, (4.5)

(4.2) et (4.4) impliquent
v lye = 2l

1l
en remarquant que L est férmé, on a
oy ly ==
M — A=12_lel (4.7)
k—00 l|d|
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(4.1),(4.2), (4.5) et (4.6) donnent
y =1+ M,

(4.3) implique
f (iUk + )\_kdk) < f(xp + Ady) .

Faisons tendre k vers l'infini et prenons en considération le fait que f est

continue au point (x,d), on obtient
f(z+Xd) < f(z+Ad), VAelL

Ceci veut dire exactement que le point y = = 4+ A\d € M (z, d). O

4.6 Théoréme de Zangwill

Définition 4.6.1. Soit h: X — R est une fonction de descente (relativement
une application) si elle est continue et posseéde les propriétés suivantes

xr ¢2 = h(y)<h(z) Vy € A(z),

x €0 = h(y)<h(z)Vy € A(x).

Théoréme 4.6.1. Soit (P) le probléme d’optimisation suivant

(P) min f(z)

zeX
et ) ’ensemble des solutions.
Soit A : X = X wune application mutivoque et considérons une suite {x;}
engendrée par lalgorithme, ¢’est a dire vériant xy.; €A(xy)
Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées
C1- Les points (x) sont tous contenus dans un ensemble compact KCX.
C2- 1l existe une fonction de descente h.
C3- L’application multivoque A est fermée dans X\Q, V z € X\Q, A(x) # (.
Alors pour tout x limite d’une sous-suite convergente de la suite {xy}, on a
€Q et hizy) Ej@ h(z).
Ezxemple la condition C1 :

St f est une fonction de descente, on suppose que [’ensemble
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Xio) ={x/r € X2 f(x) < flao)}

est bornée.
Ezxemple de la condition C2 :
On peut prendre la fonction de descente égale a f(x) ou |V f(x)|.

preuve. Soit {z;},  une suite engendrée par 'algorithme telle que {zy }, .y C

K, il existe alors une sous-suite {xy}ren, convergente
N1CN
kEN.
x, — x,7 € K.
k—o00

La continuité de i donne
h () S5 k().

k—oo
Ve > 0,3v(e) : Vk > v(e),k € Nyon a h(zy) —h(z) <e.
Pour tout £ > v(e),k € Non a

h () = h(x) = h(ze) = h(2,) + h(2,) = hz) <e,

car h (zy) — h(z,) <0 pour tout k > v(e) et h(x,) — h(x) < e.

Montrons que z € €2

Pour cela considérons la suite {zy41}ren, . Comme {zp41}ren, C K, il existe
N1CN

1 NiCN
alors une sous-suite {Ty11}ren, telle que
NoCN

Donc

ke No /
Th+1 — T .
k—o00

Supposons que z ¢ ). A étant fermée en x, on en déduit que ' € A(z).

Comme h (zy) :gv h(x) et en particulier h (xy1) :i]\[) h(z’), Iinégalité stricte
—00 —00

h(y) < h(z) pour y = 2’ n’est pas vérifiée. Ceci est en contradiction avec la

définition de la fonction de descente donc z € 2. O
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Théoréme 4.6.2. (convergence de la méthode de la plus forte pente avec des
recherches linéaines ezactes) Soit f : R™ — R, telle que f € C* (R™) et (P) le

probléme de minimisation sans contraintes suivant
min {f(z) : x € R"} (P)
On suppose que l’ensemble ¢ (ap) suivant
d(xg) ={z eR": f(x) < f(x0)}, z0€R",

est borné. Soit {xy} une suite génerée par l’algorithme de la plus forte pente,
c’est a dire

Initialisation : oy € R™, point initial, poser k = 0 et aller a Etape principale
Etape principale : Si Vf (z) =0 Stop.

Sinon

Calculer A\ verifiant f (zx + Apdg) = Min {f (zx + Adi) ; A > 0}

Calculer xyy1 = xp — MV f (Tx)

Poserk = k + 1 et aller d Etape principale.

Fin

Soit x* une limite quelconque d'une sous suite convergente de {xy}. Alors
Vf(x*)=0.

preuve. c’est une application du théoréme de Zangwill , en prenant en consi-
dération le théoréme 4.5.1. En prenant en considération les notations du théo-

reme de Zangwill, on considére dans notre cas

X =R"Q=A{z:Vf(zx) =0},
A:R" —R":A=MoD,

avec
D:R" — R" x R”
z  — D(x) = (z, =V [(z))

et
M :R*"xR" — R"
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(Qj',d) —>M($7d) :Ilf—‘—;\d,

\ vérifiant
f(z+ M) = Min{f (z+ Ad);\ > 0}.

Ceci étant 'application multivoque A s’écrire sous la forme

A:R" — R"
v — Az) =1 — A\Vf(2)

A vérifiant
flx = AVf(z)) < f(xr — AVf(x)) : VA € [0, +00].

M est fermée au point (x,d). A étant la composé d’'une fonction univoque
continue (D) et d'une fonction multivoque fermée (M) est fermée. La suite

{@1 } ey verifie
xOER”, xk+1€v4($k)> k:(),l,

Pour la fonction de descente on prend la fonction objectif f (notée h dans lé-
noncé du théoreme de Zangwill). Vérifians que c’est effectivement une fonction
de descente. En effet

i) Siz € Q, alors Vf(z) # 0 et par conséquent —V f(x) est une direction de

descente. Soit
y€ Alr):y=x—AVf(z).

Si on prend en considération la définition de direction de descente et le fait

que \ est solution optimale dans tout [0, +oo[ on aura nécessairement

fly) < f(z).

ii) Si z € Q, alors V f(z) = 0 et par conséquent vu que

y=Ax) =2 —AVf(z)
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on aura

Ceci implique

Toutes les conditions du théoréme de Zangwill sant vérifiées. Par conséquent si
la suite {w}},.y est infinie, alors toute limite 2* d’une sous suite convergente
de la suite {@y}, .y vérifie

Vf(z*)=0.

Si {xy},cy s'arréte a l'itération ko, on a aussi

Vf (l’ko) =0.

4.6.1 Cas des recherches linéaires inexactes

Algorithme
Initialisation Fixons A > 0, 0 < € < 1 et 2y € R” initial, poser K = 0 et aller
a Etape principale.
Etape principale A literation k défnissons la direction d, = —V f(zy) et

considérons la fonction d’Armijo

~

A(N) = 0(0) + Aef (0)

ot O(A) est la fonction suivante
O(N) = for + Ady) = flow — AV f(xr)]: A >0.

Si Vf(zr) = 0 stop.
Sinon

Trouver le plus petit entier ¢ > 0 tel que

DY A
(95) < (95)

56



CHAPITRE 4. METHODE DE LA PLUS FORTE PENTE

et défnir le successeur xy, dexr) comme suite

Tpp1 = T — MV f(2g),

avec 5

)\k - ?
Poser k = k + 1 et aller a Etape principale.
Fin.

Théoréme 4.6.3. ( convergence de la methode de la plus forte pente avec la
recherche linéaire d’Armijo) . Soit f : R" — R, telle que V f(x) est continue-
ment Lipschitzien de constante G dans lensemble 6(xg) = {x € R* : f(x) <
f(zo)}, xo € R™ quelconque. Considérons 'algorithme de la méthode de la plus
forte pente avec la recherche linéaire d’Armijo, c¢’est a dire l’algorithme défini
précédent.

Soit x3, une suite générée par cet algorithme. Alors ou bien il s’arrete aprés un

nombre fini d’itérations en un point xy, tel que V f(xg,)=0, ou bien

quand k — 400.
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Conclusion

Une idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte descente et a
faire un pas qui rende la fonction & minimiser la plus petite possible dans cette
direction. Cette méthode est appelée méthode de la plus forte pente.

La méthode de la plus forte pente est une sorte d’idéalisation d’une part, nous
ne avons pas en pratique calculer de facon exacte un point minimum o4 de
I'objectif dans une direction donnée et le probléme n’est en général pas trivial.

Pour ces raisons, on peut lui préférer parfois la méthode de la plus forte pente.
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