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Notation

R Ensemble des nombres réels.

H(x) Matrice hessienne.

dy, Direction de descente.

oy Pas de minimisation.

() Fonction objective.

Izl Norme d’un vecteur z.

(,) Produit scalaire.

xt Transposé d’un vecteur x.

Vf Gradient de f.

M, p, Matrice de m lignes et n colonnes.
C(R",R) L’espace des fonctions continues de R™ dans R
T Solution optimale.

H-! Matrice inverse.

% Dérivée de f suivant x.

%a];j Dérivée partielle seconde de f.

PQSC) Probléme quadratique sans contraintes.
PNQSC) Probléme non quadratique sans contraintes.
FR) Fletcher Reeves.

PRP) Polak-Ribiére-Polyak.

DY) Dai-Yuan.

HZ) Hestenes-Stiefel.
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INTRODUCTION

L’optimisation est une branche mathématiques cherchant a modéliser, & analyser et a ré-
soudre analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent & minimiser ou maxi-
miser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine a la frontiére
entre U'informatique et les mathématiques), en les mathématiques appliquées (fontamentales
pour l'industrie et I'ingenierie), en analyse et en analyse numérique pour la recherche de stra-
tégies dans le cadre de la théorie des jeux ou encore en théorie du controle optimal. Beaucoup
de systémes peuvent étre décrits par un modéle mathématique sont optimisés.

Plus formellement 'optimisation est I’étude des problémes qui sont de la forme :
Etant donné : une fonction f : A — R d’un ensemble A C R™ dans I’ensemble R.
Chercher : un élément xy de A tel que f(xg) > f(x) pour tous les z dans A (maximisation)
ou tel que f(xo) < f(z) pour tous les x dans A (minimisation).

L’objectif de ce travail est de présenter et etudier la méthode du gradient conjugué
utilisant des recherches linéaires pour résoudre un probléme d’optimisation.

Ce travail est composé de 4 chapitres. Dans le premier, nous rappelons des définitions, proprié-
tés et quelques théorémes sur la dérivée partielle, la dérivée directionnelle, la différentiabilité,
le gradient, la matrice hessiene, la convexité, I'inégalites d’accroissements finis et les conditions
d’optimalité, introduisons aussi les formules de taylor.

Le deuxiéme chapitre consacré aux recherches linéaires : d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.
Dans ce chapitre, nous présentons les définitions, les algorithmes et les propriétés de ces re-
cherches linéaires.

Dans le troixiéme chapitre nous traitons le part principal dans notre travail. Commencons par
la méthode des directions conjuguées, puis passons a les deux cas de la méthode du gradient
conjuguées, le cas quadratique et le cas non quadratique.

Dans les deux cas nous introduisons les définitions, les propriétés importantes et nous étudions

aussi la convergence de ses algorithmes.
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Dans I’étude de la convergence nous utilisons hypothéses C et (5, théoréme de Zoutendijk.
En fin, nous terminons notre travail par une synthése des résultats de convergence en présentant

la méthode de Fleetcher-Reeves et de Dai-Yuan.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour les notions utilisés dans ce

mémoire.

1.1 Dérivée partielle

Définition 1.1.1 Soient n € N*, U un ouvert de R™ et f une fonction de R™ vers R définie
sur U.
La fonction f est dite d’avoir une dérivée partielle & a = (aq,...,a,), par rapport a la iéme

variable si la limite

lim f (al, e 7ai—1,taai+17 e ,an) — f(CL)

)
t—a; t—a;

existe.
On note cette limite par

gg{i(a) ou O;f(a) ou D;f(a).

1.2 Dérivée directionnelle

Les dérivées directionnelles sont des dérivées calculées suivant une direction .

Définition 1.2.1 Soient n € N*, U un ouvert de R, f : U — R | et v € R™. La fonction f
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est dite d’avoir une dérivée directionnelle au point a € U dans la direction v si la limite

lim +[f(a + hv) — (o)
existe.

Proposition 1.2.1 (14) Soient n € N*, U C R™ un ouvert de R", f: R — R différentiable

sur U. Alors

Dy f(a) =V f(a)v.

1.3 Différentiabilité

Définition 1.3.1
1) Soit U un ouvert de R™ et soit la fonction f:U C R" — R.
On dit que f est différentiable en a € U s’il existe une application L linéaire continue de R™

dans R telle que
L Ta )~ fla) — L(h)

h—0 Al

—0, (1.1)

ot h = (hy,...,hy,).
2) Lorsque lapplication L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a, on la note D f(a),

ainsi (1.1) devient

ligg L@+ 1) = fla) — Df(a)(h)

o ] =0

3) Si f est différentiable en tout point de U on dit que f est différentiable surU.

Proposition 1.3.1 (14) Soient U un ouvert et f : U C R™ — R.

Si f € CY(U) alors f est différentiable sur U.



1.4 Gradient Préliminaires

1.4 Gradient

Si les dérivées partielles 0f/0x; exixtent pour tout i, le gradient de f est défini de la fagon

suivante.

Définition 1.4.1 On note par

af of
\Y ==, == ,
e = (G 5r)
le gradient de [ au point x = (x1, ..., 2y).
Le gradient joue un role essentiel dans le developpement et l’analyse des algorithmes d’optimi-

sation.

Proposition 1.4.1 (Gradient de la composée)

Supposons qu’on a deux ouverts 2 C R" et U C R et deux fonctions f: Q2 =R etg:U — R
avec en plus f(Q) C U (on peut alors définir go f : Q@ — R ).

Supposons que f et g sont de classe C*.

Alors g o f est aussi de classe C' avec

Vigo f)(z) =g (f(2))Vf(x), Vzel

1.5 Matrice Hessienne

Si les dérivées partielles (0 f/0x;0x;) existent pour tout i,j € N*, la matrice hessienne

définie comme suit.

Définition 1.5.1 Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction dont toutes les dérivées

partielles d’ordre deux .



1.5 Matrice Hessienne Préliminaires

Alors la matrice

oy _er .
Ox10x1 Ox10x2 O0x10xn
oy _er .
H(x) _ 0x20T1 0x20T2 O0x20xy
oy o .. 9%
Oxndx1  Oxndze Oxn Oy

est appelée matrice hessiene

Théoréme 1.5.1 Soit Q C R"™ un ouvert. Si f € C*(Q) alors V2f(x) est une matrice symé-

trique Y € €.

Exemple 1.5.1 Soit f(z1,22) = (21)*(z1 + 22).

On a
323 + 27129
Vi(z)= ,
21’1
alors
6.2131 + 2.172 2.T1
H(z) =

2%1 0
1.5.1 Matrice semi-définie positive

Définition 1.5.2 Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n.
Elle est dite semzi-définie positive si elle vérifie ['une des 2 propriétés équivalentes suivantes :
1. Pour toute matrice colonne X an éléments réels,

nous avons

I Mz > 0.

2. Toutes les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

1.5.2 Matrice définie positive

Définition 1.5.3 Soit M Une matrice symétrique dont les éléments sont des nombres réels.

M est dite définie positive si pour tout vecteur x € R™ non nul on a " Mz > 0.
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1.6 Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégrale

Théoréme 1.6.1 Soit U un ouvert de R"™ et a,h € R" tel que [a,a + h] C U.
Soit f: R™ — R une fonction de C*(R").

Alors on a

Fla+h) = fla) + Z V> b, / (1-1) ajng (a+ th)dt.

=1 2,7=1
Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.6.2 Soit U un ouvert de R"™ et a,h € R™ tels que [a,a + h] C U.
Soit f : R"™ — R une fonction deux fois différentiable sur U. La formule de Taylor-Lagrange

d’ordre 2 est

1|.
fla+h) = —l—Z:haxz + = Z;hhjﬁxﬁx] a+0h) avec 6 €]0,1]

Formule de Taylor-young

Théoréme 1.6.3 Soit U un ouvert de R™ et a € U. Soit f : R™ — R une fonction de classe

C?, la formule de Taylor-young d’ordre 2 s’écrit

fla+h)= +Zh af Zhhja o (a) + e(h)||]]%.

1]7

1.7 Inégalité d’accroissements finis

Théoréme 1.7.1 Soit f une application continue sur un segment [a,b] et dérivable sur |a,b|.

S’il existe M € R tel que f'(x) < M pour tout x €] a,b| alors

f(0) = fla) < M(b—a).



1.7 Inégalité d’accroissements finis

Préliminaires

Preuve

Soit € > 0. Considérons la fonction h définie sur [a, b] par

Si 'on montre que h(b) < e alors la proposition est démontrée. En effet

) <ew LI MO0

d’ow, linégalité étant vraie pour tout € > 0, £ (b)”;(leﬂﬂbw) <0,

oub—a+1>0et donc f(b) — f(a) < M(b—a).
Montrons donc que h(b) < e.

Soit A = {z € [a,b] | h(x) < €}.

Comme h(a) = 0,a € A et la fonction h étant continue en a, il existe d €]a, b] tel que h(d) < €/2,

donc A # {a}.
Soit ¢ = sup A €la, b)].

Il existe une suite (z,) d’éléments de A qui converge vers c.

Pour tout n,h (x,) < € et donc la fonction h étant continue en ¢, h(c) < e doi ¢ € A.

Supposons que ¢ < b.

Il existe ¢ €]c, b] telque LU= < /() 1 ¢, car

t—c

o @)=

T—Cc,x>C €Tr — C

= ['(c).

f@t)—fle)<(t—c)f'(c)+ (t —c)e < M(t—c) + (t — ¢)e.

Comme c € A,

f(e) = fla) < M(c—a) +e(c—a) +e
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d’ou par addition,

f(@t) = fla) S M(t —a) +e(t —a) +e

ce qui signifie t € A. C’est absurde.

Doncc=bet h(b) <e. R

1.8 Convexité

1.8.1 Ensemble convexe

Définition 1.8.1 Soit S un sous ensemble de R™.
S est dit conveze si

Ve,ye U, Vte|0,1] onatex+ (1—1t)yeU.

Autrement dit U est conveze si pour tous points x,y de U le segment [z,y| est inclu dans U

(c’est a dire, Vx,y € U on a [z,y] C U).

Définition 1.8.2 Soit z1,25,...,2, € R" et \; > 0 tels que Z?Zl Aj = 1. Toute expression de

la forme ijl Ajz; s’appelle combinaison convexe des points x;.

convexe Non convexe

FIGURE 1.1 —

10



1.8 Convexité Préliminaires

Proposition 1.8.1 i) L’intersection d’une famille quelconque de convezes est conveze.
it) Le produit cartésien de deur ensembles convexes est convexe.

i11) L’image directe d’un convexe par une application linéaire est convexe.

1.8.2 Fonction convexe

Définition 1.8.3 Soit U C R™ un ensemble conveze et f : U — R une fonction. On dit que f

est conveze sur U siVx,y € U, Vtel0,1]

flty+ (1 =t)z) <tf(y) + (1 —1)f(2).

Autrement dit, pour tout o, B € Ry tel que a+ 3 =1, on a

flox + By) < af(x) + Bf(y)-

Remarque 1.8.1 La somme de deux fonctions convezes est conveze.

Le produit d’une fonction convexe par un scalaire n’est pas toujour conveze.

1.8.3 Fonction concave

Définition 1.8.4 Une fonction f : R" — R est dite concave si (—f) est une fonction convexe,

c’est a dire

Ve,y e R*, YA e[0,1], fz+(1—=Ny) > Af(x)+ (1 =N f(y).

Définition 1.8.5 Soit U C R" un ensemble convexe et f : U — R une fonction.

1. On dit que f est strictement convexe sur U st

Va,y € U avec x # y,Vt € [0,1], f(ty + (1 —t)x) < tf(y) + (1 —t)f(x).

11



1.8 Convexité Préliminaires

2. On dit que f est fortement convexe sur U s’il existe a > 0 tel que

Vao,y € UVt €[0,1], flty+ (1 —t)z) <tf(y)+ (1 —t)f(z) —at(l—1t)|ly — z|*

3. On dit que [ est concave sur U (respectivement strictement concave, respectivement forte-
ment concave) si —f est convexe (respectivement strictement convexe, respectivement fortement

conveze).

Remarque 1.8.2 [l est facile de voir que

fortement convexe = strictement convere = convexe. Mais la réciproque n’est pas vraie en
général, par exemple

une application affine

f(x) =ax+b, a >0 est convere mais elle n’est pas strictement convexe donc elle n’est pas

fortement conveze.

Proposition 1.8.2 Soient U C R" un ensemble convexe, p € N*, f1, fo,..., f, : U = R des

fonctions convezes et y1,7s, ..., v, des constantes strictement positives. Posons

f=mfi+vfot- -+t

Alors
1. La fonction f est conveze (toute combinaison linéaire avec des coefficients strictement positifs

de fonctions convezxes est convere).

2. 81 au moins l'une des fonctions f1, fa, ..., [, est strictement conveze alors f est strictement
conveze.
3. 81 au moins l'une des fonctions fi, fo,..., f, est fortement convexe alors f est fortement
cOnveze.

Proposition 1.8.3 Soit U un ouvert de R, h € R". Alors

12



1.9 Classification des problémes d’optimisation Préliminaires

VY € U nous avons

V2f(z)h = V(Vf(x),h), VrecU VhecR"

ot le premier gradient dans le membre droite de l’égalité est considéré par rapport a la variable

x.

Proposition 1.8.4 Soit 2 C R™ un ouvert, U C ) avec U convezxe et f : {2 — R une fonction
de classe C' alors
a) Les trois assertions suivantes sont équivalentes

1) f est conveze sur U.

2) fly) > flx) +(Vf(x),y —z), Vz,yel.

3) V[ est monotone sur U c’est a dire
<Vf(y) - Vf(@,y—x) > 0 vxay eU.
b) Si de plus f est de classe C* sur U alors f est convexe sur U si et seulement si

(V2f(z)(y —x),y—a) >0 Va,yeUl. (1.2)

1.9 Classification des problémes d’optimisation

1.9.1 Forme générale d’un probléme d’optimisation

Etant donné un ensemble X C R" et une fonction f : X — R, la forme générale d’un probléme

d’optimisation est la suivante

min{ f(z);x € X}, (1.3)

13



1.9 Classification des problémes d’optimisation Préliminaires

ou X C R” est appelée ensemble des solutions admissibles ou réalisables, x € R" s’appelle

variable de décision, f(x) s’appelle fonction économique ou fonction objective.

1.9.2 Probléme d’optimisation sans contraintes

Si X = R", le probléme d’optimisation (1.4) s’appelle probléme d’optimisation sans contraintes

et aura donc la forme suivante

min{ f(z);z € R"}, (1.4)

Probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire

Le probléme (1.4) s’appelle le probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire si f n’est
pas affine.

Probléme d’optimisation sans contraintes quadratique

Le probléme (1.4) s’appelle le probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire quadratique
s

f(z) =27 Az — ba,

ol A est une matrice symétrique d’ordre n, 2’ est le transposé du vecteur z.

1.9.3 Probléme d’optimisation avec contraintes

Soit U un ouvert non vide de R™ (le plus souvent & = R") et soit f : 4/ — R une application
différentiable sur U, et ¢1, 2, ..., p, : U — R des applications de classe C! sur U.

Soit le domaine D

D={xelU|pi(x)=0,Yi=1,2,...,p}.

Le probleme

min f(x)

z€D

14
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est un probléme de minimisation sous contraintes.

1.10 Direction de descente

Définition 1.10.1 Soit f: R" - R et £ € R". d € R" est dite direction de descente au point

T si et seulement si il existe 6 > 0 tel que

F@+ M) < f(&): VYA €]0,9].

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoréme 1.10.1 Soit f : R — R différentiable au point € R™ et d € R™ une direction
vérifiant la condition suivante

Vf(z)-d<o.

Alors d est une direction de descente au point .

Preuve

f est différentiable au point z. Donc

f(@+ M) = f(&) + AVF(@)" - d+ A||d| a(z, Ad),

avec

ceci implique que

f'(&,d) = lim =Vf(@)-d<O0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro ,

V(0) =] — 4§, +4] tel que

f(@ + Ad) — f(%)
A

<0, VA€] -4+, (1.5)

15



1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

la relation (1.5) est particuliérement vraie pour tout A €]0, +J[. On obtient le résultat cherché

en multipliant la relation (1.5) par A >0 W

1.11 Conditions d’optimalité

1.11.1 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.11.1 Soit f: R™ — R differentiable au point & € R™. Si & est un minimum local

de (P) alors V f(z) = 0.

1.11.2 Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.11.2 Soit f: R" — R deux fois differentiable au point z € R™.
Si & est un minimum local de (P) alors Vf(z) = 0 et la matrice hessienne de f au point .

Qu’on note H(Z), est semi définie positive.

Preuve
Soit x € R™ quelconque, f est une fonction deux fois différentiable au point Z, donc on a pour
tout A # 0

@+ Aa) = (@) + 30 H(@)o + 3 la*] a(d. A0). — adAa) =, 0.

Ceci implique

f@+ M) —f(@) 1, . 20|
2 =5 H(#)z + [|2°]| a(, Az), (1.6)

Z est un minimum local, il existe alors § > 0 tel que

fE 420 = 1@)

2 >0, VYAe€l—06,+4]
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1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

Si on prend en considération (1.5) et on passe & la limite quand A — 0, A\ # 0, on obtient

'H(2)x >0, VreR'H

1.11.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.11.3 Soit f : R" — R deux fois differentiable au point © € R™.

SiVf(z) =0 et H(Z) est définie positive alors & est un minimum local strict de (1.4).

Preuve

f est deux fois différentiable au point Z, pour tout x € R™ on aura

f(l’)=f(i)+%(x—fﬁ)tﬁ(ff)(x—f@)JrI\(x—fi')HQOé(fx(x—fﬁ)% a(t, (v —2)) = 0 (L7)

T—T

Supposons que Z n’est pas un minimum local strict.

Alors il existe une suite {xy},.y telle que
Tk 7é T,Vk e N, xp k—) Tetf (ZL’k> < f([i‘) (18)
—00

Dans (1.7) prenons x = x;, divisons le tout par ||(z; — Z)||* et notons

dp = ”Ez::g“, on obtient
— f(z 1
M = —dtH(2)dy + a (&, (z, — 2)), o(Z, (s —2)) — 0, (1.9)
I — )P 2 o

(1.7) et (1.8) impliquent

1
§d;H(as)dk +a(Z, (v, — 7)) <0, VkeN.

17



1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

D’autre part la suite {dj},.y est bornée (||di|| =1, VEk € N),

donc il existe une sous suite {dj},cn,cy telle que

dy,

%
k—o0, keN

Finalement lorsque k& — 0o,k € N, on obtient

La derniére relation et le fait que d # 0 (||d|| = 1) impliquent que la matrice hessienne H (i)

n’est pas définie positive. Ceci est contradiction avec 'hypothése.
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Chapitre 2

Recherches linéaires

2.1 Recherches linéaires

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes
minimiser { f(x) : z € R"} (P),

ou f:R" = R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux de la forme
Tpp1 = Tp + Apdy,

ol A, est une solution optimale du probléme d’optimisation suivant
min f (xr + Ad
350 f ( kT k) )

c’est a dire que A\, vérifie

[ (o + Medy) < f (21 + Adg) , VA > 0.
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2.1 Recherches linéaires Recherches linéaires

T, di sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable réelle définie comme
suit

Il faut noter que dans les probléme d’optimisation sans contraintes, on a besoin de résoudre a
chaque itération xj, un probléme d’optimisation dans R.

Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs

Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffisamment.

Cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’une inégalité de la forme

f(zg + Adi) < f(x) + un terme négatif (2.1)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de ’algorithme utilisant cette recherche
linéaire.

Largument est le suivant.

Si f (zx) est minorée (il existe une constante C' telle que f (zx) > C pour tout k ), alors ce
terme négatif tend nécessairement vers zéro : v, — 0.

C’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que l'on parvient a montrer
que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro.

Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de I'in-
formation. En particulier, il ne suffit pas d'imposer f (z + Adg) < f (xx).

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas Ay > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.1) est en général satisfaite par
du pas A\; > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c¢’est-a-dire la convergence des itérés vers un
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2.1 Recherches linéaires Recherches linéaires

point non stationnaire, comme le montre 1’'observation suivante.

Si on prend

15
0< A< ——\
"2k ]

la suite {z} est de Cauchy, puisque pour 1 <1 < k on a

=k—1

e
< Zi—m, [ — 00
=1

|z) — 2| =

i=k—1
Z M\id,;
=1

Donc {xy} converge, disons vers un point x*.

En prenant [ = 1 et & — oo dans I'estimation ci-dessus, on voit que z* € B (x1,¢) et x* ne soit
pas une solution s’il n’y a pas de solution dans B (1, ¢).
On a donc arbitrairement forcer la convergence de {x;} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit A; : R, — R comme suit

But de la recherche linéaire
Dans le cas non quadratique les méthodes de descente, nécéssitent la recherche d’une valeur de

Ax > 0 optimale ou non, vérifiant

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal \* peut étre caractérisé par

h* (\*) =0,
h (A*) < h(A), pour 0 < A < \*.

autrement dit, A* est un minimum local de A qui assure de plus la décroissance de f.

En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche
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2.2 Recherche linéaire d’Armijo Recherches linéaires

linéaire exacte, car trouver \* signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction
f et cela peut etre dissuasif du point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutét une valeur de A qui assure une décroissance suffisante de f.
Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Dans ce qui suit nous introduisons trois types de recherches linéaires.

2.2  Recherche linéaire d’Armijo

Principe
Soient f : R™ — R une fonction différentiable et z; € R™ une direction (de descente) et dy € R”
telle que V f (a:k)T d, < 0.

On dit que le pas a4 > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f (:Ek + akdk) < f (SL’k) —+ OékﬁVf (:ck)T dk, 0< 6 < 1. (Armijo)

2.2.1 Algorithme d’Armijo

Etape 0 (initialisation)

a1 = og1 =0, choisir a; > 0,p €]0,1] poser k =1 et aller & I'étape 1.
Etape 1

stk (o) < we(0) + pel(0)ay, : STOP (o = o)

st pr, (an) > @i (0) + pil (0)cu,

alors ag 1 = g, 0g k41 = oy, et aller a I'étape 2.

Etape 2

sl agp+1 = 0 déterminer oy €] o pr1, +00]

sl g1 # 0 déterminer oy €] g g1, Ca 1 |

remplacer k par k4 1 et aller a ’étape 1 .
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

2.3 Recherche linéaire de Goldstein

2.3.1 Principe

Supposons que :
A Dliteration k, on ait le point z; € R” et le vecteur de descente dj, € R” (Vf (:ck)T dj, < O).

On cherche le pas o > 0 de Goldstein vérifant les deux conditions suivantes :

fxe + arpdy) < f(z1) + parV f (mk)T di, p e} 0, %[ ( Goldstein 1)

et

Fan+ apdy) > f(2p) + (1= p)euV f (2)" dp, p E] 0, %[ ( Goldstein2 ).

Si on note

or(a) = f(zr + ady),

alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

ek (k) < ¢1(0) + parpy(0)

et

ok (ar) > @i (0) + (1 — p)akp)(0).

(Goldsteinl) assure une décroissance suffisante de f.

Les pas ay, trop petits sont nocifs pour la convergence.

La suite {z;,} pourrait converger prématurément vers un point & qui n’a rien a voir avec le
probléme d’optimisation.

La condition ( Goldstein 2) élimine justement les pas a4 trop petits.
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

2.3.2 Algorithme de Goldstein

L' Algorithme essaye de trouver oy, €] f1, fa] . On démarre avec un intervalle [ag, by| assez grand.
On prend «g € [ag, by

Si ag vérifié Goldsteinl et Goldstein2

alors ag €] f1, B2 | et on s’arréte.

Siag > fo

alors ag ne verifié pas Goldsteinl,alors on prend by = ag et a1 = by et a; = %

et on recommence avec o

Siag <

alors ag ne vérifié pas Goldstein2, on prend a; = ag,b1 = by et a; = % et on teste de
nouveau oy

A Titération £

Supposons qu’on ait [ag, by] et ay = %0

Si ay, vérifie Goldsteinl et Goldstein2, ay, €] 1, 52[. Stop.

Si oy ne vérifié pas Goldsteinl alors oy > fs.

Ak41+bk41

On prend bp41 = au, Qg1 = g, Q1 = 5

Si ay, ne vérifie pas Goldstein2 alors oy, < ;.

agq1+brg1

On prend apy1 = ag, bpy1 = by, g1 = =5

On obtient ainsi ’algorithme suivant :

Algorithme de Goldstein

Etape 1 (Initialisation )

Choisir o € [0,10'] et p €]0,1].

Poser ag = 0, by = 10'%° Poser k = 0 et aller & Etape2
Etape 2 (Test Goldsteinl)

Iteration k on a [ay, bx] et ag, calculez gy (ap)

Stk (ar) < ¢r(0) 4+ pae)(0), allez & Etape 3

Sinon
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein

Recherches linéaires

Poser by1 = ay, axy1 = ag, et allez a Etape 4
Etape 3 (Test Goldstein 02)

Sk (ar) > ¢r(0) + (1 — p)age(0) stop. a* = ay,
Sinon Poser ag,1 = ag, brr1 = by et allez & Etape 4

Etape 4

apy1tbpia

Poser a1 = 5

Poser k = k + 1 et allez a Etape 2 .

2.3.3 Programme en fortran

Programme en fortran

real z(2),zp(2),9(2), gp(2), f0,alpha, f,p,a,a,b,pf,t,y, phopt

integer 7, k teat, n

ro = 0.1; delt = 0.3;b = 10000000; alpha = 10; test = 0;k =0

print,’, ’le dimontion n = ";read, n

doi =1, n print *,zo(,7) ="'; read *, zp(i) end do

10 if (test=0.and.k.le.1000) then call fonc (f0, gp,xp)

do i =1,nz(i) = xp(i) — alpha*gp(i) end do

call fonc (f,g,z);p=0

doi=1,np=p+gpi)* qp(i) end do

s = f(=r0*alpha*p;y = fO— delt *alpha*p

if (f.gt.s) then b = alpha else if (f.1t.y) then a = alpha else
phopt = alpha; test = 1 endif

endif

print*, alpha (', k') =, , alpha; alpha = (a + b)/2;k =k + 1
8o to 10

end if

print*,’alpha optimal=", phopt
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

end
subroutine fonc (4, 8, z)
real f,8(2),x(2)

Fla(1)™? + (2(2))4;8(1) = 2°x(1); 8(2) = 4*(x(2))*** end

Dans le théoréme suivant on va assurer l’existence du pas de Goldstein et Price en posant

quelques conditions sur la fonction hy .

Théoréme 2.3.1 Si g, : Ry — R définie par pr(a) = f (z1, + ady,) est continue et bornée infé-
rieurement, si d,, est une direction de descente en w, et at p €]0,1[,d €|p, 1[, alors ’ensemble

des pas vérifiant la régle de Goldstein et Price est non vide.

Preuve

On a

or(a) = f (ax + ady)
Vo(a) = f(z) + paV>2f (ar) o,
Vs(a) = f (zk) + 0aV" f (k) dy.

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de ¢y, est ;

pr(a) = [ (z +ady) = [ (z1) + paVT f (zx) dy, + aé(a) ou {(a) — 0,a — 0.

et comme p €]0,1] et ) (0) = VI f (zx) di, < 0 on déduit ;

f(zg) +aV7Tf(zp) ap < far) +06aVTf (zp)dy < f (z1) + paV7T f (24) dy pour a >0 .

On voit que pour a > 0 assez petit on a

wi(a) < s(a) < y(a)
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires

De ce qui précede et du fait que ¢, est bornée inférieurement, et v,(a) - —oo0;a — 400, on

déduit que la fontion v,(a) — ¢x(a) a la propriété :

YP,(a) —p(a) >0  pour a assez petit

Y,(a) —pr(a) <0 pour a assez grand ,

donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe a > 0 tel que

wr(a) =Y,(a) et pr(a) < Y,(a) pour 0 < a < a.
De la méme maniére, il existe a > 0 tel que

or(a) = vs5(a) et pr(a) < s(a) pour 0 < a < a

et comme 1), (a) < ¥,(a) pour a > 0, forcément a < a et a = a est satisfé.

2.4 Recherche linéaire de Wolfe

ay est acceptable par la rechreche linéaire inexacte de Wolfe si oy, vérifie les deux conditions

(Wolfel) et (Wolfe2) suivantes

on (ar) < er(0) + paurp(0), 0<p<s3 (Wolfel)

o (o) > 09 (0), 0<o<l1l, o>p (Wolfe2)

ou en remplacant gy (o), ¢r(0), ¢} (0), ¢} (ax) par leurs expressions, on trouve

f(zp + ondy) < f (2) + paV f (2) dp, 0<p< % (Wolfe3) (2.2)

Vf(zy+ardy) d, > oVf(z) dp, 0<o<1, o>p (Wolfed) (2.3)
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires
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Commentaires sur la figure 2.1

a) o €0, 1 [: alors « ne vérifie pas (wolfe2) car g vérifié : ¢’ (5]) = a¢(0).

Les droites Ay et Az sont paralléles (Ay//As)

et si a < 1 alors ¢'(a) < ¢’ (B1) . En fait 5] est le premier point tel que

¢ (B1) = 0¢(0).

b) a €]5, +00[, @ ne vérifié pas (wolfe2), le graphe de ¢ est au dessus de la droite A; de coef-
ficient directeur py¢'(0)

c) a €], B[, a vérifie (Wolfe 1) et (Wolfe2).

2.4.1 Rechreche linéaire de Wolfe forte

ay, vérifie les conditions de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont vérifieés

or () < @i(0) + pay, ©1,(0), 0<p<3 (Wolfe fortel)
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires

lof ()| < —0o ) (0), O0<o<l1l, o>p. (Wolfe forte 2)

Théoréme 2.4.1 Si oy vérifie (wolfe forte 1) et (wolfe forte 2), alors ay verifie (wolfe 1) et

(wolfe 2).

Preuve

(wolfe forte 1) et (wolfe 1) sont les mémes propositions. Reste a montrer que

{(wolfeforte2) = (wol fe2)}

En effet. Supposons que «y, vérifie (Wolfe forte 2).

Alors on a

o0, (0) < @), (o) < —0;,(0),

par conséquent on a

0 () > 0}, (0)

Ceci implique que «;, vérifie Wolfe 2 R

Remarque 2.4.1 Supposons qu’on a une suite de parametres {O'j}jeN telle que

o; — 0,7 =00

Fizons k € N. Supposons aussi que pour k fixé, (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2). On obtient

donc une suite {Qu i}ty e jen

Vj € N:0jp(0) < ¢y (o) < —0;,(0).
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires

Ceci implique

o (ar;))  — 0.

j—o0,kfize
La relation précédente implique que

¢ (ag) — 0.

k—o00

Si ), est continue et si oy — @ alors & = o*.

Remarque 2.4.2 Dans la rechreche linéaire inexacte de Wolfe forte, si on choisit o trés petit,
on a beaucoup de chances de tomber sur oy proche de o.

L’inconvénient est que ce choix (o trés petit) entraine beaucoup d’itérations pour parvenir a
obtenir oy, vérifiant (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2).

On pourrait choisir une suite {o;} telle que o; — 0 lentement. Ces choiz influent sur la conver-

gence et la vitesse de convergence.

2.4.2 Algorithme de Wolfe forte

Etape 1 (Initialisation)

Prendre o € [0,10%], calculez ¢(0), '(0).
Prendre p = 0.1 (ou p = 0.1 ou p = 0.001 ou p = 10"*) ¢ = 0.9 (ou o plus petit encore )
Poser ag = 0,by = 10%, k = 0 et allez & Etape 2.
Etape 2 (test de (Wolfe 1))

Calculez ¢ (ay) .

St (o) < p(0) + pagy’(0), aller & Etape 3.
Sinon

Poser agy 1 = ar  ,brr1 = oy et allez & Etape 4.
Etape 3 (test (Wolfe 2) ou (Wolfe forte 2) )
Calculez ¢’ (ay) .

Si ¢ (ax) > 0¢/(0) (I} ()] < —0}4(0)) - STOP

Prendre & = ay.
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires

Sinon Poser agi1 = ag, brr1 = by et allez & Etape 4.
Etape 4 (calcul de ay,q)

Q1 = ak*lTw Poser k = k 4 1 et allez a Etape 2 .
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Chapitre 3

Méthode du gradient conjugué(G.C)

3.1 Meéthode des directions conjuguées

3.1.1 Deéfinitions et propriétés générales

Définition 3.1.1 Soit Q) une matrice (n,n) symétrique. Les directions dy,dy, .. ..dy sont dites
Q conjuguées si on a

d} Qd; = 0, 0<i,j<k. (3.1)

Théoréme 3.1.1 Soit Q une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si les directions
do,dy, -+ dg, avec k < n — 1, sont non nuls et () conjuguées, alors ils sont linéairement indé-

pendants.

Preuve
Supposons que :

apdy + ady + ... + apdy, = 0. (32)

Multiplions 1'égalité (3.2) par dj Q,0 < j < k, on obtient

k
i=1
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3.1 Méthode des directions conjuguées Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Or

a;dl Qdj =0 = a; =0,

car () est définie positive et par conséquent dJTde > 0.

Donc le systéme {do, dy,....d;} est libre B

3.1.2 Algorithme des directions conjuguées

Soit () est une matrice (n,n) symetrique et definie positive et b € R™.

Considérons le probléme de minimisation quadratique sans contraintes, ( PQSC), suivant

r€R™

min {%xTQx - bTw} (PQSC).

Algorithme des directions conjuguées
a) Initialisation

On se donne zy € R™ quelconque et dy, d; ... d,_1() conjugueés.

.......

Poser k = 0 et allez & b) Etape principale.

b) Etape principale

Pour k >0
Calculez
gk = Vf (l’k) = Ql’k —b.

Si gr = 0. Stop.
Sinon calculez

_ 9;{ dy

ap = — T
dk Qdk

et
Thy1 = Tp + Qpdy.
Poser k = k 4+ 1 et allez & b) Etape principale.

Théoréme 3.1.2 Partant d’un point initial xo € R™ quelconque, l'algorithme des directions
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3.1 Méthode des directions conjuguées Meéthode du gradient conjugué(G.C)

conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique & du probleme (PQSC') dans n
iterations, c’est adire qu’on a

T, =7 et Qr, = QT =D. (3.4)

Preuve

Considérons le vecteur T — o € R™.

D’autre part {dy,....d,_1} est un systéme libre et contient n vecteurs. Donc {dy,...... dy_1}
est une base de R".

Par conséquent il existe 3y . 3,1 scalaires réels tels que

ceegeee

/.I'\ — Xy = Bodo + o -+ ﬁnfldnfl. (35)
Multiplions les 2 cotés de (3.5) par df Q,0 < k < n — 1, on obtient
dyQ (T — wo) = Brdy Qdy. (3.6)

Donc
_dEQ (T — 1)

Montrons maintenant que le numérateur de (3.7) est égal & —d} gj,. En effet, d’aprés lalgorithme

des directions conjugueées

Tp = Tp—1 + ap_1dj_1

= Tp_g + og_od_o + j_1dp_1

=Ty + Ofodo + ...+ O-/k—ldk—l-
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3.1 Méthode des directions conjuguées

Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Par consequent

T — Ty — Oé(]d(] + ...+ ak_ldk_l,

Ecrivons maintenant : £ — x, sous la forme

~ ~

k=1,2,....

T—x0= (T — )+ (xp — x0) -

Multiplions (3.9) par d! @, on obtient

car

di Q (zy, — 0) = apdy, Qo

diQ (& — m9) = dp Q (& — xp)

Calculons maintenant df Q (T — z),

on a

sz (/f - xk) = df [Qf - ka} = df [b - ka] = —df (ka - b) = —d;‘ggm

(3.11) et (3.7) impliquent donc

En conclusion on a

et

or

O _diggk
T—x9=podo+..........
Tp—Xog=0odyg+.........

ap =0 k=0,....

35

+op1dy Q1 = 0.

+ anldnfl

+ an—ldn—la

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)



3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Donc

T — Ty =T, — Tp.

Ce qui implique

8)
I
8
3
[

Remarque 3.1.1 Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au point

Tni1, C'est a dire qu’on aura

8)
I

Tn+1-

3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique

Soit () une matrice (n,n), symétrique et définie positive. On définie le probléme quadratique

sans contraintes par
1
min{f(z) : x € R"} = min {ﬁxTQx —blr:ze R"} (PQSC).

Introduction
Dans la méthode des directions conjugués, les directions dy, .. ..d,_; sont données a 1’avance.

Dans la méthode du gradient conjugué, on démarre d’un point xy, € R",

do = —g0 = Vf(x0) = Quo —b.

Les directions di, k = 1,...n — 1 sont calculés a chaque itération.

A Titeration k

dp = —gi + Br—1dk—1,
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3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Br_1 est obtenu de sorte que dj soit () conjugué avec les autres vecteurs d;,

t=20,...,k—1. En d’autres termes on doit avoir

diQd;=0 i=0,....k—1

Dans I'appelation gradient conjugué, on trouve les deux mots : gradient et conjugué.
a) Le mot gradient est utilisé car dj est calculé a partir du gradient au point x.
b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin, les directions {dk}z;é

sont () cojugués.

3.2.1 Algorithme

Principe de I’Algorithme

On démarre d’un point quelconque o € R".

g&'do

Calculez dy = —go = b — Qzy, o = —dT0dy”
0

Supposons que l'itération k on ait : xy et d.

Ceci nous permettra de calculer

g =Qrr—b, ap= —d%%;, Tr+1 = Tk + Qpdy,  Gr1 = Q@1 — b, dg1 = — g1 + Brdy
(3.13)

B est choisi de sorte que
di1Qdy. = 0. (3.14)

Puisque dg11 = —gxt1 + Brdy, alors (4.2) donne

(—Grs1 + Brdp)" Qdy = 0,

ou encore

Bredi Qdi = g1 Qi (3.15)
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3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique Meéthode du gradient conjugué(G.C)

et finalement

o gg+1Qdk

Br = W (3.16)

Algorithme

1. choisir zy € R™.

2. Calculez gy = Qxo — b. Si gy = 0 stop. Sinon poser dy = —gg. Poser k=0

_ 9pdk
di Qdy.*

3. Calculez oy, =
4. Calculez xp 1 = g + apdy.

5. Calculez gx11 = Qi1 — b. Si gry1 = 0 stop.

9134—1 Qdk
T Qdy

6. Calculez 8y =
7. Calculez di1 = —gri1 + Brds.

8 Poser k=k+1etalleza3.

3.2.2 Propriétés

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions {dk}Z;é

sont ) cojugués. Ces directions vérifient comme on I’a vu dans 1'algotithme

di+1 = —Gr+1 + Brdy,

avec

B, = g£+1Qdk
FTdlQdy

D’aprés le théoréme 3.1.2, I’algorithme du gradient conjugué, version quadratique converge vers

la solution optimale en n itérations.

Théoréme 3.2.1 Les directions {dy, ds, .. .,d,_1} engendrées par Ualgorithme du gradient conju-
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3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique Meéthode du gradient conjugué(G.C)

gué quadratique sont ) conjuguées.

3.2.3 Convergence dans le cas quadratique

Théoréme 3.2.2 Soit ) une matrice (n,n) symétrique et définie positive et soit (PQSC) le

probléme de minimisation sans contraintes quadratique suivant
1
min{f(z): z € R"} = min {éxTQx —blr:ze R”} (PQSC).

Démarrant d’un point xo € R"™ quelconque, considérons la suite {x;} générée par l'algorithme

du gradient conjugué quadratique définie par

ngVf(ﬂfk):QiEk—b,k’:O,l... (317)
T
G Q.
==, k=0,1,... 3.18
—go st k=0
dy = ’ (3.19)
— gk + Br—1dp—1 stk >1
T
i, A
ap = — 3.20
et
Tl = T + Oékdk. (321)

Alors la suite {x,} converge en n itérations vers la solution optimale T du probleme (PQSC),

c’est a dire que x, vérifie x, =T et

Q7 = Qx, = b. (3.22)
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

3.3 Meéthode du G.C. Cas non quadratique

Introduction
Soit f : R® — R non quadratique. On cherche a résoudre le probléme non quadratique sans

contraintes (PNQSC) suivant
min{f(z):z € R"} (PNQSC).

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (PNQSC),
on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour les
problémes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([1]), pour la minimisation des
fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci a été
réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves (|2]) (méthode de Fletcher-Reeves)
puis en 1969 par Polak, Ribiére ([3]) et Ployak ([3bis|) (méthode de Polak-Ribiére-Ployak).
D’autres variantes ont été étudiées plus tard ([4], [5], [6], [7],[8], [9], [10]) Une autre variante a
été étudiée en 1987 par Fletcher ([4]) (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, .y de la facon suivante
Tyl = T + ozkdk. (323)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation ou recherche linéaire exacte ou inexacte du
type Armijo, Goldstein ou Wolfe.
Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes

—go sik=0
dp = 0 (3.24)

— gk + Br—1di—1 si k > 1,
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

avec gr = V f (x) et B € R.
Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes du gradient conjugué.

Si on note

Yk—1 = Gk — Gk—1, Sk = Thk+1 — Tk, (3-25)

on obtient les variantes suivantes

1964 ([2])-Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)

2
PR _ ||9k+1! ‘ (3.26)
[l

1969(|3|)- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (PRP)

T
II;RP _ 9k+1y2k (3.27)
g%

1987 ([4])- Gradient conjugué variante descente conjuguée - Fletcher (CD)

2
cp g
= ——= 3.28
k d{_lgk_l ( )

1999([6]) - Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY)

g di Vi

2005([7]) - Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)

T
2
HZ ”?sz” gk+1
= —2d 3.30
g <yk . di yi ) dyp, (8:30)

2012([8]) - Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL) [60]

rvrz _ Gk (9 = 9r-1)

i (3.31)
o 1]
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

Remarque 3.3.1 Dans le cas ou f n’est pas quadratique on a

PR £ BERP o BEP o BPY o BZ £ BRMIL (3.32)

Par conséquent, en appliquant [’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en utilisant
les coéfficients By, figurant dans (3.32), on obtient des suites {xy},oy différentes.
Que se passe t’il si f est quadratique strictement conveze et si oy, est obtenue par une recherche

linéaire exacte. La réponse a cette question se trouve dans le théoreme sutvant.

Théoréme 3.3.1 Si f(z) = %ZL‘TQZL‘ — bz, avec Q symétrique definie positive, x € R" b € R”

et st oy est obtenue par une recherche linéaire exacte. Notons

Bk:ggﬂQdk
A Qdy
alors on a
B = BT = BT = 6P = BPY = 1% = M 33

et lalgorithme du gradient conjugué quadratique génere la méme suite {2y}, oy

3.3.1 Algorithme

Soit f : R™ — R non quadratique et (PNQSC) le probléme de minimisation non quadratique
sans contraintes suivant

min{f(z) : x € R"} (PNQSC).

Pour construire 'algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer de
I’algorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent.

Contrairement au cas quadratique, on n’a pas de matrice Q).

Par conséquent on n’a pas de directions () conjuguées. Comme dans le cas quadratique, 1’al-

gorithme du gradient conjugué cas non quadratique génére une suite {z},.y de la maniére
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

suivante

Tpt1 = Tk + apdy

L’algorithme démarre d’un point xy, € R™ quelconque.

A Titération £

Supposons qu’on ait le vecteur x; € R"™ et la direction dj_;. Ceci nous permet de calculer
V[ (xy) au lieu gy = Qx — b dans le cas quadratique. Pour avoir z1, on a besoin de calculer
oy et dy.

Calcul de d;, :

d,=—-Vf (:Uk> + Br_1dp_1 (334)

On a six fagons pour calculer ;4

PRB _ V(@) (Vf (@) =V f(zr-1))
k=1 IV £ (zr—1)II”

FR _ _IVf@l?
k=1 7 IV f(zr-1)]”

DY _ IV £ ()l
k=1 = dT (Vf(er) -V (@r_1)

cD _ _ |Vl
k-1 dl  Vf(zr_1)

Hz B B IV £ () =V f x| )T V()
B4 = ((Vf (xr) — Vf(xk-1)) Qdk—ldg,l(wm)—wwkfl)) (V@) —VFee1) v

RMIL _ (VI (@) (Vf(2r) =V (zx-1))
k=1 lldi—111? '

Calcul de o

Ayant obtenu dg, rappelons que ay, vérifie

f (l’k + Oékdk) = min {f (l’k + adk) Ta E] 0, +OO[} (335)
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

Dans le cas ou f(z) = 327 Qx — b, Q syémtrique définie positive, ay, solution de (3.35), est

donnée par la relation suivante
. 9r di
dj, Qi

aj, = (3.36)

Dans le cas ou f n’est pas quadratique, oy ne peut pas étre calculée par la formule (3.36). On
calcule dons ce cas «;, par d’autres méthodes. On utilise par exemple la méthode du nombre
d’or ou la méthode de dichotomie. Comme on le verra plus loin, a; peut étre calculée par une
recherche linéaire inexacte d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme

Etape 1

Choisir xy € R” Quelconque et € > 0.

Etape 2

Poser £ =0

Calculez gy = V f (zg) . Posez dy = —gp.

Etape 3

Calculez oy en utilisant une recherche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de Goldstein ou
de Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xyy1 = xp + apdg.

Etape 4

Si [|[Vf (zr41)]] < e1 Stop, * = x41 Sinon allez a Etape 5.

Etape 5

Calculez gr11 = V f (Th41)

Calculez [y par I'une des maniéres suivantes

Br = BT ou By = B ou By = B

ou B = BYY ou By, = Bl ou py = BEMIE.
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3.4 Convergence de la méthode du G.C Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Calculez

dit1 = —Grt1 + Brdy.

Posez k =k + 1 et allez a Etape 3.

3.4 Convergence de la méthode du G.C

Avant tout rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué algorithme générent

une suite {xy},oy dans R™ définie par zp € R" quelconque et les itérations
Tkl :l'k—FOékdk, k20,1,2,<G01)

avec qy, est le résultat d’une recherche linéaire inexacte du type Armijo ou Goldstein ou Wolfe

ou Wolfe forte. Les directions dj, sont calculées itérativement par la formule

—gosik=0
dy = % (GC2)

= —gr + Br1dip—1, k> 1

avec gr, = V[ (x1) et
6k = ﬁ]fR ou Bk = ]};RP ou 6k = kCD (GC?))

OuﬁkZBJ?Y 0u5k=51fz ou fj = lfMIL-

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthése sur les différents résultats de conver-
gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.
Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte.

L’analyse couvre quatre classes de méthodes qui sont globolement convergentes pour des fonc-

tions réguliéres non nécessairement convexes.
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3.5 Théoréme de Zoutendijk Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Dans la premiére famille, ce sont certaines propriétés de la méthode de Fletcher-Reeves qui
jouent un role crucial, tandis que la seconde famille c’est la méthode de Polak-Ribiére-Polyak
qui a une propriété importante.

La troisiéeme concerne la méthode de la descente conjuguée et la dans derniére famille on va
présenter quelques propriétés de la nouvelle méthode du gradient conjugué non linéaire dite de
Dai-Yuan.

On terminera ce chapitre par Quelques développements récents de la méthode du Gradient

conjugué.

3.5 Théoréme de Zoutendijk

3.5.1 Hypothéses C1 et C2 (de Lipschitz et de bornetude)

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gradient
conjugué doivent véérifier (ou au moins 'une d’entre elles) pour prouver les résultats de conver-
gence.

Condition C1

Soit f : R™ — R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement différentiable dans
un voisinage V(I') de I' = {x € R™: f(z) < f (21) : 1 € R™ point initial } et si Vf(«a) vérifie

la condition de Lipschitz dans V(I'), c’est a dire, il existe une conatante L telle que
IVf(z) =V fy)l < Llz -yl , pour tout z,y € V(I').

Condition C2
L’ensemble T' = {z € R": f(z) < f(x1)} est borné, i.e., il existe une constante B < oo telle
que

|z|| < B,Vz €T.
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3.5 Théoréme de Zoutendijk Meéthode du gradient conjugué(G.C)

3.5.2 Théoréme de Zoutendijk

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche

linéaire inexacte est le théoréme suivant du a Zoutendijk.

Théoréme de Zoutendijk

Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy} de la forme :
Ty1 = Tk + Qpdy,

dj, étant une direction de descente et « est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe. Supposons

aussi que f vérifie la condition C1. Alors on a

o0

Z HdkH . (3.37)

=0
3.5.3 Théoréme de Zoutendijk et la convergence globale

2
La condition ) .°, (!leda\T) < 00 est équivalente a Y05, cos? (By) ||lgrl|” < oo o 6, est angle

que fait dj avec —gi. Il est évident de voir que si
cos(0) > >0

pour tout k, alors on a

lim ||gx|| = 0. (3.38)
k—o0

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas a démontrer le résultat

précédent i.e., lim, o ||gk|| = 0, mais seulement

lim inf || g || = 0. (3.39)
k—ro00
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3.5 Théoréme de Zoutendijk Meéthode du gradient conjugué(G.C)

La condition (3.39) implique qu'’il existe une sous suite de {||gx||} qui tend vers zéro.
Conditions suffisantes associés au théoréme de Zoutendijk pour démontrer la rela-
tion(3.39)

Pour démontrer (3.39) on associe au théoréme de Zoutendijk les 2 hypothéses suivantes :
Hypothésel

La descente suffisante est assuréé i.e., il existe une constante ¢ indépendante de k telle que
2
gedx < —c|lgull”.

Hypothése 2

Il existe une constante (5 telle que

||dk||2 < B

On a donc

(

To)? )
relation de Zoutendijk (ZZOZO % < OO)

Hypothésel = {h’gggf llgrll = 0} ]

Hypothése2

Les méthodes dans lesquelles ||gy.1||” figure dans 8, Les méthodes des FR, DY et CD
ont toutes comme numérateur commun le terme |[gp41||°. Une différence fondamentale qui ca-
ractérise ces méthodes par rapport aux autres méthodes du gradient conjugué ou Gy est calculé

différement.
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3.6 Meéthode de Fletcher-Reeves Meéthode du gradient conjugué(G.C)

3.6 Méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves ([35]), O est égale a :

2
R L

Synthése des principaux résultats de convergence pour la méthode de Fletcher-

Reeves

Le premier résultat de convergence globale de lo méthode de FR a été donné par Zoutendijk

[77] en 1970 .

Il a prouvé que la méthode FletcherReeves converge globalement quand «y est une recherche

linéaire exacte, en d’autres mots.

En 1977 , Powell [58] a fait remarquer que la méthode de Fletcher-Reeves, avec une recherche

linéaire exacte, était sensible numériquement.

Autrement dit, 'algorithme pourrait prendre de nombreuses mesures courtes sans faire d’im-

portants progres au minimum.

La mauvaise performance de la méthode de FR dans les applications a été souvent attribuée a

ce phénomene de brouillage.

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR pour une recherche linéaire

inexacte a été donné par Al- Baali [1] en 1985 .

En utilisant les conditions de Wolfe forte avec o < 1

5» il a prouvé que la méthode FR génere

des directions de descente suffisantes. Plus précisément, il a prouvé que :

1—9 k+1 _ T 1— k+1
oto gkdk< o

=0 " alf T 1-o

)

pour tout k > 0.

Comme conséquence, la convergence globale a été démontrée en utilisant la condition Zouten-
dijk.

Pour ¢ = 1/2,d}, est une direction de descente, toutefois, ’analyse n’a pas établi la descente
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3.6 Meéthode de Fletcher-Reeves Meéthode du gradient conjugué(G.C)

suffisante.
Dans Liu et al. [50], la preuve de la convergence d’Al-Baali eat étendue au coso = 1/2.
Dai et Yuan [21] ont montré que dans les versions FR consécutives, au moins une itération

satisfait la propriété de descente suffisonte. En d’autres termes,

max { —ggd;c’ —g;f_ldk21} > 1
gl lgr—1]l 2

Le théoréme de Zoutendijk peut également étre utilisé pour obtenir un résultat de convergence
globale pour les méthodes FR mis en oeuvre avec une recherche inexacte de Wolfe forte et
o < 1/2, puisque les directions de recherche sont toujours des directions de descente.
Dans [28], Dai et Yuan montrent qu’avec la méthode de FR, les conditions Wolfe fortes n’en-
gendrent pas en général des directions de descente quand ¢ > 1/2, méme pour la fonction
f(x) = M|z||*, ot A > 0 est une constante.
Par conséquent, la contrainte o < 1/2 doit étre imposée pour assurer la descente.
Dans les implémentations typiques des conditions Wolfe, il est souvent plus efficace de choisir
o proche de 1 .
Par conséquent, la contrainte o < 1/2, nécessaire pour assurer la descente, représente une res-
triction importante dans le choix des parameétres de la recherche linéaire.
D’autre part, Dai et Yuan montrent dans [25] que, lorsque o > 1/2 et g/ dy > 0,—d}, peut
etre utilisé pour une direction de recherche, et si gf dj, = 0, alors la recherche linéaire peut étre
ignorée par le choix 1 = xy.
S’il existe une constante «y telle que ||gk|| < 7, sous la condition de Lipschitz, la méthode de
FR, avec une recherche linéaire de Wolfe et ces ajustements spéciaux quand gl dy > 0, est
globalement convergente.
Dans [21], la recherche linéaire de Wolfe forte est étendue & une recherche linéaire de Wolfe. La
convergence globale est obtenue lorsque o1 + 05 < 1.
Pour une recherche linéaire de Wolfe forte, 01 = 09 = o, dans ce cas, la contrainte o7 + 05 < 1

implique que o < 1/2.
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3.7 Méthode de Dai-Yuan Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Par conséquent, la condition o1 +09 < 1 est plus faible que la contrainte de Wolfe forte o < 1/2.

Et il est possible de prendre o; proche de 1 , en prenont o5 prés de 0 .

3.7 Meéthode de Dai-Yuan

Introduction

Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan (|24]), fx est égale a :

2
Jk+1

]?y = HdT;H; Yk = Gk+1 — gk(DY)'
L Yk

Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi de la
méthode CD.

Avec une recherche linéaire de Wolfe, la méthode de DY génére toujours des directions de
descente.

En plus, elle est globalement convergente avec des hypothéses tres générales sur la fonction
objectif f.

On exige seulement que f soit continueument différentiable et que le gradient soit Lipachitzien,
c’est a dire que f vérifie I'hypothése condition C'1.

Ou

2012([8]) - Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL) [60]

T _
’f_J\/ifIL _ 9k <9k gkfl)' (3.40)

I
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3.8 Méthode de Dai-Yuan généralisée Meéthode du gradient conjugué(G.C)

3.8 Meéthode de Dai-Yuan généralisée

Dans le procédé de 'analyse de la méthode de DY, Dai et Yuan ont généralisé leurs résultats

pour toutes les méthodes du gradient conjugué ou 3, peut se mettre sous la forme suivante

o
B =BV = —q’;j (DY G).

. : 2 . o
Le procédé de FR correspond au choix ®; = ||gx||*. SPY peut étre réécrit sous la forme,

DY _ g£+1dk+1

: 9r di
Par conséquent, le procédé de DY a la forme (DYG) avec &y = g/ dy.
Le résultat suivant a été établi par Dai et Yuan dans [29,31].

Considérons une méthode du type (GC1), (GC2), (GC3) avec B, = fPYE = L

én
dy, est une direction de descente pour tout k.
Supposons aussi que ’hypothése condition C1 soit satisfaite.
Si la relation de Zoutendijk (ZZOO % < oo) est vérifiee et si I'une des trois relations
suivantes , .
o0 T oo 2 oo
kzo (gzibék) ~ oo ou ; ||L?Ifi|| ~ oo on ;Hﬁzz o

a lieu, alors la suite générée est globalement convergente, i.e.,
lim inf ||gx ||| = O.
k—o00

Applications du théoréme a la méthode de Dai Yuan
Comme corollaire de ce résultat, la méthode de DY est globalement convergente, si elle est mise
en oeuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe.

En effet, on a @), = gl dy.
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3.8 Méthode de Dai-Yuan généralisée Meéthode du gradient conjugué(G.C)

Par conséquent

Applications du théoréme a la méthode de Fletcher Reeves

La méthode de FR est globalement convergente, si elle est mise en oeuvre avec une recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte avec o < 1/2.

En effet, on a @), = ||gx|*.

Par conséquent

N
lgk||? ||g/7<f||2 ||gk||2
Z R =N+1— Z nh_%loz

k

Notez qu'une méthode générale de gradient conjugué peut étre exprimée sous la forme (DYG)

en prenant Wy =1, et

d, = Hﬂj, pour k > 0.
j=1
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté la méthode du gradient conjugué en utilisant les recherches
linéaires inéxactes pour résoudre un probléme d’optimisation.

Nous avons discuté les recherches linéaires inéxactes d’ Armijo, Goldstein et Wolfe et nous avons
étendu la recherche de Wolfe a recherche de wolfe forte.

Nous avons aussi etudie la convergence de la méthode du gradient conjugué.
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