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Notation

R Ensemble des nombres réels.

H(x) Matrice hessienne.

dk Direction de descente.

αk Pas de minimisation.

f(.) Fonction objective.

‖x‖ Norme d’un vecteur x.

〈, 〉 Produit scalaire.

xt Transposé d’un vecteur x.

∇f Gradient de f .

Mm,n Matrice de m lignes et n colonnes.

C (Rn,R) L’espace des fonctions continues de Rn dans R

x̂ Solution optimale.

H−1 Matrice inverse.

∂f
∂x

Dérivée de f suivant x.

∂2f
∂xi∂xj

Dérivée partielle seconde de f.

(PQSC) Problème quadratique sans contraintes.

(PNQSC) Problème non quadratique sans contraintes.

(FR) Fletcher Reeves.

(PRP) Polak-Ribière-Polyak.

(DY) Dai-Yuan.

(HZ) Hestenes-Stiefel.
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INTRODUCTION

L’optimisation est une branche mathématiques cherchant à modéliser, à analyser et à ré-

soudre analytiquement ou numériquement les problèmes qui consistent à minimiser ou maxi-

miser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un rôle important en recherche opérationnelle (domaine à la frontière

entre l’informatique et les mathématiques), en les mathématiques appliquées (fontamentales

pour l’industrie et l’ingenierie), en analyse et en analyse numérique pour la recherche de stra-

tégies dans le cadre de la théorie des jeux ou encore en théorie du contrôle optimal. Beaucoup

de systèmes peuvent être décrits par un modèle mathématique sont optimisés.

Plus formellement l’optimisation est l’étude des problèmes qui sont de la forme :

Étant donné : une fonction f : A −→ R d’un ensemble A ⊂ Rn dans l’ensemble R.

Chercher : un élément x0 de A tel que f(x0) ≥ f(x) pour tous les x dans A (maximisation)

ou tel que f(x0) ≤ f(x) pour tous les x dans A (minimisation).

L’objectif de ce travail est de présenter et etudier la méthode du gradient conjugué

utilisant des recherches linéaires pour résoudre un problème d’optimisation.

Ce travail est composé de 4 chapitres. Dans le premier, nous rappelons des définitions, proprié-

tés et quelques théorèmes sur la dérivée partielle, la dérivée directionnelle, la différentiabilité,

le gradient, la matrice hessiene, la convexité, l’inégalites d’accroissements finis et les conditions

d’optimalité, introduisons aussi les formules de taylor.

Le deuxième chapitre consacré aux recherches linéaires : d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions, les algorithmes et les propriétés de ces re-

cherches linéaires.

Dans le troixième chapitre nous traitons le part principal dans notre travail. Commençons par

la méthode des directions conjuguées, puis passons à les deux cas de la méthode du gradient

conjuguées, le cas quadratique et le cas non quadratique.

Dans les deux cas nous introduisons les définitions, les propriétés importantes et nous étudions

aussi la convergence de ses algorithmes.
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Dans l’étude de la convergence nous utilisons hypothèses C1 et C2, théorème de Zoutendijk.

En fin, nous terminons notre travail par une synthèse des résultats de convergence en présentant

la méthode de Fleetcher-Reeves et de Dai-Yuan.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour les notions utilisés dans ce

mémoire.

1.1 Dérivée partielle

Définition 1.1.1 Soient n ∈ N∗, U un ouvert de Rn et f une fonction de Rn vers R définie

sur U .

La fonction f est dite d’avoir une dérivée partielle à a = (a1, . . . , an), par rapport à la ième

variable si la limite

lim
t→ai

f (a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , an)− f(a)

t− ai
,

existe.

On note cette limite par
∂f

∂xi
(a) ou ∂if(a) ou Dif(a).

1.2 Dérivée directionnelle

Les dérivées directionnelles sont des dérivées calculées suivant une direction .

Définition 1.2.1 Soient n ∈ N∗, U un ouvert de Rn, f : U −→ R , et v ∈ Rn. La fonction f

4



1.3 Différentiabilité Préliminaires

est dite d’avoir une dérivée directionnelle au point a ∈ U dans la direction v si la limite

lim
h→0

1

h
[f(a+ hv)− f(a)]

existe.

Proposition 1.2.1 (14) Soient n ∈ N∗, U ⊂ Rn un ouvert de Rn, f : Rn −→ R différentiable

sur U . Alors

Dvf(a) = ∇f(a)v.

1.3 Différentiabilité

Définition 1.3.1

1) Soit U un ouvert de Rn et soit la fonction f : U ⊂ Rn → R.

On dit que f est différentiable en a ∈ U s’il existe une application L linéaire continue de Rn

dans R telle que

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

‖h‖
= 0, (1.1)

où h = (h1, . . . , hn) .

2) Lorsque l’application L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a, on la note Df(a),

ainsi (1.1) devient

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

‖h‖
= 0.

3) Si f est différentiable en tout point de U on dit que f est différentiable surU .

Proposition 1.3.1 (14) Soient U un ouvert et f : U ⊂ Rn → R.

Si f ∈ C1(U) alors f est différentiable sur U .

5



1.4 Gradient Préliminaires

1.4 Gradient

Si les dérivées partielles ∂f/∂xi exixtent pour tout i, le gradient de f est défini de la façon

suivante.

Définition 1.4.1 On note par

(∇f(x))T =

(
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

)
(z)

,

le gradient de f au point x = (x1, ..., xn).

Le gradient joue un role essentiel dans le developpement et l’analyse des algorithmes d’optimi-

sation.

Proposition 1.4.1 (Gradient de la composée)

Supposons qu’on a deux ouverts Ω ⊂ Rn et U ⊂ R et deux fonctions f : Ω → R et g : U → R

avec en plus f(Ω) ⊂ U (on peut alors définir g ◦ f : Ω→ R ).

Supposons que f et g sont de classe C1.

Alors g o f est aussi de classe C1 avec

∇(g ◦ f)(x) = g′(f(x))∇f(x), ∀x ∈ Ω.

1.5 Matrice Hessienne

Si les dérivées partielles (∂2f/∂xi∂xj) existent pour tout i, j ∈ N∗, la matrice hessienne

définie comme suit.

Définition 1.5.1 Soit U un ouvert de Rn et f : U → R une fonction dont toutes les dérivées

partielles d’ordre deux .

6



1.5 Matrice Hessienne Préliminaires

Alors la matrice

H(x) =



∂2f
∂x1∂x1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2∂x2

· · · ∂2f
∂x2∂xn

...
... . . . ...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂xn∂xn


est appelée matrice hessiene

Théorème 1.5.1 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert. Si f ∈ C2(Ω) alors ∇2f(x) est une matrice symé-

trique ∀x ∈ Ω.

Exemple 1.5.1 Soit f(x1, x2) = (x1)2(x1 + x2).

On a

∇f(x) =

 3x2
1 + 2x1x2

2x1

 ,

alors

H(x) =

 6x1 + 2x2 2x1

2x1 0

 .

1.5.1 Matrice semi-définie positive

Définition 1.5.2 Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n.

Elle est dite semi-définie positive si elle vérifie l’une des 2 propriétés équivalentes suivantes :

1.Pour toute matrice colonne X à n éléments réels,

nous avons

xTMx ≥ 0.

2.Toutes les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

1.5.2 Matrice définie positive

Définition 1.5.3 Soit M Une matrice symétrique dont les éléments sont des nombres réels.

M est dite définie positive si pour tout vecteur x ∈ Rn non nul on a xTMx > 0.

7



1.6 Formules de Taylor Préliminaires

1.6 Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégrale

Théorème 1.6.1 Soit U un ouvert de Rn et a, h ∈ Rn tel que [a, a+ h] ⊂ U.

Soit f : Rn → R une fonction de C2(Rn).

Alors on a

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

n∑
i,j=1

hihj

∫ 1

0

(1− t) ∂2f

∂xi∂xj
(a+ th)dt.

Formule de Taylor-Lagrange

Théorème 1.6.2 Soit U un ouvert de Rn et a, h ∈ Rn tels que [a, a+ h] ⊂ U.

Soit f : Rn → R une fonction deux fois différentiable sur U . La formule de Taylor-Lagrange

d’ordre 2 est

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a+ θh) avec θ ∈]0, 1[.

Formule de Taylor-young

Théorème 1.6.3 Soit U un ouvert de Rn et a ∈ U . Soit f : Rn → R une fonction de classe

C2, la formule de Taylor-young d’ordre 2 s’écrit

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ε(h)‖h‖2.

1.7 Inégalité d’accroissements finis

Théorème 1.7.1 Soit f une application continue sur un segment [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

S’il existe M ∈ R tel que f ′(x) ≤M pour tout x ∈] a, b[ alors

f(b)− f(a) ≤M(b− a).

8



1.7 Inégalité d’accroissements finis Préliminaires

Preuve

Soit ε > 0. Considérons la fonction h définie sur [a, b] par

h(x) = f(x)− f(a)−M(x− a)− ε(x− a).

Si l’on montre que h(b) ≤ ε alors la proposition est démontrée. En effet

h(b) ≤ ε⇔ f(b)− f(a)−M(b− a)

b− a+ 1
≤ ε

d’où, l’inégalité étant vraie pour tout ε > 0, f(b)−f(a)−M(b−a)
b−a+1

≤ 0,

où b− a+ 1 > 0 et donc f(b)− f(a) ≤M(b− a).

Montrons donc que h(b) ≤ ε.

Soit A = {x ∈ [a, b] | h(x) ≤ ε}.

Comme h(a) = 0, a ∈ A et la fonction h étant continue en a, il existe d ∈]a, b] tel que h(d̄) ≤ ε/2,

donc A 6= {a}.

Soit c = sup A ∈]a, b].

Il existe une suite (xn) d’éléments de A qui converge vers c.

Pour tout n, h (xn) ≤ ε et donc la fonction h étant continue en c, h(c) ≤ ε d’où c ∈ A.

Supposons que c < b.

Il existe t ∈]c, b] telque f(t)−f(c)
t−c ≤ f ′(c) + ε, car

lim
x→c,x>c

f(x)− f(c)

x− c
= f ′(c).

On a

f(t)− f(c) ≤ (t− c)f ′(c) + (t− c)ε ≤M(t− c) + (t− c)ε.

Comme c ∈ A,

f(c)− f(a) ≤M(c− a) + ε(c− a) + ε,

9



1.8 Convexité Préliminaires

d’où par addition,

f(t)− f(a) ≤M(t− a) + ε(t− a) + ε,

ce qui signifie t ∈ A. C’est absurde.

Donc c = b et h(b) ≤ ε. �

1.8 Convexité

1.8.1 Ensemble convexe

Définition 1.8.1 Soit S un sous ensemble de Rn.

S est dit convexe si

∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1] on a tx+ (1− t)y ∈ U.

Autrement dit U est convexe si pour tous points x, y de U le segment [x, y] est inclu dans U

(c’est à dire, ∀x, y ∈ U on a [x, y] ⊂ U).

Définition 1.8.2 Soit x1, x2, . . . , xn ∈ Rn et λj ≥ 0 tels que
∑k

j=1 λj = 1. Toute expression de

la forme
∑k

j=1 λjxj s’appelle combinaison convexe des points xj.

Figure 1.1 –

10



1.8 Convexité Préliminaires

Proposition 1.8.1 i) L’intersection d’une famille quelconque de convexes est convexe.

ii) Le produit cartésien de deux ensembles convexes est convexe.

iii) L’image directe d’un convexe par une application linéaire est convexe.

1.8.2 Fonction convexe

Définition 1.8.3 Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe et f : U → R une fonction. On dit que f

est convexe sur U si ∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1]

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x).

Autrement dit, pour tout α, β ∈ R+ tel que α + β = 1, on a

f(αx+ βy) ≤ αf(x) + βf(y).

Remarque 1.8.1 La somme de deux fonctions convexes est convexe.

Le produit d’une fonction convexe par un scalaire n’est pas toujour convexe.

1.8.3 Fonction concave

Définition 1.8.4 Une fonction f : Rn −→ R est dite concave si (−f) est une fonction convexe,

c’est a dire

∀x, y ∈ Rn, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.8.5 Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe et f : U → R une fonction.

1. On dit que f est strictement convexe sur U si

∀x, y ∈ U avec x 6= y,∀t ∈ [0, 1], f(ty + (1− t)x) < tf(y) + (1− t)f(x).

11



1.8 Convexité Préliminaires

2. On dit que f est fortement convexe sur U s’il existe α > 0 tel que

∀x, y ∈ U,∀t ∈ [0, 1], f(ty + (1− t)x) < tf(y) + (1− t)f(x)− αt(1− t)‖y − x‖2.

3. On dit que f est concave sur U (respectivement strictement concave, respectivement forte-

ment concave) si −f est convexe (respectivement strictement convexe, respectivement fortement

convexe).

Remarque 1.8.2 Il est facile de voir que

fortement convexe ⇒ strictement convexe ⇒ convexe. Mais la réciproque n’est pas vraie en

général, par exemple

une application affine

f(x) = ax + b, a > 0 est convexe mais elle n’est pas strictement convexe donc elle n’est pas

fortement convexe.

Proposition 1.8.2 Soient U ⊂ Rn un ensemble convexe, p ∈ N∗, f1, f2, . . . , fp : U → R des

fonctions convexes et γ1, γ2, . . . , γn des constantes strictement positives. Posons

f = γ1f1 + γ2f2 + · · ·+ γnfn.

Alors

1. La fonction f est convexe (toute combinaison linéaire avec des coefficients strictement positifs

de fonctions convexes est convexe).

2. Si au moins l’une des fonctions f1, f2, . . . , fp est strictement convexe alors f est strictement

convexe.

3. Si au moins l’une des fonctions f1, f2, . . . , fp est fortement convexe alors f est fortement

convexe.

Proposition 1.8.3 Soit U un ouvert de R, h ∈ Rn. Alors
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1.9 Classification des problèmes d’optimisation Préliminaires

∀x ∈ U nous avons

∇2f(x)h = ∇〈∇f(x), h〉, ∀x ∈ U, ∀h ∈ Rn,

où le premier gradient dans le membre droite de l’égalité est considéré par rapport à la variable

x.

Proposition 1.8.4 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, U ⊂ Ω avec U convexe et f : Ω→ R une fonction

de classe C1 alors

a) Les trois assertions suivantes sont équivalentes

1) f est convexe sur U .

2) f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉, ∀x, y ∈ U .

3) ∇f est monotone sur U c’est à dire

〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ U.

b) Si de plus f est de classe C2 sur U alors f est convexe sur U si et seulement si

〈
∇2f(x)(y − x), y − x

〉
≥ 0 ∀x, y ∈ U. (1.2)

1.9 Classification des problèmes d’optimisation

1.9.1 Forme générale d’un problème d’optimisation

Etant donné un ensemble X ⊂ Rn et une fonction f : X → R, la forme générale d’un problème

d’optimisation est la suivante

min{f(x);x ∈ X}, (1.3)

13



1.9 Classification des problèmes d’optimisation Préliminaires

où X ⊂ Rn est appelée ensemble des solutions admissibles ou réalisables, x ∈ Rn s’appelle

variable de décision, f(x) s’appelle fonction économique ou fonction objective.

1.9.2 Problème d’optimisation sans contraintes

Si X = Rn, le problème d’optimisation (1.4) s’appelle problème d’optimisation sans contraintes

et aura donc la forme suivante

min {f(x);x ∈ Rn} , (1.4)

Problème d’optimisation sans contraintes non linéaire

Le problème (1.4) s’appelle le problème d’optimisation sans contraintes non linéaire si f n’est

pas affine.

Problème d’optimisation sans contraintes quadratique

Le problème (1.4) s’appelle le problème d’optimisation sans contraintes non linéaire quadratique

si

f(x) = xTAx− bx,

où A est une matrice symétrique d’ordre n, xT est le transposé du vecteur x.

1.9.3 Problème d’optimisation avec contraintes

Soit U un ouvert non vide de Rn (le plus souvent U = Rn) et soit f : U −→ R une application

différentiable sur U , et ϕ1, ϕ2, . . . , ϕp : U −→ R des applications de classe C1 sur U .

Soit le domaine D

D = {x ∈ U | ϕi(x) = 0,∀i = 1, 2, . . . , p} .

Le problème

min
x∈D

f(x)

14



1.10 Direction de descente Préliminaires

est un problème de minimisation sous contraintes.

1.10 Direction de descente

Définition 1.10.1 Soit f : Rn → R et x̂ ∈ Rn. d ∈ Rn est dite direction de descente au point

x̂ si et seulement si il existe δ > 0 tel que

f(x̂+ λd) < f(x̂) : ∀λ ∈]0, δ[.

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théorème 1.10.1 Soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn une direction

vérifiant la condition suivante

∇f(x̂)t · d < 0.

Alors d est une direction de descente au point x̂.

Preuve

f est différentiable au point x̂. Donc

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)t · d+ λ‖d‖α(x̂, λd),

avec

α(x̂, λd) →
λ→0

0,

ceci implique que

f ′(x̂, d) = lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)t · d < 0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro ,

V (0) =]− δ,+δ[ tel que

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
< 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[, (1.5)
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1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

la relation (1.5) est particulièrement vraie pour tout λ ∈]0,+δ[. On obtient le résultat cherché

en multipliant la relation (1.5) par λ > 0 �

1.11 Conditions d’optimalité

1.11.1 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Théorème 1.11.1 Soit f : Rn → R differentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est un minimum local

de (P ) alors ∇f(x̂) = 0.

1.11.2 Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre

Théorème 1.11.2 Soit f : Rn → R deux fois differentiable au point x̂ ∈ Rn.

Si x̂ est un minimum local de (P ) alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice hessienne de f au point x̂.

Qu’on note H(x̂), est semi définie positive.

Preuve

Soit x ∈ Rn quelconque, f est une fonction deux fois différentiable au point x̂, donc on a pour

tout λ 6= 0

f(x̂+ λx) = f(x̂) +
1

2
λ2xtH(x̂)x+ λ2

∥∥x2
∥∥α(x̂, λx), α(x̂, λx) →

λ→0
0.

Ceci implique
f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
=

1

2
xtH(x̂)x+

∥∥x2
∥∥α(x̂, λx), (1.6)

x̂ est un minimum local, il existe alors δ > 0 tel que

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
≥ 0, ∀λ ∈]− δ,+δ[.
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1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

Si on prend en considération (1.5) et on passe à la limite quand λ→ 0, λ 6= 0, on obtient

xtH(x̂)x ≥ 0, ∀x ∈ Rn�

1.11.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 1.11.3 Soit f : Rn → R deux fois differentiable au point x̂ ∈ Rn.

Si ∇f(x̂) = 0 et H(x̂) est définie positive alors x̂ est un minimum local strict de (1.4).

Preuve

f est deux fois différentiable au point x̂, pour tout x ∈ Rn on aura

f(x) = f(x̂) +
1

2
(x− x̂)tH(x̂)(x− x̂) + ‖(x− x̂)‖2α(x̂, (x− x̂)), α(x̂, (x− x̂)) →

x→x̂
0 (1.7)

Supposons que x̂ n’est pas un minimum local strict.

Alors il existe une suite {xk}k∈N telle que

xk 6= x̂,∀k ∈ N, xk →
k→∞

x̂ et f (xk) ≤ f(x̂). (1.8)

Dans (1.7) prenons x = xk, divisons le tout par ‖(xk − x̂)‖2 et notons

dk = (xk−x̂)
‖(xk−x̂)‖ , on obtient

f (xk)− f(x̂)

‖(xk − x̂)‖2 =
1

2
dtkH(x̂)dk + α (x̂, (xk − x̂)) , α (x̂, (xk − x̂)) →

k→∞
0, (1.9)

(1.7) et (1.8) impliquent

1

2
dtkH(x̂)dk + α (x̂, (xk − x̂)) ≤ 0, ∀k ∈ N.
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1.11 Conditions d’optimalité Préliminaires

D’autre part la suite {dk}k∈N est bornée (‖dk‖ = 1, ∀k ∈ N),

donc il existe une sous suite {dk}k∈N1⊂N telle que

dk →
k→∞, k∈N1

d̃.

Finalement lorsque k →∞, k ∈ N1, on obtient

1

2
d̃H(x̂)d̃ ≤ 0.

La dernière relation et le fait que d̃ 6= 0 (‖d̃‖ = 1) impliquent que la matrice hessienne H(x̂)

n’est pas définie positive. Ceci est contradiction avec l’hypothèse.
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Chapitre 2
Recherches linéaires

2.1 Recherches linéaires

Considérons le problème d’optimisation sans contraintes

minimiser {f(x) : x ∈ Rn} (P ),

où f : Rn → R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux de la forme

xk+1 = xk + λkdk,

où λk est une solution optimale du problème d’optimisation suivant

min
λ>0

f (xk + λdk) ,

c’est à dire que λk vérifie

f (xk + λkdk) ≤ f (xk + λdk) ,∀λ > 0.
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2.1 Recherches linéaires Recherches linéaires

xk, dk sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable réelle définie comme

suit

λ 7→ hk(λ) = f (xk + λdk) .

Il faut noter que dans les problème d’optimisation sans contraintes, on a besoin de résoudre à

chaque itération xk, un problème d’optimisation dans R.

Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs

Le premier objectif

Consiste à faire décroître f suffisamment.

Cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’une inégalité de la forme

f (xk + λdk) ≤ f (xk) + un terme négatif (2.1)

Le terme négatif joue un rôle-clé dans la convergence de l’algorithme utilisant cette recherche

linéaire.

Largument est le suivant.

Si f (xk) est minorée (il existe une constante C telle que f (xk) ≥ C pour tout k ), alors ce

terme négatif tend nécessairement vers zéro : νk −→ 0.

C’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que l’on parvient à montrer

que le gradient lui-même doit tendre vers zéro.

Le terme négatif devra prendre une forme bien particulière si on veut pouvoir en tirer de l’in-

formation. En particulier, il ne suffit pas d’imposer f (xk + λdk) ≤ f (xk).

Le second objectif

Consiste d’empêcher le pas λk > 0 d’être trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car l’inégalité (2.1) est en général satisfaite par

du pas λk > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-à-dire la convergence des itérés vers un

20



2.1 Recherches linéaires Recherches linéaires

point non stationnaire, comme le montre l’observation suivante.

Si on prend

0 < λk ≤
ε

2k ‖dk‖
,

la suite {xk} est de Cauchy, puisque pour 1 < l < k on a

‖xk − xl‖ =

∥∥∥∥∥
i=k−1∑
i=1

λidi

∥∥∥∥∥ ≤
i=k−1∑
i=1

ε

2i
→ 0, l→∞

Donc {xk} converge, disons vers un point x∗.

En prenant l = 1 et k →∞ dans l’estimation ci-dessus, on voit que x∗ ∈ B̄ (x1, ε) et x∗ ne soit

pas une solution s’il n’y a pas de solution dans B̄ (x1, ε).

On a donc arbitrairement forcer la convergence de {xk} en prenant des pas très petits.

Pour simplifier les notations, on définit hk : R+ → R comme suit

λ 7→ hk(λ) = f (xk + λdk) .

But de la recherche linéaire

Dans le cas non quadratique les méthodes de descente, nécéssitent la recherche d’une valeur de

λk > 0 optimale ou non, vérifiant

f (xk + λkdk) ≤ f (xk) .

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal λ∗ peut être caractérisé par

h∗ (λ∗) = 0,

h (λ∗) ≤ h(λ), pour 0 < λ ≤ λ∗.

autrement dit, λ∗ est un minimum local de h qui assure de plus la décroissance de f .

En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche
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2.2 Recherche linéaire d’Armijo Recherches linéaires

linéaire exacte, car trouver λ∗ signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction

f et cela peut etre dissuasif du point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutôt une valeur de λ qui assure une décroissance suffisante de f .

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Dans ce qui suit nous introduisons trois types de recherches linéaires.

2.2 Recherche linéaire d’Armijo

Principe

Soient f : Rn → R une fonction différentiable et xk ∈ Rn une direction (de descente) et dk ∈ Rn

telle que ∇f (xk)
T dk < 0.

On dit que le pas αk > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + αkβ∇f (xk)
T dk, 0 < β < 1. (Armijo)

2.2.1 Algorithme d’Armijo

Etape 0 (initialisation)

αg,1 = αd,1 = 0, choisir α1 > 0, ρ ∈] 0, 1[ poser k = 1 et aller à l’étape 1.

Etape 1

si ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk : STOP (α∗ = αk)

si ϕk (αk) > ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk,

alors αd,k+1 = αd, αg,k+1 = αk et aller à l’étape 2.

Etape 2

si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1,+∞[

si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1, αd,k+1 |

remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1 .
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

2.3 Recherche linéaire de Goldstein

2.3.1 Principe

Supposons que :

À l’iteration k, on ait le point xk ∈ Rn et le vecteur de descente dk ∈ Rn
(
∇f (xk)

T dk < 0
)
.

On cherche le pas αk > 0 de Goldstein vérifant les deux conditions suivantes :

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)
T dk, ρ ∈

]
0,

1

2
[ ( Goldstein 1)

et

f (xk + αkdk) ≥ f (xk) + (1− ρ)αk∇f (xk)
T dk, ρ ∈

]
0,

1

2
[ ( Goldstein2 ).

Si on note

ϕk(α) = f (xk + αdk) ,

alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0)

et

ϕk (αk) ≥ ϕk(0) + (1− ρ)αkϕ
′
k(0).

(Goldstein1) assure une décroissance suffisante de f .

Les pas αk trop petits sont nocifs pour la convergence.

La suite {xh} pourrait converger prématurément vers un point x̃ qui n’a rien à voir avec le

problème d’optimisation.

La condition ( Goldstein 2) élimine justement les pas αk trop petits.
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

2.3.2 Algorithme de Goldstein

L′ Algorithme essaye de trouver αk ∈] β1, β2[ . On démarre avec un intervalle [a0, b0] assez grand.

On prend α0 ∈ [a0, b0]

Si α0 vérifié Goldstein1 et Goldstein2

alors α0 ∈] β1, β2 [ et on s’arréte.

Si α0 > β2

alors α0 ne verifié pas Goldstein1,alors on prend b1 = α0 et a1 = b0 et α1 = a1+b1
2

et on recommence avec α1

Si α0 < β1

alors α0 ne vérifié pas Goldstein2, on prend a1 = α0, b1 = b0 et α1 = a1+b1
2

et on teste de

nouveau α1

A l’itération k

Supposons qu’on ait [ak, bk] et αk = ak+bk
2

Si αk vérifie Goldstein1 et Goldstein2, αk ∈] β1, β2[. Stop.

Si αk ne vérifié pas Goldstein1 alors αk > β2.

On prend bk+1 = αk, ak+1 = ak, αk+1 = ak+1+bk+1

2
.

Si αk ne vérifie pas Goldstein2 alors αk < β1.

On prend ak+1 = αk, bk+1 = bk, αk+1 = ak+1+bk+1

2

On obtient ainsi l’algorithme suivant :

Algorithme de Goldstein

Etape 1 (Initialisation )

Choisir α0 ∈ [0, 10100] et ρ ∈] 0, 1 [ .

Poser a0 = 0, b0 = 10100 Poser k = 0 et aller à Etape2

Etape 2 (Test Goldstein1)

Iteration k on a [ab, bk] et αk, calculez ϕk (αb)

Si ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), allez à Etape 3

Sinon
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2.3 Recherche linéaire de Goldstein Recherches linéaires

Poser bk+1 = αk, ak+1 = ak, et allez à Etape 4

Etape 3 (Test Goldstein 02)

Siϕk (αk) ≥ ϕk(0) + (1− ρ)αkϕ
′
k(0) stop. α∗ = αk

Sinon Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à Etape 4

Etape 4

Poser αk+1 = ab+1+bk+1

2

Poser k = k + 1 et allez à Etape 2 .

2.3.3 Programme en fortran

Programme en fortran

real x(2), xp(2), g(2), gp(2), f0, alpha, f, p, a, a, b, pf, t, y, phopt

integer i, k teat, n

ro = 0.1; delt = 0.3; b = 10000000; alpha = 10; test = 0; k = 0

print,’, ’le dimontion n = ’ ;read, n

do i = 1, n print ∗, xo (, i′) = ′; read ∗, xp(i) end do

10 if (test=0.and.k.le.1000) then call fonc (f0, gp,xp)

do i = 1, nx(i) = xp(i)− alpha∗gp(i) end do

call fonc (f, g, x); p = 0

do i = 1, np = p + gp(i)∗ qp(i) end do

s = f (−r0∗alpha∗p; y = f0− delt ∗alpha∗p

if (f.gt.s) then b = alpha else if (f.lt.y) then a = alpha else

phopt = alpha; test = 1 endif

endif

print*, alpha (′, k′) =, , alpha; alpha = (a+ b)/2; k = k + 1

8o to 10

end if

print*,’alpha optimal=’, phopt
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end

subroutine fonc (4, 8, x)

real f, 8(2), x(2)

f(x(1))∗∗2 + (x(2))∗∗4; 8(1) = 2∗x(1); 8(2) = 4∗(x(2))∗∗3 end

Dans le théorème suivant on va assurer l’existence du pas de Goldstein et Price en posant

quelques conditions sur la fonction hk .

Théorème 2.3.1 Si ϕk : R+ → R définie par ϕk(a) = f (xk + adk) est continue et bornée infé-

rieurement, si dn est une direction de descente en wn et at p ∈] 0, 1[, δ ∈]ρ, 1[, alors l’ensemble

des pas vérifiant la règle de Goldstein et Price est non vide.

Preuve

On a

ϕk(a) = f (ak + adk) ,

ψρ(a) = f (xk) + ρa∇2f (ak)αk,

ψδ(a) = f (xk) + δa∇Tf (xk) dk.

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de ϕk est ;

ϕk(a) = f (xk + adk) = f (xk) + ρa∇Tf (xk) dk + aξ(a) où ξ(a)→ 0, a→ 0.

et comme ρ ∈]0, 1 [ et ϕ′k(0) = ∇Tf (xk) dk < 0 on déduit ;

f (xk) + a∇Tf (xk)αk < f (xk) + δa∇Tf (xk) dk < f (xk) + ρa∇Tf (xk) dk pour a > 0 .

On voit que pour a > 0 assez petit on a

ϕk(a) < ψδ(a) < ψρ(a)
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De ce qui précede et du fait que ϕk est bornée inférieurement, et ψρ(a) → −∞; a → +∞, on

déduit que la fontion ψρ(a)− ϕk(a) a la propriété :

 ψρ(a)− ψk(a) > 0 pour a assez petit

ψρ(a)− ϕk(a) < 0 pour a assez grand ,

donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe ā > 0 tel que

ϕk(ā) = ψρ(ā) et ϕk(a) < ψρ(a) pour 0 < a < ā.

De la même manière, il existe ā > 0 tel que

ϕk(ā) = ψδ(ā) et ϕk(a) < ψδ(a) pour 0 < a < ā

et comme ψσ(a) < ψρ(a) pour a > 0, forcément ā < ā et a = ā est satisfé.

2.4 Recherche linéaire de Wolfe

αk est acceptable par la rechreche linéaire inexacte de Wolfe si αk vérifie les deux conditions

(Wolfe1) et (Wolfe2) suivantes

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ < 1

2
(Wolfe1)

ϕ′k (αk) ≥ σϕ′k(0), 0 < σ < 1, σ > ρ (Wolfe2)

ou en remplaçant ϕk (αk) , ϕk(0), ϕ′k(0), ϕ′k (αk) par leurs expressions, on trouve

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)
T dk, 0 < ρ <

1

2
(Wolfe3) (2.2)

∇f (xk + αkdk)
T dk ≥ σ∇f (xk)

T dk, 0 < σ < 1, σ > ρ (Wolfe4) (2.3)
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2.4 Recherche linéaire de Wolfe Recherches linéaires

Figure 2.1 –

Commentaires sur la figure 2.1

a) α ∈]0, β′1 [: alors α ne vérifie pas (wolfe2) car β′1 vérifié : ϕ′ (β′1) = σϕ′(0).

Les droites ∆2 et ∆3 sont parallèles (∆2//∆3)

et si α < β′1 alors ϕ′(α) < ϕ′ (β′1) . En fait β′1 est le premier point tel que

ϕ′ (β′1) = δϕ′(0).

b) α ∈]β′2,+∞[, α ne vérifié pas (wolfe2), le graphe de ϕ est au dessus de la droite ∆1 de coef-

ficient directeur ρϕ′(0)

c) α ∈]β′1, β
′
2[, α vérifie (Wolfe 1) et (Wolfe2).

2.4.1 Rechreche linéaire de Wolfe forte

αk vérifie les conditions de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont vérifieés

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραk ϕ
′
k(0), 0 < ρ < 1

2
(Wolfe forte1)
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|ϕ′k (αk)| ≤ −σ ϕ′k(0), 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfe forte 2)

Théorème 2.4.1 Si αk vérifie (wolfe forte 1) et (wolfe forte 2), alors αk verifie (wolfe 1) et

(wolfe 2).

Preuve

(wolfe forte 1) et (wolfe 1) sont les mêmes propositions. Reste à montrer que

{(wolfeforte2) =⇒ (wolfe2)}

En effet. Supposons que αk vérifie (Wolfe forte 2).

Alors on a

σϕ′k(0) ≤ ϕ′k (αk) ≤ −σϕ′h(0),

par conséquent on a

ϕ′k (αh) ≥ σϕ′k(0) .

Ceci implique que αk vérifie Wolfe 2 �

Remarque 2.4.1 Supposons qu’on a une suite de paramètres {σj}j∈N telle que

σj → 0, j →∞

Fixons k ∈ N. Supposons aussi que pour k fixé, (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2). On obtient

donc une suite {αk,j}kfixe,j∈N

∀j ∈ N : σjϕ
′
k(0) ≤ ϕ′k (αkj) ≤ −σjϕ′k(0).
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Ceci implique

ϕ′k (αkj) →
j→∞,kfixe

0.

La relation précédente implique que

ϕ′k (αk) →
k→∞

0.

Si ϕ′k est continue et si αj → ᾱ alors ᾱ = α∗.

Remarque 2.4.2 Dans la rechreche linéaire inexacte de Wolfe forte, si on choisit σ trés petit,

on a beaucoup de chances de tomber sur αk proche de α∗.

L’inconvénient est que ce choix ( σ trés petit) entraine beaucoup d’itérations pour parvenir à

obtenir αk vérifiant (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2).

On pourrait choisir une suite {σj} telle que σj → 0 lentement. Ces choix influent sur la conver-

gence et la vitesse de convergence.

2.4.2 Algorithme de Wolfe forte

Etape 1 (Initialisation)

Prendre α0 ∈ [0, 1099], calculez ϕ(0), ϕ′(0).

Prendre ρ = 0.1 (ou ρ = 0.1 ou ρ = 0.001 ou ρ = 10−4 ) σ = 0.9 (ou σ plus petit encore )

Poser a0 = 0, b0 = 1099, k = 0 et allez à Etape 2.

Etape 2 (test de (Wolfe 1))

Calculez ϕ (αk) .

Si ϕ (αk) ≤ ϕ(0) + ραkϕ
′(0), aller à Etape 3.

Sinon

Poser ak+1 = ak , bk+1 = αk et allez à Etape 4.

Etape 3 (test (Wolfe 2) ou (Wolfe forte 2) )

Calculez ϕ′ (αk) .

Si ϕ′ (αk) ≥ σϕ′(0) (|ϕ′k (αk)| ≤ −σϕ′k(0)) . STOP

Prendre ᾱ = αk.
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Sinon Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à Etape 4.

Etape 4 (calcul de αk+1)

αk+1 = ak+1+bk+1

2
Poser k = k + 1 et allez à Etape 2 .
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Chapitre 3
Méthode du gradient conjugué(G.C)

3.1 Méthode des directions conjuguées

3.1.1 Définitions et propriétés générales

Définition 3.1.1 Soit Q une matrice (n, n) symétrique. Les directions d0, d1, . . . .dk sont dites

Q conjuguées si on a

dTi Qdj = 0, 0 ≤ i, j ≤ k. (3.1)

Théorème 3.1.1 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive. Si les directions

d0, d1, · · · .dk, avec k ≤ n− 1, sont non nuls et Q conjuguées, alors ils sont linéairement indé-

pendants.

Preuve

Supposons que :

α0d0 + α1d1 + . . .+ αkdk = 0. (3.2)

Multiplions l’égalité (3.2) par dTj Q, 0 ≤ j ≤ k, on obtient

0 =
k∑
i=1

αid
T
j Qdi = αjd

T
j Qdj. (3.3)
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3.1 Méthode des directions conjuguées Méthode du gradient conjugué(G.C)

Or

αjd
T
j Qdj = 0 =⇒ αj = 0,

car Q est définie positive et par conséquent dTj Qdj > 0.

Donc le systéme {d0, d1, . . . .dk} est libre �

3.1.2 Algorithme des directions conjuguées

Soit Q est une matrice (n, n) symetrique et definie positive et b ∈ Rn.

Considérons le problème de minimisation quadratique sans contraintes, ( PQSC), suivant

min
x∈Rn

{
1

2
xTQx− bTx

}
(PQSC).

Algorithme des directions conjuguées

a) Initialisation

On se donne x0 ∈ Rn quelconque et d0, d1,......dn−1Q conjugueés.

Poser k = 0 et allez à b) Etape principale.

b) Etape principale

Pour k ≥ 0

Calculez

gk = ∇f (xk) = Qxk − b.

Si gk = 0. Stop.

Sinon calculez

αk = − gTk dk
dTkQdk

et

xk+1 = xk + αkdk.

Poser k = k + 1 et allez à b) Etape principale.

Théorème 3.1.2 Partant d’un point initial x0 ∈ Rn quelconque, l’algorithme des directions
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3.1 Méthode des directions conjuguées Méthode du gradient conjugué(G.C)

conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique x̂ du probleme (PQSC) dans n

iterations, c’est àdire qu’on a

xn = x̂ et Qxn = Qx̂ = b. (3.4)

Preuve

Considérons le vecteur x̂− x0 ∈ Rn.

D’autre part {d0, . . . .dn−1} est un système libre et contient n vecteurs. Donc {d0, . . . . . . dn−1}

est une base de Rn.

Par conséquent il existe β0,...,...βn−1 scalaires réels tels que

x̂− x0 = β0d0 + . . . . . . .+ βn−1dn−1. (3.5)

Multiplions les 2 côtés de (3.5) par dTkQ, 0 ≤ k ≤ n− 1, on obtient

dTkQ (x̂− x0) = βkd
T
kQdk. (3.6)

Donc

βk =
dTkQ (x̂− x0)

dTkQdk
. (3.7)

Montrons maintenant que le numérateur de (3.7) est égal à −dTh gh. En effet, d’après l’algorithme

des directions conjuguèes

xk = xk−1 + αk−1dk−1

= xk−2 + αk−2dk−2 + αk−1dk−1

= . . . . . . .

= x0 + α0d0 + . . .+ αk−1dk−1.
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Par consèquent

xk − x0 = α0d0 + . . .+ αk−1dk−1, k = 1, 2, . . . .n− 1. (3.8)

Ecrivons maintenant : x̂− x0 sous la forme

x̂− x0 = (x̂− xk) + (xk − x0) . (3.9)

Multiplions (3.9) par dTkQ, on obtient

dTkQ (x̂− x0) = dTkQ (x̂− xk) , (3.10)

car

dTkQ (xk − x0) = α0d
T
kQd0+......+αk−1d

T
kQdk−1 = 0.

Calculons maintenant dTkQ (x̂− xk),

on a

dTkQ (x̂− xk) = dTk [Qx̂−Qxk] = dTk [b−Qxk] = −dTk (Qxk − b) = −dTk gk, (3.11)

(3.11) et (3.7) impliquent donc

βk = − dTk gk
dkQdk

= αk. (3.12)

En conclusion on a

x̂− x0 = β0d0 + . . . . . . . . . . . .+ βn−1dn−1

et

xn − x0 = α0d0 + . . . . . . . . . ..+ αn−1dn−1,

or

αk = βk k = 0, . . . . . . n− 1.
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3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

Donc

x̂− x0 = xn − x0.

Ce qui implique

x̂ = xn �

Remarque 3.1.1 Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au point

xn+1, c’est à dire qu’on aura

x̂ = xn+1.

3.2 Méthode du G.C. Cas quadratique

Soit Q une matrice (n, n), symétrique et définie positive. On définie le problème quadratique

sans contraintes par

min {f(x) : x ∈ Rn} = min

{
1

2
xTQx− bTx : x ∈ Rn

}
(PQSC).

Introduction

Dans la méthode des directions conjugués, les directions d0, . . . .dn−1 sont données à l’avance.

Dans la méthode du gradient conjugué, on démarre d’un point x0 ∈ Rn,

d0 = −g0 = ∇f (x0) = Qx0 − b.

Les directions dk, k = 1, . . . n− 1 sont calculés à chaque itération.

A l’iteration k

dk = −gk + βk−1dk−1,
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βk−1 est obtenu de sorte que dk soit Q conjugué avec les autres vecteurs di,

i = 0, . . . , k − 1. En d’autres termes on doit avoir

dTkQdi = 0 i = 0, . . . ..k − 1.

Dans l’appelation gradient conjugué, on trouve les deux mots : gradient et conjugué.

a) Le mot gradient est utilisé car dk est calculé à partir du gradient au point xk.

b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin, les directions {dk}n−1
k=0

sont Q cojugués.

3.2.1 Algorithme

Principe de l’Algorithme

On démarre d’un point quelconque x0 ∈ Rn.

Calculez d0 = −g0 = b−Qx0, α0 = − gT0 d0
dT0 Qd0

.

Supposons que l’itération k on ait : xk et dk.

Ceci nous permettra de calculer

gk = Qxk − b, αk = − gTk dk
dTkQdk

, xk+1 = xk + αkdk, gk+1 = Qxk+1 − b, dk+1 = −gk+1 + βkdk

(3.13)

βk est choisi de sorte que

dTk+1Qdk = 0. (3.14)

Puisque dk+1 = −gk+1 + βkdk, alors (4.2) donne

(−gk+1 + βkdk)
T Qdk = 0,

ou encore

βkd
T
kQdk = gTk+1Qdk, (3.15)
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et finalement

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
. (3.16)

Algorithme

1. choisir x0 ∈ Rn.

2. Calculez g0 = Qx0 − b. Si g0 = 0 stop. Sinon poser d0 = −g0. Poser k = 0

3. Calculez αk = − gTk dk
dTkQdk

.

4. Calculez xk+1 = xk + αkdk.

5. Calculez gk+1 = Qxk+1 − b. Si gk+1 = 0 stop.

6. Calculez βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
.

7. Calculez dk+1 = −gk+1 + βkdk.

8. Poser k = k + 1 et allez à 3 .

3.2.2 Propriétés

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions {dk}n−1
k=0

sont Q cojugués. Ces directions vérifient comme on l’a vu dans l’algotithme

dk+1 = −gk+1 + βkdk,

avec

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
.

D’après le théorème 3.1.2, l’algorithme du gradient conjugué, version quadratique converge vers

la solution optimale en n itérations.

Théorème 3.2.1 Les directions {d0, d1, . . . , dn−1} engendrées par l’algorithme du gradient conju-
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gué quadratique sont Q conjuguées.

3.2.3 Convergence dans le cas quadratique

Théorème 3.2.2 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et soit (PQSC) le

problème de minimisation sans contraintes quadratique suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} = min

{
1

2
xTQx− bTx : x ∈ Rn

}
(PQSC).

Démarrant d’un point x0 ∈ Rn quelconque, considérons la suite {xk} générée par l’algorithme

du gradient conjugué quadratique définie par

gk = ∇f (xk) = Qxk − b, k = 0, 1 . . . (3.17)

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
, k = 0, 1, . . . (3.18)

dk =

 −g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1
(3.19)

αk = − gTk dk
dTkQdk

(3.20)

et

xk+1 = xk + αkdk. (3.21)

Alors la suite {xn} converge en n itérations vers la solution optimale x̂ du problème (PQSC),

c’est à dire que xn vérifie xn = x̂ et

Qx̂ = Qxn = b. (3.22)
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3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique

Introduction

Soit f : Rn → R non quadratique. On cherche à résoudre le problème non quadratique sans

contraintes (PNQSC) suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} (PNQSC).

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (PNQSC),

on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour les

problèmes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([1]), pour la minimisation des

fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci a été

réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([2]) (méthode de Fletcher-Reeves)

puis en 1969 par Polak, Ribière ([3]) et Ployak ([3bis]) (méthode de Polak-Ribière-Ployak).

D’autres variantes ont été étudiées plus tard ([4], [5], [6], [7], [8], [9], [10]) Une autre variante a

été étudiée en 1987 par Fletcher ([4]) (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes génèrent une suite {xk}k∈N de la façon suivante

xk+1 = xk + αkdk. (3.23)

Le pas αk ∈ R est déterminé par une optimisation ou recherche linéaire exacte ou inexacte du

type Armijo, Goldstein ou Wolfe.

Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules suivantes

dk =

 −g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1,
(3.24)
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avec gk = ∇f (xk) et βk ∈ R.

Les différentes valeurs attribuées à βk définissent les différentes formes du gradient conjugué.

Si on note

yk−1 = gk − gk−1, sk = xk+1 − xk, (3.25)

on obtient les variantes suivantes

1964 ([2])-Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)

βFRk =
‖gk+1‖2

‖gk‖2 . (3.26)

1969([3])- Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak (PRP)

βPRPk =
gTk+1yk

‖gk‖2 (3.27)

1987 ([4])- Gradient conjugué variante descente conjuguée - Fletcher (CD)

βCDk = − ‖gk‖2

dTk−1gk−1

(3.28)

1999([6]) - Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY)

βDYk =
‖9k‖2

dTk−1Yk−1

(3.29)

2005([7]) - Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)

βHZk =

(
yk − 2dk

‖yk‖2

dTk yk

)T
gk+1

dTk yk
(3.30)

2012([8]) - Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL) [60]

βRMIL
k−1 =

gTk (gk − gk−1)

‖dk−1‖2 . (3.31)

41



3.3 Méthode du G.C. Cas non quadratique Méthode du gradient conjugué(G.C)

Remarque 3.3.1 Dans le cas où f n’est pas quadratique on a

βF̄Rk 6= βPRPk 6= βCDk 6= βDYk 6= βHZk 6= βRMIL
k . (3.32)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en utilisant

les coéfficients βk figurant dans (3.32), on obtient des suites {xk}k∈N différentes.

Que se passe t’il si f est quadratique strictement convexe et si αk est obtenue par une recherche

linéaire exacte. La réponse à cette question se trouve dans le théorème suivant.

Théorème 3.3.1 Si f(x) = 1
2
xTQx− bTx, avec Q symétrique definie positive, x ∈ Rn, b ∈ Rn

et si αk est obtenue par une recherche linéaire exacte. Notons

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
,

alors on a

βk = βFRk = βPRPk = βCDk = βDYk = βHZk = βRMIL
k , (3.33)

et l’algorithme du gradient conjugué quadratique génère la même suite {xk}k∈N.

3.3.1 Algorithme

Soit f : Rn → R non quadratique et (PNQSC) le problème de minimisation non quadratique

sans contraintes suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} (PNQSC).

Pour construire l’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer de

l’algorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent.

Contrairement au cas quadratique, on n’a pas de matrice Q.

Par conséquent on n’a pas de directions Q conjuguées. Comme dans le cas quadratique, l’al-

gorithme du gradient conjugué cas non quadratique génère une suite {xk}k∈N de la manière
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suivante

xk+1 = xk + αkdk

L’algorithme démarre d’un point x0 ∈ Rn quelconque.

A l’itération k

Supposons qu’on ait le vecteur xk ∈ Rn et la direction dk−1. Ceci nous permet de calculer

∇f (xk) au lieu gk = Qxk − b dans le cas quadratique. Pour avoir xk+1, on a besoin de calculer

αk et dk.

Calcul de dk :

dk = −∇f (xk) + βk−1dk−1 (3.34)

On a six façons pour calculer βk−1

βPRBk−1 = ∇f(xk)T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

‖∇f(xk−1)‖2

βFRk−1 = ‖∇f(xk)‖2

‖∇f(xk−1)‖2

βDYk−1 = ‖∇f(xk)‖2

dTk−1(∇f(xk)−∇f(xk−1))

βCDk−1 = − ‖∇f(xk)‖2

dTk−1∇f(xk−1)

βHZk−1 =
(

(∇f (xk)−∇f (xk−1))− 2dk−1
‖∇f(xk)−∇f(xk−1)‖2

dTk−1(∇f(xk)−∇f(xk−1))

)T ∇f(xk)

(∇f(xk)−∇f(xk−1))T yk−1

βRMIL
k−1 = (∇f(xk))T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

‖dk−1‖2
.

Calcul de αk

Ayant obtenu dk, rappelons que αh vérifie

f (xk + αkdk) = min {f (xk + adk) : a ∈] 0,+∞[}. (3.35)
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Dans le cas où f(x) = 1
2
xTQx − b,Q syémtrique définie positive, αk solution de (3.35), est

donnée par la relation suivante

ak = − gTk dk
dTkQdk

. (3.36)

Dans le cas où f n’est pas quadratique, αk ne peut pas être calculée par la formule (3.36). On

calcule dons ce cas αk par d’autres méthodes. On utilise par exemple la méthode du nombre

d’or ou la méthode de dichotomie. Comme on le verra plus loin, αk peut être calculée par une

recherche linéaire inexacte d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme

Etape 1

Choisir x0 ∈ Rn Quelconque et ε > 0.

Etape 2

Poser k = 0

Calculez g0 = ∇f (x0) . Posez d0 = −g0.

Etape 3

Calculez αk en utilisant une recherche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de Goldstein ou

de Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xk+1 = xk + αkdk.

Etape 4

Si ‖∇f (xk+1)‖ < ε1 Stop, x∗ = xk+1 Sinon allez à Etape 5.

Etape 5

Calculez gk+1 = ∇f (xk+1)

Calculez βk par l’une des manières suivantes

βk = βFRk ou βk = βPRPk ou βk = βCDk

ou βk = βDYk ou βk = βHZk ou βk = βRMIL
k .
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Calculez

dk+1 = −gk+1 + βkdk.

Posez k = k + 1 et allez a Etape 3.

3.4 Convergence de la méthode du G.C

Avant tout rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué algorithme génèrent

une suite {xk}k∈N dans Rn définie par x0 ∈ Rn quelconque et les itérations

xk+1 = xk + αkdk, k = 0, 1, 2, . . . (GC1)

avec αk est le résultat d’une recherche linéaire inexacte du type Armijo ou Goldstein ou Wolfe

ou Wolfe forte. Les directions dk sont calculées itérativement par la formule

dk =

 −g0 si k = 0

= −gk + βk−1dk−1, k ≥ 1

 (GC2)

avec gk = ∇f (xk) et

βk = βFRk ou βk = βPRPk ou βk = βCDk (GC3)

ou βk = βDYk ou βk = βHZk ou βk = βRMIL
k .

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthèse sur les différents résultats de conver-

gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.

Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte.

L’analyse couvre quatre classes de méthodes qui sont globolement convergentes pour des fonc-

tions régulières non nécessairement convexes.
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3.5 Théorème de Zoutendijk Méthode du gradient conjugué(G.C)

Dans la première famille, ce sont certaines propriétés de la méthode de Fletcher-Reeves qui

jouent un rôle crucial, tandis que la seconde famille c’est la méthode de Polak-Ribière-Polyak

qui a une propriété importante.

La troisième concerne la méthode de la descente conjuguée et la dans dernière famille on va

présenter quelques propriétés de la nouvelle méthode du gradient conjugué non linéaire dite de

Dai-Yuan.

On terminera ce chapitre par Quelques développements récents de la méthode du Gradient

conjugué.

3.5 Théorème de Zoutendijk

3.5.1 Hypothèses C1 et C2 (de Lipschitz et de bornetude)

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gradient

conjugué doivent véérifier (ou au moins l’une d’entre elles) pour prouver les résultats de conver-

gence.

Condition C1

Soit f : Rn → R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement différentiable dans

un voisinage V (Γ) de Γ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f (x1) : x1 ∈ Rn point initial } et si ∇f(α) vérifie

la condition de Lipschitz dans V (Γ), c’est à dire, il existe une conatante L telle que

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ , pour tout x, y ∈ V (Γ).

Condition C2

L’ensemble Γ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f (x1)} est borné, i.e., il existe une constante B < ∞ telle

que

‖x‖ ≤ B, ∀x ∈ Γ.
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3.5 Théorème de Zoutendijk Méthode du gradient conjugué(G.C)

3.5.2 Théorème de Zoutendijk

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche

linéaire inexacte est le théorème suivant du à Zoutendijk.

Théorème de Zoutendijk

Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xk} de la forme :

xk+1 = xk + αkdk,

dk étant une direction de descente et αk est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe. Supposons

aussi que f vérifie la condition C1. Alors on a

∞∑
k=0

(
gTk dk

)2

‖dk‖2 <∞. (3.37)

3.5.3 Théorème de Zoutendijk et la convergence globale

La condition
∑∞

k=0

(gTk αk)
2

‖dk‖2
< ∞ est équivalente à

∑∞
k=1 cos2 (θk) ‖gk‖2 < ∞ où θn est l’angle

que fait dk avec −gk. Il est évident de voir que si

cos (θk) ≥ δ > 0

pour tout k, alors on a

lim
k→∞
‖gk‖ = 0. (3.38)

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas à démontrer le résultat

précédent i.e., limn→∞ ‖gk‖ = 0, mais seulement

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0. (3.39)
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3.5 Théorème de Zoutendijk Méthode du gradient conjugué(G.C)

La condition (3.39) implique qu’il existe une sous suite de {‖gk‖} qui tend vers zéro.

Conditions suffisantes associés au théorème de Zoutendijk pour démontrer la rela-

tion(3.39)

Pour démontrer (3.39) on associe au théorème de Zoutendijk les 2 hypothéses suivantes :

Hypothése1

La descente suffisante est assuréé i.e., il existe une constante c indépendante de k telle que

gTk dk ≤ −c ‖gk‖
2 .

Hypothése 2

Il existe une constante β telle que

‖dk‖2 ≤ βk.

On a donc
relation de Zoutendijk

(∑∞
k=0

(gTk αk)
2

|dk‖2
<∞

)
Hypothése1

Hypothése2


⇒
{

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0
}
.

Les méthodes dans lesquelles ‖gk+1‖2 figure dans βk Les méthodes des FR, DY et CD

ont toutes comme numérateur commun le terme ‖gk+1‖2. Une différence fondamentale qui ca-

ractérise ces méthodes par rapport aux autres méthodes du gradient conjugué où βk est calculé

diffèrement.
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3.6 Méthode de Fletcher-Reeves Méthode du gradient conjugué(G.C)

3.6 Méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves ([35]), βk est égale à :

βFRk+1 =
‖gk+1‖2

‖gk‖2 (FR).

Synthèse des principaux résultats de convergence pour la méthode de Fletcher-

Reeves

Le premier résultat de convergence globale de lo méthode de FR a été donné par Zoutendijk

[77] en 1970 .

Il a prouvé que la méthode FletcherReeves converge globalement quand αk est une recherche

linéaire exacte, en d’autres mots.

En 1977 , Powell [58] a fait remarquer que la méthode de Fletcher-Reeves, avec une recherche

linéaire exacte, était sensible numériquement.

Autrement dit, l’algorithme pourrait prendre de nombreuses mesures courtes sans faire d’im-

portants progres au minimum.

La mauvaise performance de la méthode de FR dans les applications a été souvent attribuée à

ce phénomène de brouillage.

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR pour une recherche linéaire

inexacte a été donné par Al- Baali [1] en 1985 .

En utilisant les conditions de Wolfe forte avec σ < 1
2
, il a prouvé que la méthode FR génère

des directions de descente suffisantes. Plus précisément, il a prouvé que :

1− 2σ + σk+1

1− σ
≤ −g

T
k dk

‖gk‖2 ≤
1− σk+1

1− σ
,

pour tout k ≥ 0.

Comme conséquence, la convergence globale a été démontrée en utilisant la condition Zouten-

dijk.

Pour σ = 1/2, dk est une direction de descente, toutefois, l’analyse n’a pas établi la descente
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3.6 Méthode de Fletcher-Reeves Méthode du gradient conjugué(G.C)

suffisante.

Dans Liu et al. [50], la preuve de la convergence d’Al-Baali eat étendue au cosσ = 1/2.

Dai et Yuan [21] ont montré que dans les versions FR consécutives, au moins une itération

satisfait la propriété de descente suffisonte. En d’autres termes,

max

{
−gTk dk
‖gk‖2 ,

−gTk−1dk−1

‖gk−1‖2

}
≥ 1

2
.

Le théorème de Zoutendijk peut également être utilisé pour obtenir un résultat de convergence

globale pour les méthodes FR mis en oeuvre avec une recherche inexacte de Wolfe forte et

σ ≤ 1/2, puisque les directions de recherche sont toujours des directions de descente.

Dans [28], Dai et Yuan montrent qu’avec la méthode de FR, les conditions Wolfe fortes n’en-

gendrent pas en général des directions de descente quand σ > 1/2, même pour la fonction

f(x) = λ‖x‖2, où λ > 0 est une constante.

Par conséquent, la contrainte σ ≤ 1/2 doit être imposée pour assurer la descente.

Dans les implémentations typiques des conditions Wolfe, il est souvent plus efficace de choisir

σ proche de 1 .

Par conséquent, la contrainte σ ≤ 1/2, nécessaire pour assurer la descente, représente une res-

triction importante dans le choix des paramètres de la recherche linéaire.

D’autre part, Dai et Yuan montrent dans [25] que, lorsque σ > 1/2 et gTk dk > 0,−dk peut

etre utilisé pour une direction de recherche, et si gTk dk = 0, alors la recherche linéaire peut être

ignorée par le choix xk+1 = xk.

S’il existe une constante γ telle que ‖gk‖ ≤ γ, sous la condition de Lipschitz, la méthode de

FR, avec une recherche linéaire de Wolfe et ces ajustements spéciaux quand gTk dk ≥ 0, est

globalement convergente.

Dans [21], la recherche linéaire de Wolfe forte est étendue à une recherche linéaire de Wolfe. La

convergence globale est obtenue lorsque σ1 + σ2 ≤ 1.

Pour une recherche linéaire de Wolfe forte, σ1 = σ2 = σ, dans ce cas, la contrainte σ1 + σ2 ≤ 1

implique que σ ≤ 1/2.
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Par conséquent, la condition σ1 +σ2 ≤ 1 est plus faible que la contrainte de Wolfe forte σ ≤ 1/2.

Et il est possible de prendre σ1 proche de 1 , en prenont σ2 près de 0 .

3.7 Méthode de Dai-Yuan

Introduction

Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan ([24]), βk est égale à :

βDYk =
‖gk+1‖2

dTk yk
; yk = gk+1 − gk(DY ).

Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi de la

méthode CD.

Avec une recherche linéaire de Wolfe, la méthode de DY génère toujours des directions de

descente.

En plus, elle est globalement convergente avec des hypothèses tres générales sur la fonction

objectif f .

On exige seulement que f soit continueument différentiable et que le gradient soit Lipachitzien,

c’est à dire que f vérifie l’hypothèse condition C1.

Où

2012([8]) - Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL) [60]

βRMIL
k−1 =

gTk (gk − gk−1)

‖dk−1‖2 . (3.40)
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3.8 Méthode de Dai-Yuan généralisée

Dans le procédé de l’analyse de la méthode de DY, Dai et Yuan ont généralisé leurs résultats

pour toutes les méthodes du gradient conjugué où βk peut se mettre sous la forme suivante

βk = βDY Gk =
Φk+1

Φk

(DYG).

Le procédé de FR correspond au choix Φk = ‖gk‖2. βDYk peut être réécrit sous la forme,

βDYk =
gTk+1dk+1

gTk dk
.

Par conséquent, le procédé de DY a la forme (DYG) avec Φk = gTk dk.

Le résultat suivant a été établi par Dai et Yuan dans [29,31].

Considérons une méthode du type (GC1), (GC2), (GC3) avec βk = βDY Gk = φk+1

φn
,

dk est une direction de descente pour tout k.

Supposons aussi que l’hypothèse condition C1 soit satisfaite.

Si la relation de Zoutendijk
(∑∞

k=0

(gTk dk)
2

‖dk‖2
<∞

)
est vérifiee et si l’une des trois relations

suivantes
∞∑
k=0

(
gTk dk

)2

Φ2
k

=∞ ou
∞∑
k=0

‖gk‖2

Φ2
k

=∞ ou
∞∑
k=1

k∏
i=1

β−2
i =∞

a lieu, alors la suite générée est globalement convergente, i.e.,

lim
k→∞

inf ‖gk |‖ = 0.

Applications du théorème à la méthode de Dai Yuan

Comme corollaire de ce résultat, la méthode de DY est globalement convergente, si elle est mise

en oeuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe.

En effet, on a Φk = gTk dk.
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Par conséquent

N∑
k=0

(
gTk dk

)2

Φ2
k

= N + 1 =⇒
∞∑
k=0

(
gTk dk

)2

Φ2
k

= lim
n→∞

N∑
k=0

(
gTk dk

)2

Φ2
k

=∞

Applications du théorème à la méthode de Fletcher Reeves

La méthode de FR est globalement convergente, si elle est mise en oeuvre avec une recherche

linéaire inexacte de Wolfe forte avec σ ≤ 1/2.

En effet, on a Φk = ‖gk‖2.

Par conséquent

N∑
k=0

‖gk‖2

Φ2
k

= N + 1 =⇒
∞∑
k=0

‖gk‖2

Φ2
k

= lim
n→∞

N∑
k=0

‖gk‖2

Φ2
k

=∞

Notez qu’une méthode générale de gradient conjugué peut être exprimée sous la forme (DYG)

en prenant Ψ0 = 1, et

Φk =
n∏
j=1

βj, pour k > 0.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté la méthode du gradient conjugué en utilisant les recherches

linéaires inéxactes pour résoudre un problème d’optimisation.

Nous avons discuté les recherches linéaires inéxactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe et nous avons

étendu la recherche de Wolfe à recherche de wolfe forte.

Nous avons aussi etudie la convergence de la méthode du gradient conjugué.
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