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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire, des résultats d’existence de solutions
pour des équations différentielles non-linéaires du premier ordre et des équa-
tions différentielles fractionnaires conformes non-linéaires d’ordre o €0, 1]
avec des conditions de bord (condition de Cauchy ou condition périodique).
Ces résultats ont été obtenus grace a la méthode des sous et sur solutions et
le théoréme de point fixe de Schauder.

Mots Clés : Calcul fractionnaire, équation différentielle fractionnaire
conforme non-linéaire, conditions aux limites, méthode des sous et sur solu-
tions, théoréeme du point fixe de Schauder.
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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un
domaine intéressant & explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie
a de nombreuses applications dans la description de nombreux événements
dans le monde réel. Par exemple, les équations différentielles fractionnaires
sont souvent applicables dans 1'ingénierie, la physique, la chimie, la biologie,
...etc (voir|2, 9, 10, 11]).

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fraction-
naire a la généralisation de la dérivation & un ordre quelconque, entier ou non
entier, réel ou complexe. Les concepts de dérivation et d’intégration fraction-
naire sont souvent associés aux noms de Riemann-Liouville (1832; 1837), alors
que l'interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée a des ordres
fractionnaires est plus ancienne.

Récemment, Khalil et al. [8] ont présenté une nouvelle définition de la
dérivée fractionnaire dénommeée la dérivée fractionnaire conforme. Résultats
d’existence pour des équations différentielles fractionnaires conformes on été
étudiées par plusieurs auteurs en utilisant les théorémes du points fixes, la
méhode des sous et sur solutions,...etc.

La méthode des sous et sur solutions a été largement utilisée pour obtenir
des résultats d’existence, voir par exemple [3, 4, 6, 14, 15, 17| et leurs réfé-
rences. Cette méthode donne une localisation d’une solution x d’équation
différentielle non-linéaire avec des conditions aux limites en présence d’un
couple de fonctions, appelées sous-solution et sur-solution, alors, ’existence
de la solution = est localisée entre la sous-solution 7 et la sur-solution o tel
que v < 0 (bien ordonné), c¢’est a dire : v <z < 6.

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations différentielles non-linéaires du premier ordre et des équa-
tions différentielles fractionnaires conformes non-linéaires d’ordre o €0, 1]


Bureau
Pencil


avec des conditions de bord (condition de Cauchy ou condition périodique).
Nos démonstrations sont basées sur la théorie des sous et sur solutions et sur
le théoréme de point fixe de Schauder.

Ce mémoire il se présente sous forme de trois chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous présentons quelques définitions et résultats
utilisés dans ce mémoire.

Dans le Chapitre 2, nous étudierons I'existence de solutions pour d’équa-
tion différentielle non-linéaire du premier ordre :

/

z (t) = f(t,z(t)), pour tout t € I = [a,b], 0 < a <b, (1)

sataisfont 'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique sur I) :
.CE(CZ) = Zo, (2)
x(a) = z(b). (3)
Ou f: I xR — R est une fonction continue et zy € R.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons I'existence de solutions pour d’équa-
tion différentielle fractionnaire conforme non-linéaire :

x(t) = f(t,x(t)), pour tout t € I = [a,b], 0 <a <D, (4)

sataisfont I'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique sur I) :
z(a) = o, (5)
z(a) = w(b). (6)

Ou0<a<l, xR, 2(¥(t) désigne la dérivée fractionnaire conforme de x
d’ordre a ent et f: I x R — R est une fonction continue.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résultats
qui seront utile pour la suite de ce travail.

1.1 Eléments d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel X muni d’une
norme ||.| noté (X, ||.||) sera appelé un espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1 On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([a,b] ,R) de
la maniére suivante

[flle = sup [f ()]

z€la,b]

Définition 1.2 (FEspace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Soit I := [a,b] un intervalle de R. C(I,R) est I'espace de Banach des
fonctions y continues définie de I dans R avec la norme

[Ylloo = sup |y(t)].
tel

LY(I,R) désigne 'espace de Banach des fonctions y mesurables et qui
sont Lebesgue intégrable sur I muni de la norme

b
lyllz: = / ly(t)|dt  pour tout y € Ll(_f7 R).
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Définition 1.3 Le sous ensemble S de l’espace normé X est dit borné si il
existe M tel que
lyll < M pour tout y € S.

Définition 1.4 Soit N : (X, |.||x) = (Y, |l.lly) une application. On dit que
N est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées
de Y i.e. N (bornée) est bornée.

Remarque 1.1 Soit N : (X, |.|lx) = (Y, |.lly) une application bornée, i.e,
pour tout € > 0, il existe 0 > 0, tel que

pour tout v € X : ||zl < ¢ implique N ()]l < 6.

Définition 1.5 Soient a € X et F : (X, |.||x) = Y. ][.|ly). On dit que F
est continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe o > 0,
pour x € X, on a

|z —ally <6 implique |F (x) = F (a)]ly <e.

Alors DUopérateur F est dit continu sur X, ou simplement continu si il est
continu en tout point de X.

Proposition 1.1 Une application N : (E,|.||z) — (F,|.||z) est continue
au point x, si et seulement si pour tout suite (x,,), converge vers x dans E,
alors (N (z,)), converge vers N (z) dans F.

n

Définition 1.6 Un sous ensemble S de l’espace normé B est dit compact si
pour toute suite d’éléments de S on peut extraire une sous suite convergente
vers un élément de S.

Remarque Un ensemble compact est un ensemble fermé borné; la réci-
proque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.7 Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.8 Soient E et F deuz espaces de Banach et N : E — F
est une fonction continue. On dit que N est compacte si N (E) est compact.
On dit que N est complétement continue si N'(B) est compact pour tout

sous-ensemble borné B C E.
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Définition 1.9 (Ensemble équicontinue) Un ensemble A de C([a,b],R) est
dit équicontinu, si pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout
tl,tQ S [a, b], ’tz —tl‘ S dona:

|f(te) — f(t)|| <&, pourtout fe A

Définition 1.10 (Ensemble uniformément borné) A est dit uniformément
borné dans C([a,b],R) s’il existe un nombre réel M > 0 tel que ||y|lo < M
pour tout y € A.

Lemme 1.1 Une application continue sur un ensemble compact est unifor-
mement borné.

Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli) Soit B C C([a,b],R), B est relativement
compact dans C([a,b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théoréme 1.2 (Théoreme du point fize de Schauder) Soit C un sous-ensemble
convezxe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach E et A: C — C une

application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point fize (i.e il existe un point xo dans C' tel que f(xo) = o).

1.2 Dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous donnons quelques définitions et résultas concer-

nant la dérivée fractionnaire : conforme, de Riemann-Liouville et de Caputo
(voir[1, 3, 5, 7, 8, 9, 12, 13, 16]).

1.2.1 Dérivée fractionnaire conforme

Définition 1.11 Soit ¢ : [0, 00[— R une fonction et soit a €]0,1]. La déri-
vée fractionnaire conforme d’ordre o de p est définie par :

l—a) _
£(1) = lim p(t+et' ™) —p(t)
e—0 I

(1.1)

pour tout t > 0. Si (@) (t) eziste et est finie, on dit que @ est a-différentiable
ent.
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Si ¢ est a-différentiable dans un intervalle ]0,a[, a > 0, et lim,_+ 0@ ()
existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de ¢ d’ordre o en t = 0 est

défini comme
#(0) = lim (1),

t—0t

Théoréme 1.3 [16] Soit ¢ : [0,00[— R une fonction et soit o €]0,1]. Si ¢
est a-différentiable en ty > 0, alors ¢ est continue en tg.

Théoréme 1.4 [16] Soit o €]0,1]. Si p, ¢ : [0, 00]— R sont a-différentiables
ent>0. Alors :
(i) (ap + bp) @ = ap™ + b pour tout a,b € R;
(i1) (p9)® = pd® + ') ;
(i) (/o)) = 22720
(iv) Si, en plus ¢ est différentiable en t > 0, alors

Pl (t) =t ().
Exemple 1.2.1 Soit « €]0,1]. On a :
1. ()@ =ptr—, peR,

2. (M@ =0, MR,
3. ()@ = flmaekt ke R.

Remarque 1.2 1l est facile de vérifier que :

(i) La fonction x : t — ea p e R, est une solution du probleeme & valeur
wnitiale :
2@ (t) = pa(t), t € [0,00), z(0) = 1. (1.2)

(i1) Si @ est différentiable en t, alors ¢ est a-différentiable en t.
Nous introduisons I'espace suivant : Soit I = [a,b], a > 0.
C(I,R) = {¢ : I = R, est a-différentiable sur I et ¢ e C(I,R)}.

Proposition 1.2 Soit a €]0,1] et ¢ : [a,b] — R est a-différentiable.
(a) Si @ est bornée sur [a,b] ot a > 0, alors ¢ est uniformément conti-
nue et bornée sur [a,b].
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(b) Si @\ est bornée sur [a,b] et continue en a, alors ¢ est uniformément
continue et bornée sur [a, b

Théoréme 1.5 Soit o €]0,1[,a > 0 et ¢ : [a,b] — R une fonction telle que :
(i) ¢ est continue sur [a,b].

(i1) ¢ est a-différentiable sur [a,b].
Alors,
(i) Si p@(t) >0 pour tout t €la,b|, alors ¢ est croissante sur [a, b].

(i3) Si o\ (t) <0 pour tout t €]a,b], alors ¢ est décroissante sur [a,b].
(iii) Si 0@ (t) =0 pour toutt €a,b|, alors  est une fonction constante
sur [a, b)].

Définition 1.12 /8] Soit o €]0,1], 0 < a et ¢ : [a,00[— R. L’intégral
fractionnaire conforme de ¢ d’ordre o de a a t, notée par 12(p)(t), est définie
par :

t t
L (@)(t) = I}t o)(t) = / 0(s)dys = / o(s)s*ds.
ou Uintégrale & droite est l'intégrale usuelle de Riemann.

Lemme 1.2 /8, 13/ Soit 0 < a <1 et ¢ : [a,00[— R une fonction continue.
Alors pour toutt > a on a

(La(@) (1) = o(t). (1.3)

Lemme 1.3 [1, 16] Soit 0 < o < 1. Si ¢ :]a,b[— R est différentiable, alors,
pour tout t > a on a

L@ )(t) = ¢(t) — p(a). (1.4)

Théoréme 1.6 [7] Soit a €]0,1], a > 0 et ¢ : [a,b] — R une fonction
continue. Alors, pour tout t € [a,b] nous avons,

[La(p) (0] < L]l (1)
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1.2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.13 (Fonction Gamma) On appelle fonction Gamma d’Euler
noté I'(z) avec z est un nombre compleze, la fonction

['(z) = / t*~letdt, Re(z) > 0.
0

Définition 1.14 (Fonction Béta) La fonction Béta ou fonction de Bessel du
second espéce est définie par :

1
Bz, w) = / 11 —t)*"'dt, z,we C avec Re(z) >0, Re(w) > 0.
0

Proposition 1.3 On a les propriétés suivantes :
1. Pour tout z € C tel que Re(z) > 0:I'(z + 1) = 2I'(2).
. Pour tout n e N* : I'(n) = (n — 1)L

. Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0: f(z,w) = %
0:B(zw) = p(w,z).
. Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) >0, on a :

2

3 (w) >

4. Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) >

5 (w) >
)

()T (w)

Bz, w) = F(z +w)’

Définition 1.15 On appelle intégrale fractionnaire de f d’ordre «, et on la
note I, la fonction définie par

19 () = ﬁ / @0 f (@) dr,

ou I' est la fonction Gamma.

Proposition 1.4 Soient f une fonction intégrable et bornée,et o et 3 deux
nombres réels strictement positif. Alors on a

IP[I0f (2)] = I¢TP f (), pour tout x > a.
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Définition 1.16 Soit f une fonction intégrable sur [a,b], on appelle dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre a € RT, et on la

note LD la fonction définie par
REDf () = (107 f (x))(n) : pour tout x > a.
Avec n entier naturel supérieure strictement a «. i.e n = [o] + 1.

Proposition 1.5 Soient f une fonction intégrable, bornée, o et B deux nombres
réels strictement positif. Alors on a

(FEDg o ID) f (2) = I77*f (2), pour tout x > a. (1.5)

Avec > a.

1.2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.17 La dérivée fractionnaire d’ordre o € RT de Caputo d’une
fonction f définie sur |a,b], est donnée par :

1

DN = oy [ (= s

o n = |a]+1 et [a] désignent la partie entiére de a.

Lemme 1.4 Soit « >0 et n = [a] + 1. Alors

e =6 - L6 -

Lemme 1.5 Soit « > 0 et f € L*>([a,b],R). Alors
(“DIZ)(t) = f(2)-

Lemme 1.6 Soit a >0 etn—1<a <n avecn € N*. Supposons que f est
une fonction telle que (D2 f)(t) et (FLD2f)(t) existent, alors

n—1
RL na _ C a t—a - k
(DI = CDEDO+ 3 g 7 ! O

Nous avons (FEDf)(t) = (“D2f)(t), si fF(a) =0, pour k =0,1,2,....,n—1.




1.2 Dérivées fractionnaires 12

Remarque 1.3 1. La derivée de Riemann-liouville ®E D ne vérifie pas
(ne satisfait pas) BEDY(1) = 0, si o n'est pas entier naturel. (°D2(1) =
0 pour la dérivée de Caputo).

2. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle du produit
connue : Dg(fg) = fDg(9) + gDg(f)-

3. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle du quo-

tient Dg(f/g):ng(f)g_szg(g)

4. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la regle de la chaine
(Dérivée de fonctions composées) :  D2%(fog) = f*(g)g™.

5. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DDPf = DB f
en général.

6. La définition de Caputo suppose que la fonction [ est différentiable.



Chapitre 2

Existence de solutions pour des
équations différentielles
non-linéaires du premier ordre

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour d’équation
différentielle non-linéaire du premier ordre :

z(t) = f(t, z(t)), pour tout t € I = [a,b], 0 < a < b, (2.1)
sataisfont 1'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique sur I) :

z(a) = x, (2.2)
x(a) = z(b). (2.3)

Ou f: I xR — R est une fonction continue et x5 € R.
Pour cela, nous utilisons la méthode de sous et sur solutions avec le théoréme
de point fixe de Schauder.

2.1 Existence de solutions pour le probléme (2.1)(2.2)

Dans cette partie nous étudierons 'existence de solutions pour le probléme
(2.1)(2.2) avec l'existence des sous et sur-solutions.

Définition 2.1 Une fonction x € C'(I,R) est dite une solution de (2.1)(2.2)
si elle satisfait I’équation (2.1) sur I et la condition (2.2).
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Nous citons maintenant la défnition de sous et sur-solution de (2.1),(2.2)
introduite par B. Bendouma et al. [3].

Définition 2.2 On dit qu’une fonction 6 € C'(I,R) est une sur-solution de
(2.1),(2.2), si

(i) 6'(t) > f(t,8(t), pourtout tel;

(i1) 6(a) > xo.
De méme, on dit qu’une fonction v € C'(I,R) est une sous-solution de
(2.1),(2.2) si

(i) ~'(t) < f(t,y(t)), pour toutt € I;
(i1) ~v(a) < xo.

Nous définissons 'ensemble (le secteur) :
[v,0] = {x € C(I) : v(t) < z(t) < 4(t), pour tout t € I}.

Lemme 2.1 Le probléeme de Cauchy ( a valeur initiale)

z'(t) + x(t) = g(t), pour toutt € I, (2.4)

z(a) = x,

avec 19 € R, g € C(I,R), admet une solution unique x € C1(I,R), donnée
par

t
x(t) ::/ e g(s)ds + zoe @Y. (2.5)

a

Preuve.
Soit x est solution du probléme (2.4), on a :

’

[x(t)et} =2 (t)e! + etu(t),
=e'g(t),

On intégreé les deux cotés de cette égalité sur [a,?] et on obtient

z(t)e! — z(a)e® = / e®g(s)ds.

t t
w(t)=e" (eaf’?(a) +/ esg(S)ds) = / e Vg (s)ds + zoe .
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Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours au pro-
bléme modifié suivant :

() + x(t) = f(t,T(t) +T(t), tel,
(2.6)

ou
Z(t) = max {7(t), min{x(t), 5(15)}}, pour tout t € 1. (2.7)
Il est clair qu'une solution x de (2.6) telle que v(t) < z(t) < 0(t) pour
tout ¢ € I (c-a-d. = € [y, 4]) est une solution de (2.1)(2.2).
Définissons 'opérateur A, : C(I,R) — C(I,R) par

Ai(z)(t) = /at els=t (f(s,f(s)) + T(s))ds + zpe@Y, (2.8)

D’aprés le Lemme 2.1, les points fixes de 'opérateur A; sont les solutions
du probléme (2.6).

Proposition 2.1 Soit f: I x R — R une fonction continue.
Si~y,0 € CY(I,R) sont respectivement sous et sur solutions de (2.1), tel que
v <6 sur I, alors l'opérateur Ay est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.

Etape 1 : Montrons tout d’abord la continuité de I'opérateur A;.

Soit {x,, }nen une suite de C(I,R) convergeant vers z € C'(I,R). Alors pour
tout t € I, on a :

Ay (z,(1)) —Al(x(t))‘ < /ate(s—t)
(£(s.72(s)) — £(5.7(5)))

<v [

a + (7t~ 7(5)
<ot [ (165,756 - f1576)
Tals) = 7(s)] ) ds.

(£(5.7(s)) +7a(s))

- (f(s,f(s)) —i—f(s)) ds

ds

+
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ou M := max, s el = e(®=9) Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que
|Z||crr) < R, il existe un indice N tell que ||Z,||cr,r) < R pour tout n > N.
Ainsi, f uniformément continue sur I x Bg(0). Alors pour € > 0 donné, il
existe un 1 > 0 tel que =,y € R ou

€

€
ly—azl <n< mﬂf(&y)—f(&x” < MH—a)

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que || T, — T||cr) < n pour n > N. Dans ce cas,

Aiea(t)) = Ar(a()

€ €

= M/a <2M(b—a) N 2M(b—a)>d5
<e,

ce qui nous convainc de la continuité de A;.

Etape 2 :Montrons maintenant que ’ensemble A; (C(I,R)) est relativement
compact. Considérons une suite {y, }nen de A1 (C(I,R)) pour tout n € N il
existe une suite (x,)neny € C(I,R) tell que y, = Ay (x,(t)) pour tout n € N.
Nous avons

Atz 0)] < [0 (156 T6N] + 7060 ) + et

a

< [ (156 + (o) s + ol

Puisque [7,(s)| < R, pour tout s € I et tout n € N. Comme [ x B (0, R) est
un ensemble sur I X R et f étant continue sur I x B (0, R), nous pouvons
déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que

|f(5,Zn(s)] < A, pour tout s € I et tout n € N.

Donc,
|yn ()| = [Ar(zn)(1)] < M(A+ R)(b — a) + [xo] < +o0.
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Ainsi, la suite {y,}, oy est uniformément bornée sur C(/,R).
D’autre part, pour tout t; <ty € I, on a

A1 (@) (12) = A (2) (1)

R (DR D I R DR O

t1

— /at1 els—t) (f(s,f(s)) + f(s))ds + xpe?(e™ — e ™)

b to
< eble™™ —et1|</ (A+ R)ds + |x0]) +M/ (A+ R)ds
a t1

< Pletz — et <(A FR)(b—a)+ |x0|> + M(A+R)(ts— 1)
Dong, la suite {y, }nen est équicontinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on
obtient que I'ensemble A; (C(I,R)) est relativement compacte dans C(I,R).
Ainsi, A; est compact.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 2.1 Soit f: I xR — R une fonction continue.

Si 7,6 € CYI,R) sont respectivement sous et sur solutions de (2.1)(2.2), tel
quey < 8 sur I, alors le probléeme (2.1)(2.2) admet une solution x € C'(I,R),
telle que y(t) < z(t) < §(t) pour tout t € I.

Preuve.

Par la Proposition 2.1, lopérateur A; est compact. Ainsi, par le Théoréme du
point fixe de Schauder, A; admet un point fixe. Le Lemme 2.1 nous assure que
ce point fixe est une solution du probléme (2.6). Il suffit donc de démontrer
que pour toute solution x de (2.6), x € [, ], c’est-a~dire y(t) < x(t) < 0(¢)
pour tout t € I.

Soit z € C'(I,R) la solution de (2.6), prouvons d’abord que :

v(t) < x(t), pour toutt e I.
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Procédons par 'absurde, il existe t1,t, € I, t; <ty tel que y(t1) = z(t1) et
x(t) < v(t) pour tout t €]ty, to].

D’aprés la définition de Z on a

!

v (t) = ft, (1) + (1) = =(t).
Donc .
o) = a(t) = [ (776 + (305) = 2(s))] s
t1
En utilusant le fait que v est une sous solution de (2.1)(2.2), I'inégalité ci-
dessus nous donne :

() — () < [f@m@mw

1

< [ [rtsrt) + 065 = atop)] ds

= a(t) — a(t) < (1) — (1),

C’est une contradiction. Donc ~y(t) < x(t) pour tout t € 1.
En suivant un raisonnement similaire a la partie précédente, nous montrons
maintenant que :

x(t) < §(t) pour tout t € I.

Supposons qu’il existe t1,ty € I,t; < to tel que 6(¢1) = z(t1) et
x(t) > 6(t) pour tout t €]ty,ts].

En utilusant la définition de z on a

£ () = F(£,8(0)) + (5(2) — 2(0).
Donc .
o) =att) = [ [1(6:8(5)  (a(s) = 8(s))] s
En utilusant le fait que § est une sur solution de (2.1)(2.2). On obtient donc

ot)—o(t) > /

1

f(s,d(s))ds

> /[ﬂ&ﬂﬁ%%ﬂ$—ﬂ$ﬂ®

t1

= a(t) —x(t) > 8(t) — 5(ty).
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C’est une contradiction, donc : 6(t) > x(t) pour tout t € 1.
Ceci montre que le probléme (2.6) a une solution dans Uintervalle [7,d] qui
est la solution de (2.1)(2.2).

2.2 Existence de solutions pour le probléme (2.1)(2.3)

Dans cette partie nous étudierons ’existence de solutions pour le probléme
(2.1)(2.3) avec l'existence de sous et sur-solutions. Introduisons la définition
de sous et sur-solution de ce probléme.

Définition 2.3 On dit qu’une fonction 6 € C'(I,R) est une sur-solution de
(2.1)(2.3), si

(i) &' (t) > f(t,8(t), pourtout tel;

(i1) 6(a) > o(b).
De méme, on dit qu’une fonction v € C'(I,R) est une sous-solution de
(2.1)(2.3) si

(i) 7'(t) < f(t,7(t), pourtoutt € 1;

<

(1) v(a) < ~(b).

Lemme 2.2 Le probléme périodique

2 (t) + x(t) = g(t), pour toutt € I,

(2.9)
z(a) = z(b),

avec g € C(I,R), admet une solution unique x € C'(I,R), donnée par

x(t) ==e" (eb—“;—l /ab eg(s)ds + /at esg(s)ds) : (2.10)

Preuve.
Soit x est solution du probléme (2.9), on a :

2(t) = e (e“:ﬁ(a) + / t esg(s)ds) | (2.11)

z(b) = z(a) = 6—_&/ e’g(s)ds. (2.12)
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En substituant (2.12) a (2.11), on obtient

o(t) = et (&;—1 /abesg(s)ds—f—/atesg(s)ds).

En suivant un raisonnement similaire & la section précédente, nous pou-
vons obtenir le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 2.2 Soit f : [ xR — R une fonction continue. Sivy,d € C1(I,R)
sont respectivement sous et sur solutions de (2.1)(2.3) tel que v < 0 sur
I, alors le probleme (2.1)(2.3) admet une solution v € C'(I,R), telle que
v(t) < z(t) < (t) pour tout t € I.

Pour y arriver, il suffit d’utiliser le probléme modifié¢ suivant :

o () + x(t) = f(t,T() +T(t), tel,
(2.13)

Z(t) = max {y(t), min{xz(t), 5(t)}}, pour tout t € . (2.14)

Il est clair qu'une solution z de (2.13) telle que (t) < z(t) < §(t) pour

) <
tout t € I (c-a-d. x € [y, d]) est une solution de (2.1)(2.3).
Ensuite, on démontre que 'opérateur A, : C(I,R) — C(I,R) tel que

Aoy = (o | e (s 2(5) +2(5) ) s

est compact. Finalement, on démontre que toute solution du probléme 2.13

est élément de [0, 7].

2.3 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.
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Exemple 2.3.1 On consideére le probleme a valeur initiale suivant :

+sin(Za(t)) +t(2 —t), pour tout t € I =[1,2],
? 1.2 (2.15)

2
t

Ici f(t,z(t)) = _xT() + sin(Fx(t)) + t(2 — ). Il est clair que f est une

fonction continue sur [1,2] x R et v(t) = 0, 6(t) = 2, sont respectivement

sous et sur-solutions de (2.15), avec y(t) < 0(t) pourt € [1,2]. En effet,

Y () =0< f(t,v(t) =t(2—1), pourtouttec I et(1)=0</m,
§()=0>f(t,6(t) = —2+t2—1t) pourtouttcl etd(l)=2> /T

Le Theoreme 2.1 implique que le probléme (2.15) admet une solution x €
CY([1,2],R) telle que

0 < z(t) <2 pour tout t € [1,2].

Exemple 2.3.2 On considére le probléme périodique suivant :

) —x(t)
t) = , toutt € I = [1 2],
v () 1+ cos?(mx(t) pour ot 12 (2.16)
z(%) = z(2).
—x(t
Ici f(t,z(t)) = T co§2((7)rx(t)' 1l est clair que f est une fonction continue
sur [1,2] xR et y(t) = —1, 6(t) = 1, sont respectivement sous et sur-solutions

de (2.16), avec y(t) < 6(t) pour t € [3,2]. En effet,
V() =0 < f(t,y(t) =5, pour tout t € I et y(3) < (2),
§(t)=02> f(t,0(t) = —3% pourtoutt €l etd(t)=1>45(2).

Le Theoreme 2.2 implique que le probléme (2.16) admet une solution v €
C'([3,2],R) telle que

1
—1 < z(t) <1 pour tout t € [1,2].



Chapitre 3

Existence de solutions pour des
équations différentielles
fractionnaires conformes
non-linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour d’équation
différentielle fractionnaire conforme non-linéaire :

29 (t) = f(t, z(t)), pour tout t € I = [a,b], 0 < a <D, (3.1)

sataisfont I'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique sur I) :
z(a) = x, (32)
z(a) = z(b). (3.3)

Ou0<a<l,z€R, 2(¥(t) désigne la dérivée fractionnaire conforme de z
d’ordre a en t et f: I x R — R est une fonction continue.

A P’aide de la méthode des sous et sur-solutions et le théoréme de point
fixe de Schauder, on établit des résultats d’existence pour les deux problémes
(3.1)(3.2) et (3.1)(3.3).
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Une fonction z € C*(I, R) est dite solution de (3.1)(3.2) (resp., (3.1)(3.3))
si elle satisfait ’équation (3.1) sur I, et la condition (3.2) (resp., (3.3)).

- Iexistence de solutions pour I’équation différentielle fractionnaire conforme
(3.1) avec o = 1 a été obtenue dans le Chapitre 2 :

z(t) = f(t,z(t)), pour tout t € [a,b], 0<a <b,

avec des conditions aux bords (condition de Cauchy ou condition périodique).

Les résultats de ce travail se trouvent dans |3|

3.1 Existence de solutions pour le probléme (3.1)(3.3)

Nous citons maintenant la défnition des sous et sur-solutions du probléme

(3.1)(3.3).

Déﬁnition 3.1 On dit qu’une fonction w € C*(I,R) est une sur-solution

de (3. )( 3), si

(i) w(t) > f(t,w(t)), pourtout tcl;

(ii) w(a) = w(b).

De méme, on dit qu’une fonction v € C*(I,R) est une sous-solution de
(3.1)(3.3) si

(i) v ()Sf( v(t)), pourtouttel;
(i) v(a) < v(b).

Nous définissons 'ensemble (le secteur) :
[v,w]| ={z € C(I) :v(t) < x(t) < w(t), pour tout t € I}.
Lemme 3.1 Le probléeme périodique
@ (t) + ax(t) = g(t), pour toutt € I,
z(a) = 2(b),

avec g € C*(1,R), admet une solution unique x € C*(I,R), donnée par

x(t) =e " (W/ s tes g(s)ds—i—/ s e g(s)ds) (3.5)

(3.4)
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Preuve.
Soit x est solution du probléme (3.4), on a :

(a) o a
= 2@ () + at' e a(t),

=e"g(t),

[a:(t)eta}

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t] et on obtient

Donc,

Par (3.4) et(3.7), on obtient

b
z(b) = z(a) = e(b““—a)—l/ 5971 e g(s)ds. (3.8)

En substituant (3.8) a (3.7), on obtient

_ o
et

b t
x(t) = W/ Safleso‘g(s)ds +/ Safle(saftﬁ)g(s)ds

:e_t <W/{; Sa_les g(S)d8+/a sa_les g(S)d8> .

Pour, I’étude de ce probléme nous considérons le probléme modifié sui-
vant :
2 (t) + ax(t) = f(t,Z(t)) + az(t), tel,

(3.9)
(a) = x(b),
o v(t), si z(t) < wv(t),
z(t) =< =(t), siv(t) <z(t) < w(t), (3.10)
w(t), si x(t) > w(t),

avec v(t) < w(t) pour tout t € I.
Il est clair qu’une solution z de (3.9) telle que v(t) < z(t) < w(t) pour tout
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t €I (c-a-d. z € [v,w]) est une solution de (3.1)(3.3).

Définissons 'opérateur N; : C(J,R) — C(J,R) par

Ni(z)(t) = et (eb—;—l / gt ( F(s,7(s)) + o@(s))ds

n / gt (F(s.2()) + ax(s))ds) .

D’aprés le Lemme 3.1, les points fixes de 'opérateur N sont les solutions
du probléme (3.9).

Proposition 3.1 Soit f : [ x R — R une fonction continue.
Siv,w € C(I,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.3),
tel que v < w sur I, alors lopérateur N7 est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.

Etape 1 : Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur N;.

Soit {zp, }nen une suite de C(I,R) convergeant vers z € C'(I,R). Alors pour
tout t € I, on a:

NG () = NG (2 (1))

<= 1 (| s ute) — #5240

Tn(s) = T(s)

)ds

F(s) — z(s)‘)ds}

)ds

T (s) — i’(s)))]ds.

+ /at s Les” (’f(s,fn(s)) - f(s,f(s))‘ +a
<o i [ (|06 - S5, 706D)| +

t
—i—/ sa’1<

1

~ e e @ (o7 B
ou K = e maxg,<s<pie ™ } = e % et max,<.<p{e’” } = . Puis-

Tn(s) — T(s)

Fls7(s)) = fls,2 ()| +

qu’il existe une constante R > 0 tel que ||Z||c(rr) < R, il existe un indice N
tell que || Tn||cr) < R pour tout n > N. Ainsi, f uniformément continue
sur I x Br(0). Alors pour £ > 0 donné, il existe un 0 > 0 tel que z,y € R o

3!
2(K + 1)(b> — a>)eb*—a*

ly—z[ <4<
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on a
(ge%

2(K +1)(b™ — a~)eb™—a’

[f(s,9) = f(s,2)] <

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que ||Z, — Z||c(r,ry < 0 pour n > N. Dans ce cas,

2eqe” " b ¢
_ < a—1 a—1
Nea(®) = M@ (0)| £ 3y e (K/ s*1ds + / s ds>
2eaed” " b* —a® t*—a“
2(K 4+ 1)(b> — a>)eb*— a a

<e

ce qui nous convainc de la continuité de N;.

Etape 2 :Montrons maintenant que 'ensemble N7 (C(I,R)) est relativement
compact. Considérons une suite {y, }nen de Ni(C(I,R)) pour tout n € N
il existe une suite (x,)nen € C(I,R) tell que y, = Ni(z,(t)) pour tout
n € N. Par définition, il existe une constante R > 0 tel que |[ZT,(s)] <
R, pour tout s € I et tout n € N. La fonction f étant compacte sur I x
B (0, R), nous pouvons déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que

|f(5,Zn(s)] < A, pour tout s € I et toutn € N.

Nous avons

i (6)] < e [ﬁ /ab 271 (| (s, ()| + a

fn(s)Dds
+ /at s e (’f(s,fn(s))‘ +a

b t
<" (A+R) <K/ sa_lds+/ Sa_1d8>
(1 ~ a®)

«

T () D ds}

<A+ R)(K 4 1) = L.
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Ainsi, la suite {y,}, oy est uniformément bornée sur C(/,R).
D’autre part, pour tout t; <ty € I, on a

Ni(an(t2)) = Ma(a (1))

e 1 Yot e _ _
<le™ —e tll[eba_a—a_l/ s*le (’f(5,$n(5))’+|xn(5)|>d3

b [t (156w + 1))

a

to

+ e / s 1es® (|f(5,fn(5))| + |x‘n(s)|>ds
t1

b — a® to — 1o

+ e (A+ R)

< (e7 —e ™)K+ 1) (A+ R)

Dong, la suite {y, }nen est équicontinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on
obtient que I'ensemble N7 (C(I,R)) est relativement compacte dans C'(I,R).
Ainsi, N; est compact.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1 Soit f : xR — R une fonction continue. Siv,w € C*(1,R)
sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.3), tel que v < w sur
I, alors le probléeme (3.1)(3.3) admet une solution x € C*(I,R), telle que
v(t) < z(t) < w(t) pour tout t € 1.

Preuve.

Par la Proposition 3.1, 'opérateur N; est compact. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, N; admet un point fixe. Le Lemme 3.1 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (3.9). Il suffit donc de
démontrer que pour toute solution = de (3.9), x € [v, w].

Soit x € C*(I,R) la solution de (3.9), prouvons d’abord que :

v(t) < x(t), pourtoutte .

Procédons par 'absurde, il existe t1,ty € I, t; <ty tel que v(t;) = x(t;) et
x(t) < v(t) pour tout t €ty .

D’aprés la définition de = on a

() = f(t,v(t)) + av(t) — ax(t).
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Donc
2(t) — 2(t) :/t 30‘_1[f(s,v(s)) + a(v(s) —x(s))] ds.

En utilusant le fait que v est une sous solution de (3.1)(3.3), l'inégalité ci-
dessus nous donne :

v(t) —v(t;) < /so‘_lf(s,v(s))ds

t1

< /t s [f(s,v(s)) + a(v(s) — z(s))|ds

t1

= z(t) — x(t1) < v(t) —v(ty).

C’est une contradiction. Donc v(t) < z(t) pour tout t € I.
En suivant un raisonnement similaire a la partie précédente, nous montrons
maintenant que :

x(t) < w(t) pour tout t € I.

Supposons qu’il existe t1,ty € [,t; < to tel que w(ty) = z(t1) et
x(t) > w(t) pour tout t €]ty, to].
En utilusant la définition de z on a

Ot = £t w(t) + alw(t) - 2(0).
Donc .
z(t) —x(t) = /t 51 [f(s,w(s)) —a(z(s) —w(s))|ds.

En utilusant le fait que w est une sur solution de (3.1)(3.3). On obtient donc

w(t) = wity) > /salf(s,w(s))ds

> /t: st [f(s, w(s)) — a(z(s) —w(s))|ds

= x(t) —x(t1) > w(t) — w(ty).

C’est une contradiction, donc : w(t) > x(t) pour tout t € I.
Ceci montre que le probléme (3.9) a une solution dans l'intervalle [v, w] qui
est la solution de (3.1)(3.3).
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3.2 Existence de solutions pour le probléme (3.1)(3.2)

Nous citons maintenant la défnition des sous et sur-solutions du probléme
(3.1)(3.2).

Déﬁnition 3.2 On dit qu’une fonction w € C*(I,R) est une sur-solution

de (3. )( 2), si
(i) w(t) > f(t,w(t)), pourtout tcl;

(ii) w(a) > wo.

De méme, on dit qu’une fonction v € C*(I,R) est une sous-solution de
(3.1)(3.2) si
(i) v (t) < f(t,v(t), pourtoutt € l;

(i1) v(a) < zy.
Nous définissons I'ensemble (le secteur) :
[v,w] ={x e C(I) : v(t) < x(t) < w(t), pour tout ¢t € I}.

Lemme 3.2 Le probléme a valeur initiale

2@ (t) + ax(t) = g(t), pour toutt € I,
(3.11)
z(a) = o,

avec g € C*(1,R), admet une solution unique v € C*(I,R), donnée par
t
x(t) ::/ s et T g(s)ds + woe® . (3.12)

Pour, I’étude de ce probléme nous considérons le probléme modifié sui-

vant :
o (t) + ax(t) = f(t,Z(t)) + az(t), tel,

(3.13)
z(a) = xo,
o v(t), si x(t) < v(t),
z(t) =< =(t), sio(t) <az(t) <w(t), (3.14)
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avec v(t) < w(t) pour tout t € I.
Il est clair qu’une solution z de (3.13) telle que v(t) < z(t) < w(t) pour tout
t € I (c-a-d. x € [v,w]) est une solution de (3.1)(3.2).

Définissons lopérateur Ns : C(I,R) — C(I,R) par

No(z)(t) = /: s les " <f(s7 z(s)) + af(s))ds + zpe® 1,

D’aprés le Lemme 3.2, les points fixes de 'opérateur Ny sont les solutions
du probléme (3.13).

En utilisant un raisonnement similaire & la preuve du Proposition 3.1, on
peut aussi obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.2 Soit f: I x R — R une fonction continue.
Siv,w € C*(I,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(5.2),
tel que v < w sur I, alors lopérateur Ny est compact.

En suivant un raisonnement similaire au Théoréme 3.1, nous pouvons
obtenir le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 3.2 Soit f : xR — R une fonction continue. Siv,w € C*(1,R)
sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.2), tel que v < w sur
I, alors le probléeme (3.1)(3.2) admet une solution x € C*(I,R), telle que
v(t) < z(t) < w(t) pour tout t € 1.

Preuve.

Par la Proposition 3.2, 'opérateur Ny est compact. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, N3 admet un point fixe. Le Lemme 3.2 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (3.13). 1l suffit donc de
démontrer que pour toute solution z de (3.13), x € [v, w].

Soit x € C*(I,R) la solution de (3.13), on prouve que :

v(t) < x(t), pour touttel.

et
z(t) <w(t), pourtoutte l.

Ceci montre que le probléeme (3.13) admet une solution z sataisfait v(t) <
x(t) < w(t) pour tout t € I qui est une solution du probléme (3.1)(3.2).
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Remarque 3.1 Les résultats (Théorémes 3.2 et 3.1) de Chapitre 3 généra-
lisent les résultats précédents (Théorémes 2.1 et 2.2) donnés dans le Chapitre
2 pour Déquation différentielle non-linéaire du premier ordre :

/

x(t) = f(t,z(t)),  pourtoutte I =la,b], 0<a<b.

3.3 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 3.3.1 On considere le probleme périodique suivant :
2t — 1 —sin(5x(t

Vi (3.15)

2t — 1 —sin(5z(t))

2
Vit
continue sur [%, 1] x R. On peut vérifier que v = —1 et w = 1 sont respecti-

vement sous et sur-solutions de (3.15), avec v(t) < w(t) pourt € [3,1]. En

effet,

Ici, o = 2 et f(t,z) =

3 .Ml est clair que f est une fonction

oD (t) = 0 < f(to(t)) =2V, te T, v%)SMD,
t 2t — 1)

Vit

Alors, le Theoreme 3.1 implique que le probléeme (3.15) admet une solution
x € Cg([%, 1], R) telle que

wE () = 0> f(t,w(t)) =

1
) tEI, ’U)(g)ZUJ(l),

1
—1 <z(t) <1 pour tout t € [5’ 1].
Exemple 3.3.2 On considére le probléme a valeur initiale suivant :

2@ (t) = —Lsin®(Zx(t)) —t + 2 pour tout t € [1,2],

(3.16)
z(1) = —1.

Iei, @ = 1 et f(t,z) = —3sin’®(5a(t)) — t + 2. 1l est clair que f est une

fonction continue sur [1,2] x R. On peut vérifier que v = —2 et w = 2
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sont respectivement sous et sur-solutions de (3.16), avec v(t) < w(t) pour
t € [1,2]. En effet,

=

v D) =0< f(tot)=2—t, tel, v(l)=-2<-1,

et
W) =0> ft,wt)=1—t, tel, wl)=2>-1,
Alors, le Theoreme 3.2 implique que le probléme (3.16) admet une solution
z € Ci([1,2],R) telle que

—2 < z(t) < 2 pour tout t € [1,2].



Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter des résultats d’exis-
tence de solutions pour des équations différentielles non-linéaires du premier
ordre et des équations différentielles fractionnaires conformes non-linéaires
d’ordre a0 €]0, 1] avec des conditions de bord (condition de Cauchy ou condi-
tion périodique). Ces résultats ont été obtenus grace a la méthode de sous et
sur solutions et le théoréme de point fixe de Schauder.
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