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Résumé

Ce mémoire est consacré à la preuve de certaines nouvelles inégalités intégrales
fractionnaires pour les fonctions s-convexes,en utilisant une égalité qui est donnée dans
[16].Aussi sont donéés quelques applications à des moyennes spéciaux des nombres réels
positifs.
Mots clés :Inégalitées de type d’Ostowski,Inégalité de type médian,integrale fraction-
naire de Riemann-Liouville,fonctions s-convexes,
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INTRODUCTION

La convexité est une notion simple qui remonté à Archimedes à propos de sa célèbre
estimation de la valeur π.

Il a remarqué une réalité importante ,que le périmètre d’une figure convexe est
plus petit que le périmètre de tout autre figure convexe qui est circourcuit. L’étude du
sujet des fonctions convexes est généralement attribuée à J.L.W.Jensen.

Cependant il n’était pas le premier a utiliser de telles fonctions,mais il y ’a d’autres
tels que :Hermite,Hölder et Stolz. Pendant tout le XXe siècle,il y ’eut une activité de re-
cherche et de nombreux résultats importants,en analyse fonctionnelle,géométrie,économie
mathématique,analyse convexe et l’optimisation.

Le concept de convexité et ses diverses généralisations et extensions jouent un
rôle important dans l’analyse moderne.

Des nombreuses inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard sont présentés
pour les fonctions convexes,pour log-convexe,quasi-convexe,et s-convexe.

En ce qui concerne la fonction s-convexe,le concept suivant :
f : R+ → R òu R+ = [0,∞) est dit s-convexe au premier sens si :

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y).

pour tout x, y ∈ R+ α, β ≥ 0 et αs + βs = 1, s ∈ (0, 1] a été introduit par Orlicz.

En 1992,Hudzik et Maligrand considérent le concept suivant :
f : R+ → R est dit s-convexe au deuxième sens si :

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y).

pour tout x, b ≥ 0, α+ β = 1 et s ∈ (0, 1].

En 1999 Dragomir présenté les inégalités intégrales d’Hermite-Hadamard pour les
fonctions s-convexes au deuxième sens.

Le mémoire est constitué de quatre chapitres repartis comme suit :
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Introduction

Le premier chapitre comprend certaines notions nécéssaires pour le calcul fraction-
naire , ensuite sont définis les espaces intégrables, des fonctions continues et absolument
continues et quelques inégalités de Hölder, Ostrowski et Hermite-Hadamard.

Le deuxième chapitre comprend quelques nouvelles inégalités intégrales pour les
fonctions convexes et s-convexes.

Dans le troisième chapitre on considère quelques nouvelles inégalités intégrales
fractionnaire de Riemann-Liouville pour les fonctions convexes et s-convexes.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude quelques applications des inégalités
intégrales pour les fonctions s-convexes .

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une bibliographie.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons quelques définitions,d’espaces des fonctions
p-intégrables,absoluments continues et des fonctions continues et leurs propriétés.
Nous présentons également les fonctions Gamma,Béta et quelques types des fonctions
convexes.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace des fonctions intégrales

Définition 1.1.1. Soient Ω = (a, b)(∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini
dans R , 1 ≤ p ≤ ∞.

1. Pour 1 ≤ p < ∞, l’éspace LP (Ω) est l’éspace des classes des fonctions f réelles
sur Ω telles que f est mesurable et∫ b

a

|f(x)|p dx <∞.

2. Pour p = ∞ ,l’éspace L∞(Ω)est l’éspace des classes des fonctions mesurables f
bornées presque partout (p.p) sur Ω.

Théorème 1.1.1. Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.
1. Pour 1 ≤ p < +∞ , l’éspace Lp(Ω) est un éspace de Banach muni de la norme :

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1
p

.

2. L’éspace L∞(Ω) est un éspace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur Ω}.

1.1.2 Espace des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.1.2. ([20]) Soit Ω = [a, b](−∞ ≤ a < b ≤ ∞) et n ∈ N = {0, 1, .....}
on désigne par Cn(Ω) l’éspace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou

4



1.2 Les inégalités intégrales

égale à (n-1) continues sur Ω,muni de la norme :

‖f‖cn :=
n∑
k=0

∥∥f (k)(x)
∥∥ :=

n∑
k=0

maxx∈Ω

∣∣f (k)(x)
∣∣ , n ∈ N.

En particulier si n = 0,CO(Ω) = C(Ω) l’éspace des fonctions f continues sur Ω muni
de la norme :

‖f‖C := maxx∈Ω |f(x)| .

Définition 1.1.3. ([20]) Soit Ω = [a, b](−∞ < a < b < +∞)un intervalle fini. on
désigne parAC([a, b]) l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrable , c’est à
dire :

AC([a, b]) = {f/∃ϕ ∈ L1([a, b]) : f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt}.

Et on appelle AC([a,b])l’éspace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Définition 1.1.4. ([20]) Pour n ∈ N = 0, 1, ...., on désigne par ACn([a, b])l’éspace
des fonctions f ayant des drivées jusqu’à’l’ordre (n − 1)continue sur [a,b] telles que
f (n−1) ∈ AC([a, b]) :

ACn([a, b]) = {f : [a, b]→ C} et f (n−1) ∈ AC([a, b])}.

En particulier AC1([a, b]) = AC([a, b]).

1.1.3 Espace des fonction continues avec poids Cλ([a.b])

Définition 1.1.5. ([20]) Soit Ω = [a, b] un intervalle fini et λ ∈ C(0 ≤ <(λ) < 1)
On désigne par Cλ([a, b])l’éspace des fonction f définies sur]a,b] telles que la fonction
(x− a)λf(x) ∈ C([a, b]) c’est à dire :

Cλ([a, b]) = {f :]a, b]→ C, (.− a)λf(.) ∈ C([a, b])} (1.1)

muni de la norme :

‖f‖Cλ = ‖(x− a)λf(x)‖C = maxx∈Ω |(x− a)λf(x)| . (1.2)

L’éspace Cλ([a, b]) est appelé l’éspace des fonctions continues avec poids en particulier,
C0([a, b]) = C([a, b]).

Définition 1.1.6. ([25]) Une fonction réelle f(t),t ≥ 0 est dite dans l’éspace Cµ ,µ ∈ R
s’il existe un nombre réel p > µ tel que f(t) = tpf1(t), oùf1(t) ∈ C([0,∞]).

Définition 1.1.7. Une fonction f(t),t ≥ 0 est dite dans l’éspace Cn
µ ∈ R, si f

(n) ∈ Cµ.

1.2 Les inégalités intégrales

1.2.1 Inégalité de Hölder

Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) , 1 ≤ p, q < ∞,telles que q =
p

p− 1
et

1

p
+

1

q
= 1

on a l’inégalité :∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
[∫

Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

×
[∫

Ω

|g(x)|qdx
]1
q

.
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1.2 Les inégalités intégrales

Cette inégalité se généralise en considérant les réels pj > 1 donc
j=n∑
j=1

1

pj
= 1 :

∀fj ∈ Lpj(Ω),

∫
Ω

∣∣∣ ∏
j>1

fj(x)
∣∣∣dx ≤ ∏

j>1

(∫
Ω

∣∣∣fj(x)
∣∣∣pjdx) 1

pj

.

1.2.2 Inégalité de Cauchy Schwartz

Soient f, g ∈ (C([a, b],R))2 si p = q = 2 alors :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

|f(x)|2dx
)1

2
(∫ b

a

|g(x)|2dx
)1

2

.

1.2.3 Inégalité d’Ostrowski

Soit f : I → R une application différentiable sur [a, b], telle que |f ′(t)| ≤M pour
tout t ∈ (a, b),alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)M

[
1

4
+ (

(x− a+b
2

)2

(b− a)2

]
.

Pour tout x ∈ [a, b].

1.2.4 Inégalité de Hermite-Hadamard

Soit f : [a, b]→ R est une fonction convexe sur [a, b],alors :

f

(
a+ b

2

)
≤

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2
.

inégalité de Hermite-Hadamard.

1.2.5 Inégalité integrale de puissance moyenne

( See[24]) Soient f, w deux fonctions définies sur [a, b] et q > 1. Si |w| et |w||f |q
sont intégrables sur [a, b],alors :∫ b

a

|w(x)f(x)|dx ≤
(∫ b

a

|w(x)|dx
)1−1

q
(∫ b

a

|w(x)| |f(x)|q dx
)1
q

.
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1.3 Fonctions Spécifiques

1.3 Fonctions Spécifiques

1.3.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.3.1. ([22]) Pour z ∈ C − {0,−1,−2,−3, ...} , la fonction Gamma
d’Euler est définie par :

Γ(z) =


∫ ∞

0

tz−1e−tdt si Re(z) > 0

Γ(z + 1)

z
si Re(z) ≤ 0, z 6= 0,−1,−2,−3, ...

Propriétés 1.3.1. 1. Pour Re(z) > 0

Γ(z) =

∫ 1

0

ln

(
1

t

)z−1

dt.

2. Pour z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...}

Γ(z + 1) = zΓ(z).

3. Pour n ∈ N∗
Γ(n) = (n− 1)!.

4. Pour z ∈ C− {0, 1, 2, 3, ...}

Γ(1− z) = −zΓ(−z).

5. Pour Re(z) > 0

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2)(z + 3)....(z + n)
.

6. Pour z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...}

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
n=1

(1 +
z

n
)e−

z
n

avec

γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

K
− ln(n)

)
≈ 0, 5772156649.

(constante d’Euler)
7. La fonction Gamma d’Euler est analytique z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ....}.
8. Pour z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...} :

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)

et
Γ(z)Γ(−z) = −

π

z sin(πz)
.
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1.3 Fonctions Spécifiques

9.
Γ(0+) = +∞.

10.
lim
x→0+

xΓ(x) = 1.

11.

x! = Γ(x+ 1) = lim
k→∞

k!kx

(x+ 1)....(x+ k)
, x ∈ R, x 6= −1,−2,−3, ....,−k.

Définition 1.3.2. Pour tout x tel que (−n < x < −n+ 1) , n = 1, 2, 3, ....

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2)....(x+ n− 1)
.

1.3.2 Fonction Béta

Définition 1.3.3. ([22]) Pour Re(z), Re(w) > 0 , la fonction Béta est définie par :

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt.

Propriétés 1.3.2. 1. Pour z, w ∈ C

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

2.

B(z + 1, w + 1) =

∫ 1

0

tz(1− t)wdt.

3. La fonction Béta vérifie les identités suivantes :
(a)

B(z, w) = B(w, z).

(b)
B(z, w) = B(z + 1, w) +B(z, w + 1).

(c)
B(z, w + 1) =

w

z
B(z + 1, w) =

w

z + w
B(z, w).

4.

B(z, w) =

∫ ∞
0

tz − 1

(1 + t)z+w
= 2

∫ π
2

0

(sin t)2z−1(cos t)2w−1.

5.
Bx(z, w) =

∫ x

0

tz−1(1− t)w−1dt.
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1.4 Analyse et calcul fractionnaire

1.3.3 Fonction convexe

Définition 1.3.4. On dit que f : [0,∞)→ R est une fonction convexe si :

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Pour tout x, y ∈ [0,∞), t ∈ [0, 1].

1.3.4 Fonction s-convexe

Définition 1.3.5. ([8]) On dit que f : [0,∞]→ R est une fonction s-convexe au seconde
sens si :

f(tx+ (1− t)y) ≤ tsf(x) + (1− t)sf(y).

Pour tout x, y ∈ [0,∞), t ∈ [0, 1] et s ∈ (0, 1].

Remarques 1.3.1. Pour s = 1, la s-convexité devient la convexité ordinaire.

1.4 Analyse et calcul fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1. ([19]) Soit f ∈ L[a, b] Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville de gauche et de droite (respectivement) Jαa+ et Jαb− d’ordre α > 0 sont définies
par :

Jαa+f(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a.∀t ∈ [a, b].

Jαb−f(x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x < b.∀t ∈ [a, b].
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Chapitre 2
Quelques nouvelles inégalités intégrales pour
les fonctions convexes et s-convexes

Dans ce chapitre,nous présontons des preuves des théorèmes de nouvelles in-
égalités intégrales d’Ostorwski et d’Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes et
s-convexes.

2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes
Théorème 2.1.1. ([6]) Soit f : [a, b]→ R une application différentiable sur [a, b],telle
que |f ′(t)| ≤M , pour tout t ∈ (a, b),alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)M

[
1

4
+

(x− a+b
2

)2

(b− a)2

]
. (2.1)

Pour tout x ∈ [a, b] .

La constante
1

4
est la plus petite possible . L’inégalité (2.1)on peut s’écrire sous la forme

suivante : ∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M

b− a

[
(x− a)2 + (b− x)2

2

]
. (2.2)

Preuve 2.1.1. En utilisant l’identité :

f(x) =
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt+
1

b− a

∫ b

a

p(x, t)f ′(t)dt

Pour tout x ∈ [a, b],avec :

p(x, t) =

{
t− a, si a ≤ t ≤ x
t− b, x < t ≤ b

10



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

On trouve : ∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

p(x, t)f ′(t)dt

∣∣∣∣
≤

1

b− a

∫ b

a

|p(x, t)f ′(t)|dt

≤
1

b− a

∫ b

a

|p(x, t)||f ′(t)|dt

On a :
|f ′(x)| ≤M (2.3)

On multiplie l’inégalité (2,3) par |p(x, t)| :

|p(x, t)||f ′(t)|dt ≤M |p(x, t)|∫ b

a

|p(x, t)||f ′(t)|dt ≤
M

b− a

∫ b

a

p(x, t)dt

Alors :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M

b− a

∫ b

a

|p(x, t)|dt

=

∫ x

a

(t− a)dt+

∫ b

x

(b− t)dt

=
M

b− a

[
(x− a)2 + (x− b)2

2

]
∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M

b− a

[
(x− a)2 + (b− x)2

2

]
=

M

b− a

[
x2 − 2ax+ a2 + x2 − 2bx+ b2

2

]
=

M

b− a

[
a2 + b2 + 2x2 − 2ax− 2bx

2

]
=

M

b− a

[
2a2 + 2b2 + 4x2 − 4ax− 4bx

4

]
=

M

b− a

[
b2 − 2ab+ a2 + 4x2 − 4(a+ b)x+ (a+ b)2

4

]
=

M

b− a

[
b2 − 2ab+ a2 + 4(x2 − (a+ b)x+ (a+b

4
)2

4

]

=
M

b− a

[
(b− a)2

4
+ (x− (

a+ b

2
)2)

]
= M(b− a)

[
1

4
+

(x− a+b
2

)2

(b− a)2

]
.

Théorème 2.1.2. ([23]) On suppose f : [0,∞)→ [0,∞) une fonction convexe et soit
(a, b) ∈ [0,∞), a < b .Si f ′ ∈ L[a, b] ,alors l’ inegalité est vérifiée :

f

(
a+ b

2

)
≤

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2
. (2.4)
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Preuve 2.1.2. Comme f est convexe :

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b). (2.5)

Pour tout t ∈ [0, 1] .
On intégre l’inégalité (2.5) t ∈ [0, 1] ,on obtient :∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt ≤ f(a)

∫ 1

0

tdt+ f(b)

∫ 1

0

(1− t)dt. (2.6)

Comme ∫ 1

0

tdt =

∫ 1

0

(1− t)dt =
1

2

et par le changement de variable x = ta+ (1− t)b.∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Nous obtenons l’inégalité droite de (2,4) à partir de (2,5) et par la convexite de f nous
avons :

1

2
[f(ta+ (1− t)b) + f((1− t)a+ tb)] ≥ f

[
ta+ (1− t)b+ (1− t)a+ tb

2

]
= f

(
a+ b

2

)
.

Aprés l’intégration de cette inégalité (2,5) sur [0, 1],on obtient :

f

(
a+ b

2

)
≤

1

2

[∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt+

∫ 1

0

f((t− 1)a+ bt)dt

]
=

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Ce qui prouve l’inégalité gauche de (2,4).La même manière de l’inégalité de droite de (2,4)

Lemme 2.1.1. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable sur
(a,b)avec a < b .Si f ′ ∈ L[a, b] ,et pour tout x ∈ [a, b],alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ = (a− b)
∫ 1

0

p(t)f ′(ta+ (1− t)b)dt (2.7)

avec

p(t) =


t, t ∈

[
0,
b− x
b− a

]
t− 1, t ∈

(
b− x
b− a

, 1

]
.

Preuve 2.1.3. On a :

(a− b)
∫ 1

0

p(t)f ′(ta+ (1− t)b)dt

= (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tf ′(ta+ (1− t)b)dt+ (a− b)
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)f ′(ta+ (1− t)b)dt

= I1 + I2.

12



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

On intégre par partie ta+ (1− t)b = u , dt =
du

a− b
,alors :

I1 = (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tf ′(ta+ (1− t)b)dt

= (a− b)
[
tf(ta+ (1− t)b)

a− b

∣∣∣∣ b−xb−a

0

−
∫ b−x

b−a

0

f(ta+ (1− t)b)
a− b

dt

=
(b− x)

(b− a)
f(x)−

1

(b− a)

∫ b

x

f(u)du

et

I2 = (a− b)
∫ 1

b−x
b−ac

(t− 1)f ′(ta+ (1− t)b)dt

= (a− b)
[

(t− 1)f(ta+ (1− t)b)
a− b

∣∣∣∣1
b−x
b−a

−
∫ 1

b−x
b−a

f(ta+ (1− t)b)
a− b

dt

= −
(
a− x
b− a

)
f(x)−

1

b− a

∫ x

a

f(u)du.

Donc :

I1 + I2 = (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tf ′(ta+ (1− t)b)dt+ (a− b)
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)f ′(ta+ (1− t)b)dt

=

∫ 1

0

p(t)f ′(ta+ (1− t)b)dt.

Théorème 2.1.3. ([17]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R, une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′| est convexe dans [a, b] , alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

6
×



[
4

(
b− x
b− a

)3

− 3

(
b− x
b− a

)2

+ 1

]
|f ′(a)|

+

[
4

(
x− a
b− a

)3

− 3

(
x− a
b− a

)2

+ 1

]
|f ′(b)|

 .
Pour tout x ∈ [a, b].
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Preuve 2.1.4. D’aprés le lemme(2.1.1)et comme |f ′| est convexe sur [a, b],alors :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

(t2|f ′(a)|+ (t− t2)|f ′(b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

((t− t2)|f ′(a)|+ (1− t)2|f ′(b)|)|dt

= (b− a)


|f ′(a)|

∫ b−x
b−a

0

t2dt+ |f ′(b)|
∫ b−x

b−a

0

(t− t2)dt

+ |f ′(a)|
∫ 1

b−x
b−a

(t− t2)dt+ |f ′(b)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)2dt



=
(b− a)

6
×



[
4

(
b− x
b− a

)3

− 3

(
b− x
b− a

)2

+ 1

]
|f ′(a)|

+

[(
x− a
b− a

)3

− 3

(
b− x
b− a

)(
x− a
b− a

)2

+ 1

]
|f ′(b)|

 .
avec : ∫ b−x

b−a

0

t2dt =
1

3

(
b− x
b− a

)3

∫ b−x
b−a

0

(t− t2)dt =
1

3

(
x− a
b− a

)3

−
1

2

(
x− a
b− a

)2

+
1

6∫ 1

b−x
b−a

(t− t2)dt =
1

3

(
b− x
b− a

)3

−
1

2

(
b− x
b− a

)2

+
1

6∫ 1

b−x
b−a

(1− t)2dt =
1

3

(
x− a
b− a

)3

.

Corollaire 2.1.1. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b],on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M

[
2[(b− x)3 + (x− a)3] + (b− a)3

3(b− a)2
−

[(b− x)2 + (x− a)2]

2(b− a)1

]
.

2. Si x =
a+ b

2
on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ 6
b− a

8
[|f ′(a) + |f ′(b)|].

14



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Théorème 2.1.4. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b], p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

1

(2)
1
q

×


(
b− x
b− a

)1+ 1
p

((
b− x
b− a

)2

|f ′(a)|q +

[
1−

(
x− a
b− a

)2
]
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

)1+ 1
p

([
1−

(
b− x
b− a

)2
]
|f ′(a)|q +

(
x− a
b− a

)2

|f ′(b)|q
)1
q

 .

(2.8)

Pour tout x ∈ [a, b],avec
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve 2.1.5. : On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et l’inégalité de Höl-
der,on a : ∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

(2.9)

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tpdt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

Comme |f ′|q est convexe dans [a, b],alors :∫ b−x
b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ b−x

b−a

0

[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q] dt (2.10)

=
1

2

{ (
b− x
b− a

)2

|f ′(a)|q +

[
1−

(
x− a
b− a

)2
]
|f ′(b)|q

}
.

et ∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ 1

b−x
b−a

[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q] dt

=
1

2

{[
1−

(
b− x
b− a

)2
]
|f ′(a)|q +

(
x− a
b− a

)2

|f ′(b)|q
}
.

(2.11)
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

avec : ∫ b−x
b−a

0

tpdt =
1

(p+ 1)

(
b− x
b− a

)p+1

et∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt =
1

(p+ 1)

(
x− a
b− a

)p+1

.

(2.12)

D’aprés (2.9)-(2.12),on obtient l’inégalité(2.8).

Corollaire 2.1.2. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M(b− a)

(
(b− x)2 + (b− a)2 − (x− a)2

2(b− a)2

)1
q

[ (
(b− x)p+1

(p+ 1)(b− a)p+1

) 1
p

+

(
(x− a)p+1

(p+ 1)(b− a)p+1

) 1
p

]
.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

4

1

2
1
q

(
1

p+ 1

) 1
p


(

1

2
|f ′(a)|q +

3

2
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1

2
|f ′(b)|q +

3

2
|f ′(a)|q

)1
q

 .
Théorème 2.1.5. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞]→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b] et p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

1

(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

×


(b− x)2

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

2

)1
q

+(x− a)2

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

2

)1
q

 .

Pour ∀x ∈ [a, b],où
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve 2.1.6. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1)et on appliquant l’inéga-
lité de Hölder,alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

16



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tpdt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

Comme |f ′|q est convexe dans [a, b],alors :∫ b−x
b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
b− x
b− a

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

2

)
.

et ∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt)
1
q ≤

x− a
b− a

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

2

)
.

donc : ∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

1

(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

×


(b− x)2

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

2

)1
q

+(x− a)2

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

2

)1
q

 .

avec
1

p
+

1

q
= 1. On sait que :

∫ b−x
b−a

0

tpdt =
1

p+ 1

(
b− x
b− a

)p+1

et ∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt =
1

p+ 1

(
x− a
b− a

)p+1

.

Théorème 2.1.6. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b],p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

b− a
(p+ 1)

1
p

[(
b− x
b− a

)p+1

+

(
x− a
b− a

)p+1
] 1
p ( |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2

)1
q

.

(2.13)

Pour tout x ∈ [a, b],avec
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve 2.1.7. On suppose que p > 1.D’aprés le lemme(2.1.1)et l’inégalité de Hölder,on
obtient :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b−a)

(∫ 1

0

|p(t)|pdt
) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

(2.14)
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Comme |f ′|q est convexe,on obtient :∫ 1

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ 1

0

(t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q) dt (2.15)

=
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2
.

et ∫ 1

0

|p(t)|pdt =

∫ b−x
b−a

0

tpdt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt (2.16)

=
1

p+ 1

[(
b− x
b− a

)p+1

+

(
x− a
b− a

)p+1
]
.

D’aprés (2.14)-(2.16),on obtient l’inégalité(2.13).

Corollaire 2.1.3. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣

6 M(b− a)



(
b− x
b− a

) 1
p


(
b−x
b−a

)q+2

q + 2
+B b−x

b−a
(q + 1, 2)


1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

Bx−a
b−a

(q + 1, 2) +

(
x−a
b−a

)q+2

q + 2


1
q


.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

2
1
p


(

1

2q+2(q + 2)
|f ′(a)|q +B1

2
(q + 2) |f ′(b)|q

)1
q

(
1

2q+2(q + 2)
|f ′(b)|q +B1

2
(q + 2) |f ′(a)|q

)1
q

 .
Théorème 2.1.7. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞]→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b] pour q ≥ 1, alors :
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
b− x
b− a

)2(1−1/q)
[

1

3

(
b− x
b− a

)3

|f ′(a)|q

+

(
1

3

(
x− a
b− a

)3

−
1

3

(
x− a
b− a

)2

+
1

6

)
|f ′(b)|q

]1
q


+ (b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
x− a
b− a

)2(1−1/q)
[

1

3

(
x− a
b− a

)3

|f ′(b)|q

+

(
1

3

(
b− x
b− a

)3

−
1

2

(
b− x
b− a

)2

+
1

6

)
|f ′(a)|q

]1
q

 .
Pour tout x ∈ [a, b].

Preuve 2.1.8. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et l’inégalité de la
moyenne puissance,on a :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tdt

)1−1
q
(∫ b−x

b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)
)1−1

q
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

Comme |f ′|q est convexe dans [a, b],alors :∫ b−z
b−a

0

t |f ′(ta+ (1− t)b)|q dt

≤
∫ b−x

b−a

0

[
t2 |f ′(a)|q + (t− t2) |f ′(b)|q

]
dt

=
1

3

(
b− x
b− a

)3

|f ′(a)|q +

[
1

3

(
x− a
b− a

)3

−
1

(2)

(
x− a
b− a

)2

+
1

6

]
|f ′(b)|q
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

et ∫ 1

b−x
b−a

(1− t) |f ′(ta+ (1− t)b)|q dt

≤
∫ 1

b−x
b−a

[
(t− t2) |f ′(a)|q + (1− t)2 |f ′(b)|q

]
dt

=

(
1

6
−

1

2

(
b− x
b− a

)2

+
1

3

(
b− x
b− a

)3
)
|f ′(a)|q

+
1

3

(
x− a
b− a

)3

|f ′(b)|q .

Donc : ∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
b− x
b− a

)2(1−1/q)
[

1

3

(
b− x
b− a

)3

|f ′(a)|q

+

(
1

3

(
x− a
b− a

)3

−
1

2

(
x− a
b− a

)2

+
1

6

)
|f ′(b)|q

]1
q


+(b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
x− a
b− a

)2(1−1/q)
[

1

3

(
x− a
b− a

)3

|f ′(b)|q

+

(
1

3

(
b− x
b− a

)3

−
1

2

(
b− x
b− a

)2

+
1

6

)
|f ′(a)|q

]1
q

 .
Corollaire 2.1.4. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M(b− a)

c
(

(b− x)2

2(b− a)2

)1−1
q
(

2(b− x)3

3(b− a)3
−

(b− x)2

2(b− a)2
+

1

6

)1
q

+

(
(x− a)2

2(b− a)2

)1−1
q
(
−

(b− x)2

2(b− a)2

)1
q

 .
2. Si x =

a+ b

2
, on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

4

(
1

2

)1−1
q


(

1

4
|f ′(a)|q +

1

3
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1

4
|f ′(b)|q +

1

3
|f ′(a)|q

)1
q

 .

2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes
Dans[5] Dragomir et Fitzpatrick présentent l’inégalité de Hermite-Hadamard pour les

fonctions s-convexes suivant le deuxième sens :
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Théorème 2.2.1. On suppose f : [0,∞)→ [0,∞) une fonction s-convexe au seconde
sense ,et s ∈ (0, 1) et soit a, b ∈ [0,∞), a < b si f ′ ∈ L1([a, b]) alors l’ inégalité
suivante est vérifiée :

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

s+ 1
. (2.17)

Preuve 2.2.1. comme f est s-convexe :

f(ta+ (1− t)b) ≤ tsf(a) + (1− t)sf(b). (2.18)

Pour tout t ∈ [0, 1].
On intégre l’inégalité (2.18) t ∈ [0, 1] ,on obtient :

∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt ≤ f(a)

∫ 1

0

tsdt+ f(b)

∫ 1

0

(1− t)sdt (2.19)

comme : ∫ 1

0

tsdt =

[
ts+1

s+ 1

]
=

1

s+ 1∫ 1

0

(1− t)sdt =

[
−

1

s+ 1
(1− t)s+1

]1

0

=
1

s+ 1

et par le changement de variable : x = ta+ (1− t)b.∫ 1

0

f(ta+ (1− t)b)dt =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a)

∫ 1

0

tsdt+ f(b)

∫ 1

0

(1− t)sdt

,

≤
f(a) + f(b)

s+ 1

On a :

f

(
a+ b

2

)
= f

((
1

2

)
a+

(
1

2

)
b

)
≤
(

1

2

)s
f(a) +

(
1−

1

2

)s
f(b)

=
1

2s
f(a) +

1

2s
f(b)

f

(
a+ b

2

)
≤
f(a) + f(b)

2s
. (2.20)

On multiplie par 2s l’inégalité (2.20) et on dévise par 2 .

2sf

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b)

2s

2
f

(
a+ b

2

)
≤
f(a) + f(b)

2
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2s−1f

(
a+ b

2

)
≤
f(a) + f(b)

2
,

f

(
a+ b

2

)
≤

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

s+ 1

On a :

0 < s < 1
1 < s+ 1 < 2

1

2
<

1

s+ 1
.

Donc :
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2
<
f(a) + f(b)

s+ 1

2s−1f

(
a+ b

2

)
< f

(
a+ b

2

)
≤

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2
<
f(a) + f(b)

s+ 1

2s−1f

(
a+ b

2

)
<

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
f(a) + f(b)

s+ 1
.

Théorème 2.2.2. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′| est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1] et α > 0 , alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

b− a
(s+ 1)(s+ 2)

×



[
2(s+ 1)

(
b− x
b− a

)s+2

− (s+ 2)

(
b− x
b− a

)s+1

+ 1

]
|f ′(a)|

+

[
2(s+ 1)

(
x− a
b− a

)s+2

− (s+ 2)

(
x− a
b− a

)s+1

+ 1

]
|f ′(b)|

 .
Pour tout x ∈ [a, b].

Preuve 2.2.2. D’aprés le lemme(2.1.1)et comme |f ′| est s-convexe dans [a, b],alors :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t(ts|f ′(a)|+ (1− t)s|f ′(b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)(ts|f ′(a)|+ (1− t)s|f ′(b)|)|dt
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= (b− a)


|f ′(a)|

∫ b−x
b−a

0

ts+1dt+ |f ′(b)|
∫ b−x

b−a

0

t(1− t)sdt

+ |f ′(a)|
∫ 1

b−x
b−a

(ts − ts+1)dt+ |f ′(b)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)s+1dt

 .

=
b− a

(s+ 1)(s+ 2)
×



[
2(s+ 1)

(
b− x
b− a

)s+2

− (s+ 2)

(
b− x
b− a

)s+1

+ 1

]
|f ′(a)|

+

[
s

(
x− a
b− a

)s+2

− (s+ 2)

(
b− x
b− a

)(
x− a
b− a

)s+1

+ 1

]
|f ′(b)|


avec : ∫ b−x

b−a

0

ts+1dt =
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

∫ b−x
b−a

0

t(1− t)sdt =
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
x− a
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)∫ 1

b−x
b−a

(ts − ts+1)dt =
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
b− x
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)∫ 1

b−x
b−a

(1− t)s+1dt =
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

.

Corollaire 2.2.1. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M

[
2(s+ 1)[(b− x)s+2 + (x− a)s+2] + 2(b− a)s+2

(s+ 1)(s+ 2)(b− a)s+1
−

[(b− x)s+1 + (x− a)s+1]

(s+ 1)(b− a)s

]
.

2. Si x =
a+ b

2
,on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ 6
(b− a)

(s+ 1)(s+ 2)

(
1−

1

2s+1

)
[|f ′(a) + |f ′(b)|].

Théorème 2.2.3. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1] et α > 0 ,p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

1

(s+ 1)
1
q

×


(
b− x
b− a

)1+ 1
p

((
b− x
b− a

)s+1

|f ′(a)|q +

[
1−

(
x− a
b− a

)s+1
]
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

)1+ 1
p

([
1−

(
b− x
b− a

)s+1
]
|f ′(a)|q +

(
x− a
b− a

)s+1

|f ′(b)|q
)1
q

 .
(2.21)
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Pour tout x ∈ [a, b],où
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve 2.2.3. : On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1)et l’inégalité d’Höl-
der,on a : ∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

(2.22)

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tpdt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

(2.23)

Comme |f ′|q est s-convexe dans [a, b],alors :∫ b−x
b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ b−x

b−a

0

[ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q] dt (2.24)

=
1

s+ 1

{ (
b− x
b− a

)s+1

|f ′(a)|q +

[
1−

(
x− a
b− a

)s+1
]
|f ′(b)|q

}
.

et ∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ 1

b−x
b−a

[ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q] dt

=
1

s+ 1

{[
1−

(
b− x
b− a

)s+1
]
|f ′(a)|q +

(
x− a
b− a

)s+1

|f ′(b)|q
}
.

(2.25)

avec : ∫ b−x
b−a

0

tpdt =
1

(p+ 1)

(
b− x
b− a

)p+1

(2.26)

et ∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt =
1

(p+ 1)

(
x− a
b− a

)p+1

. (2.27)

D’aprés (2.22)-(2.27), on obtient l’inégalité(2.21).
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Corollaire 2.2.2. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M(b− a)

(
(b− x)s+1 + (b− a)s+1 − (x− a)s+1

(s+ 1)(b− a)s+1

)1
q

[ (
(b− x)p+1

(p+ 1)(b− a)p+1

) 1
p

+

(
(x− a)p+1

(p+ 1)(b− a)p+1

) 1
p

]
.

2. Si x =
a+ b

2
,on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

4

1

2
s
q

(
1

p+ 1

) 1
p


(

1

s+ 1
|f ′(a)|q +

2s+1 − 1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1

s+ 1
|f ′(b)|q +

2s+1 − 1

s+ 1
|f ′(a)|q

)1
q

 .
Théorème 2.2.4. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞] → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1],p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

1

(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

×


(b− x)2

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

s+ 1

)1
q

+(x− a)2

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

s+ 1

)1
q

 .

Pour tout x ∈ [a, b],où
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve 2.2.4. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et l’inégalité d’Höl-
der,alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tpdt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.
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Comme |f ′|q est s-convexe dans [a, b],alors :∫ b−x
b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
b− x
b− a

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

s+ 1

)
et ∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt)
1
q ≤

x− a
b− a

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

s+ 1

)
.

donc : ∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

1

(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

×


(b− x)2

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

s+ 1

)1
q

+(x− a)2

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

s+ 1

)1
q

 .

avec
1

p
+

1

q
= 1. On a :

∫ b−x
b−a

0

tpdt =
1

p+ 1

(
b− x
b− a

)p+1

et ∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt =
1

p+ 1

(
x− a
b− a

)p+1

.

Remarque 2.2.1. Si s = 1 :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

1

(b− a)

1

(p+ 1)
1
p

×


(b− x)2

( |f ′(x)|q + |f ′(b)|q

2

)1
q

+(x− a)2

( |f ′(a)|q + |f ′(x)|q

2

)1
q

 .

Pour tout x ∈ [a, b],où
1

p
+

1

q
= 1.

Théorème 2.2.5. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b], pour s fixé s ∈ (0, 1]p ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

b− a
(p+ 1)

1
p

[(
b− x
b− a

)p+1

+

(
x− a
b− a

)p+1
] 1
p ( |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

s+ 1

)1
q

.

(2.28)

Pour tout x ∈ [a, b],où
1

p
+

1

q
= 1.
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Preuve 2.2.5. On suppose que p > 1.D’aprés le lemme(2.1.1)et l’inégalité de Höl-
der,alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b−a)

(∫ 1

0

|p(t)|pdt
) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

(2.29)
Comme |f ′|q est s-convexe,on obtient :∫ 1

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt ≤
∫ 1

0

(ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q) dt (2.30)

=
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

s+ 1
.

et ∫ 1

0

|p(t)|pdt =

∫ b−x
b−a

0

tpdt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)pdt (2.31)

=
1

p+ 1

[(
b− x
b− a

)p+1

+

(
x− a
b− a

)p+1
]
.

D’aprés (2.29)-(2.31),on obtient l’inégalité(2.28).

Corollaire 2.2.3. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣

6 M(b− a)



(
b− x
b− a

) 1
p


(
b−x
b−a

)q+s+1

q + s+ 1
+B b−x

b−a
(q + 1, s+ 1)


1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

Bx−a
b−a

(q + 1, s+ 1) +

(
x−a
b−a

)q+s+1

q + s+ 1


1
q


.

2. Si x =
a+ b

2
,on a :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

2
1
p


(

1

2q+s+1(q + s+ 1)
|f ′(a)|q +B1

2
(q + s+ 1) |f ′(b)|q

)1
q

(
1

2q+s+1(q + s+ 1)
|f ′(b)|q +B1

2
(q + s+ 1) |f ′(a)|q

)1
q

 .
Théorème 2.2.6. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞] → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le second sens
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dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1) q ≥ 1, alors :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
b− x
b− a

)2(1−1/q)
[

1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

|f ′(a)|q

+

(
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
x− a
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′(b)|q

]1
q


+(b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
x− a
b− a

)2(1−1/q)
[

1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

|f ′(b)|q

+

(
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
b− x
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′(a)|q

]1
q

 .
Pour tout x ∈ [a, b].

Preuve 2.2.6. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et l’inégalité de la
moyenne puissance,alors :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

∫ b−x
b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|dt

+ (b− a)

∫ 1

b−x
b−a

|t− 1||f ′(ta+ (1− t)b)|dt

≤ (b− a)

(∫ b−x
b−a

0

tdt

)1−1
q
(∫ b−x

b−a

0

t|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+ (b− a)

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)
)1−1

q
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

.

Comme |f ′|q est s-convexe dans [a, b],alors :∫ b−z
b−a

0

t |f ′(ta+ (1− t)b)|q dt

≤
∫ b−z

b−a

0

t
[
ts |f ′(a)|q + (1− t)s |f ′(b)|q

]
dt

=
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

|f ′(a)|q +

[
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

−
1

(s+ 1)

(
x− a
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)

]
|f ′(b)|q .
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et ∫ 1

b−x
b−a

(1− t) |f ′(ta+ (1− t)b)|q dt

≤
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)
[
ts |f ′(a)|q + (1− t)s |f ′(b)|q

]
dt

=

(
1

(s+ 1)(s+ 2)
−

1

s+ 1

(
b− x
b− a

)s+1

+
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2
)
|f ′(a)|q

+
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

|f ′(b)|q .

Donc :∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
b− x
b− a

)2(1−1/q)
[

1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

|f ′(a)|q

+

(
1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
x− a
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′(b)|q

]1
q


+(b− a)

(
1

2

)1−1
q

{(
x− a
b− a

)2(1−1/q)
[

1

s+ 2

(
x− a
b− a

)s+2

|f ′(b)|q

+

(
1

s+ 2

(
b− x
b− a

)s+2

−
1

s+ 1

(
b− x
b− a

)s+1

+
1

(s+ 1)(s+ 2)

)
|f ′(a)|q

]1
q

 .
Corollaire 2.2.4. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣f(x)−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6 M(b− a)


(

(b− x)2

2(b− a)2

)1−1
q
(

2(b− x)s+2

(s+ 2)(b− a)s+2
+

1

s+ 1
−

1

s+ 2
−

(b− x)s+1

(s+ 1)(b− a)s+1

)1
q

+

(
(x− a)2

2(b− a)2

)1−1
q
(

1

s+ 1
−

1

s+ 2
−

(b− x)s+1

(s+ 1)(b− a)s+1

)1
q

 .
2. Si x =

a+ b

2
,on a :

∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

4

(
1

2

)1−1
q


(

1

(s+ 1)2s
|f ′(a)|q +

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1

(s+ 1)2s
|f ′(b)|q +

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
|f ′(a)|q

)1
q

 .
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Chapitre 3
Quelques nouvelles inégalités intégrales
fractionnaires de Riemann-Liouville pour les
fonctions convexes et s-convexes

Ce chapitre est consacré à la preuve de nouvelles inégalités intégrales fractionnaire
de Riemann-Liouville pour les fonctions convexes et s-convexes [19].

3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonc-
tions convexes

Lemme 3.1.1. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable sur
(a,b)avec a < b ,si f ′ ∈ L[a, b] ,alors pour tout x ∈ [a, b] et α > 0, on obtient :

(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α
[Jαx+f(b) + Jαx−f(a)]

= (a− b)
∫ 1

0

p(t)αf ′(ta+ (1− t)b)dt (3.1)

avec

p(t) =


t, t ∈

[
0,
b− x
b− a

]
t− 1, t ∈

(
b− x
b− a

, 1

]
.

Preuve 3.1.1. On a :

(a− b)
∫ 1

0

p(t)αf ′(ta+ (1− t)b)dt = (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tαf ′(ta+ (1− t)b)dt

+ (a− b)
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)αf ′(ta+ (1− t)b)dt

= I1 + I2.
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

on intégre par partie ta+ (1− t)b = u, dt =
du

a− b
on obtient :

I1 = (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tαf ′(ta+ (1− t)b)dt

= (a− b)
[
tαf(ta+ (1− t)b)

a− b

∣∣∣∣ b−xb−a

0

− α
∫ b−x

b−a

0

tα−1
f(ta+ (1− t)b)

a− b
dt

=
(b− x)α

(b− a)α
f(x)−

α

(b− a)α

∫ b

x

(b− u)α−1f(u)du

=
(b− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α
Jαx+f(b)

et

I2 = (a− b)
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)αf ′(ta+ (1− t)b)dt

= (a− b)
[

(t− 1)αf(ta+ (1− t)b)
a− b

∣∣∣∣1
b−x
b−a

− α
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)α−1
f(ta+ (1− t)b)

a− b
dt

= −
(a− x)α

(b− a)α
f(x)−

α

(b− a)α

∫ x

a

(u− a)α−1f(u)du

= −
(a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α
Jαx−f(a).

Donc :

I1 + I2 = (a− b)
∫ b−x

b−a

0

tαf ′(ta+ (1− t)b)dt+ (a− b)
∫ 1

b−x
b−a

(t− 1)αf ′(ta+ (1− t)b)dt

=

∫ 1

0

p(t)αf ′(ta+ (1− t)b)dt.

Théorème 3.1.1. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′| est convexe dans [a, b] , alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
+Bx−a

b−a
(α+ 1, 2)


+ |f ′(b)|

B b−x
b−a

(α+ 1, 2) +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2




.

(3.2)

Pour tout x ∈ [a, b] ,où Bx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt.
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Preuve 3.1.2. D’aprés le lemme (3.1.1),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α
[Jαx+f(b) + Jαx−f(a)]

∣∣∣∣
≤ (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]
.

(3.3)

Comme |f ′| est convexe on a :

|f ′(ta+ (1− t)b)| ≤ t|f ′(a)|+ (1− t)|f ′(b)|. (3.4)

On utilise(3,3)dans (3,4),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


∫ b−x

b−a

0

tα[t|f ′(a)|+ (1− t)|f ′(b)|]dt

+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α[t|f ′(a)|+ (1− t)|f ′(b)|]dt



6 (b− a)


|f ′(a)|

∫ b−x
b−a

0

tα+1dt+ |f ′(b)|
∫ b−x

b−a

0

tα(1− t)dt

+|f ′(a)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αtdt+ |f ′(b)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α+1dt



6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
+ |f ′(b)|B b−x

b−a
(α+ 1, 2)


+ |f ′(a)|

Bx−a
b−a

(α+ 1, 2) + |f ′(b)|

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2





6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
+Bx−a

b−a
(α+ 1, 2)


+ |f ′(b)|

B b−x
b−a

(α+ 1, 2) +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2




.

Corollaire 3.1.1. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :
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∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)




(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
+Bx−a

b−a
(α+ 1, 2)

B b−x
b−a

(α+ 1, 2) +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2




.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a) +

(
1

2α+2(α+ 2)
+B1

2
(α+ 1, 2)

)
[|f ′(a)|+ |f ′(b)|].

Théorème 3.1.2. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b], q ≥ 1, alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(α+ 1, 2) |f ′(b)|q


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, 2) |f ′(a)|q +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2
|f ′(b)|q


1
q


.

(3.5)
Avec

K1(x, a, b, α) =

∫ b−x
b−a

0

tαdt =
(b− x)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1
.

K2(x, a, b, α) =

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αdt =
(x− a)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1
.

Pour tout x ∈ [a, b] ,où Bx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.1.3. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de la moyenne puissance,alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
≤ (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.6)
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6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

tαdt

)1−1
q
(∫ b−x

b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αdt
)1−1

q
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
Comme |f ′|q est convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q. (3.7)

On utilise(3,6)dans (3,7),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(

(b− x)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1

)1−1
q

(∫ b−x
b−a

0

tα[t |f ′(b)|q + (1− t) |f ′(b)|q]dt
)1
q

+

(
(x− a)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1

)1−1
q

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α[t |f ′(b)|q + (1− t) |f ′(b)|q]dt
)1
q



6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tα+1dt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

tα(1− t)dt
)1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

t(1− t)αdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α+1dt

)1
q



6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(α+ 1, 2) |f ′(b)|q


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, 2) |f ′(a)|q +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2
|f ′(b)|q


1
q


.

Corollaire 3.1.2. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+2

α+ 2
+B b−x

b−a
(α+ 1, 2)


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, 2) +

(
x−a
b−a

)α+2

α+ 2


1
q


.
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2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a)

(
1

2α+1(α+ 1)

)1−1
q


(

1

2α+2(α+ 2)
|f ′(a)|q +B1

2
(α+ 1, 2) |f ′(b)|q

)1
q

+

(
B1

2
(α+ 1, 2) |f ′(a)|q +

1

2α+2(α+ 2)
|f ′(b)|q

)1
q

 .

Théorème 3.1.3. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec

a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b], q ≥ 1 ,
1

p
+

1

q
= 1, alors :

∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
(b−x
b−a)2

2
|f ′(a)|q +

1− (x−a
b−a )2

2
|f ′(b)|q

)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)2

2
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )2

2
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(3.8)

Avec

K3(x, a, b, α) =

∫ b−x
b−a

0

tαpdt =
(b− x)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1
.

K4(x, a, b, α) =

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αpdt =
(x− a)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1
.

Pour tout x ∈ [a, b] ,où Bx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.1.4. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de Hölder,alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.9)

6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

tαpdt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αpdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
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Comme |f ′|q est convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q. (3.10)

On utilise(3.9)dans (3.10),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(

(b− x)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1

) 1
p

(∫ b−x
b−a

0

[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|qdt]
)1
q

+

(
(x− a)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1

) 1
p

(∫ 1

b−x
b−a

[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|qdt]
)1
q



6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tdt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

(1− t)dt
)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

tdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)dt
)1
q



6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
(b−x
b−a)2

2
|f ′(a)|q +

1− (x−a
b−a )2

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)2

2
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )2

2
|f ′(b)|q

)1
q

 .

Corollaire 3.1.3. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)2

2
+

1− (x−a
b−a )2

2


1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)2

2
+

(x−a
b−a )2

2

)1
q


.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a)

(
1

2αp+1(αp+ 1)

) 1
p


(

(b−x
b−a)2

2
|f ′(a)|q +

(
1− (x−a

b−a )2

2

)
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1− (b−x

b−a)2

2
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )2

2
|f ′(b)|q

)1
q

 .
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Théorème 3.1.4. Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞)→ R une fonction différentiable sur(a,b)avec

a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est convexe dans [a, b] ,q ≥ 1 et,
1

p
+

1

q
= 1 ,alors :

∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+2

αq + 2
|f ′(a)|q + β b−x

b−a
(αq + 1, 2)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
βx−a
b−a

(αq + 1, 2)|f ′(a)|q +
(x−a
b−a )αq+2

αq + 2
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(3.11)

Pour tout x ∈ [a, b] ,où βx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.1.5. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de Hölder,alors : :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.12)

6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

1dt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

tαq|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+

(∫ 1

b−x
b−a

1dt

) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
Comme |f ′|q est convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q. (3.13)

On utilise(3.12)dans (3.13) et on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(∫ b−x
b−a

0

tαq [t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q] dt
)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q]dt
)1
q



6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tαq+1dt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

tαq(1− t)dt
)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αqtdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq+1dt

)1
q


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6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+2

αq + 2
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(αq + 1, 2)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
Bx−a

b−a
(αq + 1, 2)|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )αq+2

αq + 2
|f ′(b)|q

)1
q

 .

Corollaire 3.1.4. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 M(b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+2

αq + 2
+B b−x

b−a
(αq + 1, 2)

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
Bx−a

b−a ](αq + 1, 2) +
(x−a
b−a )αq+2

αq + 2

)1
q

 .

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6
(b− a)

2
1
p


(

1

2αq+2(αq + 2)
|f ′(a)|q +B1

2
(αq + 1, 2)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
B1

2
(αq + 1, 2)|f ′(a)|q +

1

2αq+2(αq + 2)
|f ′(b)|q

)1
q

 .

3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonc-
tions s-convexes

Théorème 3.2.1. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′| est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1] et α > 0, alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
+Bx−a

b−a
(α+ 1, s+ 1)


+ |f ′(b)|

B b−x
b−a

(α+ 1, s+ 1) +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1




.

(3.14)

Pour tout x ∈ [a, b] ,où βx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .
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Preuve 3.2.1. D’aprés le lemme (3.1.1),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α
[Jαx+f(b) + Jαx−f(a)]

∣∣∣∣
≤ (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]
.

(3.15)
Comme |f ′| est s-convexe on a :

|f ′(ta+ (1− t)b)| ≤ ts|f ′(a)|+ (1− t)s|f ′(b)|. (3.16)

On utilise(3,15)dans (3,16),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


∫ b−x

b−a

0

tα[ts|f ′(a)|+ (1− t)s|f ′(b)|]dt

+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α[ts|f ′(a)|+ (1− t)s|f ′(b)|]dt



6 (b− a)


|f ′(a)|

∫ b−x
b−a

0

tα+sdt+ |f ′(b)|
∫ b−x

b−a

0

tα(1− t)sdt

+|f ′(a)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αtsdt+ |f ′(b)|
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α+sdt



6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
+ |f ′(b)|B b−x

b−a
(α+ 1, s+ 1)


+ |f ′(a)|

Bx−a
b−a

(α+ 1, s+ 1) + |f ′(b)|

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1





6 (b− a)


|f ′(a)|


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
+Bx−a

b−a
(α+ 1, s+ 1)


+ |f ′(b)|

B b−x
b−a

(α+ 1, s+ 1) +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1




.

Corollaire 3.2.1. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)




(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
+Bx−a

b−a
(α+ 1, s+ 1)


+

B b−x
b−a

(α+ 1, s+ 1) +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1




.
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2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a)

(
1

2α+s+1(α+ s+ 1)
+B1

2
(α+ 1, s+ 1)

)
[|f ′(a)|+ |f ′(b)|].

Théorème 3.2.2. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le seconde sens
dans [a, b] pour s fixé s ∈ (0, 1] et q ≥ 1 et α ≥ 0, alors :

∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(α+ 1, s+ 1) |f ′(b)|q


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, s+ 1) |f ′(a)|q +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
|f ′(b)|q


1
q


.

(3.17)
avec

K1(x, a, b, α) =

∫ b−x
b−a

0

tαdt =
(b− x)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1
.

K2(x, a, b, α) =

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αdt =
(x− a)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1
.

Pour tout x ∈ [a, b] ,où βx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.2.2. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de la moyenne puissance ,alors : :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
≤ (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.18)

6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

tαdt

)1−1
q
(∫ b−x

b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αdt
)1−1

q
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
Comme |f ′|q est s-convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q. (3.19)
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On utilise(3.18)dans (3.19),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(

(b− x)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1

)1−1
q

(∫ b−x
b−a

0

tα[ts |f ′(b)|q + (1− t)s |f ′(b)|q]dt
)1
q

+

(
(x− a)α+1

(α+ 1)(b− a)α+1

)1−1
q

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α[ts |f ′(b)|q + (1− t)s |f ′(b)|q]dt
)1
q



6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tα+sdt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

tα(1− t)sdt
)1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

ts(1− t)αdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α+sdt

)1
q



6 (b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(α+ 1, s+ 1) |f ′(b)|q


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, s+ 1) |f ′(a)|q +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
|f ′(b)|q


1
q


.

Corollaire 3.2.2. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ (a, b) ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)


K

1−1
q

1 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1
+B b−x

b−a
(α+ 1, s+ 1)


1
q

+K
1−1

q

2 (x, a, b, α)

Bx−a
b−a

(α+ 1, s+ 1) +

(
x−a
b−a

)α+s+1

α+ s+ 1


1
q


.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a)

(
1

2α+1(α+ 1)

)1−1
q



(
1

2α+s+1(α+ s+ 1)
|f ′(a)|q

+B1
2
(α+ 1, s+ 1) |f ′(b)|q

)1
q

+
(
B1

2
(α+ 1, s+ 1) |f ′(a)|q

+
1

2α+s+1(α+ s+ 1)
|f ′(b)|q

)1
q


.
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Théorème 3.2.3. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le second sens

dans [a, b] pour certains s fixé s ∈ (0, 1], q ≥ 1 et α ≥ 0,
1

p
+

1

q
= 1, alors :

∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
(b−x
b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

1− (x−a
b−a )s+1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )s+1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(3.20)

Avec

K3(x, a, b, α) =

∫ b−x
b−a

0

tαpdt =
(b− x)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1
.

K4(x, a, b, α) =

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αpdt =
(x− a)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1
.

Pour tout x ∈ [a, b] ,où βx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.2.3. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de Hölder,alors : :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.21)

6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q
(∫ b−x

b−a

0

tαpdt

) 1
p

+

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αpdt
) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
Comme |f ′|q est s-convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q. (3.22)

On utilise(3.21)dans (3.22),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(

(b− x)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1

1
p

)(∫ b−x
b−a

0

[ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q]dt
)1
q

+

(
(x− a)αp+1

(αp+ 1)(b− a)αp+1

) 1
p

(∫ 1

b−x
b−a

[ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q]dt
)1
q


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6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tsdt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

(1− t)sdt
)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

tsdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)sdt
)1
q



6 (b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)

(
(b−x
b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

1− (x−a
b−a )s+1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )s+1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

 .

Corollaire 3.2.3. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣

6 M(b− a)


K

1
p

3 (x, a, b, α)


(
b−x
b−a

)s+1

s+ 1
+

1− (x−a
b−a )s+1

s+ 1


1
q

+K
1
p

4 (x, a, b, α)

(
1− (b−x

b−a)s+1

s+ 1
+

(x−a
b−a )s+1

s+ 1

)1
q


.

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6 (b− a)

(
1

2αp+1(αp+ 1)

) 1
p


(

(b−x
b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

(
1− (x−a

b−a )s+1

s+ 1

)
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1− (b−x

b−a)s+1

s+ 1
|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )s+1

s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

 .
Théorème 3.2.4. ([19]) Soit f : [a, b] ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f ′ ∈ L[a, b].Si |f ′|q est s-convexe suivant le seconde sens

dans [a, b] pour certain s fixé et s ∈ (0, 1],q ≥ 1 et α ≥ 0,
1

p
+

1

q
= 1 ,alors :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+s+1

αq + s+ 1
|f ′(a)|q + β b−x

b−a
(αq + 1, s+ 1)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
βx−a
b−a

(αq + 1, s+ 1)|f ′(a)|q +
(x−a
b−a )αq+s+1

αq + s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(3.23)
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Pour tout x ∈ [a, b] ,où βx(a, b) =

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt .

Preuve 3.2.4. D’aprés le lemme (3.1.1) et l’inégalité de Hölder,alors : :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)

[∫ b−x
b−a

0

tα|f ′(ta+ (1− t)b)|dt+

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)α|f ′(ta+ (1− t)b)|dt
]

(3.24)

6 (b− a)


(∫ b−x

b−a

0

1dt

) 1
p
(∫ b−x

b−a

0

tαq|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

+

(∫ 1

b−x
b−a

1dt

) 1
p
(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq|f ′(ta+ (1− t)b)|qdt
)1
q

 .
Comme |f ′|q est s-convexe ,on obtient :

|f ′(ta+ (1− t)b)|q ≤ ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q. (3.25)

On utilise(3.24)dans (3.25),on obtient :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(∫ b−x
b−a

0

tαq [ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q] dt
)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq[ts|f ′(a)|q + (1− t)s|f ′(b)|q]dt
)1
q



6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
|f ′(a)|q

∫ b−x
b−a

0

tαq+sdt+ |f ′(b)|q
∫ b−x

b−a

0

tαq(1− t)sdt
)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
|f ′(a)|q

∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αqtsdt+ |f ′(b)|q
∫ 1

b−x
b−a

(1− t)αq+sdt
)1
q



6 (b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+s+1

αq + s+ 1
|f ′(a)|q +B b−x

b−a
(αq + 1, s+ 1)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
Bx−a

b−a
(αq + 1, s+ 1)|f ′(a)|q +

(x−a
b−a )αq+s+1

αq + s+ 1
|f ′(b)|q

)1
q

 .
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Corollaire 3.2.4. 1. Si |f ′(x)| ≤M pour tout x ∈ [a, b] ,on a :∣∣∣∣(b− x)α − (a− x)α

(b− a)α
f(x)−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jαx+f(b) + Jαx−f(a)

]∣∣∣∣
6 M(b− a)


(
b− x
b− a

) 1
p

(
(b−x
b−a)αq+s+1

αq + s+ 1
+B b−x

b−a
(αq + 1, s+ 1)

)1
q

+

(
x− a
b− a

) 1
p

(
Bx−a

b−a ](αq + 1, s+ 1) +
(x−a
b−a )αq+s+1

αq + s+ 1

)1
q

 .

2. Si x =
a+ b

2
, on a :∣∣∣∣∣(b−a2

)α − (a−b
2

)α

(b− a)α
f

(
a+ b

2

)
−

Γ(α+ 1)

(b− a)α

[
Jα

(a+b
2

)+
f(b) + Jα

(a+b
2

)−f(a)
]∣∣∣∣∣

6
(b− a)

2
1
p


(

1

2αq+s+1(αq + s+ 1)
|f ′(a)|q +B1

2
(αq + 1, s+ 1)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
B1

2
(αq + 1, s+ 1)|f ′(a)|q +

1

2αq+s+1(αq + s+ 1)
|f ′(b)|q

)1
q

 .
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Chapitre 4
Applications à certaines moyennes spéciales

On donne quelques applications sur l’inégalité d’Ostrowski,pour l’estimation entre
les moyennes suivantes ([21]) :

1. La moyenne arithmétique :

A = A(a, b) =
(a+ b)

2
, a, b ≥ 0

2. La moyenne géométrique :

G = G(a, b) =
√
ab, a, b ≥ 0

3. La moyenne harmonique :

H = H(a, b) =
2

(1
a
) + (1

b
)
, a, b ≥ 0

4. La moyenne logarithmitique :

L = L(a, b) =


b− a

lnb− lna
, si a 6= b

a, si a=b
, a, b ≥ 0

5. La moyenne identique :

I = I(a, b) =


1

exp

(
bb

aa

) 1
b−a

si a6= b

a si a=b
, a, b ≥ 0

6. La moyenne p-logarithmique :

Lp(a, b) =


[

(bp+1)− (ap+1)

(p+ 1)(b− a)

] 1
p

si a6= b

a si a=b
, p ∈ R�{−1, 0}, a, b ≥ 0

Ces moyennes jouent un rôle trés important dans l’approximation numérique et
d’autres domaines.On a les inégalités suivantes : H ≤ G ≤ L ≤ I ≤ A.
avec L0 = I et L−1 = L.

Nous avons trois cas suivantes :

46



1. premièr cas :f(x) = xp avec p ∈ R�{−1, 0} , pour tout x ∈ [a, b] :

|xp − Lpp| ≤
[

1

4
+

(x−A)2

(b− a)2

]
(b− a)γp(a, b) (4.1)

avec

γp(a, b) =

{
pbp−1 si p≥ 1
|p|ap−1 si p∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1)\{−1}

Si x = A dans(4.1),alors

|Ap − LpP | ≤
b− a

4
γp(a, b).

Car p ≥ 1,l’inégalité (4,1)

0 ≤ Lpp −A
p ≤

p(b− a)bp−1

4

et p ∈ (−∞, 0)�{−1},l’inégalité (4,1)

0 ≤ Lpp −A
p ≤

(b− a)pap−1

4

En autre, si p ∈ (0, 1),alors

0 ≤ Ap − Lpp ≤
p(b− a)ap−1

4
.

Si x = I dans (4.1),alors

|Ip − Lpp| ≤
[

1

4
+

(I −A)2

(b− a)2

]
(b− a)γp(a, b).

Si x = L et x = G dans (4.1) ,respectivement

|Lp − Lpp| ≤
[

1

4
+

(L−A)2

(b− a)2

]
(b− a)γp(a, b)

et

|Gp − Lpp| ≤
[

1

4
+

(G−A)2

(b− a)2

]
(b− a)γp(a, b).

2. deuxième cas :f(x) =
1

x
, nous obtenons

|L− x| ≤
xL(b− a)

a2

[
1

4
+

(x−A)2

(b− a)2

]
, ∀x ∈ [a, b] (4.2)

Maintenant, en prenant,x = A,x = I, x = G et x = M respectivement dans
(4.2) ,nous avons les limites suivantes pour les différences des moyennes

0 ≤ A− L ≤
AL(b− a)

4a2
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0 ≤ I − L ≤
IL(b− a)

a2

[
1

4
+

(I −A)2

(b− a)2

]
, ∀x ∈ [a, b]

0 ≤ L−G ≤
GL(b− a)

a2

[
1

4
+

(I −A)2

(b− a)2

]
, ∀x ∈ [a, b]

0 ≤ L−H ≤
HL(b− a)

a2

[
1

4
+

(H −A)2

(b− a)2

]
, ∀x ∈ [a, b].

3. troixième cas :f(x) = −lnx substituant ce f dans (2,1),nous obtenons

|lnI − lnx| ≤
(b− a)

a

[
1

4
+

(x−A)2

(b− a)2

]
, ∀x ∈ [a, b]. (4.3)

D’une manière analogue aux cas précédents,en prenant x = A,x = I,x = G et
x = H ,respectivement dans(4.3),nous obtenons les estimations pour les rapports
des moyennes de la manière suivante :

1 ≤
A

I
≤ exp

(
1

4(b− a)

)

1 ≤
I

L
≤ exp

{
b− a
a

[
1

4
+

(L−A)2

(b− a)2

]}
, ∀x ∈ [a, b]

1 ≤
I

G
≤ exp

{
b− a
a

[
1

4
+

(G−A)2

(b− a)2

]}
, ∀x ∈ [a, b]

1 ≤
I

H
≤ exp

{
b− a
a

[
1

4
+

(H −A)2

(b− a)2

]}
, ∀x ∈ [a, b].

Proposition 4.0.1. Soit f : [0, 1]→ [0, 1], f(x) =
xs+1

s+ 1
,s ∈ (0, 1) et |f ′(x)| = xs

est s-convexe avec 0 ≤ a ≤ b ,alors :

|As+1(a, b)− Ls+1
s+1(a, b)| ≤

b− a
(s+ 2)

(
1−

1

2s+1

)
[as + bs].

Preuve 4.0.5. on utilise le corollaire(3.1.1)dans 2, d’ou :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ b− a
(s+ 1)(s+ 2)

(
1−

1

2s+1

)
[|f ′(a) + f ′(b)].

(4.4)
Donc,d’aprés linégalité(4.4)∣∣∣∣∣(xs+1)

s+ 1
−

1

b− a
.

1

s+ 1

[
xs+2

s+ 2

]b
a

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(a+b
2

)s+1

s+ 1
−

1

s+ 1

[
bs+2 − as+2

(s+ 2)(b− a)

]∣∣∣∣∣ .

Alors :

|As+1(a, b)− Ls+1
s+1(a, b)| ≤

b− a
(s+ 2)

(
1−

1

2s+1

)
[as + bs].
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Proposition 4.0.2. Soit f : [0, 1] → [0, 1], f(x) =
x
s
q
+1

s
q

+ 1
, s ∈ (0, 1) et q ≥ 1

,|f ′(x)|q = xs est s-convexe,avec 0 ≤ a ≤ b ,alors :∣∣∣A s
q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

4

(
1

2

)1−1
q

×


(

1

(s+ 2)2s
as +

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
bs)

1
q

+

(
s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
as +

1

(s+ 2)2s
bs
)1
q

 .
Preuve 4.0.6. On utilise le corollaire (3.1.2)dans 2, on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

4

(
1

2

)1−1
q


(

1

(s+ 2)2s
|f ′(a)|q +

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
|f ′(a)|q +

1

(s+ 2)2s
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(4.5)

Donc,d’aprés l’inégalité(4.5)∣∣∣∣∣∣ x
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1

b− a
.

1
s
q

+ 1

[
x
s
q
+2

s
q

+ 2

]b
a

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(a+b
2

)
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1
s
q

+ 1

[
bs+2 − as+2

( s
q

+ 2)(b− a)

]∣∣∣∣∣ .
Alors :∣∣∣A s

q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

4

(
1

2

)1−1
q

×


(

1

(s+ 2)2s
as +

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
bs
)1
q

+

(
s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)2s
as +

1

(s+ 2)2s
bs
)1
q

 .

Proposition 4.0.3. Soit f : [0, 1] → [0, 1], f(x) =
x
s
q
+1

s
q

+ 1
, s ∈ (0, 1) et q ≥ 1

,|f ′(x)|q = xs est s-convexe,avec 0 ≤ a ≤ b et
1

p
+

1

q
= 1,alors :∣∣∣A s

q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

4

1

2
s
q

(
1

p+ 1

) 1
p

×


(

1

(s+ 1)
as +

2s+1 − 1

(s+ 1)
bs
)1
q

+

(
1

(s+ 1)
bs +

2s+1 − 1

(s+ 1)
as
)1
q

 .
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Preuve 4.0.7. On utilise le corollaire(3.1.3)dans 2, on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣

6
(b− a)

4

1

2
s
q

(
1

p+ 1

) 1
p

×


(

1

(s+ 1)
|f ′(a)|q +

2s+1 − 1

(s+ 1)
|f ′(b)|q

)1
q

+

(
1

(s+ 1)
|f ′(b)|q +

2s+1 − 1

(s+ 1)
|f ′(a)|q

)1
q

 .
(4.6)

Donc,d’aprés l’inégalité(4.6)∣∣∣∣∣∣ x
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1

b− a
.
s

q
+ 1

[
x
s
q
+2

s
q

+ 2

]b
a

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(a+b
2

)
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1
s
q

+ 1

[
bs+2 − as+2

( s
q

+ 2)(b− a)

]∣∣∣∣∣ .
Alors :∣∣∣A s

q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

4

1

2
s
q

(
1

p+ 1

) 1
p

×


(

1

(s+ 1)
as +

2s+1 − 1

(s+ 1)
bs
)1
q

+

(
1

(s+ 1)
bs +

2s+1 − 1

(s+ 1)
as
)1
q

 .

Proposition 4.0.4. Soit f : [0, 1] → [0, 1], f(x) =
x
s
q
+1

s
q

+ 1
, s ∈ (0, 1) et q ≥ 1

,|f ′(x)|q = xs est s-convexe,avec 0 ≤ a ≤ b et
1

p
+

1

q
= 1,alors :∣∣∣A s

q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

2
1
p


(

1

2q+s+1(q + s+ 1)
as + β1

2
(q + 1, s+ 1)bs

)1
q

+

(
β1

2
(q + 1, s+ 1)as +

1

2q+s+1(q + s+ 1)
bs
)1
q

 .
Preuve 4.0.8. On utilise le corollaire(3.1.4)dans 2, on a :∣∣∣∣f (a+ b

2

)
−

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣
6

(b− a)

2
1
p


(

1

2q+s+1(q + s+ 1)
|f ′(a)|q + β1

2
(q + 1, s+ 1)|f ′(b)|q

)1
q

+

(
β1

2
(q + 1, s+ 1)|f ′(a)|q +

1

2q+s+1(q + s+ 1)
|f ′(b)|q

)1
q

 .
(4.7)
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Donc,d’aprés l’inégalité(4.7)∣∣∣∣∣∣ x
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1

b− a
.
s

q
+ 1

[
x
s
q
+2

s
q

+ 2

]b
a

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(a+b

2
)
s
q
+1

s
q

+ 1
−

1
s
q

+ 1

[
bs+2 − as+2

( s
q

+ 2)(b− a)

]∣∣∣∣∣ .
Alors :∣∣∣A s
q
+1(a, b)− L

s
q
+1
s
q
+1(a, b)

∣∣∣
6

(
s

q
+ 1

)
(b− a)

2
1
p


(

1

2q+s+1(q + s+ 1)
as + β1

2
(q + 1, s+ 1)bs

)1
q

+

(
β1

2
(q + 1, s+ 1)as +

1

2q+s+1(q + s+ 1)
bs
)1
q

 .
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Conclusion

Dans ce mémoire ,nous présentons certaines travaux sur quelques nouvelles inéga-
lités intégrales pour les fonctions s-convexes à l’aide de l’intégrale fractionnaire.
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