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Résumé

Ce mémoire est consacré a la preuve de certaines nouvelles inégalités intégrales
fractionnaires pour les fonctions s-convexes,en utilisant une égalité qui est donnée dans
[16].Aussi sont donéés quelques applications & des moyennes spéciaux des nombres réels
positifs.

Mots clés :Inégalitées de type d’Ostowski,Inégalité de type médian,integrale fraction-
naire de Riemann-Liouville,fonctions s-convexes,
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INTRODUCTION

La convexité est une notion simple qui remonté & Archimedes & propos de sa célébre
estimation de la valeur 7.

Il a remarqué une réalité importante ,que le périmétre d’une figure convexe est
plus petit que le périmétre de tout autre figure convexe qui est circourcuit. L’étude du
sujet des fonctions convexes est généralement attribuée a J.L.W.Jensen.

Cependant il n’était pas le premier a utiliser de telles fonctions,mais il y ’a d’autres
tels que :Hermite,Holder et Stolz. Pendant tout le XXe siécle,il y ’eut une activité de re-
cherche et de nombreux résultats importants,en analyse fonctionnelle,géométrie,économie
mathématique,analyse convexe et 'optimisation.

Le concept de convexité et ses diverses généralisations et extensions jouent un
role important dans l’analyse moderne.

Des nombreuses inégalités intégrales de type d’Hermite-Hadamard sont présentés
pour les fonctions convexes,pour log-convexe,quasi-convexe,et s-convexe.

En ce qui concerne la fonction s-convexe,le concept suivant :
f: Ry - RouRy = [0,00) est dit s-convexe au premier sens si :

flaz + By) < o’ f(x) + B°f(y).
pour tout z,y € Ry a,3 > 0et a®+ B° =1, s € (0,1] a été introduit par Orlicz.

En 1992 ,Hudzik et Maligrand considérent le concept suivant :
f : Ry — R est dit s-convexe au deuxieéme sens si :

flaz + By) < o’ f(z) + B°f(y).
pour tout £, b > 0, a + 8 =1et s € (0,1].

En 1999 Dragomir présenté les inégalités intégrales d’Hermite-Hadamard pour les
fonctions s-convexes au deuxiéme sens.

Le mémoire est constitué de quatre chapitres repartis comme suit :



Introduction

Le premier chapitre comprend certaines notions nécéssaires pour le calcul fraction-
naire , ensuite sont définis les espaces intégrables, des fonctions continues et absolument
continues et quelques inégalités de Holder, Ostrowski et Hermite-Hadamard.

Le deuxiéme chapitre comprend quelques nouvelles inégalités intégrales pour les
fonctions convexes et s-convexes.

Dans le troisieme chapitre on considére quelques nouvelles inégalités intégrales
fractionnaire de Riemann-Liouville pour les fonctions convexes et s-convexes.

Le quatriéme chapitre est consacré a ’étude quelques applications des inégalités
intégrales pour les fonctions s-convexes .

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons quelques définitions,d’espaces des fonctions
p-intégrables,absoluments continues et des fonctions continues et leurs propriétés.
Nous présentons également les fonctions Gamma,Béta et quelques types des fonctions
convexes.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace des fonctions intégrales

Définition 1.1.1. Soient Q = (a,b)(cc < a < b < 400) un intervalle fini ou infini
dans R, 1 < p < o0.

1. Pour 1 < p < oo, l’éspace LP(Q) est l’éspace des classes des fonctions f réelles
sur §2 telles que f est mesurable et

b
| @ do < oo.

2. Pour p = oo ,l’éspace L*°(Q)est ’éspace des classes des fonctions mesurables f
bornées presque partout (p.p) sur 2.

Théoréme 1.1.1. Soit Q = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.

1. Pour1 < p < 400, l’éspace LP(2) est un éspace de Banach muni de la norme :

I£1, = (/ablf(a:)l”da:);.

2. L’éspace L*(S2) est un éspace de Banach muni de la norme :

[flle = tnf{M > 0: |f(x)] < M p.psurQ}.

1.1.2 Espace des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.1.2. (/20]) Soit Q = [a,b](—c0 < a < b< oo)et n € N={0,1,.....}
on désigne par C™(Q2) U'éspace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou



1.2 Les inégalités intégrales

égale a (n-1) continues sur &, muni de la norme :
[fllen := D IFP@)]| == D mazeca [f®(2)|,n € N,
k=0 k=0

En particulier si n = 0,C% () = C(R) éspace des fonctions f continues sur  muni
de la norme :
1fllc := mazzea | f(x)] .

Définition 1.1.3. (/20/) Soit Q@ = [a,b](—o0 < a < b < +00)un intervalle fini. on
désigne parAC([a, b]) U'espace des fonctions primitives des fonctions intégrable , c’est a
dire :

AC((a,b]) = {£/3¢ € L((a,b) : f(@) =c+ [ et
Et on appelle AC([a,b])l’éspace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Définition 1.1.4. (/20]) Pour n € N = 0, 1, ...., on désigne par AC"™([a, b])l’éspace
des fonctions f ayant des drivées jusqu’a’lordre (n — 1)continue sur [a,b] telles que
fY € AC([a, b)) :

AC™([a,b]) = {f : [a,b] > C} et £™D € AC([a,b])}.
En particulier AC*([a,b]) = AC([a, b]).

1.1.3 Espace des fonction continues avec poids Cy([a.b])
Définition 1.1.5. (/20]) Soit Q = [a, b] un intervalle fini et X € C(0 < R(A) < 1)
On désigne par Cx([a, b])l’éspace des fonction f définies surfa,b] telles que la fonction
(x — a)*f(x) € C([a,b]) c’est a dire :

Cx(la, b)) = {f :Ja,b] — C, (. — a)*f(.) € C([a,b])} (1.1)

munt de la norme :

| flles = Iz — a)* f(@)llc = mazzen |(x — a)Af(z)]. (1.2)
L’éspace Cx([a, b]) est appelé l'éspace des fonctions continues avec poids en particulier,

CO([aa b]) = C([av b])

Définition 1.1.6. (/25]) Une fonction réelle f(t),t > 0 est dite dans l’éspace C,, . € R
sl existe un nombre réel p > p tel que f(t) = tPf1(t), ouf1(t) € C([0, o0]).

Définition 1.1.7. Une fonction f(t),t > 0 est dite dans l’éspace CZ ER, si f™ ¢ C..

1.2 Les inégalités intégrales

1.2.1 Inégalité de Holder

Sif € LP(Q)etg e LI(N),1 < p,q < oo,telles que g =

| ls@rde] g

on a l'inégalité :

1
p
X

| 1@g@lds < [ [ ir@pa

5



1.2 Les inégalités intégrales

j=n
Cette inégalité se généralise en considérant les réels p; > 1 donc Z =1:
pj
j=1

pi .\ 7
dw).

I

Vi € ij(g),/ﬂ ’ Hfj(“”)‘d’” = Hl (/n

1.2.2 Inégalité de Cauchy Schwartz
Soient f,g € (C([a,b],R))?si p = q = 2 alors :

<([ |f(a»:)|2das)é ([ |g(w>|2dm);

1.2.3 Inégalité d’Ostrowski

Soit f : I — R une application différentiable sur [a, b], telle que | f'(t)| < M pour
tout t € (a,b),alors :

(z)g(x)dx

‘f(a:)——/ f(t)dt‘<(b_a)M [1 (w]

(b —a)?

Pour tout € [a, b].

1.2.4 Inégalité de Hermite-Hadamard

Soit f : [a,b] — R est une fonction convexe sur [a, b],alors :

f(a—i—b)_b_ /f( \da <f(a)—i—f(b)

2

inégalité de Hermite-Hadamard.

1.2.5 Inégalité integrale de puissance moyenne

( See[24]) Soient f,w deux fonctions définies sur [a,b] et ¢ > 1. Si |w| et |w]||f]|?
sont intégrables sur [a, b],alors :

[ @ s@idn < ([ |w<w>|dw)1_; ([ e If(a:)l"dwf



1.3 Fonctions Spécifiques

1.3 Fonctions Spécifiques

1.3.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.3.1. (/22/) Pour z € C — {0,—1,—2,-3,...} , la fonction Gamma
d’Euler est définie par :

t*“le7'dt si Re(z) >0
0
'(z+1)

z

I'(z) =
st Re(z) <0, z #0,—1,—2,-3, ...

Propriétés 1.3.1. 1. Pour Re(z) > 0

() = /01 In G)H dt.

2. Pour z € C —{0,—-1,—2,-3,...}
I'(z+ 1) = zI'(2).

3. Pour n € N*
I'(n) =(n—1).
4. Pour z € C—-{0,1,2,3,...}
'l — z) = —2T(—=2).

5. Pour Re(z) > 0

n!n?

R E TR N YPOEr ) Yoy s ey poprn

6. Pour z € C —{0,—1,—-2,-3,...}

1
I'(z)

2z

> z
=z [[(A+ S)en
n=1 n

avec

"1
v = lim (Z ra 1n(n)> ~ 0, 5772156649.

n—oo
k=1

(constante d’Euler)
7. La fonction Gamma d’Euler est analytique z € C — {0, —1, —2, —3, ....}.
8. Pourz € C—-4{0,—-1,—2,-3,...} :

I'z)r(t1 —=z) = W
et -
I'(z)I'(—=2) = —ZST(TFZ).



1.3 Fonctions Spécifiques

9.
ro") = +oco.
10.
lim zI'(z) = 1.
z—0t
11.
. k!k”
! =T(x+1) = lim ,x € Ryx # —1,—2,-3,...., —k.

Définition 1.3.2. Pour tout z tel que (—mn < x < —m+1) ,n=1,2,3,....

I'(z +n)
z(x+1)(x+2)(z+n—1)

I'(x) =

1.3.2 Fonction Béta
Définition 1.3.3. (/22/) Pour Re(z), Re(w) > 0, la fonction Béta est définie par :
1
B(z,w) = / t*~1(1 — t)v1dt.
0

Propriétés 1.3.2. 1. Pour z,w € C

_ (=)' (w)

B(z,w) = m

1
B(z+1,w+1) = / (1 — t)*dt.
0

3. La fonction Béta vérifie les identités suivantes :

(a)
B(z,w) = B(w, z).
(b)
B(z,w) = B(z+ 1,w) + B(z,w + 1).
(¢)
B(z,w+1) = SB(z +1,w) = HLwB(z,w).

/.
< tz—1 3 221 2w—1
B(z,w) :/0 W = 2/0 (sint) (cost) .

5.

B.(z,w) = / 711 — t)*dt.
0



1.4 Analyse et calcul fractionnaire

1.3.3 Fonction convexe

Définition 1.3.4. On dit que f : [0,00) — R est une fonction conveze si :

fltz+ (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).

Pour tout ,y € [0,00),t € [0,1].

1.3.4 Fonction s-convexe

Définition 1.3.5. ([8/) On dit que f : [0, 00] — R est une fonction s-convexe au seconde
sens i :

fz+ (1 —-t)y) < °f(x) + (1 —8)°f(y).
Pour tout ,y € [0,00),t € [0,1] et s € (0,1].

Remarques 1.3.1. Pour s = 1, la s-convexité devient la convexité ordinaire.

1.4 Analyse et calcul fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1. ([19]) Soit f € Lla,b] Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liowville de gauche et de droite (respectivement) Jg et Jy*  d’ordre o > 0 sont définies
par :

e, f(z) = ﬁ /w(w )l ()dt, @ > aVE € [a,b].

b
J2 f(z) = ﬁ/ (t — ) f(t)dt, = < b.Vt € [a,b].



Chapitre 2

Quelques nouvelles inégalités intégrales pour
les fonctions convexes et s-convexes

Dans ce chapitre,nous présontons des preuves des théorémes de nouvelles in-
égalités intégrales d’Ostorwski et d’Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes et
s-convexes.

2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Théoréme 2.1.1. (/6]) Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur [a, b],telle
que | f'(t)| < M, pour tout t € (a,b),alors :

ks %%)2] (2.1)

1@ = [ s < 0 - an [1 + o

Pour tout ¢ € [a,b] .

La constante 1 est la plus petite possible . L’inégalité (2.1)on peut s’écrire sous la forme

sutvante :

Ma [(:c —a)?+ (b— m)2] . 22

‘f(w) - ﬁ/abf(t)dt‘ <M y

Preuve 2.1.1. En utilisant l'identité :

f@) =y [ rwdes [ Cpap b

Pour tout € [a, b],avec :

(z,1) = t—a, sta<t<czx
P =V t—b, 2<t<b

10



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

On trouve :
'f(m) - ﬁ/ﬂbf(t)dt‘ = ﬁ/abp(m,t)f’(t)dt‘
———/ﬂMaﬂfmut
<t [ @ olrola
On a :

|f'(z)] < M (2.3)
On multiplie linégalité (2,3) par |p(x,t)| :

Ip(e, OlIF (0)]dt < Mip(e, )
b M b
[ @l wia < ;= [ ot
Alors :

1@ -2 [ s < 2 v oiar
:/ (t—a)dt+/(b—t)dt

(@ — a) + (& — b)°
:b—a_ 2 }
1 b M [(x—a)®>+ (b—x)?
f@) -y [ roa] <M ! }
M [x®—2ax+a®+ x® — 2bx + b°
 b—a| 2 }
M [a? + b% + 222 — 2ax — 2bx
:b—a_ 2 }
M [2a? + 2b% + 422 — 4dax — 4bx
 b—a| 4 }
M [b* — 2ab+ a® + 42®> — 4(a + b)x + (a + b)?
:b—a_ 4 }
M [b* —2ab+ a2+ 4(x? — (a + b)x + (etP)2
:b—a 4 ]
M (b—a)2 a-+b
e e
]
= M(b—a) — .
4 (b — a)?

Théoréme 2.1.2. (/23]) On suppose f : [0,00) — [0, 00) une fonction conveze et soit
(a,b) € [0,00), a < b .S f' € L[a,b] ,alors I inegalité est vérifiée :

() < /nﬂ)d < [+ 10) (24

11



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Preuve 2.1.2. Comme f est convexe :
f(ta+ (1 =t)b) < tf(a) + (1 —t)f(b). (2.5)

Pour tout t € [0,1] .
On intégre l'inégalité (2.5)t € [0,1] ,on obtient :
1 1 1
/ Flta+ (1 — t)b)dt < f(a)/ tdt—|—f(b)/ (1 — t)dt. (2.6)
0 0 0

1 1 1
/ tdt:/ (1—t)dt = -
0 0 2

et par le changement de variable x = ta + (1 — t)b.

Comme

1 1 b
| ftta+ 1 -yt = .= [ f(a)da.

Nous obtenons l'inégalité droite de (2,4) a partir de (2,5) et par la convezite de f nous
avons :

%[f(ta-i-(1—t)b)+f((1—t)a_|_tb)] Zf[ta+(1—t)b+(1—t)a+u;] :f(a—kb).

2 2

Aprés Uintégration de cette inégalité (2,5) sur [0, 1],0n obtient :

f<‘”2rb> < % {/Olf(ta—k(1—t)b)dt+/01f((t—1)a+bt)dt} =ﬁ/abf(“’)d“’~

Ce qui prouve l'inégalité gauche de (2,4).La méme maniéere de l'inégalité de droite de (2,4)

Lemme 2.1.1. (/19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur
(a,b)avec a < b .Si f' € L[a,b] ,et pour tout € [a, b],alors :

f@ - b f®dt] = (@=0) [ pOF Ga+ 1Byt (27

avec

b—=x
t, tE{O,
p(t) = be o
t—1, te( , 1.
b—a

Preuve 2.1.3. On a :

(a—b) /Olp(t)f'(ta 4 (1= t)b)dt

— (a—b) /0":“ tf'(ta + (1 — t)b)dt + (a — b) /i (t— 1) f'(ta+ (1 — t)b)dt

b—a

- I]_ +IQ.

12



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

On intégre par partie ta + (1 — t)b = u , dt =

,alors :
a —

I, = (a—b) /0: tf'(ta + (1 — t)b)dt

— (a—b) [tf(ta ;r_(1b— t)b) 0: B /0: f(ta J; (_1b— tb) .,
_(b—x) 1 b .
= @ — oo [
et
I, = (a—b) /:_ (t—1)f'(ta+ (1 — t)b)dt
— (a—b) [(tac_ 1)f(2a_+b(1 — t)b) t_ B bl_m f(ta J; (_1b— Bb) .,
a—<x 1 x
= - (b—a) f(x) —m/a f(u)du.
Donc :

I+ I = (a—b) /”:“ tf(ta + (1 — t)b)dt + (a — b) /i (t — 1) f'(ta+ (1 — t)b)dt

_ /Olp(t)f’(ta + (1 — t)b)dt.

Théoréme 2.1.3. ([17]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R, une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € L[a,b].Si | f'| est conveze dans [a,b] , alors :

‘f(:v) — ﬁ/abf(t)dt'
(b-a) [4(2:2):—3 (Z:—z)“] 7(@)
6 *[4@:2) lt=r +1] £

Pour tout « € [a, b].

~X

13



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Preuve 2.1.4. D’aprés le lemme(2.1.1)et comme | f'| est conveze sur [a, b],alors :
1 b
1@ -yt [ rwa

< 0-of T HF (b + (1 — t)b))dt

+(—a) [ [t—1l[f(ta+ (1-1t)b)|dt

< (b-a) / @I (@) + (— )| (b)]dt

+b—a) [ ((E—=t)f(a)l+ @ —8)°IFf(b)])]de

() /q " 2dt 4 | (b)) / Tt — 1)t
1

= (b—a) +|f'(a)] b__w(t—t2)dt—|—|f’(b)| b:w(l_t)Zdt
_(b-a) [4 (2232)3—3 <Z:—Z>2+12|f’(a)l
6 +[<t:2) -3 (5=2) +1] )l

avec !

" tz)dt_l(b—:c)3 (b—m)2+1
be - 3\b—a b—a 6

Corollaire 2.1.1. 1. Si |f'(z)| < M pour tout x € [a,b],on a :
1 b
1@ -yt [ rwa

<M[2[(b—w)3+(w—a)3]+(b—a)3_[(b—w)2+(w—a)2]
h 3(b—a)? 2(b—a)t
2. Siw:a;bona:
a—+b 1 b b—a_ ’
1 (550) -y [ roa) <@+ o

14



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Théoréme 2.1.4. Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est conveze dans [a,b], p > 1, alors :

1@ = [ s
1 1
(p+1)7 (2)7

i {<Z:Z)+ ((’Zi—ﬁ) Tl [1 - (‘ZiZ)] If’(b)l"); .

<(b—a)

x—a\'te b—x\2 , r—a)? , a
(322 ([1—<b_a)]|f(a)lq+<b_a> |f<b>|") }
1 1
Pour tout € [a, b],avec — + — = 1.
p gq

Preuve 2.1.5. : On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et linégalité de Hil-
der,on a :

@ -5 [ s

< (b—a) /":“ tF (ta + (1 — £)b)|dt (2.9)
+(b—a) i it — 1]|f'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a

< (b—a) (/: tpdt) ’ (/: ' (ta+ (1 — t)b)|th> q
+ (b a) ( [a- t)pdt> ,, ( [ 1sata- t)b)l"dt>

b

=
Q=

Comme | f'|? est convexe dans [a, b],alors :

b—x b—x

/ob_a |f/(ta + (1 — £)b)|9d¢ < /OH [t (@)” + (A = DIF®)Tdt  (2.10)
:%{ (’;:z) 1F(a)]7 + [1 - (”Ij:;‘) ] £(B)]° }

[ Ifta+ @ -vplrae < [ @I+ - olF ()7 dt

- 1 b—x\? - z—a\? (211)
=3 { [1 - (=) ] @i+ (5o If’(b)l"}-
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2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

avec !

= 1 b— x\PT!
[Foa- L (b=2)
0 (p+1)\b—a
et (2.12)
1 1 x — a\PT!
/ (1 — t)Pdt = ( ) .
b—a (p+1)\b—a

b—a
D’aprés (2.9)-(2.12),0n obtient 'inégalité(2.8).
Corollaire 2.1.2. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

1@ - [ s

e =)
_ )l 1 o em ,
[ ((p’fbl)(b)‘“)”“> " ((pil)(b)_a)wl) ]
2. sm:“‘zH’; -

‘f (a—;b> N bia/abf(t)dt'
(b_“)i< 1 )i (%|f/(a)|q+g|f'(b)|q>;
4 99 \p+1 + (%'f,(b”q"‘glf'(a)ﬁ);

Théoréme 2.1.5. Soit f : [a,b] C [0,00] — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est conveze dans [a,b] et p > 1, alors :

<

f@ - bf(t)dt]

1 1

- X 2
b—a)(p+1)r

i S lf,(b)qu
F(@))” + |f'<x)|q);

<
(

2

+He—a?

1 1
Pour Vx € [a,b],0u — + — = 1.
p gq

Preuve 2.1.6. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1)et on appliquant l'inéga-
lité de Holder,alors :

b—x

1@ - [ rwa] < 6-a) [T dr e+ - op)a

+(—a) [ [t—1||f (ta+ (1—t)b)|dt

b—a

16



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

xT

< (b—a) (/: tpdt) ’ (/: ' (ta+ (1 — t)b)|th> '
+(b—a) (/;(1 _ t)pdt> ' (/i ' (ta + (1 — t)b)|th> "

b—a b—a

Comme | f'|? est convexe dans [a, b],alors :

/b:a F/(ta+ (1 — t)b)|dt < 2" (lf,(m”q A |f’(b)|q) :
0 b— 2
et 1 ’ ’
I+ a =it < T2 (LT,
b ~“b—a 2
donc :
1 b
1@ - 5 [ s
(b— a)? <|f’(w)|" + |f’<b>|q>3
< 1 1 x 2 .
CTOEENT | e - ap (ORI
2
avec — + — = 1. On sait que :
b q
Z%thdt— L (boz\™
/0 Cp+1 (b — a)
et

1 1 r —a\PT!
(1 — tyrdt = ( ) .
b—w p+1\b—a

b—a

Théoréme 2.1.6. Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a, b].Si |f'|? est convexe dans [a,b],p > 1, alors :

f@) - [ s

s (1:;1&); [(Z::)pﬂ + (%)pﬂr (|f’(a)|q-2k|f’(b)|q>3.

1 1
Pour tout € [a, b],avec — 4+ — = 1.
p gq

(2.13)

Preuve 2.1.7. On suppose que p > 1.D’aprés le lemme(2.1.1)et l'inégalité de Hoélder,on
obtient :

‘f(:c) _ ﬁ /abf(t)dt‘ < (b—a) (/01 |p(t)|pdt); (/01 ' (ta+ (1 — t)b)|th); .
(2.14)

17



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

Comme | f'|? est convexe,on obtient :

/0 |’ (ta + (1 — £)b)|"dt < /0 (" (@)|* + (1 — )| f'(b)|7) dt (2.15)

_ | (a)|* + [ (B)]
= : :

et

b—x

/01 lp(t)|Pdt = /Ob_a tPdt + /bl_m(l — t)Pdt (2.16)

b—a

1 b— x\P! x —a\P
-1 e) +Goa) )

D’aprés (2.14)-(2.16),0n obtient l'inégalité(2.13).

Corollaire 2.1.3. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

f@ - [ s

1 b—x 1+2 %

<b_w)p (—m> +Bye (¢ +1,2)

b—a q+2 = ’
< M(b—a)
1 r—a q+2 q
+(w_a)p Bm—a(q+1,2)+@
b—a b=a q-+2
2. Siw:a;b,ona:

1
q

(57 e ) ron
1

0o | (g @ Byt 150

~ 1
2p

-

(33 17O+ By(a +2) 7 @)

Théoréme 2.1.7. Soit f : [a,b] C [0,00] — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est convexe dans [a,b] pour ¢ > 1, alors :

18



2.1 Les inégalités intégrales pour les fonctions convexes

a f(t)dt‘

<(b-a) (%)_ {(Z:z>( o [ <b_Z)
(G2 3G ) o |
ro-o (3) {2 (G2 wor

(@)

.::u-t Q

(s (2a) -3 (525) g o

Pour tout € [a, b].

Preuve 2.1.8. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et linégalité de la
moyenne puissance,on a :

1@ -2 [ s

<(b-a) / HF"(ta + (1 — t)b)|dt
+ (b — a) ' |t — 1]|f (ta + (1 — t)b)|dt

b a

b—=x b— q

< (b—a) (/Obatdt>1; (/0‘
4 (b—a) (/b;(l - t))ltll (/b;(l — 8| (ta+ (1— t)b)|th>;.

b b

t|f (ta + (1 — t)b)|th>

Comme | f'|? est convexe dans [a, b],alors :

b—=z

/"‘“ t1F (ta + (1 — £)b)|* dt
0

b—ax

< / TR IF @)+ (E— ) £ (b)]] dt
(=0 wer+ 3 (5=
—% (”Z:Z)2+ %] F(b)]°
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

et
1

i(1 —t)|f'(ta+ (1 — t)b)|? dt

b—a

< [ [e=&) i@+ @ -2 o)) d

(-3 )

S o

Donc :

‘f(:v) / f(tydt

< oo <;>1‘3{<b_a NEEI
G o]
+<b—a>(§>l_;{(i_a o W)[ w_“ ROk

+<§ (‘;:2)3—5(’;:2) +a> 'f""’)'q] }

Corollaire 2.1.4. 1. Si |f'(z)| < M pour tout © € [a,b] ,on a :
1 b
f@) -y [ foa

(b — x)2 )1‘ (2(b—az)3 (b — x)? +1>q

2(b — a)? 3(b—a)®  2(b—a)

(o) (somer)

‘f <a b) - ﬁ/abf(t)dt‘

. @ (%)1—3 +(%1f'(/a)qq+ éllf’fb)lqgi
O+

< M(b— a) c(

a-+b

2. Six =

2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

Dans|5] Dragomir et Fitzpatrick présentent I'inégalité de Hermite-Hadamard pour les

fonctions s-convexes suivant le deuxiéme sens :
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

Théoréme 2.2.1. On suppose f : [0,00) — [0, 00) une fonction s-convexe au seconde
sense ,et s € (0,1) et soit a,b € [0,00), a < b si f' € L'([a,b]) alors I’ inégalité
sutvante est vérifiée :

a b a
251 f ( ;b) < ; i a/a f(x)dx < %. (2.17)

Preuve 2.2.1. comme f est s-convexe :

f(ta+ (1 —1¢)b) < t°f(a) + (1 —1)°f(b). (2.18)

Pour tout t € [0,1].
On intégre l'inégalité (2.18) t € [0, 1] ,on obtient :

comme :

/1 f(ta+ (1 — t)b)dt < f(a) /1 tdt + f(b) /1(1 —t)dt (2.19)
ts+1

1
/ t°dt =
0 8—|—1

/01(1 _t)tdt = {—84%1(1 _ gy

et par le changement de variable : © = ta + (1 — t)b.

1
s+1
1 1

0 s+1

1 b 1 1
/0 F(ta+ (1 — t)b)dt = ﬁ/@ F(a)dz < f(a)/o tsdt—|—f(b)/0 (1— t)dt

| < f@)+ 1)
- s+1

1(%57)=1((5)a+ (5)0) < (5) 1@+ (1-3) 1o
= . F(@) + o f ()
f(a+b> < f(a)+f(b)_

On a:

2.20
5 5 (2.20)

On multiplie par 2° inégalité (2.20) et on dévise par 2 .

21 (“17) < 1@+ 1)

%sf (a;-b) < f(a)-;f(b)

21



2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

g (E0) < J@ 210

f(a+b)_b_ /f( \da <f(a)+f(b)

2
L[ eyt < @ IO

b—a a S+1
On a :
0<s<K1
1<s+1<K2
1 1
§<s—|—1.
Donc : b f(a) _|_ f(b) f(a) + f(b)
| fa)de < < ek
rp (0D atb AQREUPR QRS L
2 f(2)<f(2)—b—/f()d< s+l
 la+b f(a )+f(b)

Théoréme 2.2.2. (/19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € L[a,b].Si |f’| est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fizé s € (0,1] et > 0, alors :

‘f(w) = ﬁ/abf(t)dt'
b a [2(8 +1) (Z:—Z)m —(s+2) (Z:—DSH + 1] |f'(a)]

SeHnern [2(3+1) (HY _(s+2) (HY +1] £/ 0)

Pour tout ¢ € [a, b].

Preuve 2.2.2. D’aprés le lemme(2.1.1)et comme | f'| est s-conveze dans [a, b],alors :
1 b
1@ -y [ 1o

< (b—a) /":“ tf (ta + (1 — t)b)|dt
+(b—a) i It — 1| f/(ta + (1 — t)b)|dt

< (b-a) / m t(tslf’(a)l (1 — 6)°|£(b)]dt

+(®b—a) | (1 — 1)@ f(a)| + (1 — £)°| (b)) |dt

b—a

22



2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

7 (a>|/”t8+ldt+ 7 (b)|/" " 41— tyat
1 (a)) / (# — V) dt + | £(b)] / (1 1)*at

b g 2(s+1) (Z:—z)m —(s+2) <I;:—Z)S+l + 1] £’ (a)]

BRI R B (i:DSH‘(S“) () (i:Z)SH-I—l] 7)]

=(b—a)

avec !

b—x

2= 542
/b—a t3+1dt: ]_ (b_w)
0 s+2\b—a
= 1 x—a)\t? 1 x—a)\t 1
0 s+2\b—a s+1\b—a (s+1)(s+2)

1 1 b—x\*T? 1 b—x\*™ 1
foe-ema=5 Gt - Goe)
bz s+2\b—a s+1\b—a (s+1)(s+2)

b—a
s+2
L= (w_“’) .
b s+2\b—a

Corollaire 2.2.1. 1. Si |f'(z)| < M pour tout © € [a,b] ,on a :
1 b
1@ = [ s

2+ [(b—=)"* 4+ (x —a)*’]+2(b—a) [(b—x)""" + (x —a)""]
(s+1)(s+2)(b—a)st?! (s+1)(b—a)

|

a-+b

2. Six =

(U50) - [ < S0 (1- )i+ r o,

Théoréme 2.2.3. (/19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € Lla,b].Si |f'|? est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s firé s € (0,1] et ax > 0 ,p > 1, alors :

,OM G !

f@ -y | bf(U)dU‘

<(b—a)

(p+1)7 (s +1)s

x {(Z:Z)+ ((Z:z>+ (@) + [1 - (z,f: )+] If’(b)l")q
ey ([1 - (Z:—Z)ﬂ @+ (2247 If’(b)|q>;}-

(2.21)

S|

e

(=
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

1 1
Pour tout € [a,b],ou — 4+ — = 1.
p gq

Preuve 2.2.3. : On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1)et inégalité d’Hol-
der,on a :

1@ - [ s

<(b—a) /O":“ HF (ta + (1 — t)b)|dt (2.22)

+(b—a) [ |t —1]|f (ba+ (1 - t)b)|dt

b—a

< (b—a) (/0: tpdt> ' (/0: 1f(ta + (1 — t)b)|th>

Q=

N N (2.23)
1 P 1 q
+(b—a) (/_ (1-— t)pdt> (/_ ' (ta + (1 — t)b)|th>
Comme | f'|? est s-conveze dans [a, b],alors :
/ob_a £’ (ta + (1 — t)b)|%dt < /Ob_a 1 (a)|* + (1 = 8)°[ ()| dt  (2.24)

:Sil{(Z:j)ﬁnfmww-F—(%{f)“]u%mw}-

et
i |f'(ta + (1 — t)b)|9dt < i [£5] £ (@)|? + (1 — t)*| £ (b)|7] dt
/i_’” /gw
“ 1 b— a)\5t! h o — g\ 51 (2.25)
:s+1{k‘(ziz) ]U“®P+(gj;) |fww}.
o /OZ:a it = Jlr 5 (Z - Z)pﬂ (2.26)
et
/;:2(1 — t)Pdt = (pi 0 (:;; - Z)pﬂ (2.27)

D’aprés (2.22)-(2.27), on obtient inégalité(2.21).
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

Corollaire 2.2.2. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

1@ -y [ s

(b—x)*tt 4+ (b—a)*™ — (z — a)s"'l)‘ll
(s+1)(b—a)st!

[ (('p ibl)_(bmf:)p“) ; - (('p fl)_(ba)—p:)”“) ; ] .

,on a :

a+b 1 b
— t)dt
(57) e [ 1o
1 ’ q -1 ’ q a
<(b_a)i< 1 )p (s—l——1|f(a)| +S+—1|f(b)|)
S 4 2:\p+1 1 s+1 _ 1 a
4 b q ’ q
g rer+ = irar)
Théoréme 2.2.4. ([19]) Soit f : |a,b] C [0,00] — R une fonction différentiable

sur(a,b)avec a < b telle que f' € Lla,b].Si |f'|? est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b] pour s fizé s € (0,1],p > 1, alors :

<M -a)

b
2. Sz’w:a+

=

1@ -2 [ s

(b —x)? (lf’(a:)|q + |f’(b)|q>3,

o1 LY s+1
S(b—a)(p+1)r . (If’(a)|q+ If’(w)l")é
+(x — a)

s+1

1 1
Pour tout € [a,b],ou — 4+ — = 1.
p gq

Preuve 2.2.4. On suppose que p > 1 . D’aprés le lemme(2.1.1) et U'inégalité d’Hol-
der,alors :

‘f(iv) - / b f(t)dt‘ <@-o | S ta+ (- bt

+(b—a) / |t — 1] (ta + (1 — t)b)|dt

< (b—a) (/b:a tpdt> ’ (/b:a |f'(ta + (1 — t)b)|th>
+ (b —a) (/;(1 - t)pdt> ’° (/l; |f'(ta + (1 — t)b)|th>

b—a b—a

Q=

Q=
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

Comme | f'|? est s-conveze dans [a, b],alors :

b—x

[ 1 e+ - opylrar < g (
0 b—a

|f' ()7 + If’(b)l")
s+1

et
Yo 1 _z—a (|f'(a)|?+|f(x)]
/ZLf|f(ta+(1_t)b)|th)qSb—a( s+1 )
donc :
1 b
1@ - 5 [ s
a2 If’(w)l"+lf’(b)|q>‘1’
< ! ! - X © x)< s+1 .
(b—a)(p+1)» +(z — a)? <|f’(a)|" + If’(w)lq) e
s+1
avec —+—=1. On a :
b q
/ﬁzitpdt: 1 (b—m)p“
0 p+1\b—a
et

1 1 x —a\P!
(1 — tyrdt = ( ) .
bz p+1\b—a

—a

Remarque 2.2.1. Sis =1 :

1@ - [ s

(b — z)? (If ()] -; Fi (b)|q>q
(@) + |f'<m>|q)3
2

1 1
< T X
(b—a)(p+1)»

e -

1 1
Pour tout € [a,b],ou — 4+ — = 1.
p gq

Théoréme 2.2.5. ([19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable

sur(a,b)avec a < b telle que f' € Ll[a,b].Si |f'|? est s-convexe suivant le second sens
dans [a, b], pour s fizé s € (0,1]p > 1, alors :

f@ - [ rwa
o[ GET (e’

1 1
Pour tout € [a,b],on — 4+ — =1
p gq

(2.28)
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

Preuve 2.2.5. On suppose que p > 1.D’aprés le lemme(2.1.1)et Uinégalité de Hol-
der,alors :

1 b 1 5 Lo . 7
1@ = g [ 0a] < o0 ([ ipwrar)” ([ 176a s - opar)
(2.20)
Comme |f'|? est s-conveze,on obtient :

/O | (ta+ (1 — £)b)|*dt < /0 #f (a)|" + (1 — 8)°[f'(b)|7) dt (2.30)

_ @)+ [ (b))
- s+1 )

et
1 boz 1
/ |p(t)|”dt:/b t”dt—l—/ (1 — t)Pdt (2.31)
0 0 boa

b

1 b— x\P! x —a\PT!
-5 =e) Gz |

D’aprés (2.29)-(2.31),0on obtient 'inégalité(2.28).

Q

Corollaire 2.2.3. 1. Si |f'(x)| < M pour tout € [a,b] ,on a :

1@ - [ s

1 b\ THET!
b—x\7r (E)
+B';:7§ (q—l—l,s—l—l)

Q=

b—a qg+s+1
SM(b—a) g+s+1\ g
+<w_a); B (+13+1)+—<%>
b—a =R ’ g+s+1
b
2. Sim:a+ Lon a :

a+b 1 b
7 (57) o [ s
1

< (b —a) (2q+s+1(q +s4+1)

S 23 1 g AN
(girsrige s g1 PO+ Bylat s+ 0 17 @)

Théoréme 2.2.6. ([19]) Soit f : [a,b] C [0,00] — R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € Lla,b].Si |f'|? est s-convexe suivant le second sens

F@I" + Bya+ s+ D17 O))°

=
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

dans [a, b] pour s fizé s € (0,1) g > 1, alors :

a

< (b—a) ( )1_; {(b_Z)m_IM) Liz (2:2)3“ |f'(a)]? 7
" (3+2 <Z:Z> S s+1 (i:z)s+l+ (s+1)1(s+2)> lf,(b)lq]

1 a 2(l—l/q) 1 r— a2

Hb_a) { b—a L+2 (b—a) F@)

)"

1 b—x 1 b—x\°T 1 SPSRNT
+(S—|—2<b—a 3-|—1(b_a) +(S—|—1)(s—|—2)>|f(a)|]

Pour tout € [a,b].

1@ -2 [ s

QR
——

Q=
——

Preuve 2.2.6. On suppose que p > 1

. D’aprés le lemme(2.1.1) et linégalité de la
moyenne puissance,alors :

1@ - [ s
<@-o | St (1= )

+ (b — a) /bl_m |t — 1||f'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a

1—1

< (b—a) </b:m tdt) ' (/b:ztlf'(ta—i— (1 —t)b)|th>q
+ (b —a) (/,,_w(l —t)> q (/H(l —t)|f'(ta + (1 —t)b)lth>q-

Comme | f'|? est s-conveze dans [a, b],alors :

b—=z

/"_“ t1f (ta + (1 — t)b)|" dt

b—=z

< [T 1@+ @ -0 £ o)) dt

0
1 b—x\*? q 1 x —a)t?
_s—|—2<b—a) IF @)+ s—|—2(b—a)

1 x —a)\*t! 1 o
_(S-|—1) (b—a) - (5+1)(S—|—2)] |f (b)l .
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2.2 Les inégalités intégrales pour les fonctions s-convexes

et
[ a-oirtasa-opra
< bi(l —t) [t°|f'(@)|" + (1 — t)° | f'(b)|7] dt
1 1 b—x\* 1 b—ax\5t2 , a
:<(s—|—1)(s+2)_s—|—1(b—a> +s—|—2(b—a> )If(a)l
1 x—a)*t? ) ig
tos ) e
Donc :

’f(w) - ﬁ /bf(t)dt‘

a

1 1-1 b — o\ 2(-1/9) 1 b— 2\ 5t2 ) .
c omn ()02 [ 22
1 Tr—a s+2 1 T —a s+1 1 ,bq,
* 3—|—2<b—a> _3+1(b_a) +(S+1)(8+2) |£'(B)]
1\ 134 T — a) 20— 1 r — a2 o
+(b — a) (§> {(b—a) [s—|—2(b—a) |F/(b)]
1 b—x\*t? 1 b— x5t 1 ’ q
* s+z<b_a) —8+1<b_a) *aiDery ) @)
Corollaire 2.2.4. 1. Si |f'(z)| < M pour tout © € [a,b] ,on a :

’f(w) — ﬁ/abf(t)dt‘

(b—a:)2 1—% 2(6—:1:)3"‘2 1 1 (b—a:)s"‘l :
2(b — a)2) ((s +2)(b — a)*+2 tsr1 stz (s+1)(b— a)S+1>

+ (2((wb_—z))22)1_q (s Jlr 1 s Jlr 2 (s jL(bl)—(;c)_S:)SH) q

Q=
N——

Q=
——

caromn|

0 Siw=2T" ona.
‘f (“;b) _ bia/abf(t)dt‘
< (b—a) (1) e <(s +11)2s |f'(a)|" + 7 18)2;::_2)28 |f’(b)|q>"1
S - ((s —|—11)2s £ O + o 18)?::_2)28 |f’(a)|‘1> ‘
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Chapitre 3

Quelques nouvelles inégalités intégrales
fractionnaires de Riemann-Liouville pour les
fonctions convexes et s-convexes

Ce chapitre est consacré a la preuve de nouvelles inégalités intégrales fractionnaire
de Riemann-Liouville pour les fonctions convexes et s-convexes [19].

3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonc-
tions convexes

Lemme 3.1.1. ([19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur
(a,b)avec a < b ,si f' € Lla,b] ,alors pour tout x € [a,b] et o > 0, on obtient :
(b—x)* — (a —x)* I'aa+1)
f(z) —
(b—a) (b— a)
1
= (a — b)/ p(t)*f'(ta+ (1 — t)b)dt (3.1)
0

[ f(b) + I f(a)]

avec

b—=x
t, te[o,
p(t) = bz
t—1, te( ,1].
b—a

Preuve 3.1.1. On a :
(a—b) / p(t)*F (ta + (1 — £)b)dt = (a — b) /"‘“ 19 F (ta + (1 — £)b)dt
0 0

+ (a — b) /;(t — 1) f(ta + (1 — t)b)dt

== Il +IZ.
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

on obtient :

on intégre par partie ta + (1 — t)b = u, dt =
a —

I = (a—b) /Ob_“ £ f'(ta + (1 — £)b)dt

o [Pl s,
_ b—2) > [ —u)* ! f(u)du

= @ = e [ e w

_(b—m)o‘ FNa+1)

= b= a)af(w) - meJrf(b)

et

I, = (a —b) /i (t — 1)*f'(ta + (1 — t)b)dt

1 1

(t—1)*f(ta+ (1 —t)b) B 1)a_lf(ta +(@-1b) .

:(a—b){ a—>b b—z b;m(t a—>b
= @) - o [ @
(b — a)o‘ (b - a)a a
__(a—a:)o‘ . _I‘(a—l—l) & fla
= @ G T @),
Donc :

L+ I, = (a—b) / “tof'(ta + (1 — t)b)dt + (a — b) . (t=1)F (ta+ (1 = t)b)dt

_ /01 p(£)*F'(ta + (1 — t)b)dt.

Théoréme 3.1.1. Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'| est conveze dans [a,b] , alors :

(b2)? = (a o) Ma+1) ., o
6 ap T ge TSIO) IS ()]
| |f(a)] <ll;i)aJr2—|—B (a+1,2)
at?2 o= ’ (3.2)
< (b—a)

+17()] (Bg;g(a +1,2)+

Pour tout € [a,b] ,ou Bg(a,b) = / $o=1(1 — t)b_ldt,

0
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

Preuve 3.1.2. D’aprés le lemme (3.1.1),0n obtient :

(b—2)*—(a—o)* Tla+l)
T A Ty

b—=x

sw—a4l“

Comme | f'| est conveze on a :

I, F(b) + T2 f(a))

t"‘|f(ta—|—(1—t)b)|dt—|—/ (1—t)" |f(ta+(1—t)b)|dt]

£’ (ta + (1 — 1)b)| < t[f"(a)] + (1 — )| F'(D)]. (3.4)

On utilise(3,3)dans (3,4),on obtient :

= pw) = S s @) + 72 s @)
/ TS @]+ (- 0Bt
< (b—a) P
+ L 0= 0% @]+ 0= 0l o)l
o] <a>|/ Lt + | (b)|/ 10— tya
Hr@) ;(1 — t)°tdt + | () / (1 — )=+t
o
£(a) (< I F/(8)] Bies (e +1,2)
< (b—a) (m a)a+2
17 () ( oot 1, 2)+|f(b)|T)
- - a2 -
7 (@) (<;> + By—e(a+1,2)
< (b—a) ey |-
+1£(0)] (Bb =(a+1,2) +%)

Corollaire 3.1.1. 1. Si |f'(z)| < M pour tout © € [a,b] ,on a :



3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

(6 —=2)* — (a — )" Tla+1), .
(b— a)-a f(z) - b—a)* |:J:1:+-f(b)-+ J f(a)]
(Z:_§>a+2 B 1,2
o+ 2 + %(a +1.2)
< M(b—a) <m_a>a+2
b—a
B%(a +1,2) + a—_|_2
2. Six = a+b; on a :
2
(554> = (552>, (a+b T(a4+1) [, .
(b — a)~ ‘f( 2 )_ b — a) [ (“2+">+f(b)+']<a2+b>—f(“)}'
<(“””+(§m@;;5+340+1ﬂ0Hf@ﬂ+UﬂwW

Théoréme 3.1.2. Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est conveze dans [a,b], g > 1, alors :

(b—a)* — (a — )
(b—a)

'a+1)

@) = = e

1—1
Kl ‘ (wa a, b, a)

o+ 2
<(b—a) (m—a>a+2 1
+K, “(w,a,b,0) | Boca(a +1,2) |[f/(a)|? + ~—L— | £ (b)|"
b—a o+ 2
) (3.5)
Avec .
= b— x)ot!
Kl(a:, a, b, a) = / tdt = ( a‘:) .
0 (x+1)(b— a)ott
(ZU _ a)a—l—l

1
Ky(z, a,b, @) :/ (1 — t)°dt =
= (e

b—=x a+2
b—a

w;ﬂw+mjmﬂ

QR

(@) + Buos (@ + 1,2) | F/(B)°

+1)(b— a)*+t

Pour tout € [a,b] ,ou Bz(a,b) = / =11 — )b dt .
0

Preuve 3.1.3. D’aprés le lemme (3.1.1) et l'inégalité de la moyenne puissance,alors :

(b—x)* — (a — x)*
(b—a)~

B I'a+1)
(b—a)*

f(x)

b—x

wgﬂm+mjmﬂ

€T

< (b—a) [/0' 19| F (ta + (1 — £)b)|dt + /:(1 — )| F (ta + (1 — t)b)|dt]
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

b—=x

( /O%adt)
+<ﬁ;u-¢wﬁ>k

<(b—a)

11
<0
1

q (/1(1 — )% (ta + (1 - t)b)lth>

b 1
—x 3

/““ﬂmfua+(1—twn%u)

q

Comme | f'|? est convexe ,on obtient :

|f'(ta + (1 — £)b)|? < t[f'(a)|? + (1 — £)[f'(D)[*

On utilise(3,6)dans (3,7),0n obtient :

f(z) -

'w—@a—m—mw

(b — x)>t!

'a+1)
(b—a)>

(3.7)

[J& f(b) + T2 f(a)]

1
1
1—= b— a

q

< (b—a)

(b — a)=
(@
(z —a)™

+1)(b— a)o+

+ ((a +1)(b— a)>t?

<(b—a)

(

K, (2, a,b, ) (
(b—a)

Corollaire 3.1.2.

(b z)? = (a o) Ta+1l) ., o
(b—a) f(z) — b_a) [T, f(b) + J* f(a)]
Kl_%(m a b a) @iy—’_z_}_B (a+1 2) q
1 s Ly Uy o + 5 2:72 ,
<M((b—a)

K, "(2,a,b, ) (If’(a)l" / T et 4 | (b)) /

+K, “(2,a,b,a) (If’(a)lqﬁ

b—x
b

o+ 2

—|—K21_E(:13, a,b,a) (B.:Z (a+1,2) |f(a)|? + (

—I—Kzl_a(m, a,b,a) (B:;a (x+1,2) +

/ TR B)) 4+ (1 — t) If’(b)l”]dt)

)/

) (/H(l — OO+ (A1) If'(b)lq]dt>

b—=x
b

(1 — t)dt>

1
/ (1— t)"“”dt)
b—a

1

(1~ )t + |f(b)]°

—a

q

|

—a

)a—|—2

|f'(a)|" + Bo—e (o + 1,2) If’(b)lq)

r—a

b—a

>a+2
etz |f(b)]

1. Si|f'(x)| < M pour tout € [a,b] ,on a :

r—a

>a+2

b—a

o+ 2

)
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

Q.Siw:a+b,0na.'
2
(39" = (|5, (a+b) _T(a+1)
(b— a) f( 2) (b — a)e

1
<-a) (G s

Théoréme 3.1.3. Soit f : [a,b] C

7+ (et is@r+

[ (aaT+b)+f(b) +Ja+b) f(a)}'

20+2 (a0 + 2)

7@+ By(a+ 1.2 17 O))
o)

[0, 00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec

1 1
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est convexe dans [a,b], ¢ > 1 ,— 4+ — =1, alors :
P q

(b—x)* - (a—x)* FNa+1) ., o
a1 g DRI+ s (@)
% (b x\2 (ac a\?2 q
K3 (z,a,b,a) |f'(a)|* + —If (b)lq
< (b—a) 1 — (b=2y2 (2=0)2 1
+K4; (‘B? a, b, a) (%l]ﬁ(a)lq + b_Ta|f,(b)|q>
Avec

b—=x

(b — )P+l

K3(z,a,b,a) = /b_ tPdt
0

1
Ky(x,a,b,a) = / (1 —¢t)*Pdt =
b—x
b—a

Pour tout € [a,b] ,ou Bg(a,b) = / t* (1 —
0

~ (ap+1)(b— a)ertt’

(:13 — a)ap-H

(ap +1)(b — a)or+t’

t)>~dt .

Preuve 3.1.4. D’aprés le lemme (3.1.1) et linégalité de Holder,alors :

I'a+1)
(b —a)-

(A

(b —a)e

< (b—a) [/

b—x

([
+ ( ;(1 _ t)“pdt> (/i

35

< (b—a)

Sl

CIf (ta+ (1 - t)b)l"dt>

ToF(6) + J° £(a)] \

q

|f'(ta + (1 — t)b)l"dt)

Q=

(3.8)

£2|f' (ta + (1 — t)b)|dt + /;(1 — )| F (ta + (1 — t)b)|dt]

(3.9)

Q|-



3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

Comme | f'|? est convexe ,on obtient :
|f'(ta + (1 = 1)b)|? < t]f'(a)|* + (1 — £)[ £ (B)[“. (3.10)
On utilise(3.9)dans (3.10),0n obtient :

I'aa+1)
_a)"‘ (b —a)>

() ([

(T2 f(b) + J2_f(a)]

Q=

21 (@) + (1 — t)lf’(b)lth]>

(b_a’) 1 1
(x — a)>Pt! p 1 , ‘ B N a
+ ((ap+1)(b_a)ap+1> </l§:§ [tlf (a)|? + (1 —2)|f(b)| dt])
K3 (2, a,b, o) (If(a)l"/ ) tdt+|f<b>|q/” (1—t)dt)q
< (b—a) 1 ,
LK} (2, a,b, ) (If (a)® / tdt + | £ (b)[¢ / (1— t)dt)
KZ (2, a,b, ) ("’ @+ (—If( >|q>
S (b - a) 1 _ (b a:)2 (oc a\2 q
LK} (2, a,b, ) (—”w )4 + If(b)l">

Corollaire 3.1.3. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

= ”’?Z = a()a_ " fa) - 1;5:)13 25 (0) + T2 f (@)
g b ? N
K} (,a,b,a) <”‘;> + (2
<M(b—a) '
+K} (2,a,b, ) (b“ (%2%
i 4\ Ly0,0,x 2
2. Stx = a+b, on a :
2

0 () T s 0

b—x\2 1 — (=2 2 %
1 5 (( | (a)|? + <#> If'(b)l")
< (b — CL) ( ) 1

2ap+1(ap_|_ ]_) 1 — (2:_2)2 ) (m a\2 q
¥ <T|f (@)l + -2 <b>|q>
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3.1 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions convexes

Théoréme 3.1.4. Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable sur(a,b)avec

1 1
a < b telle que f' € L[a,b].Si |f’|? est conveze dans [a,b] ,q > 1 et,—+— =1 ,alors :
b q

(b—x)* — (a —x)* CTlat1), o, .
‘ (b —_a,)a f(x) b — a) [T F(b) 4+ T f( )]' |
—z\#» og+2 1
(Z—a> <( ) |f( )|q+ﬂb w(aq—l—l 2)| ' (b)|q)
Y ’ (% )ea+2 1
[

(3.11)
Pour tout x € [CL, b] ,0U /Bw(a’ b) — / ta—l(l _ t)b_ldt .
0

Preuve 3.1.5. D’aprés le lemme (3.1.1) et linégalité de Holder,alors : :

(b—xz)* — (a —x)* _F(a—l—l)
b-ap TP G q)e

< (b—a) [/0‘ t"‘|f(ta—|—(1—t)b)|dt—|—/ (1t |f(ta,+(1—t)b)|dt]
(3.12)

T F(b) + I°f(a) \

- 4| f'(ta + (1 — t)b)|th)

(1) (1
) (/i 1dt>; </';(1 - O%If et (1 - t)b)|th>; |

b—a b—a

q

< (b—a)

Comme | f'|? est convexe ,on obtient :
|f'(ta + (1 — £)b)|? < t[f"(a)|? + (1 — t)f'(D)[* (3.13)
On utilise(3.12)dans (3.13) et on obtient :

I'a+1)
(b—a)>

b—x

=) ([

‘(b—w)"‘—(a—w)"‘

bome @

T%, £(6) + J°_f(a)] \

Q=

2 [t (a)|* + (1 — )| f/(0)|] dt)

<(b—a) l : |
+ <;‘j : Z)” (/Z::(l — t)%9[t|f(a)|? + (1 — t)|f’(b)|q]dt>
sb-a) | <Z - Z> (lf (@r / e + 1O /b_m (1 — t)dt>;

(= “)” <|f’(a)|" [0 vt 1150 /(1 — )iy

b—a
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

b—z\>» g_—“’ aq+2 1
_b—a’ @ | 91 By_. 1.2 '(B)]4
(b—a> aq + 2 |f'(a)|? + m(aq+ ,2)| £/ (b)|

T —a\r oq+2 o |
(o) <Bz:s(aq+1,2)|f’(a)|q =i |f<>|q>_

<(b—a)

Corollaire 3.1.4. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

(b—xz)* — (a —x)® FNa+1) o
L= e 1@ - W I2.£6) + I35 (@)

b— (b=z)oat2 a
Smal 4 By (ag+1,2)
b—a aq + 2 b=a
<M((b—a) ) 1
T —a\r (xao‘q1L2
Baa 1,2
_+(b_a) Enlat b+ e )
b
2. Sia:za—; ,ona:

() R b )

1 ’ q / q !
-0 (gerrar 7@ +B;(aq+1,2)lf(b)|)

T 1
¥ + <B§(aq +1,2)|f (a)]" + 209+2(qug + 2) |f/(b)|q)

\

Q=

3.2 Lesinégalités intégrales fractionnaires pour les fonc-
tions s-convexes
Théoréme 3.2.1. (/19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable

sur(a,b)avec a < b telle que f' € L[a,b].Si |f’'| est s-conveze suivant le second sens
dans [a, b] pour s fizé s € (0,1] et a > 0, alors :

(b—x)* — (a —x)* FNoa+1) o
(b I a)a f(w) - m [Jm+f(b) + Jm_f(a)]‘
B (b__m)a—l—s—i—l 1
|f'(a)] m-l—B%(a—l—l,s—l—l) (3.14)

< (b—a)

(:I:;)a+8+1
(b Bbz 1, 1 -
IO | Brs(a+ s+ 1)+ 20

Pour tout x € [a,, b] 0l ,Bm(a, b) — / t“_l(l . t)b—ldt '
0
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Preuve 3.2.1. D’aprés le lemme (3.1.1),0n obtient :

(b—x)* — (a —x)* I'aa+1) o
(b~ a) f(z) — b —a) [T F(b) + T3 f(a)]
< (b—a) [/b_a t*|f'(ta + (1 — t)b)|dt + b;(l — ) f'(ta + (1 — t)b)|dt] .

Comme | f'| est s-convexe on a :

|f'(ta + (1 = £)b)| < t°f'(a)| + (1 — £)°|f'(b)]- (3.16)
On utilise(3,15)dans (3,16),0n obtient :

(b—2x)*— (a—x)* I'a+1)
(b —a)* (b—a)>

[ el @)+ = 0 Gl
+/ (1= %1 @] + (1= 0717 () e

(T2, £ (b) + J2_f(a)]

< (b—a)

If@ﬂ/t”Wtwaﬂ/ "1 -t

< (b—a)
Hfmn/ (1— )%WbewN/ (1 — )+

(=)™
If()l( o1 T O Bes(at1,s+1)

+s+1

(=)
+1f'(a)| | Beza(a+ 1,5+ 1) + | (b)l—)

+s+1

AN o
+ £ (b)] (Bb (a+1,s+1)+ i)

S
|f(ﬂ(——————+B§ﬂa+Ls+D
<(b-a)

a+s+1

Corollaire 3.2.1. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

b—x)* — (a —x)* '«
( ()b—;)a ) f(x) — (IE +)3 | §‘+f(b)—|—J;"_f(a,)}
((b—””)a+s+l
A Baa(ad1,541)
a+s+1 b=a
< M(b—a) (w_a>a+s—|—1
+ (Bb « (o + 1, s—i—l)—}—ﬁ)
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

2. Siw:a+b, on a :
(P39 — (%52, (a+b\ T(a+1) . )
(b—a)* f( 2 )_ (b — a)« [ (‘T’)+f(b)+‘7(“;")—f(a)}'
1 ) )
< (b—a) (20‘+3+1(a—|—s+ 1) +B%(a+ 1,s+ 1)) [|f'(a)] + |F(b)]].

Théoréme 3.2.2. (/19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est s-conveze suivant le seconde sens
dans [a, b] pour s fizé s € (0,1] et g > 1 et o > 0, alors :

(b—x)* — (a—x)* FNoa+1) o
b—ay f(x) — b—a) (o f(B) + Jm_f(a)}‘
[ (b__w)a+3+1
Ky (@ 0,b,0) | 2 |f(@)| 4 Bas (@t 1s + 1) [FO)]
<(b—a) ats+1 3
FEG @a,b,0) | Bya (et 1+ 1) |£/(@)]" + <a‘_+)—+1 7o)
) (3.17)
avec . )
B O e
Ki(xz,a,b, o) _/0 t*dt = (@t Db _a)pait
o o (z — @)+
K2(CB,CL, b, a) = /f;:z(l - t) dt = (a + 1)(b _ a)a+1'
Pour tout € [a,b] ,ou B;(a,b) = /z t* (1 —t)>tdt .
0
Preuve 3.2.2. D’aprés le lemme (3.1.1) et l'inégalité de la moyenne puissance ,alors : :
(b—x)* — (a — x)* FNa+1) ., o
e ) - ) A 0) + T f @)
b2 1
< (b—a) [/ 19| F (ta + (1 — £)b)|dt +ﬁ (1 — B2 f' (ta + (1 — £)b)|dt
0 =3
(3.18)
_ e - e . g
(/H tadt> </ | f'(ta + (1 — t)b)|th>
< (b - a’) ° 1—1 °
1 q 1 q
+ ( - t)“dt) (ﬁ_zu _ 4| F (ta + (1 — t)b)|th>
Comme |_f'|q_ est s-convezxe ,on obtient : _
|f'(ta + (1 = )b)|7 < °|f'(a)|” + (1 — 2)°[ £/ (D). (3.19)
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

On utilise(3.18)dans (3.19),0on obtient :
(b—2x)* — (a —x)* I'aa+1)
G—ap T Gap

(b—m)o‘+1 T ﬁa s| £ q _g\s | g q
< (b—a) <<a+1><b—a>a+1> </ £ |F/(B)] + (1= )" | £/ ()] ]dt> |

(m_a)a+1 1—% ! afys | £/ q s | g q !
_+((a+1)(b—a)a+1) </g::(1—t) 17O + @ = 8)°[F(b)] ]dt>

[T% F(b) + J°f(a) \

q

Q=

b—x

Kil_%(wa a, b’ a) (lf,(a’)lq /bza toTedt + |f,(b)|q /b_a ta(l N t)Sdt>

<(b—a) 1
+K, q(iﬂ a,b, ) (lf (a)lq ;ts(l —t)%dt + | f’ (b)lq/ (1-— )a+sdt>
i a+s+1 .
K, (w a, b, a) ( P | (@)|" + Bo—z (o + 1,5 + 1) | f/(b)|*
<(b—a) 1

r—a a+s+1
()

1—1
K, (x,a,b, Baoa 1,54+ 1) |f'(a)|?
+K; 1 (@,0,5,0) | Bys(a+ L+ DI (@) + 20—

Corollaire 3.2.2. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € (a,b) ,on a :

(b—x)* — (a — )" T(a+1) )
@) = L 7 ) + 52 (@)
[ (b__w>a+s+1 7 T
Kll_a(a%a? b, ) # + Bg%(a +1,s+1)
< M(b—a) .
o a+s+1 q
+K21_%(waaa b, ) Bm a(a +1,s4+1)+ i
a+s+1
2. Six = a—l—b; on a :
2
(5539 — (5D, (a+b\ T(a+1)
o—an f( 2 ) (b—a)~ T FO) + Ty F(0)]
_ P
(2a+s+1(a+8+1) |f (a)| 1

. =3 | +Bya+ 1,5+ 1) |£(0))"
( ) +(Byla+ 15+ D)1 (@)

QR

1 ’ q
e e O
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Théoréme 3.2.3. ([19]) Soit f : [a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable
sur(a,b)avec a < b telle que f' € Lla,b].Si |f'|? est s-convexe suivant le second sens

1 1
dans [a, b] pour certains s firté s € (0,1],q > 1 et ax > 0,— 4+ — =1, alors :
P q
(b—xz)* — (a — x)* I'a+1)
flx) — ——+—
(b—a)> (b—a)>

1 s+1 _ (z—a\s+1 %
K (z,a,b, ) <( <) | (a)|? + = If’(b)l">

[ £(B) + J7_f(a)]

1
< (b—a) ot

1 — (5=2)*! (=)™ |
+K}(z,a,b, ) (TU'(G)V’ ———f'(b )|q)

(3.20)
Avec

b—x

— b _ ap+1
Ks(xz,a,b,a) = /b tPdt ( 2)
0

~ (ap+ (b — )

a)ap—i—l

ap (CU
Ka(,a,b, o) = / (1= tyrde = o E L

Pour tout x € [CL, b] ,0U /Bm(a’ b) — / ta—l(l _ t)b_ldt .
0

Preuve 3.2.3. D’aprés le lemme (3.1.1) et linégalité de Hélder,alors : :

(b—x)* — (a — x)* I'a+1) [

(@) = P a2 ) + 52 (@)

< (b—a) [/0‘ t°‘|f(ta—|—(1—t)b)|dt—|—/ (1—t)® |f(ta,—i—(1—t)b)|dt]

] (3.21)

1 1 7
b—z

(/b_“ I (ta + (1 — t)b)|th> (/b: t“pdt>
+ (/;(1 - t)"‘pdt) p (/bl_m |f'(ta + (1 - t)b)l"dt>

Q|
3|

<(b—a)

Q=

b—a b—a

Comme |f'|? est s-conveze ,on obtient :
|f'(ta + (1 = )b)|? < t°[f"(a)|? + (1 — 1)°| f'(D)|%. (3.22)
On utilise(3.21)dans (3.22),0n obtient :

(b—x)* — (a —x)* MNa+1) o
' ® —_a)a F(x) — b—a) [J& f(b) + I f(a)] ‘

(b_m)ap+1 11))( 3:72 s| g/ s| g/ )q
Y [t°] £/ (a) |7 + (1 — t)*| ' (b)|1]dt
< (b—a) <(0‘P+1)(b—a) * /0

(@ — a)™™ N "(a)]? R\ ()9 ‘
i +((ap+1)(b_a)ap+1> (/)_z[t |F (a)|* + (1 —2)°[f'(b)] ]dt)

Q=

b—a
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

K{ (@,0,b, ) <|f @i [ eairon [Fa- t)Sdt)q
<(-a 1 ;
K (2,0,b,0) (If’(a)lq [ w17 o /Hu - t)Sdt)
r 1 ( s+1 _ ( s+1 % T
K (@,0,b,0) ( @)+ —— If’(b)|q>
<(b-a) L — (b=z)st (2=2ys+1 a |-
i +K7 (maaa b, a) (Tlfl(a)lq I.f ( )|q> |

Corollaire 3.2.3.

1. Si|f'(x)] < M pour tout € [a,b] ,on a :

= m(): = a()a_ Prw) - % [I2. 1 () + T2 f(a)] '
| b—x s+l 1 a |
K:’.%(waaa b, a) <m> ( o
< M(b—a) s+1 P .
; - e
_+K4(a:,a,b,a)< i s—|—1 ) |
2. Six = a—|—b; on a :
(559> — (50> fa+b\ T(a+1)[.
_ ( s+1 ( s+1 7
1 : ( [f (@)l + ( - ) If’(b)|q>
g (b - a) (2ap+1(ap+ 1)) . (b;)3+1 (:1: aystl 1 .
+ (H—_allf'(a)lq —|f'(b )Iq)

Théoréme 3.2.4. (/19]) Soit f :

[a,b] C [0,00) — R une fonction différentiable

sur(a,b)avec a < b telle que f' € L[a,b].Si |f'|? est s-conveze suivant le seconde sens

1
dans [a, b] pour certain s fixé et s € (0,1],q > 1 et > 0,— + — =1 ,alors :

p g
(b—z)* — (a — x)* T(a+1), )
(b—a)e f(z) — b—ar (T2 () + T3 f(a)] _
b—=«x (% yeats+ , , o :
=l (aq—+s+1'f<a>| Oz (a+ s +1)If <b>|)
) (b - a) » (w a\yaq+s+1 % )
_+(b—a) (ﬁif:s(anrl,erl)lf’(a)l" ﬁhﬂ(bﬂq) |
(3.23)
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Pour tout ¢ € [a, b] 0l gw(a, b) — / ta—l(l _ t)b_ldt '
0

Preuve 3.2.4. D’aprés le lemme (3.1.1) et l'inégalité de Holder,alors : :

I'a+1)
a)- (b—a)>

b—x

< (b—a) [/‘ t°‘|f(ta—|—(1—t)b)|dt—|—/ (1—t)" |f(ta,—i—(1—t)b)|dt]

(T2 f(b) + J2_f(a)]

_(3.24)
(/H 1dt> ' (/H t*|f'(ta + (1 — t)b)|th> '
< (b—a) ‘1 A 1" L
+ ([7_.@ 1dt) (ﬁ_m(l — )| f'(ta + (1 — t)b)|th>
Comme |f'|? est ;—convexe ,on obtient :
£ (ta + (1 = 1)b)|? < t°[f"(a)|? + (1 — 1)°|f'(D)]% (3.25)

On utilise(3.24)dans (3.25),0n obtient :

I'a+1)
(b —a)e

b—x

b-m)i /b-a
b—a 0

'(b—w)“—(a—w)“

(b — a)~ [Jg+f(b) + J;’_f(a)]

Q=

[t (a)|* + (1 — )| (B)]] dt)

<(b—a) N E
_+(’Z_Z) (/g:z(l_t)aq[tslf/(a”q"‘(1—t)s|f'(b)|q]dt> |
(b )Il) <|f (a)]? / taq—l—sdt + |f (b)|q/b_z t%9(1 — t)sdt>;
b
<(b—a)
+ ( ) <|f @I . (1 — peagsd + | £ ()" / (- t)"‘q+3dt>
b—x\» Z:i aatstl . . 1
< (b—a> (m'f (a)] +BZ:2(aq+1’S+1)|f(b)I)
< (b—a) A .
r—a\r (33 a\aq+s+1 p
(520) (mstea e e i@ S o)
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3.2 Les inégalités intégrales fractionnaires pour les fonctions s-convexes

Corollaire 3.2.4. 1. Si |f'(z)| < M pour tout ¢ € [a,b] ,on a :

(b—x)* - (a—x)* _I‘(a—i—l)
G—ap DT boay

_ b o % (ll:__a;)aq—i—s—i-l
—a Bos 1,s+1
(b—a) (qu+s+1Jr s=z(eq+1a+1)

T () + I° £(a)] ‘

Q=

<M((b—a) . .
+(m_a)p Bo-a(ag +1 +1)+(%)aq+s+1 '
i b—a = ag+s+1) |
2. Siw:a+b,ona:
2
(559> — (50> fa+b\ T(a+1)[ )
(b—a) f( 2 )_ oy [P SO + Ty f(@)

1
q

_(-a) (oo s g @1+ Bylaa + s+ DIF O |

|+ (Byagt s +0IF @I+ o)’

20atstl(ag 4+ s+ 1)
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Chapitre I

Applications a certaines moyennes spéciales

On donne quelques applications sur I'inégalité d’Ostrowski,pour ’estimation entre
les moyennes suivantes ([21]) :

1. La moyenne arithmétique :

(a +b)
2

A= A(a,b) = , a,b>0

2. La moyenne géométrique :

G = G(a,b) = Vab, a,b>0

3. La moyenne harmonique :

2
H =H(a,b) = —— a,b>0
’ (3)+ &) ’
4. La moyenne logarithmitique :
b—a ) b
L = L(a,b) = Inb — lna’ i a7 ya,b >0
a, si a=b
5. La moyenne identique :
1 /bP\t=e b
I=1(a,b) =1 ozp\Ga staZzb 4 p>0
a st a=b

6. La moyenne p-logarithmique :
P 1) — (aPt1) |7
Ly(a,b) = (p+1)(b—a)
a

sta#zb 5, e R\{-1,0},a,b >0
8t a=b

Ces moyennes jouent un role trés important dans ’approximation numérique et
d’autres domaines.On a les inégalités suivantes : H < G < L < I < A.
avec Lo =T et L_; = L.
Nous avons trois cas suivantes :
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1. premiér cas :f(x) = xP avec p € R\{—1,0} , pour tout € [a, b] :

(x—A)

o = Il = F*ﬁ

} (b — a)vp(a, b) (4.1

avec

pb*~t sip>1
b) = o=
et = { Pl 5 Coenru o
Si & = A dans(4.1),alors

b—a
47 — 1] < 2 (a,b).

Car p > 1,l'inégalité (4,1)

1
0<rr— v <PV
P - 4
et p € (—oo,0)\{—1}l'inégalité (4,1)
0< 17— ar< b0)pa”
En autre, si p € (0, 1),alors
p(b—a)aP™?
0< AP —IP < ; .
Si & = I dans (4.1),alors
(I—A)*
[P — LP| < [ I E— b a) (b — a)vp(a,b).
Six = L et * = G dans (4.1) ,respectivement
(L — A)*]
|L? Lp| { + m (b — a)vp(a,b)
et
(G —A)*]

(b — a)vp(a,b).

&~ 131 <[5+ G

1
2. _deuxiéme cas :f(x) = — , nous obtenons
x

|L—w|§mL(b_a)[ (x — A)?

a? (b — a)?

Maintenant, en prenant,x = A,x = I, * = G et € = M respectivement dans
(4.2) ;nous avons les limites suivantes pour les différences des moyennes

AL(b— a)
< 77 7
- 4a?

} ,V € [a,b] (4.2)

0<A—
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IL(b — a) (I — A)?
OSI—LST[ = )2},‘v’m€[a,b]
GL(b— a) (I — A)?
P T Y WRTEY R
HL(b— a) (H—-A)
<L-— i S .
0<L-HK - [ = )2] Vx € [a,b]
3. troixiéme cas :f(x) = —lnx substituant ce f dans (2,1),nous obtenons
inl — tna| < L= [ Gt },vm € [a,b. (4.3)
a (b — a)?

D’une maniére analogue aux cas précédents,en prenant € = Ajx = I,.x = G et
x = H respectivement dans(4.3),nous obtenons les estimations pour les rapports
des moyennes de la maniére suivante :

A

1§%§emp{b;a EJF%”,WE la, b]

1§é§emp{b;a EJF%H,Vme[a,b]

1§égemp{b;“ E—k%}},b’wé[a,b]
st

Proposition 4.0.1. Soit f : [0,1] — [0,1], f(x) = ,8 € (0,1) et |f'(x)] = x°

est s-convezre avec 0 < a < b ,alors :

+1

|A*"(a, b) — Li{(a,b)| <

G :L ) (1 — 25+1) [a® + b°].

Preuve 4.0.5. on utilise le corollaire(3.1.1)dans 2, d’ou :

a+b —a
‘f< 2 ) / f(t)dt‘ (s +1)(s+2) (1 2s+1) I7@) + £ e
(4.4)
Donc,d’aprés linégalité(/.4)
(ws—f—l) 1 1 52 b (aTer)s+1 1 bst+2 _ gs+2
s—l—l_b—a.s—l—l s—|—2a_ s+1 _s+1 (s—|—2)(b—a)H

Alors :

b—a 1
s+1 _ s+1 _ s S
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1
Proposition 4.0.2. Soit f : [0,1] — [0,1], f(x) =

+1,s€(0,1)etq21

Q |® 8

A ()2 = x° est s-convewe,avec 0 < a < b ,alors
|f <a<

s 241
AT+ (a,b) — L, (a,b)

( 1 s + S —|— 3 bs)l

1 —a a

. (f n 1) (b —a) (1) 1=y o (s +2)2¢ (s+1)(s+2)2s

X q 4 2 n < s+ 3 a® + 1 bs) q
(s+1)(s+2)2s (s +2)2¢

Preuve 4.0.6. On utilise le corollaire (3.1.2)dans 2, on a :

‘f (a;b) —ﬁ/abf(t)dt‘
NECIOR (i ot

(S+1)(S+2)2s|f’(b)l">
4 2 n < s+3

4 q 1 4 q a
e @+ g o)

[

-

(4.5)
Donc,d’aprés Uinégalité(4.5)

xatl 1

1 [azi“r (2t 1 [ b*t? — @t ”

—_— . Pu— 2 -_ .

E+1 b—a E+1 E+2 “ E+1 a-'-]. (E+2)(b—a)
Alors :

45 (a,b) — L27,(a,b)]

Q)| (|
-

1 q
iz Ttz )

541
Ta
Proposition 4.0.3. Soit f : [0,1] — [0,1], f(x) =

T s €0 g >
q

1 1

Jf ()2 = 2 est s-conveze,avec 0 < a < b et — 4+ — = 1,alors :

. P q
(Aa+1(a, b) — L1y, (a, b)‘

=

( 1 s+2s+1—1bs)q
1 a
<(5+1> (b—a)is( 1 >p>< (s+1)

q 4 24

(s+1)
p+1

( 1 b3—|-28+1_1 s>111
—a
(s+1) (s+1)
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Preuve 4.0.7. On utilise le corollaire(3.1.3)dans 2, on a :

a—+b 1 b
— t)dt
(57) e Lo
1 1 2s+1 _ 1 %
b — 1 1 B ! T4 —|f(b)|?
NEDENEELS (@l + o)
o g ror+ 2 @)
— | f(a
i (s+1) (s+1) _
(4.6)
Donc,d’aprés linégalité(4.6)
xatl 1 s wat? ’ (a_er)%—H 1 b*+? — a*+?
— « pr— 2 _— .
] T e
Alors :
s 241
A+ (a,b) — L}, (a,b)|
1 25+l 1 \7
s (b—a) 1 1\~ ( @’ + bs)
Gt Gy | ),
q 4 27 \p+1 +< 1 bs+2s+1_1s)q
a
CES MY
att

186(071)6tq21

Proposition 4.0.4. Soit f : [0,1] — [0,1], f(x) = 11
q

Jf ()2 = 2 est s-conveze,avec 0 < a < b et 1—9 + E = 1,alors :

s 241
(Aq“(a, b) — L1y, (a, b)‘

1 q
8 1 1 1)b°
(b —a) (2q+s+1(q+s+1)a tBi(g+1,s+1) )
1

<(f+1) : .
1 N ([31 (@4 1,5+ 1)a* + b3> ’
2 20tstl(g 4+ s+ 1)

Preuve 4.0.8. On utilise le corollaire(3.1.4)dans 2, on a :

a+b 1 b
V( 2)_b—alf@“‘
1 g o)
-0 (i ey @1+ Byl + 15+ DIF O |
2» , 1 : :
+ (B + L+ DIF @ + e PO
(4.7)
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Donc,d’aprés inégalité(4.7)

s s b
m5+1 1 8 1[wq+2]
s - - 3
gT1 b-agq 22|

(GTH’)3+1 1 [ bs+2 _ gs+2 ”

S+1 241 ((2+2)(b—a)

Alors : i
‘A%‘i‘l(a, b) — L;-i-l (a, b)‘

1

q

< (241

q

1

1
(241) = e i ARl

27

1 ]_ 1 S bs q
+(52(q+ st e +2q+s+l(q+s+1) )
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Conclusion

Dans ce mémoire ,nous présentons certaines travaux sur quelques nouvelles inéga-
lités intégrales pour les fonctions s-convexes a l'aide de l'intégrale fractionnaire.
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