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Nomenclature 

Lettres latines 

A Surface (m
2
) 

a La largeur du coude (m) 

b La hauteur du coude (m) 

ri Le rayon de courbure de la paroi supérieure (m) 

er  
Le rayon de courbure de la paroi inferieure (m) 

Rc  Rayon de courbure (m) 

De Nombre de Dean 

Re  Nombre de Reynold 

hD
 

Diamètre hydraulique (m) 

h Coefficient de transmission (W /m
2
.K) 

Nu Nombre de Nusselt 

Pr Nombre de Prandtl 

kP
 

Production de l’énergie cinétique turbulente 

P  
Production de taux spécifique de dissipation 

pC
 

Chaleur massique à pression constante 

Cp Coefficient de pression 

fC
 

Coefficient de frottement 

k Energie cinétique turbulente 

1 2C ,C ,C    
Constants déterminés expérimentaux 

ijS
 

Taux de rotation
 

ij
 

La vitesse angulaire de la rotation du système
 

0 s A , A
 

Constants.
 

kY ,Y  
Dissipations de k et ω due à la turbulence

 

u,  v et w
 

Les composantes de vitesses suivant (x, y, z)
 

g
 

Accélération de pesanteur (m/s
2
)
 

V
 

Vitesse moyenne (m/s)
 

v’
 

Vitesse fluctuante (m/s)
 



 

ii 
 

P
 

Pression statique (Pa)
 

P
 

Pression moyenne (Pa) 

P’
 

Pression fluctuante (Pa).
 

p fT , T

 
Température (k). 

T
 

Température moyenne (k).
 

T’
 

Température fluctuante (k). 

ijR
 

Contrainte de Reynold.
 

y

 
La distance à la paroi normalisée.

 

 
Taille d’un tourbillon 

U
 

Vitesse caractéristique d’un tourbillon
 

F propriété physique
 

Lettres grecques 

  L’épaisseur de la couche limite turbulente 

ij  
Kronecker Delta 

  Masse volumique (kg/m
3
). 

k t, , ,    
 

Nombres de Prandtl de l’énergie cinétique turbulente et de taux de                             

dissipation et à la température et taux spécifique de dissipation respectives . 

  Viscosité dynamique (kg/m s).   

t  
Viscosité dynamique turbulente (kg/ms).       

  Viscosité cinématique (m
2
 /s). 

t  
Viscosité cinématique turbulente (m

2
 /s). 

eff
 

Viscosité effective turbulente (m
2
 /s). 

  Constante de Von Karman. 

  Taux spécifique de dissipation 

  Taux de déformation 

  Taux de dissipation 

*et    
facteurs de correction pour les petits nombres de Reynolds 
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INTRODUCTION  

ET TRAVAUX ANTERIEURS 

 Introduction et Travaux antérieurs I.

 Introduction I.1

Les écoulements dans les conduites courbées sont couramment rencontrés dans l’industrie, 

ils sont présents dans différentes applications industrielles telles que les échangeurs de 

chaleur, les canaux de refroidissement des aubes des turbines, les chambres de combustion 

des turboréacteurs et les moteurs de fusées, les installations thermo-hydrauliques des 

réacteurs nucléaires et les systèmes de mélange et de mixage. 

L'écoulement dans les conduites courbées diffère de celui d'un conduit droit, principalement à 

cause de la présence d'un flux secondaire qui est généré dans le coude sous l’action de la force 

centrifuge provoquée par la courbure de la conduite, dont le résultat est l’apparition de deux ou 

plusieurs cellules tourbillonnaires contrarotatives (appelées Vortex de Dean) dans la 

conduite d’écoulement. Ces vortex modifient d’une façon substantielle, les caractéristiques 

de l’écoulement du fluide. Ils agissent sur la transition de l’écoulement du régime 

laminaire au régime turbulent, sur les taux de transfert de masse et de quantité de 

mouvement et les taux d’échanges thermiques. 

De plus, les écoulements en conduites courbées sont fondamentalement différents des 

écoulements en conduites rectilignes, le champ dynamique est fortement influencé par la 

courbure de la conduite, les profils de vitesse présentent des comportements typiques, tels 

que l’aplatissement, le creusement des profils, et le décalage du maximum de la vitesse 

axiale vers la paroi inférieure de la conduite. 

Les phénomènes constatés, lors des écoulements en conduites courbes, tels que la 

formation des vortex de Dean (cellules tourbillonnaires) et les variations du champ 

dynamique, sont exploités dans le domaine industriel, surtout dans les systèmes de 

mélange et de mixage, donnant naissance aux mélangeurs reposant sur le principe des 

écoulements de Dean, connu souvent sous le nom du mélange chaotique. Dans le 

domaine des échangeurs de chaleur, ces constatations ont donné naissance à une famille 

d’échangeurs compacts reposant sur le principe d’utilisation des écoulements en conduites 

courbes 
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Les premières études des écoulements en conduites courbées étaient exclusivement 

expérimentales, elles ont été suivies un peu de temps après par des études théoriques. Ce sont les 

avancées dans les domaines du calcul numérique et de l’informatique qui ont donné un nouvel 

essor considérable aux études numériques des écoulements en conduites courbées. 

La simulation numérique de ces écoulements a été faite par plusieurs codes de calcul tel que 

le code commercial ANSYS FLUENT, qui représente un outil permettant des études 

numériques, de grande qualité, de la plupart des phénomènes physiques possibles en mécanique 

des fluides, dans différents domaines industriels et de recherche. 

   Travaux antérieurs : I.2

Différents travaux expérimentaux et numériques ont été menés pour caractériser des 

écoulements complexes. La première expérience de visualisation d’écoulement de fluide dans les 

coudes a été faite par John   Eustice 
[1]

. Il a formulé que les vecteurs vitesses peuvent être 

décomposés en une composante axiale u et une composante radial v caractérisant la vitesse de 

l’écoulement secondaire par les technique de coloration.  

Dean a montré théoriquement pour des petites courbures, dans un écoulement laminaire, la 

dépendance des particules à un paramètre dynamique adimensionnel caractérisant le mouvement 

secondaire noté (relation I.1) 

Il a posé donc les fondements analytiques des écoulements secondaires. L'intensité du 

mouvement secondaire augmente avec le nombre de Reynolds et le rapport de la courbure h

c

D

R

.[2]
 
 

Humphrey et al, en utilisant la LDA (laser Doppler Anemometry), ont effectué une étude 

expérimentale de l'écoulement turbulent dans un coude à 90  de section carrée et de rayon de 

courbure de 92 mm pour débit massique égal à1.42 kg / s . Les conclusions tirées de cette étude 

sont : 

- Les vitesses moyennes de l'écoulement secondaire, causées principalement par le champ de 

pression, atteignent des valeurs supérieures de 28%  à celles de la vitesse moyenne. Ces vitesses 

moyennes sont largement responsables de la convection. [3] 

Taylor et Whitelaw ont procédé aux mesures des composantes orthogonales de la vitesse et 

des contraintes de Reynolds associées dans un coude 90de section carrée en utilisant la L.D.V 
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(Laser Doppler Velocimetry) pour des nombres de Reynolds 790 et 40103 . Les résultats montrent 

que les couches limites avant l’entrée du coude à 0,25Dh  et 0,15Dh créent, respectivement, une 

valeur de la vitesse de 60%  et 40% de celle de la vitesse moyenne. Ils  ont conclu que 

l’épaisseur de la couche limite à h0,15D  est importante au développement de l’écoulement 

secondaire, principalement dans la première moitié du coude. [4] 

Bara et al ont réalisé une étude expérimentale et numérique concernant un 

écoulement non établi et un écoulement pleinement développé d’un fluide newtonien 

incompressible, dans une conduite courbée à section carrée avec un rapport d’aspect de15,1. Les 

mesures au moyen d’une vélocimétrie (LDV) pour des nombres de Dean de De 125 ,137  et 

150 révèlent l’existence stationnaire et symétrique de deux cellules vortex à De 125 et 

l’existence stationnaire et symétrique de quatre cellules vortex à De 137 et150 . [5] 

Winters a constaté une paire de vortex additionnelle près de la paroi externe pour un 

écoulement développé dans un conduit courbe à section rectangulaire pour un nombre de Dean 

de92 . De plus, il a montré que si le nombre de Dean est compris entre 92  et 136  la solution 

demeure instable. [6] 

Sotiropulos et Patel ont développé les calculs de l'écoulement turbulent dans des coudes à 

90  avec différentes formes de sections (circulaire, carré), par le modèle k , en utilisant deux 

méthodes numériques différentes, l'une analytique et l'autre basée sur les différences finies. Dans 

les deux cas la structure complète de l'écoulement est bien prédite, mais l'effet du mouvement 

secondaire sur le développement de l'écoulement et les effets de la courbure de la paroi sur la 

turbulence à l'intérieur des couches limites sont sous-estimés. [7] 

Sata et al ont développé le système PTV (Particle Tracking Velocimetry) pour mesurer 

l’écoulement d’air, et l’ont appliqué à l’écoulement turbulent dans des conduits courbes à section 

carrée. Ils ont ainsi pu obtenir les distributions instantanées des vecteurs de vitesses dans un 

volume tridimensionnel.
 
[8]

 
 

Tamamidis et al ont rapporté une étude sur les écoulements tridimensionnels visqueux et 

incompressibles en utilisant deux méthodes de calcul numérique basées sur la compressibilité 

artificielle et la pression. Chaque méthode est appliquée à la prévision des écoulements 

laminaires dans des conduites fortement incurvées (coudes 90 ) de sections carrées et circulaires. 

Les résultats numériques de chaque méthode sont comparés aux données expérimentales 



 

4 

disponibles. La précision, l’indépendance du maillage, le comportement de convergence, et 

l’efficacité des calculs numériques de chaque méthode sont examinées. [9] 

Gauthier et al ont perfectionné une étude de visualisation du courant de fluide dans un coude 

à 90 et ont observé le début de l'instabilité pour un nombre de Reynolds Re 340 , sans pour 

autant ont considéré l'écoulement secondaire.
 
[10] 

Kim et al ont présenté une analyse de l'écoulement turbulent et le transfert de chaleur à la 

sortie d'un coude à 90de section carrée. Ils ont étudié particulièrement l'influence de 

l'écoulement secondaire, la vorticité et les conditions aux limites sur le transfert de chaleur. Les 

cellules contrarotatives peuvent transporter la masse, la quantité de mouvement et l'énergie de la 

partie concave vers la partie convexe. [11]
 
 

Munch et Métais ont évalué l'influence du rapport d'aspect de la section sur les écoulements 

turbulents compressibles et tridimensionnels par la simulation des grandes échelles, se 

développant dans des conduits courbes de section rectangulaire. Les résultats montrent que ce 

paramètre modifie l'intensité et la localisation des tourbillons, et donc indirectement le transfert 

de chaleur lorsqu'un chauffage est appliqué sur la paroi convexe. [12]
 
 

K. Ma et H. Lai ont présenté une étude numérique comparative entre cinq modèles à deux  

équations de turbulence les plus largement utilisé  dans deux coude de 90  à section carrée et 

rectangulaire, ils ont trouvé que le modèle k  le plus efficace parmi les modèle a deux 

équations et le modèle k  donne un bon résultat que les autres modèles pour le profil de 

vitesse, les autres modèles donne un bon accord pour les contraintes de Reynold et l’énergie 

cinétique turbulente.
 
[13]

 

Johnson et Launder (1985) ont mesuré les distributions de la température et du nombre de 

Nusselt sur la paroi du coude en U. le résultat expérimental pour un nombre de Reynolds 

Re 56030 montre que le rapport entre les coefficients de transfert de chaleur au milieu des 

surfaces concave et convexe  à l’angle 90 est de 2 :1.[14]  

Row 1970 a fait une étude expérimentale sur l’effet de transfert de chaleur dans un grand 

tuyau ondulé en raison d’un écoulement secondaire qui conduit à un échange complet de fluide 

dans le mur et la ligne centrale leurs travaux portent en particulier sur l’écoulement monophasé 

dans divers coudes. [15] 
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Janyanti et al 1993 ont effectué une a analysé numérique pour examiner le mouvement des 

particules de gaz dans les coudes de tuyaux à section circulaire de 90 et180   , ils ont constaté 

que le flux secondaire induit dans la phase gazeuse par la courbure affecte le mouvement des 

particules, ce qui a pour effet que les plus petites particules sortent de la courbe sans se déposer. 

[16] 

Chen et al 2015 a analysé de manière expérimentale l’effet de la longueur et de l’angle de 

flexion sur les performances de refroidissement des tubes de chaleur à plaque planes (FOHP) ,il 

a été observé que le taux de remplissage optimal du liquide augmentait avec l’augmentation de la 

longueur du tuyau .Alors que les taux plus courts avaient une conductivité thermique plus grande 

,et impliquant plus efficacement . Le pliage du tuyau n’affecterait pas le taux optimal de 

remplissage de liquide d’un FPHP. [17] 

   Contenu du mémoire I.3

Ce mémoire comprend quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré à un rappel sur la 

turbulence et le transfert de chaleur qui traite des notions sur les écoulements dans les conduites 

courbés, la propriété de la turbulence, la structure de la couche limite turbulente, les écoulements 

secondaires ainsi que  la convection. Le deuxième chapitre traite de la formulation mathématique 

adaptée aux équations régissant les champs dynamiques et thermique de l'écoulement du fluide. 

Dans le troisième chapitre, sont exposés les méthodes numériques, les types de maillages, le 

code de calcul ANSYS FLUENT19.0. Le quatrième chapitre présente les résultats obtenus à 

l’aide des quatre modèles de turbulence concernant les champs de vitesse, de coefficient de  

pression, de coefficient de frottement, de température, nombre du Nusselt  et de paramètres de la 

turbulence de l'écoulement tridimensionnel du fluide considéré. 

   Objectif du travail I.4

L’objectif principal de ce mémoire est de comparer les performances de quatre modèle de 

turbulence à deux équations pour prédire les écoulements dans les conduits courbes. Le temps de 

calcul pour la convergence des solutions, les vitesses longitudinales et radiales, le coefficient de 

pression, coefficient de frottement, la distribution de la température et le nombre du Nusselt, 

ainsi que l’énergie cinétique turbulente et la vitesse fluctuante résolues par ces modèles seront 

comparées et discutés 
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CHAPITRE I:  RAPPEL SUR LES ECOULEMENT 

TURBULENTS ET LE TRANSFERT DE CHALEUR  

 Rappel sur les écoulements turbulents et le transfert de chaleur  II.

 Ecoulement dans les conduites courbées  II.1

L’écoulement  dans une conduite courbe à 90 se produit largement dans des dispositifs 

d'ingénierie tels que les serpentins de refroidissement des échangeurs de chaleur et les passages 

dans les turbomachines. 

L’écoulement à travers un coude est différent de l’écoulement dans un canal rectiligne, en 

effet, lorsqu’un fluide s’écoule dans une conduite courbée  les vecteurs vitesses ne sont pas 

perpendiculaires à la section de passage de ce fluide. Ces vecteurs vont créer un écoulement 

secondaire le long de l’écoulement principal, qui est dû aux forces centrifuges provoquées par la 

courbure de la conduite. [18]   

 Ecoulement secondaire dans un coude II.1.1

La courbure influence l'écoulement et engendre une cellule de recirculation  perpendiculaire à 

l’écoulement principal qui s’étend sur l’ensemble de la largeur de la section. L’existence de cette 

recirculation est expliquée par l’action de la force centrifuge agissant de l’intérieur vers 

l’extérieur de la courbure, donc les écoulements secondaires peuvent être définis comme des 

écoulements se trouvant dans le plan perpendiculaire à l’écoulement principal. Ils sont aussi 

appelés vortex de Dean. [19] 
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Figure II.1: Représentation schématique de l’écoulement principal et de l’écoulement 

secondaire  au sein d’une conduite courbe. 

 Définition du nombre de Dean: II.1.2

Le nombre de Dean est le nombre de Reynolds corrigé par un facteur h

c

D

R
  pour tenir 

compte  des effets de la force centrifuge résultant de la courbure de la conduite. Le nombre de 

Dean  est défini par : 

h

c

D
De Re.

R
                                                                                                                (I.1) 

Avec Re  : est le nombre de Reynold, hD : est le diamètre hydraulique, cR : le rayon de 

courbure.                           

 Propriétés de la turbulence  II.2

 Définition  II.2.1

La turbulence est une propriété d'un écoulement et non du fluide utilisé. Quand l'écoulement 

est turbulent, les grandeurs physiques macroscopiques (vitesse, pression) varient de façon rapide 

et aléatoire. Un écoulement turbulent est nécessairement rotationnel. La turbulence se caractérise 

aussi par une diffusivité très élevée (température, quantité de mouvement, etc.). 
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 Régimes d’écoulement :  II.2.2

En 1883 Reynolds a défini  trois grands régimes d’écoulement et ce en fonction du nombre 

adimensionnel Re qu’il a défini. Ce nombre qui porte son nom est le rapport entre les forces 

d’inertie et  les forces visqueuses. 

 L’écoulement laminaire: c’est un écoulement  rectiligne et lent, le fluide s’écoule  en 

files parallèle à l’axe de la conduite sans mélange, l’écoulement est dit laminaire, et

Re 2000 . 

 L’écoulement intermédiaire ou transition: c’est un écoulement  plus ou moins 

rectiligne avec un peu de mélange, Re est compris entre 2000 et 2500. 

 L’écoulement turbulent: cet écoulement se fait avec grands tourbillons et avec un 

mélange important Re 2500 . 

 

Figure II.2: Les régimes d’écoulement dans une conduite. 

 Structure de la couche limite turbulente : II.3

La couche limite turbulente comporte deux régions, une région interne dépendant fortement 

des conditions à la paroi et  une région externe qui dépend essentiellement du fluide et 

l’écoulement extérieur. 

 Région interne :  II.3.1

C’est une région très proche de la paroi est dominée par les force de viscosité [20,21] son 

épaisseur est de l’ordre de 0.2 cette région peut être divisé en trois zones. 

 Sous-couche visqueuse: 0 y 5   II.3.1.1

C’est une zone très mince dominée par les forces de viscosité, dans cette zone, le profil de 

vitesse suit la relation :   
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U y                                                                                                                                  (I.2) 

 Région tampon: 5 y 30   II.3.1.2

C’est un mélange entre la couche entièrement turbulente et la sous couche visqueuse où les 

contraintes visqueuses et les contraintes turbulentes ont le même ordre de grandeur   

 Région inertielle logarithmique : 30 y 200   II.3.1.3

C’est  la partie extérieure de la couche interne. Dans cette zone, les forces d’inertie sont 

devenues prépondérants par rapport aux forces de viscosité et le profil de vitesse varie 

proportionnellement à log y (la loi de paroi.). 

1
u ln(y ) B  


                                                                                                                (I.3) 

 Région externe : 300 y 500   II.3.2

C’est une région  loin de la paroi, contrôlée par la turbulence [20,21], elle dépend 

essentiellement du fluide et l’écoulement extérieur
 
[22]. Celle-ci représente 80%de l’épaisseur 

totale de la couche limite turbulente. Dans cette zone le gradient de vitesse est faible,  et le profil 

de vitesse est décrit par des lois semi-empiriques dites "loi de sillage"  

1 y
u B




 
  

   

                                                                                                                  (I.4) 
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Figure II.3: Structure de la couche limite turbulente.
 

 Energie cinétique turbulente II.4

 Cascade d’énergie de Richardson-Kolmogorov II.4.1

Le processus imagine par Richardson (1922) et formalisé par Kolmogorov (1941) [23]  est 

celui d’une cascade d’énergie résultant d’une fragmentation de l’écoulement en structures 

d’échelles de tailles décroissantes.  

Dans un écoulement turbulent, on trouve de nombreux tourbillons de tailles fort différentes 

dont la taille caractéristique et la vitesse caractéristique U  résultent d’un processus 

dynamique de brisures successives des structures d’échelles  en structures de plus en plus 

petites. Les plus gros tourbillons sont déterminés par les conditions aux limites. Leur taille 

caractéristique est de l'ordre de grandeur de la taille de l'écoulement. Les plus petits tourbillons 

sont déterminés par la viscosité. La dissipation sous forme de chaleur se fait au niveau des petits 

tourbillons 
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 Domaines d’échelles : II.4.2

On distingue  trois domaines d’échelles: 

 Domaine de production de turbulence. 

 Domaine inertiel. 

 Domaine de dissipation. 

 

 

Figure II.4: Cascades de Kolmogorov. 

 Notions sur la Convection : II.5

 Définition :  II.5.1

 La convection est un mécanisme de transport de la chaleur à travers un fluide par 

l’accumulation de l’énergie et du mouvement du milieu. La convection est le mécanisme le plus 

important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz. Le transfert 

d’énergie par convection d’une surface dont la température est supérieure à celle du fluide qui 

l’entoure s’effectue en plusieurs étapes. D’abord la chaleur s’écoule par conduction de la surface 

aux particules fluide adjacentes. L’énergie ainsi transmise sert à augmenter la température et 

l’énergie interne de ces particules. Ensuite ces dernières vont se mélanger avec d’autres 

particules situées dans une région à basse température et transférer une partie de leur énergie, 

celle-ci est à présent emmagasinée dans les particules fluides et elle est transportée sous l’effet 

de leur mouvement. [24] 
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 Convection Forcée: II.5.2

L’écoulement du fluide à travers les tuyaux est couramment utilisé dans les applications de 

chauffage et de refroidissement. Le fluide dans de telles applications est forcé à s’écouler par un 

ventilateur ou une pompe le long d’une conduite pour accomplir le transfert de chaleur souhaité, 

de cela la convection forcée est un processus de transfert de la chaleur entre les particules fluide 

avec la présence d'un mécanisme pour déplacer le fluide. [25] 

 

Figure II.5:Présentation de la convection forcée dans une canalisation. 

Les applications de la convection forcée dans l’industrie sont nombreuses, nous pouvons le 

voir dans les échangeurs de chaleur les pompes à chaleur etc…   

La convection forcée dépend des  paramètres de fluide : viscosité dynamique, conductivité 

thermique , la masse volumique , la chaleur spécifique pC , ainsi que la vitesse d’écoulement 

du fluide V. Elle dépend aussi de la géométrie et de la rugosité de la surface solide en plus de la 

nature d'écoulement de fluide (laminaire ou turbulent). [26]
 

 p f=hA T -T
                                                                                                                               (I.5) 

 Nombres adimensionnels intervenant dans la convection: II.5.3

La transmission de la chaleur entre la paroi et le fluide est caractérisée par le nombre de 

Nusselt moyen. En convection forcée, la dépendance de celui-ci avec le nombre de Reynold et le 

nombre de Prandtl.  

 Nu f  Re,  Pr                                                                                                                 (II.6) 

La relation précédente (II.6) s’exprime par plusieurs corrélations doit être déterminée 

expérimentalement  suivant la nature d’écoulement, la géométrie et d’autres conditions  nous 

notons ici que la corrélation suivante de Colburn est valable dans notre étude pour le régime 

turbulent.
 [22]
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0.8 0.33Nu 0.023Re .Pr                                                                                                    (II.7) 

 Avec Re : nombre de Reynold et Pr  : nombre de Prandtl 

La formule générale de nombre de Reynold 

hVD
Re





                                                                                                                        (II.8) 

La formule générale de nombre de Prandtl 

pC
Pr





                                                                                                                              (II.9) 

 Convection forcée dans les coudes : II.6

L’étude de la convection forcée des fluides dans les conduits courbés a fait l’objet d’un grand 

nombre de travaux. L’intérêt de son étude réside dans son implication dans de nombreux 

phénomènes industriels tel que le transport des fluides, réseau de refroidissement. Plusieurs 

géométries des coudes ont été utilisées, telles que le coude à section rectangulaire, circulaire  et 

même carrée. Le coude à section rectangulaire continue à être la géométrie qui présente une 

grande importance pour caractériser les écoulements en particulier les écoulements secondaires. 

Les passages d'écoulement de fluide dans les coudes sont courants dans la plupart des systèmes 

technologiques impliquant le transport de fluide, l'échange de chaleur et la production d'énergie 

thermique. Ces écoulements sont soumis à des forces centrifuges provenant d'un changement 

continu dans la direction de l'écoulement et présentent des caractéristiques de fluide et de chaleur 

uniques qui sont très différentes de celles des passages rectilignes. 
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CHAPITRE II : 

MODÉLISATION MATHÉMATIQUE 

 MODÉLISATION MATHÉMATIQUE III.

 Introduction III.1

Dans ce chapitre, nous présentons seulement les équations modélisant le problème traité, elles 

expriment les lois de conservation de masse, de quantité de mouvement (de Navier-Stokes) et 

d’énergie. 

 Équations mathématique  III.2

Les écoulements dans le présent travail sont tridimensionnels, permanent et turbulents d'un 

fluide Newtonien incompressible. Ils sont régis par des équations traduisant le transport de la 

masse, la quantité de mouvement et l'énergie, présentées ci-après. Les propriétés du fluide sont 

supposées constantes. 

 Équation de continuité : III.2.1

Elle exprime le principe de conservation de la masse.          

d
div( V) 0

dt t

 
   


                                                                                                      (II .1) 

Pour un écoulement permanent et incompressible  l’équation  (II.1) devient : 

i

i

V
0

x





                                                                                                                                (II.2) 

 Équations de transport de quantité du mouvement : III.2.2

Cette équation est tirée de l’application de la 2ème loi de Newton à un volume de contrôle 

élémentaire  de fluide. Elle permet d’établir des relations entre les caractéristiques du fluide, 

celles de ses mouvements et les causes qui les produisent. 

iji i
j

j i j
1̈ 3 42

V V p
V

t x x x

  
   

   
                                                                                               (II.3) 



CHAPITRE II :                                                                                               MODÉLISATION MATHÉMATIQUE 

14 

1: Variation locale de la vitesse, 2 : variation convective de la vitesse, 3 :résultante des  

Forces de pression,   4 :résultante des  Forces visqueuse . 

 Équation de l’énergie : III.2.3

Cette équation est obtenue à partir du premier principe de la thermodynamique 

2
j

2
j p j

(V T)T T

t x C x

  
 

   
                                                                                                    (II.4) 

 Régimes d’écoulement III.3

 Écoulement  laminaire : III.3.1

Les équations régissent l’écoulement laminaire sont (II.1), (II.2), (II.3) avec la variation locale 

est nulle (écoulement stationnaire). 

 Écoulement turbulent :  III.3.2

Les équations régissant l'écoulement turbulent sont les même de celui de l’écoulement 

laminaire avec l'ajout de ce qu'on appelle la décomposition de Reynolds, cette décomposition 

consiste à considérer toute grandeur vectorielle ou scalaire comme la somme d’un terme moyen 

et un terme fluctuant. 

F = F + F'                                                                                                                              (II.5) 

 

Figure III.1: Signal d’un écoulement turbulent. 

F est la partie instantanée, F  la partie moyenne et 
'F la partie fluctuante. 

On obtient, donc, pour les composantes de la vitesse, la pression et la température. 
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V = V+V

P= P+P

T T T










   

                                                                                                                          (II.6) 

Il est à noter que : 

V' 0

P ' 0

T ' 0

 







                                                                                                                                (II.7) 

Soit deux fonctions F et, les règles de moyenne de Reynolds : 

F G F G          ;   aF aF     ; 
F F

x x

 


 
   ; FG FG                    

 Équation de continuité : III.3.2.1

En introduisant la décomposition de Reynolds dans l’équation de continuité (II.2) et on fait la 

moyenne, on obtient : 

j j j j j j

j j j j

V v ' V v ' V v '
0

x x x x

     
   

   
                                                                                (II.8) 

Équation du champ moyen   

j

j

V
0

x





                                                                                                                                (II.9) 

Équation du champ fluctuent : 

j

j

v '
0

x





   (Car jv ' 0 )                                                                                                     (II.10) 

 Équation de Reynolds : III.3.2.2

En introduisant la décomposition de Reynolds dans l’équation de continuité (II.3) et on fait la 

moyenne, on obtient :
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2
i j i

i2
j i j

V V VP
g

x x x

 
    

  
                                                                                        (II.11)         

' ' 2 '
i i j j i i

i2
j i j

(V V )(V V ) (V V )(P P ')
g

x x x

     
    

  
                                         (II.12)

' ' '' 2 '' 2
ij j j i j ii i i

i2 2
j j j j i i j j

V V V VV V V V VP P V
g

x x x x x x x x

     
         

       
   (II.13)

' ' '' 2 '' 2
ij i j j i j ii i

i2 2
j j j j i i j j

00 0 0

V V V VV V V V VP P V
g

x x x x x x x x

  

     
         

       
                     (II.14) 

2
j i i ' '

i j i2
j i jj

V V P V
( V V ) g

x x xx

   
      

  
                                                                   (II.15) 

j i i ' '
i j i

j i j J

v v P V
( V V ) g

x x x x

   
       

   
                                                                     (II.16) 

C’est l’équation de Reynolds. Elle ne diffère de l’équation de Navier-Stokes que par le terme

' '
ij i jR V V  ,  regroupé dans le membre droit avec les contraintes. D’où leurs noms de 

contraintes de Reynolds. 

'2 ' ' ' '
1 1 2 1 3

' ' ' 2 ' '
ij 2 1 2 2 3

' ' ' ' ' 2
3 1 3 2 3

V V V V V

R V V V V V

V V V V V

 
 
 
 

  
 
 
 
 

                                                                                          (II.17) 

 Équation d’énergie : III.3.2.3

On prend l’équation (III.4) et on applique la décomposition  de Reynolds et on fait la 

moyenne  
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j

' '' 2 'j

2
j p j

(V V )(T T )(T T ) (T T )

t x C x

      
 

   
                                                               (II.18)                                           

j

' '' '' 2 2 '
j j j

2 2
j j j j p pj j

0
0 0 0

(V T )(V T)(V T) (V T )T T T T

t t x x x x C Cx x


  

      
      

        
                       (II.19)

j

2
' '

j
2

j p jj

T T
(V T) ( V T )

t x C xx

    
   

                                                                                

(II.20) 

Pour un régime permanant : 

j

2
' '

j
2

j p j j

T
(V T) ( V T )

x C x x

   
  

   
                                                                                      (II.21) 

 Problèmes de fermeture  III.4

La différence entre les équations de Navier-Stokes  et celles de Reynolds est en fait 

essentielle, parce que les contraintes   sont des inconnues supplémentaires et que l’on ne dispose 

à priori que du même nombre d’équations. Dans un problème laminaire, on a 5 fonctions 

inconnues, les trois composantes de vitesse ,la température et la pression  et quatre équations, 

l’équation de continuité et les trois équations de Navier-Stokes. Pour un problème turbulent, on 

dispose du même nombre d’équations, les équations de Reynolds remplaçant celle de Navier-

Stokes, mais en plus des fonctions inconnues de l’écoulement moyen 1 2 3V ,V ,V , T et P on a 6 

fonctions inconnues du tenseur de Reynolds  donc dans le cas général, on a 10 fonctions 

inconnues, mais seulement 5 équations. On dit que le système n’est pas fermé. C’est le problème 

principal de la turbulence, pour cela il faut obtenir des équations supplémentaires en nombre 

suffisant. 

 Les modèles de fermeture III.5

Il existe plusieurs modèles de turbulence dans le logiciel ANSYS FLUENT  se distinguant par 

leur degré  de complexité, c'est-à-dire par le nombre d'équations de transport supplémentaires 

introduites pour les quantités turbulentes pour fermer le problème. 
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 Les modèles utilisés dans le présent travail  sont : 

 Le  modèle k  standard.  

 Le modèle RNG k . 

 Le modèle réalisable k  

 Le modèle k  standard. 

II.1.1 Le modèle k-ε standard     

Le modèle k  (Launder et Sharma (1974)) [27,28]est un des modèles les plus utilisés pour 

la modélisation de la turbulence. Il est basé sur la modélisation de deux équations de transport  la 

première est celle de l'énergie cinétique turbulente ( k ) et la deuxième est son taux de dissipation 

visqueuse (  ) Ainsi, le concept Boussinesq (1877) qui relient les contraintes de Reynolds aux 

contraintes visqueuses. 

Concept de Boussinesq : 

ji' '
i j t ij

j i

VV 2
-V V =   + - δ k

x x 3

 
  
   

                                                                                          (II.22) 

Pour le flux de chaleur  

' ' t
j

t j

T
V t

x

 
 

 
                                                                                                                   (II.23) 

Où la viscosité turbulente est donnée par l’équation (III.23)   

2

t
k

C 


                                                                                                                         (II.24) 

Les équations de k et   sont obtenus à partir de l’équation de transport  

t
j k

j j k j

(V k) ( )
x

k
P

xx

  
     


 
    

                                        (II.25)                          

2
t

j 1 k 2
j j ε j

(V ε)= ( + ) C ( )P C
x x ζ x k k

 

     
    

    

                                                       (II.26) 

Avec  

Pk : Est la production de k 
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i' '

k i j

j

V
P V= - V

x




                                                                                                                   (II.27) 

1 2C ,C ,C  
 Sont des constants déterminés expérimentaux k t, ,    sont des nombres de 

Prandtl de l’énergie cinétique turbulente et de taux de dissipation et à la température respectives. 

Le tableau suivant donne les valeurs implantées dans le code ANSYS FLUENT pour le 

modèle k-ε standard. 

1C   2C   
C  k    t  

1.44 1.92 0.09 1 1.3 0.9 

Table III.1: Valeurs constantes du modèle k-ε standard   utilisées par le code ANSYS 

Fluent. 

II.1.1.1 Modélisation de l'énergie cinétique turbulente 

En général l'énergie cinétique turbulente est donnée par l’équation (III.27) comme suit          

j

' '

i

1
k = V V

2
                                                                                                                         (II.28) 

II.1.2 Le modèle RNG k-ε: 

C’est un modèle développé par le groupe de renormalisation (Yakhot & Smith, 1992) [29] 

consiste en une estimation au cours du calcul de la constante 1C , remplacée dans l’équation de 

dissipation par C . Cette expression ajoute un terme fonction du taux de déformation   à 

l’équation du taux de dissipation le rendant ainsi moins diffusif. 

0
1 3

1

C C
1

 

 
  

 
 


                                                                                                        (II.29) 

Avec : 

t

k P
 

 
                                                                                                                          (II.30) 
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Les constantes du modèle RNG k ont pour valeur, Tableau III.1. 

1C   2C   
C  

    0  

1.42 1.62 0.085 0.015 0.7179 4.38 

Table III.2: Valeurs des constantes du modèle RNG k-ε utilisées par le code ANSYS Fluent. 

II.1.3 Le modèle réalisable k-ε : 

C’est le dernier membre de la famille des modèles k-ε, ce modèle diffère du modèle standard 

par une nouvelle formulation pour la viscosité turbulente et une nouvelle équation pour le taux 

de dissipation  .[30]
 

t
j k

j j k j

(V k) ( )
x

k
P

xx

  
     


 
    

                                                                           (II.31) 

2
t

j 1 2
j j ε j

(V ε)= ( + ) C S C
x x ζ x k

 

    
     

      


                                                  (II.32) 

Avec : 

 1C max 0.43
5


 

  
 

                        ij ijS 2S S                           
k

S 


              

L’équation de transport cinétique a la même forme que celle du modèle k-ε standard et du 

module kRNG, mais l’équation de transport pour la dissipation est différente .le terme de 

production de la turbulence, dans l’équation  pour la dissipation ε  

t
1

j ε j

P = ( + ) C S
x ζ x

 

  
   

 
 



 
                                                                                       (II.33) 

La viscosité turbulente est calculée à partir de l’équation(III.24), sauf que C  n’est plus 

constant. Il est fonction de la déformation moyenne, des taux de rotation ijS , de la vitesse 

angulaire de la rotation du système ij et des champs de la turbulence (k et ε) 

 
*

0 S

1
C

A A kV /
 

 
                                                                                                      (II.34) 

 



CHAPITRE II :                                                                                               MODÉLISATION MATHÉMATIQUE 

21 

Où: 

*
ij ij ij ijV S S  

         

j i
ij

i j

V V1

2 x x

  
   
  
 

                                                             (II.35)

 

     0 s A , A Sont des constantes.           

Ce modèle procure des performances supérieures dans les écoulements impliquant la rotation, 

les couches limites sous de forts gradients de pression adverses, la séparation et les 

recirculations. 

II.1.4 Le modèle standard k-ω : 

Le modèle k-est un modèle  semi empirique, formé de deux équations de, transport. Une 

pour l’énergie cinétique turbulente k, et la deuxième  est celle du taux spécifique de dissipation ω 

qui peut également être considéré comme un rapport de ε à k. [31]
 

L’énergie cinétique de turbulence k et le taux de dissipation ω sont obtenus respectivement à 

partir des deux équations de transport suivantes : 

k
k
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j k
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                                                          (II.36)
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x x ζ x k










 
 

        
   
 
 

                                                        (II.37) 

Avec : 

kP  : Production d’énergie cinétique turbulente par les gradients de vitesse moyenne. 

P  : Production de ω. 

k et   ; coefficients de diffusions de k et ω. ou k ,    sont les nombres de Prandtl de 

l’énergie cinétique turbulente et taux spécifique de dissipation respectivement. 

kY  et Y  ; dissipations de k et ω due à la turbulence. 
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La viscosité turbulente est calculée par la combinaison de k et ω, comme suit : 

*
t

k
  


                                                                                                                        (II.38) 

Ou * et   
sont des facteurs de correction pour les petits nombres de Reynolds .ces 

coefficient sont donné par :
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                                                         (II.39) 

    

Avec :   

t
k

Re 


                                                                                                                             (II.40) 

Dans les équations du modèle k  standard ont apparu de différentes constantes, données 

dans le tableau II.3   

α
* 

α∞ α0 *
  

i  
R  kR

 
R  

*  t0M
 k    

1 0.52 1/9 0.09 0.072 8 6 2.95 1.5 0.25 2 2 

Table III.3: Valeurs des constantes empiriques du modèle k-ω 

Toutes ces équations peuvent être écrites sous la forme générale suivante : 

j

j j j
3

1 2

( V )
( ) P

x x x
 

    
  

  
                                                                                           (II.41) 

Terme 1 : transport de  par convection ; Terme 2 : transport de  par diffusion ; Terme 3 : 

production locale de   
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Les paramètres moyens : 

Équation     
P  

Continuité 1 0 0 

Quantité de mouvement iV  t    i

i

1 P
g

x


 
 

 

Énergie T  
t

t


 

  
0 

Table III.4: Les paramètres de champ moyen. 

Les paramètres turbulents: 

Equation Équation     
P  

k  standard 

Énergie cinétique turbulente k  
t

k


 

  
kP  

 

Taux de dissipation   
t

ε

+
ζ




 

2

1 k 2C ( )P C
k k

 

 
 

 

kRNG 

Énergie cinétique turbulente k  
t

k


 

  
kP  

 

Taux de dissipation   
t

ε

+
ζ




 

2

k 2C ( )P C
k k

 

 
 

 

kRéalisable 

Énergie cinétique turbulente k  
t

k


 

  
kP  

 

Taux de dissipation   
t

ε

+
ζ




 

2

1 2C S C
k

 


 

   

k   Standard 

 

Énergie cinétique turbulente 
k  

t

ε

+
ζ




 
kkP Y
 

Taux de dissipation ω 
t+

ζ




 
P Y 

 

Table III.5: Les paramètres turbulents. 
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CHAPITRE III : 

MÉTHODE NUMÉRIQUE 

  MÉTHODE NUMÉRIQUE IV.

  Introduction  IV.1

Le passage d’un problème aux dérivées partielles continu à un problème discret s’appuie sur 

les méthodes classiques d’analyse numérique. On distingue trois grandes méthodes pour 

formuler un problème continu sous la forme discrète : la méthode des différences finies, des 

éléments finis et des volumes finis. Le code que nous avons utilisé « ANSYSFluent » utilise les 

volumes finis. 

  Méthodes des différences finies  IV.1.1

C’est la méthode la plus ancienne, le principe fondamental de cette méthode consiste au 

maillage du domaine d'étude en nœuds dont la finesse permet de donner une approximation des 

contours du domaine. Ensuite, en appliquant le développement dans chaque nœud du maillage, 

ce qui permet d'obtenir un nombre d'équation algébrique égale au nombre des valeurs 

d’inconnues des grandeurs étudiées. 

  Méthodes des éléments finis  IV.1.2

La méthode consiste à mailler l’espace en régions élémentaires dans lesquelles on représente 

la grandeur recherchée par une approximation polynomiale. Le maillage peut être constitué de 

triangles ou de rectangles aux sommets desquels on recherche des volumes de l’inconnue en 

supposant que dans ce domaine, l’inconnue varie linéairement en fonction des coordonnées. Une 

telle méthode nécessite donc de mailler tout l’espace étudié. Elle conduit à des tailles 

importantes en mémoire des calculateurs et à des temps de calcul longs qui nécessitent souvent 

des stations de travail pour la résolution des problèmes industriels. 

 Méthodes des volumes finis  IV.1.3

La méthode des volumes finis est caractérisée par son avantage à satisfaire la conservation de 

masse, de quantité de mouvement et d’énergie dans tous les volumes finis ainsi que dans tout le 

domaine de calcul. Elle facilite la linéarisation des termes non linéaires dans les équations de 

conservation tels que le terme source par exemple. La méthode consiste à partager le domaine de 

calcul en plusieurs volumes, où chaque volume entoure un nœud. 
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  Notion de maillage  IV.2

 Nœuds et éléments  IV.2.1

La modélisation numérique repose sur la reformulation des équations de conservation sur des 

volumes  nv  élémentaires ou discrets, appelés éléments ou mailles. A ces éléments, sont associés 

les nœuds de discrétisation, c'est-à-dire les points de résolution des équations discrètes. Ceux-ci 

peuvent être aussi bien placés aux sommets des éléments qu’en leur centre ou encore sur les 

faces, selon la méthode de discrétisation utilisée. 

 

Figure IV.1: Illustration de la notion de maillage. 

Les éléments et les nœuds associés composent le maillage, qui se fait par un découpage 

géométrique du domaine de calcul.  

 Géométrie et topologie  IV.2.2

Nous faisons la différence entre la géométrie qui caractérise la forme du domaine et la 

topologie qui est le résultat du découpage spatial du domaine sur lequel s'appuie le maillage. La 

topologie est donc une classification des objets de type segments, faces, etc. 

Nous distinguons plusieurs types de maillages, définis par le nombre de nœuds associés à 

chaque élément (Figure III.2) et par le nombre de liaisons pour chaque nœud. 
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Figure IV.2: Quelques types d'éléments. 

 Connectivité  IV.2.3

La connectivité décrit les liaisons entre les sommets des éléments. On parle de maillage 

structuré si les nœuds de même type (dans le domaine, sur une limite ou sur un coin) ont toujours 

le même nombre de nœuds voisins, ou sont associés au même nombre d'éléments. 

La connectivité associée à ces nœuds est alors toujours de même type. Dans le cas d'un 

maillage non-structuré, la connectivité est de type quelconque, et le nombre de nœuds voisins de 

chaque nœud diffère localement (Figure IV.3). 

 

Figure IV.3: Exemples de maillages. 
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 Le logiciel ANSYS Workbench. IV.3

 Présentation du logiciel ANSYS  IV.3.1

 Le Workbench permet de gérer les fichiers et le lancement des différents logiciels à partir 

d’une fenêtre unique. 

 

Figure IV.4: La fenêtre principale du Workbench. 

 Présentation de code de calcul ANSYS Fluent : IV.3.2

ANSYS Fluent 17.0 est le logiciel de dynamique des fluides (CFD) le plus puissant du 

marché pour aller plus vite et plus loin dans l’optimisation de la performance. ANSYS Fluent 

17.0 offre des fonctionnalités éprouvées de modélisation physique d’écoulement fluide, de 

turbulence, de transfert de chaleur et de réaction chimique.   

Fluent est un solveur très utilisé dans l'industrie à travers le monde. Il est souvent considéré 

comme une référence dans le domaine de la modélisation fluide. L'un des intérêts de ce logiciel 

de simulation généraliste, est qu'il dispose d'un nombre relativement important de modèles, 

pouvant faire face à divers aspects de la mécanique des fluides, Fluent contient également un 

outil de visualisation des résultats qui permet d’afficher les champs de pression, vitesse et autres 

autour de la paroi.  

La résolution numérique par ANSYS Fluent17.0 d’une manière générale, suit les étapes 

suivantes : 
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1. Création de la géométrie sous ANSYS-Design modelé. 

2. Choix de maillage sous ANSYS-Meching. 

3. Définition des conditions aux limites sous Fluent. 

4. Calcul avec FLUENT pour les différents cas retenus. 

5. Analyse des résultats obtenus. 

  La géométrie et conditions aux limites : IV.3.3

Elle consiste à dessiner le domaine d’écoulement en utilisant ANSYS design modeler. La 

géométrie étudiée dans le présent travail est composée respectivement de : 

 Une conduite horizontale de0.05m . 

 Un coude de  CR 0.092m . 

 Une conduite verticale de1m . 

 le diamètre de conduite est constant, et est égale à 40mm . 

 

Figure IV.5 : Géométrie étudiée dessinée dans ANSYS design modeler. 
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Figure IV.6 : Géométrie étudiée 

 Maillage du domaine  IV.3.4

Le maillage est la subdivision de domaine d’étude en sous-domaine appelé volume de 

contrôle. Il est caractérisé par 

 La dimension des mailles : 2D ou 3D 

 Le nombre de maille. 

 La distance entre les mailles. 

 La géométrie des mailles triangulaire et quadrilatérale (2D)  tétraédrique et 

hexaédrique (3D). 

Le premier travail à accomplir dans la réalisation d’une simulation numérique est la définition 

d’un maillage adapté à l’écoulement. De sa qualité dépend la précision des calculs .Un nombre 

de mailles insuffisant fera diverger les calculs on sera responsable d’une diffusion numérique 

trop importante .Il faut trouver un compromis entre le nombre de mailles et le temps de calcul 

qui augmente considérablement avec le raffinement de la discrétisation de domaine. 

Le maillage adopté dans notre cas, est un maillage hexagone avec une transition progressive. 
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Figure IV.7 : Le maillage de domaine du calcul 

 Condition initiales  IV.3.5

Les conditions initiales représentent l’état de vase du modèle à l’ instant où commence la 

simulation .Elles s’appliquent sur des surfaces du domaine de calcul, la déclaration de ces 

dernières se fait avoir chargé les volumes maillés sous ANSYSFLUENT  

Toutes les propriétés du fluide sont représentées dans le tableau (IV.1) 

Vitesse d’entrée eau (m/s) Profil 

Intensité de turbulence(%) 5 

Diamètre hydraulique(m) 0.04 

Température de l’eau (°C) 20 

Masse volumique (kg/m
3
) 29.9778E

 

Viscosité dynamique (kg/ms) 49.772 E  

Conductivité thermique (W/mk)  0.00475 

Table IV.1: Les conditions aux limites concernant l’entrée. 



CHAPITRE III :                                                                                                                MÉTHODE NUMÉRIQUE 

31 

 Post-processeur "ANSYS FLUENT" : IV.3.6

Le Post-processeur permet de visualiser les différents résultats à l’écran (champs de vitesse, 

champs de température, ligne de courant …etc.). 

  La méthode des volumes finis: IV.4

La modélisation numérique est basée sur la reformulation des équations de conservation sur 

chaque élément du maillage. Il existe de nombreuses méthodes pour représenter les problèmes 

continus de façon discrète comme par exemple les approximations par différences finies, par 

éléments finis, par volumes finis. La méthode de discrétisation utilisée dans le cadre de ces 

travaux étant celle des volumes finis, nous rappelons ici les principes sur lesquels elle repose.
 [27]

 

 Application à la partie diffusion (3D) : IV.4.1

Considérons un problème de transport de la variable flux  par diffusion. 

 div grad 0                                                                                             (III.1) 

La clé de la méthode des volumes finis réside dans l’application du théorème de la divergence 

ou théorème d’Ostrogradski, qui permet de changer une intégrale de volume en intégrale de 

surface. 

   
C sA

div grad .d n. grad dA 0



                                                                             (III.2) 

sA  : Surface enveloppant le volume de contrôle cV  

n  : Vecteur unitaire. 

L’équation (III.1) en 3D prend la forme suivante : 

d d d d d d
0

dx dx dy dy dz dz

      
         
    

                                                     (III.3) 

 : Coefficient de diffusion. 

S : Terme source. 

 Etape 1 : maillage  
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Figure IV.8: Maillage 3D. 

Avec : 

w : direction ouest ; W : nœud situé à l’ouest du nœud O. 

e : direction Est ; E : nœud situé à l’Est du nœud O. 

n : direction nord ; N : nœud situé à le nord du nœud O. 

s : direction sud ; S : nœud situé à le sud du nœud O. 

g : direction gauche ; G nœud situé à la gauche du nœud O. 

d : direction droite ; D nœud situé à la gauche du nœud O. 

La valeur de   aux frontières est maintenue constante (conditions de Dirichlet). 
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La première étape dans cette méthode consiste à diviser le domaine de calcul en un nombre 

fini et discret de volume de contrôle. L’opération consiste à subdiviser le domaine de calcul  en 

un certain nombre de segments (Volume de contrôle). Le centre de chaque volume est placé 

exactement au milieu du segment correspondant. Il est convient de s’arranger pour que les 

facettes des nœuds de frontières coïncident exactement avec les frontières du domaine de calcul.  

 Etape 2 : discrétisation : 

Soit l’équation suivante : 

d d d
0

x dx y dy z dz

         
         

      
                                                                       (III.13) 

L’intégration de l’équation précédente autour du volume de contrôle de centre O donne : 

d d d
dxdydz dxdydz dxdydz 0

x dx y dy z dz
  

         
         

      
                     (III.14) 

En utilisant les égalités suivantes : e wA A y z    et n sA A x z    , 
g dA A x y   

nous obtenons: 

g d e w n s

g d e w n s

x y y z x z 0
z z x x y y

                    
                            

                       
   (III.15) 

Comme précédemment cette équation traduit le principe de conservation. 

En utilisant les mêmes approximations centrées utilisées dans le paragraphe précèdent nous 

posons : 

Le flux à travers la face ouest  

 O W
w w

wx x

 
  

 
                                                         (III.16) 

Le flux à travers la face est 

 E O
e e

ex x

 
  

 
                                                                      (III.17) 
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Le flux à travers la face nord 

 N O
n n

n
y y

 
  

 
                                                                                      (III.18) 

Le flux à travers la face sud 

 O S
s s

s
y y

 
  

 
                                                                                     (III.19) 

Le flux à travers la face droite 

  

 O D
d d

d
y z

 
  

 
                                                                                             (III.20) 

Le flux à travers la face gauche 

 G O
g G

G
y z

 
  

 
                                                                                              (III.21) 

Et l’équation (III.15) devient : 

     

     

E O O W N O
e w n

O S G O O D
s g d

y y y z x z
x x y

                 x z y x y x 0
y z z

        
         

  

        
          

  

                  (III.22) 

En linéarisation le terme source comme précédemment et en arrangeant l’équation, nous 

obtenons la forme suivante: 

O O W W E E S S N N D D G Ga a a a a a a                                                        (III.23) 

w
Wa y

x


 


 ; e
Ea y

x


 


                                                                                 (III.24) 

s
Sa x

y


 


 ; n
Na x

y


 


                                                                   (III.25) 

g
Ga z

y


 


; d
Da z

y


 


                                                                                                 (III.26) 



CHAPITRE III :                                                                                                                MÉTHODE NUMÉRIQUE 

35 

O W E S N G Da a a a a a a                                                                     (III.27) 

 Etape 3 : Solution des équations : 

Les méthodes itératives sont plus efficaces dans ce cas. Dans un calcul itératif il faut aussi 

définir un critère de convergence pour pouvoir arrêter les calculs à un moment donné. 
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CHAPITRE V : 

RESULTATS ET DISCUSSIONS  

 Résultats et discussions V.

 Description du conduit  V.1

Le conduit est  composé d’une courbure à 90  degrés de rayon moyen 92mmce qui donne un 

rapport de rayons 2,3identique à celui utilisé dans [4] mais avec une partie aval au coude égale à  

1m et  une partie amont au coude égale à 0.3 .Les dimensions de la section transversale sont (

40 40mm ). La géométrie est illustrée dans la figure(V.I) avec le système de coordonnées 

adopté. 

 r* est la coordonnée radiale normalisée, 0

i 0

r r
r*

r r





 

 z*est la coordonnée dans le sens normalisée,
1
2

z
z*

z
  de sorte que z* 1  est le plan de 

symétrie du canal courbé, tandis que z* 0 est la paroi latérale. 

 

Figure V.1 : La géométrie étudiée. 
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 Test du maillage :  V.2

La vérification de la dépendance  du maillage  est effectuée avant la comparaison des résultats 

des quatre  modèles  de turbulence. Quatre maillages sont testés pour le choix de maillage, et le  

nombre de nœuds est résumé dans le tableau IV.1.  

Le 

maillage 

Le nombre des cellules 

r* z* coude 

M1 30 15 90 

M2 40 20 100 

M3 60 30 120 

M4 70 35 120 

Table V.1: Maillage pour la vérification des dépendances de la grille 

Figure(V.3) montre Les profils de vitesse dans le sens du courant normalisée par la vitesse 

d’entrée calculés en utilisant le modèle k  standard  à hX 0.25   et 30    pour r* 0.3 .  

On remarque que les différences entre les quatre  résultats numériques sont négligeables. Par 

conséquent, on pense que le maillage M3 est assez bien pour produire un indépendant de 

maillage pour la  solution numérique. 

  

Figure V.2: Choix du maillage 

La dépendance au maillage des quatre modèles a été soigneusement testée et les résultats 

montrent que le maillage M3 est suffisamment précis pour les quatre modèles .Donc, pour la 

simplicité et la clarté de la comparaison entre les résultats numériques des quatre modèles de 
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fermetures  et les analyses dans les sections suivantes sont basés sur l’utilisation de ce maillage 

c’est-à-dire le maillage M3. 

 Le temps de calcul  V.3

Le nombre d’itération nécessaires pour la convergence, la tolérance et le temps de calcul de 

tous les modèles testés sont résumées et présentées dans le tableau (V.2) 

Le nombre d’itération et le temps de calcule nécessaires pour la convergence de solution à 

l’aide de modèle RNG k-ε est inférieur à celui d’autres modèles .Par contre, le nombre 

d’itération et le temps de calcule nécessaires pour la convergence de solution à l’aide de modèle 

réalisable  k-ε est supérieur aux autres modèles. 

Le modèle L’errer Nombre d’itérations Le temps du calcul 

k-ε  standard E-7 689 3468.205s 

k-ε RNG E-7 620 3391.607s 

k-ε Réalisable E-7 798 3538.636s 

k-ω standard E-7 706 3486.063s 

Table V.2 : Présentation du nombre d’itération, tolérance, temps de calcule nécessaire pour 

chaque modèle. 

  Validation et comparaison V.4

 Profil de vitesses longitudinales  V.4.1

Les figures (V.3), (V.4), (V.5), (V.6), (V.7) montrent l’allure de la vitesse longitudinale 

normalisée par la vitesse d’entrée en fonction de la distance radiale normalisée par la hauteur de 

coude 1
2

z  pour les positions h hX 0.25D  , 30   , 60 , h hX 0.25D , h2.5D respectivement. 

Ce résultat est obtenu à l’aide des quatre modèles de la turbulence et qui sont comparé par 

rapport aux données expérimentales [4].  

Au plan h hX 0.25D  , les résultats des quatre  modèles ont un profil similaire dans la région 

centrale, au sein de la position 30   , on remarque que les profils des vitesses sont presque 

superposés, sauf à proximité du paroi extérieure c'est-à-dire r* 0.1 où aucun des quatre modèles 

ne peut prédire de façon exacte le profil expérimental. ce résultat est compatible avec l’étude de 

[12]. 

À  60    les différences entre les modèles sont situés principalement près de la paroi 

intérieur, à r* 0.9 .  Pour r* 0.7 et r* 0.9 , et pour la position  h hX 0.25D  la vitesse devient 
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très faible dans cette région et la différence entre les modèles est remarquable avec une mauvaise 

prédiction de modèle k-ω standard à r* 0.9 .en raison du mouvement secondaire, les particules 

fluide à faible quantité de mouvement sont contenues dans cette région, et ce résultat est 

compatible avec l’étude de [12]. 

Au plan hhX 2.5D  on remarque une bonne concordance entre les résultats numériques et les 

résultats expérimentaux pour tous les modèles.   
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Figure V.3: Validation dynamique plan Xh=-0.25Dh. 



CHAPITRE V :                                                                                                        RESULTATS ET DISCUSSIONS 

41 

  

  

 

Figure V.4: Validation dynamique plan β= 30°. 
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Figure V.5: Validation dynamique plan β=60°. 
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Figure V.6: Validation dynamique plan Xh=0.25Dh. 
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Figure V.7: Validation dynamique plan Xh=0.25Dh.  
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 Profile de vitesse radiale  V.4.2

La figure (V.8) montre l’allure de la composante radiale de vitesse normalisée par la vitesse 

d’entrée en fonction de la distance radiale normalisée par la hauteur de coude 1
2

Z  pour

h hX 2,5D . On remarque une bonne concordance entre les résultats numériques des quatre 

modèles et les résultats expérimentaux pour r* 0.1 .  

Pour les quatre modèles, la vitesse est nulle à la paroi latérale, de même pour le profil 

expérimental. 

Pour r* 0.3 , le profil expérimentale s’éloigne de ceux des quatre modèles utilisés, et ce pour 

0,25 z* 0,75  . 

 La différence entre les modèles est observé pour r* 0.7 et r* 0.9  avec une bonne 

prédiction pour le modèle k standard et une légère prédiction pour le k  realizable à

r* 0.7 . Dans l’intervalle 0 z* 0.6   à r* 0.9  les profils de la vitesse radiale obtenus à partir 

des quatre modèles on la même allure  dans  l’intervalle  0.6 z* 0.8   où aucun des quatre 

modèles  s’accorde avec les données expérimentales. Dans l’intervalle 0.8 z* 1  , la vitesse 

prédite par le modèle k   standard et k  RNG est assez bien   
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Figure V.8 : Validation dynamique de la vitesse radiale au plan Xh= 2.5Dh. 
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 Coefficient de pression : V.4.3

La figure (V.9) montre la variation du coefficient de pression en fonction de  l’angle de 

courbure  pour les positions (r* 0;z* 1)  , (r* 0.1;z* 0)  et (r* 0.9;z* 0)   obtenus pour les 

quatre modèle et comparé au  résultat expérimental [4]. On remarque que les profils ont la même 

forme et sont presque tous superposés. On a donc une bonne prédiction pour tous les modèles 

avec une petite différence entre les modèles près de la paroi intérieure dans la position

(r* 0.9;z* 0)  . Où les résultats obtenu par le modèle k  réalisable a était les plus proches 

des résultats expérimentaux.  

  

 

Figure V.9 : Variation du coefficient de pression en fonction de β 

La figure IV.18 montre la variation du coefficient de pression  en fonction de la position 

radiale r *  . On remarque une bonne prédiction  entre les résultats numériques des quatre modèles  
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et les résultats expérimentaux [4] avec une petite différence entre le modèle k standard et les 

autres modèle près de la paroi intérieure dans la position 90    ,où les résultats obtenus par le 

modèle k  standard sont les plus proches des résultats expérimentaux. 

  

 

Figure V.10 : La variation de coefficient de pression en fonction de r*. 

 Coefficient de frottement : V.4.4

La figure (V.10) montre la variation du coefficient de frottement en fonction de l’angle de la 

courbure  sur la ligne médiane de la paroi intérieure et extérieure du coude. Pour les deux positions

(r* 1;z* 1)   (r* 0;z* 1)   on  remarque  une petite différence entre les quatre modèles avec 

une concordance déférente pour le modèle k-ω à la paroi intérieur (r* 1;z* 1)   ou ce dernier 

présent une valeur maximale de coefficient de frottement dans la position 4.5     
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Figure V.11: La variation du coefficient de frottement en fonction de β. 

 Les contours de l’énergie cinétique turbulente et la vitesse longitudinale  V.4.5

Les Figure (V.11) (V.12).montrent les contours de l'énergie cinétique turbulente dans le plan 

h hX 2,5D   comparées avec les résultats expérimentaux [4].  

Pour les contours de l’énergie cinétique, on peut voir que les résultats des modèles k

standard, k  RNG, k  réalisable, sont très similaires.  

Le modèle qui se rapproche le plus du résultat expérimental est le k , et que leurs a 

contours de l’énergie cinétique  sont  en bon accord avec l’expérience soit en termes de 

l’emplacement   soit en termes de la valeur. Par contre les résultats obtenus par le modèle  ne 

sont pas en bon accord avec l’expérience soit en termes de la position du niveau soit en termes 

de la valeur. 

Pour les contours de la vitesse longitudinale, on peut constater que les résultats obtenus à 

l’aide des quatre modèles sont très similaires et  en bon accord avec l’expérience soit en termes 

de l’emplacement soit en termes de la valeur  

 

 

 

 



CHAPITRE V :                                                                                                        RESULTATS ET DISCUSSIONS 

50 

 

a) k- ε standard 

 

b) k- ε RNG 

 

c) k- ε réalisable 

 

d) k-ω  standard 

 

 

e) Expérimental 

Figure V.12: Les contours d’énergie cinétique turbulente 
2

ek V ( 100) dans le plan 

Xh=2.5Dh. 
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a) k- ε standard 

 

b) k- ε RNG 

 

c)   k-ε Réalisable 

 

d) k-ω Standard 

 

 

e) Expérimental 

Figure V.13: Les contours de la vitesse longitudinale L eV V dans le plan Xh=2.5Dh. 

 Contours de la vitesse fluctuante  V.4.6

La figure (V.14) montre les contours prédit de la vitesse fluctuante '
iV dans le plan

hhX 0.25D calculé à l’aide  des quatre modèles de la turbulence. 

La vitesse fluctuante est calculée par l’équation (IV.1) 

2
V ' k

3
                                                                                                                (IV.1) 

La situation est assez similaire à celle de l’énergie cinétique turbulente. On remarque que les 

prédictions des modèles k-ε standard, k-ε RNG, réalisable k-ε sont assez similaires, et  
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concordent bien avec l’expérience. Le modèle k-ω standard a également bien prédit les valeurs 

maximales des intensités. 

 

a) k- ε standard 

 

b) k- ε RNG 

 

c) réalisable  k-ε 

 

d) k-ω standard 

 

e) expérimental 

Figure V.14 : Les contours de la vitesse fluctuionte 
2

eV' V (×100)  dans le plan Xh=2.5Dh. 

 Champ de température: V.4.7

La figure (V.15) montre les contours prédit  de la température dans le plan hhX 0.25D

calculé à l’aide  des quatre modèles de la turbulence .On peut voir que les résultats des modèles 

k-ε standard, k-ε réalisable, k-ω  standard sont très similaires, par contre, la prédiction du modèle 

k-ε RNG est différente de celles des autres modèles surtout au niveau de  la ligne isotherme

T 295K . 
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a) k-ε standard 

 

 

b) k-ε RNG 

 

c) k-ε réalisable 

 

d) k-ω  standard 

Figure V.15: Les contours de la température dans le plan hhX 0.25D
 

 Le profil de la vitesse longitudinale  V.4.8

La figure IV.15  montre l’allure de la vitesse longitudinale normalisée par la vitesse d’entrée 

en fonction de la position  radiale normalisée par la hauteur du coude. On remarque que les 

profils de vitesses obtenus à partir  des  quatre modèles on la même allure dans tous les plans 

sauf  près du mur intérieur dans les plans 90     hX 0.25  qu’il y a une petite déférence entre 

les modèles. 

 Le profil de la température V.4.9

La figure IV.16  montre l’allure de la température  en fonction de la position  radiale 

normalisée par la hauteur du coude on remarque que les quatre modèles donnent un profil 

similaire dans tous les plans sauf  près du mur intérieur dans les plans 90     hX 0.25  qu’il y 

a une petite déférence entre les modèles . 
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Figure V.16: Profils de la vitesse longitudinale dans le plan de symétrie. 
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Figure V.17: Profil de la température. 
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 Nombre du Nusselt : V.4.10

Les figures (V.15), (V.16), (V.17) montrent  la variation du nombre de Nusselt calculé à 

l’aide des quatre modèles  sur la paroi latérale, extérieure et intérieure  en fonction de la largeur 

et de la hauteur du coude respectivement. 

Pour la paroi latérale et extérieure on remarque que les résultats obtenus par les modèles k-ε 

standard, k-ε RNG, k-ε réalisable  sont très proches pour toute les  positions et que plus l’angle 

de la courbure augmente, et plus  le profil du modèle k  standard s’écarte des profils des 

autres modèles.  

Pour la paroi interne  le profil du modèle k  s’écarte des profils des autres modèles. On 

peut voir aussi que les modèles k  standard, k  réalisable, k  RNG sont presque  

superposés  dans l’intervalle 0 z* 0.2   à 45   , 60  puis ils s’écartent. Dans les positions

90   , h hX 0.25D  on remarque que le profil du modèle k-w s’écarte des profils des autres 

modèles. 
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Figure V.18 : La Variation du nombre de Nusselt sur la paroi latérale . 
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Figure V.19 : Variation de nombre du Nusselt sur la paroi extérieur . 
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Figure V.20 : Variation de nombre du Nusselt sur la paroi intérieur
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Conclusion générale 

Même de nos jours, les modèles RANS à deux équations restent des choix importants pour la 

prévision industrielle de champs d’écoulement complexes. Dans ce travail, nous avons comparé 

quatre modèles de fermetures à deux équations pour prédire les écoulements en développement 

dans un coude à section carré. Pour les écoulements tridimensionnels dans les conduites courbes 

à 90°, l’efficacité de calcul du model k-e RNG est la plus élevée par rapport aux autres  quatre 

modèles de fermetures. 

Les profils de  vitesse prévus par les quatre modèles sont très similaires en aval du coude, où 

ils montrent un meilleur accord avec les données expérimentales dans les régions centrales du 

coude. 

- La différence entre les modèles est trouvé en amont du coude  près de la paroi intérieur et 

ceci est dû au mouvement secondaire où le modèle k-ω  standard obtient une légère prédiction du 

profil de vitesse dans le centre de l’écoulement secondaire.  

-Pour le coefficient de pression, les quatre modèles  donnent une bonne prédiction avec une 

petite différence près de la paroi intérieure où les résultats obtenus par le modèle k  réalisable 

sont les plus proches des résultats expérimentaux. 

-Le modèle k  obtient également une prédiction légèrement meilleure du profil de vitesse 

dans le centre de vortex secondaire mais malheureusement, la capacité de prévision de la 

turbulence  sont relativement faible  

-En générale les résultats prédits par le k-ε standard, k-ε RNG, réalisable  k-ε sont très 

similaires et donnent une meilleure prévision pour l’énergie cinétique turbulente et la vitesse 

fluctuante. 

-Le modèle k-ω standard donne une bonne prédiction pour les valeurs maximales des 

intensités turbulentes.
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 ملخص

يقذو هزا انعمم دساسح مقاسوح تيه أستعح ومارج مه ومارج الاضطشاتاخ الأكثش شيىعًا واسرخذاما في  انرىثؤ ترذفقاخ 

 standard k-ε  ،k-ε RNG  ،k-ε realisableدسخح رو مقطع مشتع. انىمارج هي  09انمرطىسج ذمامًا في أوثىب مىحىي ب

نمقاسوح تيه انىقد انمسرغشق نحساب ذقاسب انحهىل وذمد أيضا  انمقاسوح تيه مخرهف انىرائح ذمد ا k-ω standard. و

انمرحصم عهيها مه انسشعاخ انطىنيح  و شعاعيح ، وذىصيعاخ معامم انضغظ ، وسشعح انرقهة وانطاقح انحشكيح انمضطشتح 

رائح خيذج نمقاطع انسشعح ومعامم انضغظ وأن انىرائح [ أظهشخ انىرائح أن انىمارج الأستعح ذعطي و4تيه انىرائح انردشيثيح. ]

مرشاتهح تشكم عاو  وذعطي ذىثؤًا أفضم  k-ε realisable   وk-ε RNG وk-ε  standard انري ذىثأ تها كم مه انىمىرج

 .نهطاقح انحشكيح انمضطشتح وسشعح انرقهة

  .دساسح مقاسوح, قذسج انرىقع أوثىب مىحىي رو مقطع مشتع, أستع ومارج اضطشاب,:  المفتاحية الكلمات

Résumé 

Ce travail présent une étude comparative entre quatre modèles de turbulence à deux équations 

les plus utilisés pour prédire les écoulements complètement développés dans une conduite de 

section carré courbée à 90°. Les modèles sont, le k- ε standard, le k-ε RNG, le k-ε réalisable et le 

k-ω standard. Le temps de calcul pour la convergence  des solutions, les vitesses longitudinales, 

radiales, les distributions du coefficient de pression, la vitesse fluctuante et de l’énergie cinétique 

turbulente résolues par ces modèle sont comparés et validés par rapport aux donnés 

expérimentaux [4].les résultats montrent que les quatre modèles donnent des bonne résultats pour 

les profils des vitesses et le coefficient de pression. En générale les résultats prédits par le k-ε 

standard, k-ε RNG, réalisable  k-ε sont très similaires et donnent une meilleure prévision pour 

l’énergie cinétique turbulente et la vitesse fluctuante.  

Mots clés : coude à section carrée, quatre modèles de fermetures, étude comparative, capacité 

de prévision. 

Abstract 

This work presents a comparative study of four most commonly used two-equation turbulence 

models for predicting fully developed flows in a 90 ° curved square section pipe. The models are 

standard k-ε, k-ε RNG, realisable k-ε and standard k-ω. The computation time for the 

convergence of the solutions, the longitudinal velocities, the radial velocities, the distributions of 

the pressure coefficient, the fluctuating velocity and the turbulent kinetic energy solved by these 

models are compared and validated with respect to the experimental data [4]. the results show 

that the four models give good results for the velocity profiles and the pressure coefficient. In 
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general the results predicted by the standard k-ε, RNG, k-ε realizable are similar and give a good 

prediction for the turbulent kinetic energy and the fluctuating. 

Keywords: Curved square duct, four turbulence models, comparative study, Predicting 

capability. 

 

 


