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INTRODUCTION

Nous avons tous appris que les origines des princes de contraction métrique, la théo-

rie métrique du point Vxe elle-même reposent sur la méthode des approximations

successives pour prouver l’existence et l’unicité des solutions d’équations diUérentielles.

Cette méthode est associée aux noms de mathématique célèbre du XIXe siècle tels que

Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano, et surtout picard. En fait le processus itératif utilisé

dans la preuve de théorème de contraction porte le nom d’itération de picard. Il est as-

sez intéressant de savoir qu’en 1429 AL-Kashani publiait déjà un livre intitulé :� la clé

de l calculatrice �, où il utilisait des itérations picardes. En fait, AL-Kashani a ouvert la

voie ou soi-disant techniques numériques il y a environ 600 ans. il tenait à développer

des idées avec des questions pratiques, comme les valeurs approximatives de sin (1°) qui

ont permis aus scientiVque musulmans de proposer de très bonnes approximations de la

circonférence de la terre.

Ce théorème a une longue histoire. Les idées utilisées dans démonstration étaient connues

de Poincaré dés 1886. En 1909, Brouwer démontra le théorème lorsque n = 3. Et en 1910,

Hadamard a donné la premier preuve de n arbitraire, et Brouwer en a donné une autre en

1912. Tous ces résultats sont plus anciens que la principale de contraction de Banach. Bien

que de la nature les deux théorème soient déVrent, ils présente certaines similitudes. Une

combinaient des deux a conduit au soi-disant théorème de point Vxe métrique de l’espace

de Banach.

En eUet, dans le théorème de Brouwer, la convexité, la compacité et la continuité de T sont

cruciales, tandis que la comportement de Lipschitz de la contraction et de la complétude

est crucial dans le théorème de point Vxe de Banach. Dans l’espace vectorielle linéaire

normé inVnis, on perd la compacité des ensembles convexes fermés bornés (comme les

boules fermés). Donc , c’est nous supposant l’exhaustivité, nous obtenons des espaces de

Banach. Sur celles-ci, nous avons une autre topologie naturelle (autre que la topologie

normale ), c’est la topologie faible. Ainsi, un ensemble convexe faiblement compact n’a

pas besoin d’être compact pour la norme. Le meilleur exemple ici est l’espace de Hilbert.

Dans celui-ci, tout ensemble convexe fermé borné est faiblement compact. La condition

de Lipschitz considérée est lorsque la constante de Lipschitz est égale à 1. De telles appli-

cations sont dites non expansif. Autrement dit, si (M,d) est une espace métrique, alors
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T :M→M est non expansif si :

d(T (x),T (y)) ≤ d(x,y),pourtoutx,y ∈M.

En1992, le mathématicien polonais Stefan Banach a établi un remarquable théorème du

point Vxe connu sous le nom de "principe de contraction de Banach" (BCP)qui est l’un

des résultats d’analyse les plus important et considéré comme la principale source de la

théorie métrique du point Vxe. C’est le résultat de point Vxe le plus largement appliqué

dans de nombreuses branches des mathématique car il nécessite la structure d’un espace

métrique complet avec une condition contractive sur la carte qui est facile à tester dans

ce cadre.

Le (BCP) a été généralisé dans de nombreuses directions diUérentes. En fait, il existe une

grande quantité de littérature traitant des extensions / généralisations de ce théorème re-

marquable.

Kannan a prouvé que si X est complet, alors chaque application de Kannan a un point

Vxe. Notons que théorème du point Vxe de Kannan n’est pas une extension du (BCP). À

note avis, le théorème de Kannan est également très important car Subrahmanyan [85] a

prouvé que le théorème de Kannan caractérise la complétude métrique. Autrement dit, un

espace métrique X est complet si et seulement si chaque application de Kannan sur X a

un point Vxe.

EN 1976, Caristi a prouvé un merveilleux théorème de point Vxe sur des espaces métriques

complets, qui est lié ou BCP et équivalente au principe variationnel d’EKland. Le théorème

du point Vxe Caristi a trouvé de nombreuses applications on analyse non linéaire.

Ces dernières année, des distance en métrique ont été introduites qui généralisent les

métriques et qui ont des applications pour obtenir les solutions de plusieurs nouveaux

problèmes importants en analyse non linéaire. L’eUort pionnier dans cette direction est

les articles de Kada et al, Suzuki et Takahashi, Suzuki, Lin et Du et Ume dans les espaces

métrique. Dans ces articles, entre autres, diverses distances sont introduites, et des rela-

tions ntre ces distances avec les applications sont établies.

Kada et al. ont introduite une notion de distance w sur un espace métrique et en utilisant

cette notion, ils ont amélioré le théorème du point Vxe de Caristi, le principe variation-

nel d’EKland et le théorème de minimisation de Takahashi. En utilisant la notion de w-

distance, Suzuki et Takashi en introduit des notions d’applications faiblement contractives

à une valeur est a plusieurs valeurs (en bref, w-contractives) et ont prouvé des résultats

de point Vxe pour de telles applications. Par conséquent, ils ont généralisé le principe de

contraction de Banach et le résultat de point Vxe Nadler.

De l’application de l’intervalle fermé borné dans lui même dans un convexe compacte

dans un espace euclidien dans lui même aussi.
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En 2007, Mustafa et sims ont introduit la notion de G-métrique et ont étudié la topologie

de tels espaces.

Les auteurs sont également caractérisé certains de point Vxe célèbres dans le contexte

de l’espace G-métrique. Suite à cet article initial, un certain nombre d’auteurs ont publié

de nombreux résultat en virgule Vxe sur la déVnition de l’espace G-métrique (voir par

exemple ([23]), ([24]) ). Après Banach et Ćirić à donnés résultat des espaces G-métrique

concernent le théorème du point Vxe. Sous forme exige uniquement la continuité de l’ap-

plication d’un intervalle fermé bornés dans lui même dans un convexe compact dans un

espace euclidien dans lui même aussi .

En 1955, pour la premier fois karanoslkji à élaboré son théorème de point Vxe qui aXrme

que dans un convexe compacte tout application qui le met sous la forme d’une somme de

deux application dont l’une est contractante et l’autre compacte admet un point Vxe. Ce

théorème est très eXcace dans la résolution des équations diUérentielles non linéaire, il

apporte des réponses aux problèmes.

En analyse, un théorème du point Vxe est un résultat qui permet d’aXrmer qu’ une appli-

cation T admet sous certaines conditions un point Vxe. Ces théorème se révèlent être des

outils très utiles en mathématique, principalement dans le domaine de la résolution des

équations intégrales aux équation aux problème aux limite.

Ce mémoire est composé en trois chapitre comme suit :

X Dans le premier chapitre :
Nous donnons notations, déVnitions, quelques propriétés d’espace G-métrique, la topolo-

gie, la convergence et la continuité dans l’espace G-métrique.

X Dans le deuxieme chapitre :
En utilisée quelques théorèmes de point Vxe, Ćirić, point Vxe commun et triplé dans l’es-

pace G-métrique.

XDerniere chapitre :
Nous étudions quelques applications :

•Premier application (équation intégrale).

•Deuxième application (aux problème aux limite).

Mots clés
- Point Vxe, Espaces métriques généralisés, Espace G-métrique, Les points Vxe commun.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espace G-métrique ordonnés

DéVnition 1.1.1. Soit X un ensemble muni d’une application d : X ×X → R appelée dis-
tance sont satisfait les propriétés suivantes :

1. ∀x,y ∈ X,d(x,y) = 0⇔ x = y(identité )

2. ∀x,y ∈ X, d(x,y) > 0 si x , y (non négative)

3. ∀x,y ∈ X,d(x,y) = d(y,x) (symétrie).

4. ∀x,y,z ∈ X,d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z), (inégalité triangulaire ).

(X,d) est un espace métrique.

DéVnition 1.1.2. ([9]) : Soit X ensemble non vide et G : X3→R
+ une fonction vériVait les

propriétés suivantes :

(G1) G(x,y,z) = 0 si x = y = z

(G2) 0 < G(x,x,y), ∀x,y ∈ X avec x , y

(G3) G(x,x,y) ≤ G(x,y,z), ∀x,y,z ∈ X avec y , z

(G4) G(x,y,z) = G(x,z,y) = G(y,z,x) = · · · (symétrie dans les trois variable)

(G5) G(x,y,z) ≤ G(x,a,a) +G(a,y,z), ∀x,y,z,a ∈ X (inégalité rectangle)

La fonction G est appelée une métrique généralisée au plus précisément une G-métrique sur
X.
(X,G) est un espace G-métrique.
Notons que tout G-métrique sur X déVnie par :

∀x,y ∈ X,dG(x,y) = G(x,y,y) +G(y,x,x)
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Exemple 1.1.1. Soit X =R un espace métrique. Fonction G :R3→ [0,+∞), déVnie par :

∀x,y,z ∈R,G(x,y,z) = |x − y|+|y − z|+|z − x| (1.1.0.1)

Soit x,y,z,a ∈R

1. G(x,y,z) = 0 si seulement si

|x − y|+|y − z|+|z − x|= 0(car |x′ − x′′ |≥ 0,∀x′ ,x′′ ∈ X) ⇔


|x − y|≥ 0

|y − z|≥ 0

|z − x|≥ 0

⇔


|x − y|= 0

|y − z|= 0

|z − x|= 0

⇔ x = y = z

2. G(x,x,z) = |x − x|+|x − z|+|z − x|= |x − z|+|z − x|> 0 si x , z

3.
G(x,x,y) = |x − x|+|x − y|+|y − x|= |x − y|+|y − x|

= |x − y|+|y − x+ z − z|
≤ |x − y|+|y − z|+|z − x|
= G(x,y,z)

4. G(x,y,z) = |x − y|+|y − z|+|z − x|= G(y,x,z) = G(z,y,x) = · · ·
car (|x′ − x′′ |= |x′′ − x′ |,∀x′ ,x′′ ∈ X)

5.
G(x,y,z) = |x − y|+|y − z|+|z − x|

= |x − y + a− a|+|y − z|+|z − x+ a− a|
≤ |x − a|+|a− y|+|y − z|+|z − a|+|a− x|
= G(x,a,a) +G(a,y,z)
⇒ G(x,y,z) = |x − y|+|y − z|+|z − x|

Est une espace G-métrique sur R.

1.2 Espace métrique généralisée

DéVnition 1.2.1. ([6]) : SoitΩ un ensemble non vide, une fonction
g :Ωn+1→R+ est dit g-métrique d’ordre n surΩ, s’ elle satisfait les condition suivantes :

(g1) (déVnitive positive) g(x0, · · · ,xn) = 0 si et seulement x0 = · · · = xn
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(g2) (invariation de permutation) g(x0, · · · ,xn) = g(xσ (0), · · · ,xσ (n)) pour tout permutation
σ sur {0,1, · · · ,n}

(g3) (monotonie) g(x0, · · · ,xn) ≤ g(y0, · · · , yn),∀(x0, · · · ,xn), (y0, · · · , yn) ∈ Ωn+1 avec {xi :
i = 0, · · · ,n} ( {yi : i = 0, · · · ,n},

(g4) ∀x0, · · · ,xs, y0, · · · , yt,w ∈Ω avec s+t+1 = n g(x0, · · · ,xs, y0, · · · , yt) ≤ g(x0, · · · ,xs,w, · · · ,w)+
g(y0, · · · , yt,w, · · · ,w).(inégalité triangulaire),

(Ω, g) est un espace g-métrique.

Notation : NoteΩn =
∏n
i=1Ω,n ∈N.

DéVnition 1.2.2. Un espace G-métrique (X,G) est appelé espace G-métrique symétrique si :

∀x,y ∈ X,G(x,y,y) = G(y,x,x)

Lemme 1.2.1. (La relation binaire) : Soit (X,G) est un espace G-métrique et
φ : X→R plan.
DéVnir la relation binaire sur (�) comme suit :

x � y⇐⇒ G(x,y,y) ≤ φ(x)−φ(y)

alors est un préordonné sur X, il sera appelée préordonné induite par φ

Démonstration. On à :

• ReWexivité : pour tout x ∈ X

0 = G(x,x,x) ≤ φ(x)−φ(x) = 0

d’où x � x est réWexif

• transitivité : pour tout x,y,z ∈ X, on à x � y et y � x nous avons :

G(x,y,y) ≤ φ(y)−φ(x)etG(y,z,z) ≤ φ(z)−φ(y)

par propriété (G5), nous avons :

G(x,z,z) ≤ G(x,y,y) +G(y,z,z) ≤ φ(y)−φ(x) +φ(z)−φ(y) = φ(z)−φ(x)

c’est-à-dire x � z donc ” � ” est transitif.
Et donc la relation ” � ” est une préordonné sur X.
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Exemple 1.2.1. Soit X = [0,∞) et G(x,y,z) = max{x,y,z}, donc (X,G) est un espace G-
métrique.
Soit φ : X→R, φ(x) = 2x, pour tout x,y ∈ X

x � y ⇐⇒ G(x,y,y) ≤ φ(y)−φ(x)

⇐⇒max{x,y} ≤ 2y − 2x

Il s’ensuit que

2 � 4,
1
4
� 1
2
,2 � 2

Donc X est un espace G-métrique

1.3 Propriétés des espaces G-métrique

Les propriétés utiles suivantes d’un G-métrique sont facilement inférées par les axiomes.

Proposition 1.1. ([22]) : Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout x,y,z et a ∈ X,
on à :

1. G(x,y,z) = 0 alors x = y = z

2. G(x,y,z) ≤ G(x,x,y) +G(x,x,z)

3. G(x,x,y) ≤ 2G(y,x,x)

4. G(x,y,z) ≤ G(x,a,z) +G(a,y,z)

5. G(x,y,z) ≤ 1
2
[G(x,y,a) +G(x,a,z) +G(a,y,z)]

6. G(x,y,z) ≤ [G(x,a,a) +G(y,a,a) +G(z,a,a)]

7. |G(x,y,z)−G(x,y,a)| ≤max{G(a,z,z),G(z,a,a)}

8. |G(x,y,z)−G(x,y,a)| ≤ G(x,a,z)

9. |G(x,y,z)−G(y,z,z)| ≤max{G(x,z,z),G(z,x,x)}

10. |G(x,y,y)−G(y,x,x)| ≤max{G(y,x,x),G(x,y,y)}

Proposition 1.2. ([22]) : Soit (X,G) un espace G-métrique et k > 0, alors G1, G2 et G3

sont aussi G-métrique sur X où :

1. G1(x,y,z) =min{k,G(x,y,z)}

2. G2(x,y,z) =
G(x,y,z)

k +G(x,y,z)
.

3. G3(x,y,z) =

G(x,y,z) si pour certains i on a : x,y,z ∈ Ai
k +G(x,y,z) autrement
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Avec X =
⋃n
i=1Ai est une partition de X.

Proposition 1.3. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors les éléments suivantes équivalent :

1. (X,G) est symétrique

2. G(x,y,y) ≤ G(x,y,a), pour tout x,y,a ∈ X

3. G(x,y,z) ≤ G(x,y,a) +G(z,y,b), pour tout x,y,z,a,b ∈ X

Démonstration. : Voir [22]

1.4 La topologie sur un espace G-métrique

Pour tout ensemble X non vide, nous avons vu qu’à partir du n’importe quelle métrique

sur X, on peut construire une G-métrique par (Es) ou (Em) telle que :

(Es) : Gs(d)(x,y,z) =
1
3
(d(x,y) + d(y,z) + d(x,z))

(Em) : Gm(d)(x,y,z) = max {d(x,y),d(y,z),d(x,z)}

Inversement pour tout G-métrique sur X :

(Ed) : dG(x,y) = G(x,y,y) +G(x,x,y)

Se voir facilement pour déVnir une métrique sur X, la métrique associée à G, qui satisfait :

G(x,y,z) ≤ Gs(dG)(x,y,z) ≤ 2G(x,y,z)

de même
1
2
G(x,y,z) ≤ Gm(dG)(x,y,z) ≤ 2G(x,y,z)

De plus, partant d’une métrique d sur X on a :

dGs(d)(x,y) =
4
3
d(x,y)

et

dGm(d)(x,y) = 2d(x,y)

DéVnition 1.4.1. Soit (X, G) un espace métrique, alors pour x0 ∈ X, r > 0 la boule G de
centre x0 et de rayon r :

BG(x0, r) = {y ∈ X : G(x0, y,y) < r}
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Proposition 1.4. : Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout x0 ∈ X et r > 0 on a :

1. si G(x0,x,y) < r alors x,y ∈ BG(x0, r)

2. si y ∈ BG(x0, r) alors il existe un δ > 0 telle que BG(y,δ) ⊆ B(x0, r)

Démonstration. Voir[22].

Proposition 1.5. Soit (X,G) un espace métrique, alors pour tout x0 ∈ X et r > 0 on a :

BG(x0,
1
3
r) ⊆ BdG(x0, r) ⊆ BG(x0, r).

Par conséquent, la topologie G-métrique τ(G) coïncide avec la topologie métrique découlant
de la dG aussi bien qu ’isométriquement" distinctes.
Chaque espace G-métrique et topologiquement équivalant à un espace métrique, cela nous
permet de transporter facilement de nombreux concepts et de résultats des espaces métriques
dans le cadre de l’espace G-métrique.

1.5 La convergence et la continuité dans les espaces G-
métriques

DéVnition 1.5.1. Soit (X,G) un espace G-métrique, la suite (xn) ⊆ X et un point x ∈ X est
G-convergent vers x s’il converge vers x dans la topologie G-métrique τ(G).

DéVnition 1.5.2. Soit (X,G) un espace G-métrique et (xn) une suite de point de x, un point
x ∈ X est dite limite de la suite (xn), si limn,m→∞G(x,xn,xm) = 0 et on dite que la suite (xn)
est G-convergente vers x.
Ainsi, que si (xn→ x) dans un espace G-métrique, alors :
∀ε > 0,∃N ∈N,∀n,m ≥N , telle que :

G(x,xn,xm) < ε.

Proposition 1.6. [9] : Soit (X,G) un espace G−métrique, alors pour une suite (xn) ⊂ X et
un point x ∈ X les éléments suivants sont équivalents :

1. (xn) est G-convergent vers x

2. dG(xn,x)→ 0, comme n→∞ (c’est à dire que (xn) converge vers x par apport à la
métrique dG)

3. G(xn,xn,x)→ 0, comme n→∞

4. G(xn,x,x)→ 0, comme n→∞

5. G(xm,xn,x)→ 0, comme n,m→∞.
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Démonstration. Voir[22]

DéVnition 1.5.3. Soit (X,G) un espace G-métrique, une suite (xn) est dite G- Cauchy si :
∀ε > 0,∃N ∈N,∀n,m, l ≥ 0 telle que :
G(xn,xm,xl) < 0 c’est-à-dire, si G(xn,xm,xl)→ 0 comme n,m, l→∞

Proposition 1.7. ([9]) : Si (X,G) est un espace G-métrique, alors les éléments suivantes
sont équivalents.

(1) La suite (xn) est G-Cauchy

(2) ∀ε > 0,∃N ∈N,∀n,m ≥N telle que : G(xn,xm,xm) < ε

DéVnition 1.5.4. ([22]) : Soit (X,G), (X ′,G′) des espace G-métrique, une fonction
f : X→ X ′ et G-continue en un point x0 ∈ X

f−1(BG′ (f(x0, r)) ∈ τ(G),

pour tout r > 0. On dite f est G-continue elle est G-continue en tout point de X, qui est
continue comme fonction de X avec la topologie τ(G) à X’ avec la topologie τ(G′).

Puis que les topologies G-métriques sont des topologies métriques, nous avons :

Proposition 1.8. Soit (X,G), (X ′,G′) des espaces G-métrique, alors une fonction f : X→ X ′

est G-continue en un point x ∈ X si et seulement si G-séquentiellement continue en x, c’est-à-
dire que chaque fois que (xn) est G-convergent vers x, nous avons f(xn) est G-convergent vers
f(x)

Proposition 1.9. Soit (X,G) un espace G-métrique alors une fonction G(x,y,z) est entière-
ment continue dans les trois variables.

Démonstration. Supposons que (xk), (ym) et (zn) sont G-convergents vers x,y et z respec-
tivement, alors par (G5) on a :

G(x,y,z) ≤ G(y,ym, ym) +G(ym,x,z)

G(z,x,ym) ≤ G(x,xk ,xk) +G(xk , ym, z)

et

G(z,xk , ym) ≤ G(z,zn, zn) +G(zn, ym,xk)

alors

G(x,y,z)−G(xk , ym, zn) ≤ G(y,ym, ym) +G(x,xk ,xk) +G(z,zn, zn)

de même

G(xk , ym, zn)−G(x,y,z) ≤ G(xk ,x,x) +G(ym, y,y) +G(z,zn, zn)
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Ensuite, combinant ceux-ci en utilisant (3) de proposition (1.1), nous avons :

|G(xk , ym, zn)−G(x,y,z)| ≤ 2(G(x,xk ,xk) +G(y,ym, ym) +G(z,zn, zn)),

alors G(xk , ym, zn)→ G(x,y,z) comme k,m,n→∞ est le résultat suit par la proposition

(1.8)

1.6 Les contractions

DéVnition 1.6.1. (lipschitzienne) : Soit (E,d) un espace métrique, une application f :
E→ E est dite lipschitzienne de rapport k ≥ 0 si :

∀x,y ∈ E,d(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y)

k est dite constante de Lipschitz .
L’application lipschitzienne f est appelé :

(1) non expansive si k ≤ 1

(2) contraction si k < 1

Remarque 1.6.1. Une application lipschitzien est nécessairement continue.

DéVnition 1.6.2. ( Contraction) : Soit (X,d) un espace métrique complet, une fonction
f : X→ X est appelée contraction s’il existe k < 1 telle que :

∀x,y ∈ X,d(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y)

DéVnition 1.6.3. (Contraction de Banach) : Soit (X,G) un espace métrique complet et
T : X→ X une application de contraction, c’est-à-dire :

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) ≤ αd(x,y)

et α ∈ [0,1), Alors T admet un unique point Vxe dans X.

DéVnition 1.6.4. (Contraction de Kannan) : Soit (X,d) un métrique complet et T : X→
X une application de contraction de Kannan, c’est à dire :

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) ≤ λ[d(x,T x) + d(y,T y)].

Où λ ∈ [0, 1
2
), alors T admet un unique point Vxe dans X.
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DéVnition 1.6.5. (Contraction enrichie) :([12]) Soit (X,‖.‖) une espace normé, et T est
une auto- application linéaire sur X est appelée contraction enrichie s’il existe
b ∈ [0,∞) et θ ∈ [0,b+1) telle que :

∀u,v ∈ X,‖b(u − v) + T u − T v‖ ≤ θ‖u − v‖.

Dans ce cas l’application T est appelée une contraction enrichie en (b,θ).

DéVnition 1.6.6. (T-orbitaly) Une application T déVnie sur un espace métrique (x,d) est
dite orbitale continue en un point z dans X.
si pour tout suite {xn} ⊂ O(x,T ) (pour quelque x ∈ X), xn → z comme z → ∞ implique
T xn→ T z comme n→∞.
clairement chaque application continue d’un espace métrique est orbitalement continue, mais
pas l’inverse.

1.7 Théorème du point Vxe dans espace partiellement
ordonné

DéVnition 1.7.1. ([13]) : Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors une fonction
Ω : X3→ [0,∞) est appelé unΩ-distance sur X, si les condition suivantes sont satisfaites :
(a) Ω(x,y,z) ≤Ω(x,a,a) +Ω(a,y,z) ∀x,y,z ∈ X ;
(b) ∀x,y ∈ X,Ω(x,y, .),Ω(x, .,y) : X→ [0,∞) sont semi-continues inférieures ;
(c) ∀ε > 0 il existe un δ > 0 tel que Ω(x,a,a) ≤ δ et Ω(a,y,z) ≤ δ implique G(x,y,z) ≤ ε.

Exemple 1.7.1. Soit (X,d) un espace métrique et G : X3→ [0,∞) déVni par :

∀x,y,z ∈ X,G(x,y,z) = max {d(x,y) + d(x,y) + d(x,y)} .

AlorsΩ = G est une Ω-distance sur X.

Exemple 1.7.2. SoitX =R et considérons la G-métrique

∀x,y,z ∈R,G(x,y,z) = 1
3
(|x − y|+|y − z|+|z − x|) .

AlorsΩ :R3→ [0,∞), déVni par :

∀x,y,z ∈R,G(x,y,z) = 1
3
(|x − y|+|z − x|)

est uneΩ-distance sur X.
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DéVnition 1.7.2. ([16]) : Une fonction φ : [0,∞) → [0,∞) est appelée une fonction de
distance ultra-altérante si φ est continue et φ(t) > 0, pour tout t > 0.

DéVnition 1.7.3. ([11]) : Une fonction ψ : [0,∞)→ [0,∞) est appelée distance altérante
fonction si les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) ψ est continue et croissante
(ii) ψ(t) = 0 si et seulement si t = 0

DéVnition 1.7.4. ([1]) : Une application f : [0,∞)2 → R est appelée fonction de classe C
si elle continue et satisfait axiomes suivants :

(1) f (s, t) ≤ s

(2) f (s, t) = s implique que soit s = 0 ou t = 0, pour tout s, t ∈ [0,∞)

Notez que pour certains f nous avons f (0,0) = 0. Nous désignons les fonctions de class C
par C.

Exemple 1.7.3. Deux fonction suivantes f : [0,∞)2→R sont des éléments de C :

1 f (s, t) = s − t, f (s, t) = s⇒ t = 0

2 f (s, t) =mt,0 < m < 1, f (s, t) = s⇒ s = 0

DéVnition 1.7.5. Soit (X,≤) est un espace partiellement ordonné et T : X→ X, on dit que
T est non décroissant si pour x,y ∈ X

x ≤ y⇒ T (x) ≤ T (y)

Théorème 1.7.1. Soit (X,≤) un ensemble partiellement ordonné, Supposons qu’il existe un
G-métrique dans X, (X,G) est un espace G-métrique complet, Ω-distance sur X et T est un
application croissante de l’intérieur.
Supposons qu’il existe un r ∈ [0,∞) telle que :

Ω(T x,T 2y,T z) ≤ rΩ(x,T x,w)

pour tout x ≤ T x et w ∈ X. Supposons que l’une des conditions suivantes sont vériVait :
(i) Si y , T y, alors :

∀x ∈ X, inf {Ω(x,y,x) +Ω(x,y,T x) +Ω(x,T x,y) : x ≤ T x} > 0

pour tout y ∈ X
(ii) Si {xn} et {T xn} convergent vers y et Ω(v,w, .) = Ω(w,v, .) pour tout u,v ∈ X. Alors
y = T y

(iii) T est continue etΩ(v,w, .) =Ω(w,v, .) pour toutu,v ∈ X
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DéVnition 1.7.6. Soit (x,G,≤) un espace G-métrique partiellement ordonné.
On dit que X est régulier si et seulement si l’hypothèse suivante est vériVer : si zn est une
suite croissante de X avec respect pour ≤ tell que zn→ z ∈ X comme n→∞, alors zn ≤ z
tout n ∈N .

1.7.1 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théorème 1.7.2. [4] : Supposons que le problème homogène (H) − (CB)h n’admet pas de
solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f ,
et dite fonction de Green telle que, pour toute fonction f , la solution y de problème non
homogène (NH)− (CB)h s’écrit de manière unique sous la forme :

y(t) =
∫ b

a
G(t, s)f (s)ds.



Chapitre 2

Quelques théorèmes de point Vxe

2.1 Principe de contraction de Banach

Soit (X,d) un espace métrique. il ya cinquante ans, en 1971,Ćirić, Reich et Rus ont établé

indépendamment un théorème du point Vxe pour les applications T : X→ X satisfaisant

la contraction suivante :

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) ≤ ad(x,y) + b [d(x,T x) + d(y,T y)] (2.1.0.1)

où a,b ≥ 0 et a+2b < 1.
On remarque que b = 0 la condition (2.1.0.1) se réduit à la condition de contraction de

Banach

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) ≤ ad(x,y) (2.1.0.2)

Où a ∈ [0,1), tandis que pour a = 0 la condition se réduit à la condition (2.1.0.1) de

contraction de Kannan

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) ≤ b [d(x,T x) + d(y,T y)] (2.1.0.3)

et b ∈
[
0,

1
2

)
.

2.2 Ćirić-Reich-Rus contraction-enrichie dans espace
de Banach

DéVnition 2.2.1. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) est un espace linéaire normé, T : X → X est une
application et la contraction enrichie en (k,a) s’il existe k ∈ [0,∞) et
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a ∈ [0, k +1) telle que :

∀x,y ∈ X,‖k(x − y) + T x − T y‖ ≤ a‖x − y‖ (2.2.0.4)

Évidemment, toute contraction de Banach satisfait (2.2.0.4) avec k = 0, représente une

généralisation eXcace du théorème de point Vxe de Banach.

Dans la suite, on note Fix(T ) l’ensemble de tout le point Vxe

Fix(T ) = {x ∈ X,T (x) = x}

Exemple 2.2.1. 1) Toute contraction T avec une contractante de contraction c est enrichie
en (0, k) contraction , c’est-à-dire que T satisfait (2) avec k = 0 et a = c.
2) Soit x ∈ [0,1] muni de la norme usuelle et soit qui déVnit par :
T : X→ X, T (x) = 1− x, pour tout x ∈ [0,1],
T est expansive (c’est une isométrie), n’est pas une contraction mais T est une contraction
enrichie. En eUet si T était une contraction alors, d’après (2.1.0.2) il existe c ∈ [0,1) telle
que :

∀x,y ∈ X, |x − y| ≤ c|x − y|. (2.2.0.5)

Ce qui, Pour tout x , y, conduit à la contraction 0 ≤ a < 1, par contre la condition de
contraction enrichie (2.2.0.4) est dans le cas équivalent à :

∀x,y ∈ [0,1], |(k − 1)(x − y)| ≤ a|x − y| (2.2.0.6)

avec a ∈ [0, k+1], pour l’inégalité précédente est avec vrai si l’on choisit 0 < k < 1 et a = 1−k
Ainsi, pour tout k ∈ (0,1), T est une contraction enrichie en (k,k +1).

Notez également que Fix(T ) =
{1
2

}
Remarque 2.2.1. ([2]) On remarque que pour T dans l’exemple (2.2.1), l’itération de Picard
{xn} associé à T, c’est-à-dire la suite xn+1 = 1 − xn,n ≥ 0 ne pas de convergence pour esti-

mation initiale x0 diUérente de (
1
2
), L’unique point Vxe vers T , cela nous suggère que pour

approximer les points Vxes de Contraction enrichies, nous avons besoin de schémas itératifs
à point Vxe plus élaborés, comme la méthode itérative de Krasnoselskij, pour laquelle nous
prouvons dans le suivant un théorème de forte convergence dans la classe des contractions
enrichies.

Théorème 2.2.1. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) est un espace de Banach et T : X→ X une contrac-
tion enrichie en (k,a). Alors :
(i) Fix(T ) = {p}, pour certain p ∈ X
(ii) Il existe λ ∈ (0,1], telle que la méthode itérative {xn}∞n=0 donnée par :

xn+1 = (1−λ)xn +λT xn,n ≥ 0. (2.2.0.7)
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Converge vers p pour tout x0 ∈ X
(iii) L’estimation suivant s’applique :

‖xn+i−1 − p‖ ≤
ci

1− c
‖xn − xn−1‖,n = 1,2,3, · · · ; i = 0,1,2 · · · (2.2.0.8)

et c =
a

k +1

Démonstration. ([2]) : Nous divisons la preuve en deux cas diUérents.

Cas1 : k > 0. Dans ce cas note λ =
1

k +1
, de toute évidence 0 < λ < 1 et la condition

constructive enrichie(2.2.0.4) devient :

∀x,y ∈ X,‖( 1
λ
− 1)(x − y) + T x − T y‖ ≤ a‖x − y‖,

Qui peut s’écrire sous forme équivalente comme :

∀x,y ∈ X,‖Tλx − Tλy‖ ≤ c‖x − y‖. (2.2.0.9)

Ou nous avons noté : c = λa

∀x ∈ X,Tλ(x) = (1−λ)x+λT (x) (2.2.0.10)

Puisque a ∈ (0, k + 1), il s’ensuit que c ∈ (0,1) et donc l’inégalité (2.2.0.10) montre, Tλ
une c- contraction.

Notons ou passage que T et Tλ sont liés par la propriété importante suivante :

Fix(Tλ) = Fix(T ) (2.2.0.11)

Au vu de(2.2.0.10), le processus itératif de Krasnoselskij {xn}∞n→0 déVni par (2.2.0.9) est

exactement l’itération de Picard associée à Tλ, c’est-à-dire :

xn+1 = Tλxn,n ≥ 0 (2.2.0.12)

Prendre x = xn et y = xn−1, dans (2.2.0.9) pour obtenir :

‖xn+1 − xn‖ ≤ c‖xn − xn−1‖,n ≥ 1. (2.2.0.13)

On (2.2.0.13) obtient systématiques les deux estimations suivant :

‖xn+m − xn‖ ≤ cn
1− cm

1− c
‖x1 − x0‖,n ≥ 0,m ≥ 1. (2.2.0.14)
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et

‖xn+m − xn‖ ≤ c.
1− cm

1− c
‖xn − xn−1‖,n ≥ 0,m ≥ 1. (2.2.0.15)

Maintenant, par (2.2.0.14) il s’ensuit que {xn}∞n=0 est une suite de Cauchy et par consé-

quent. Elle convergente dans l’espace de Banach (X,‖‖). Notons :

p = lim
n→∞

xn. (2.2.0.16)

Comme n → ∞ dans (2.2.0.12) et on utilisant la continue de Tλ, on a immédiatement

obtenir :

p = Tλp

C’est-à-dire p ∈ Fix(Tλ).
En suite, nous montrons que p est l’unique point Vxe Tλ.

Suppose que q , p est un autre point Vxe de Tλ(2.2.0.9)

0 < |p − q|≤ c|p − q|< |p − q|

un contraction.

D’où Fix(Tλ) = {p} et puisque, d’après (2.2.0.12), Fix(T ) = Fix(Tλ), l’aXrmation (i) est
prouvée :

La conclusion (ii) d’école de (2.2.0.16) Pour prouver (iii), oum→∞ dans (2.2.0.14)(2.2.0.15)
pour obtenir :

‖xn − p‖ ≤
cn

1− c
‖x1 − x0‖,n ≥ 1. (2.2.0.17)

et

‖xn − p‖ ≤
c

1− c
‖xn − xn−1‖,n ≥ 1. (2.2.0.18)

Maintenant on peut fusionner (2.2.0.17) et (2.2.0.18), pour obtenir l’estimation d’erreur

uniVcatrice.

Cas.2. k = 0. Dans ce cas, λ = 1, c = a et on procède comme suit dans le cas (2.2), mais

avec T (= T1) ou lieu de Tλ, lorsque l’itération de KasnoselsKij (2.2.0.7) réduit en fait à la

simple itération de Picard associée à T :

xn+1 = T xn,n ≥ 0

DéVnition 2.2.2. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) est un espace linéaire normé,
T : X → X est Une application et la contraction enrichie de Kannan (k,b) s’il existe k ∈
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[0,∞) et b ∈ [0, 12 ) telle que :

∀x,y ∈ X,‖k(x − y) + T x − T y‖ ≤ b‖x − T x‖+ ‖y − T y‖. (2.2.0.19)

Exemple 2.2.2. : 1) Toute application de Kannan est une application de Kannan enrichie (0,
b), c’est-à-dire qu’il satisfais (2.2.0.19) avec k = 0
2)Soit x ∈ [0,1] muni de la norme usuelle et T : X→ X être déVni par :
T (x) = 1 − x, pour tout x ∈ [0,1]. Il est facile de vériVer que T est non expansif (C’est une
isométrie), T n’est pas une application de Kannan mais T est une application de Kannan-
enrichie. En eUet, si T était un Kannan application.Alors il existerait un b ∈ [0, 12 ) tel que :

∀x,y ∈ [0,1], |x − y| ≤ b [|2x − 1|+ |2y − 1|]

Ce qui, pour x = 1
2 et y = 1, donne la contradiction 1 ≤ 2b < 1. La condition de application

de Kannan enrichie (2.2.0.19) est dans ce cas équivalente à :

∀x,y ∈ [0,1], |(k − 1) + (x − y)| ≤ b [|2x − 1|+ |2y − 1|] (2.2.0.20)

Qui, complet tenu du fait que : 2|x−y| ≤ |2x−1|+ |2y−1|, est vrai si l’on choisit |k−1| = 2b,
pour toute b ∈ [0, 12 ). Ceci n’est possible que pour k < 1, ce qui donne k = 1− 2b > 0. Donc
pour tout b ∈ [0, 12 ), T est une application de Kannan (1− 2b,b)-enrichie et Fix(T ) = {12 }.

Remarque 2.2.2. ([3]) On remarque que pour T dans l’exemple (2.2.2) itération Picard xn
associé à T , c’est-à-dire xn+1 = 1 − xn,n ≥ 0, ne converge pas pour tout x0 diUérent de 1

2 ,le
point Vxe unique à T Ce la nous suggère que, pour approximer des points Vxes d’enrichisse-
ment.
Les applications de kannan nécessitent des schémas itératifs en virgule Vxe plus élaborés. Le
résultat suivant fournit un théorème de convergence pour la méthode itérative de Krasnosels-
Kij Dans la classe des applications de Kannan enrichie.

Théorème 2.2.2. ([18] ) Soit (X,‖.‖) un espace de Banach et T : X→ X est une application
de Kannan-enrichie en (k,b) par :
(i) Fix(T ) = {p}, pour certain p ∈ X
(ii) Il existe λ ∈ (0,1] telle que la méthode itérative {xn}∞n=0, donnée par :

xn+1 = (1−λ)xn +λT xn,n ≥ 0. (2.2.0.21)

Converge vers p, pour tout x0 ∈ X
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(iii) L’estimation suivant s’applique :

‖xn+i − p‖ ≤
δi

1− δ
‖xn − xn−1‖,n = 0,1,2,3, · · · ; i = 1,2,3, · · · (2.2.0.22)

et δ =
b

1− b
Démonstration. ([3]) : Pour tout λ ∈ (0,1), condition l’application moyenne Tλ donnée

par :

∀x,∈ X,Tλ(x) = (1−λ)x+λT (x) (2.2.0.23)

Il est facile de prouver que Tλ posse de la propriété importante suivante :

Fix(Tλ) = Fix(T )

Si k > 0 dans(2.2.0.19), alors Posons λ =
1

k +1
, évidemment on 0 < λ < 1 et ainsi la

condition contractive (2.2.0.19) devient Entant que :

∀x,y ∈ X,‖( 1
λ
− 1)(x − y) + T (x)− T (y)‖ ≤ b [‖x − T (x)‖+ ‖y − T (y)‖]

Qui peut s’écrire sous une forme équivalente comme :

∀x,y ∈ X,‖Tλ(x)− Tλ(y)‖ ≤ b [‖x − Tλ(x)‖+ ‖y − Tλ(y)‖] (2.2.0.24)

L’inégalité ci-dessus montre Tλ est une application de Kannan. D’âpres (2.2.0.19), le pro-

cesseur itérative {x
n
}∞n=0, déVni par (2.2.0.21), est l’itération de Picard associé a Tλ, c’est-

à-dire :

xn+1 = Tλxn,n ≥ 0.

Prendre x = xn et y = xn−1 dans (2.2.0.24) pour obtenir :

‖xn+1 − xn‖ ≤ b [‖x − xn+1‖+ ‖xn − xn−1‖]

et

‖xn+1 − xn‖ ≤
b

1− b
‖xn − xn−1‖,n ≥ 1.

Puis 0 < b <
1
2
, en notant δ =

b
1− b

, 0 < δ < 1 et donc la suite {xn}∞n=0 satisfais :

‖xn+1 − xn‖ ≤ δ‖xn − xn−1‖,n ≥ 0. (2.2.0.25)
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Par (2.2.0.25), on obtient symétriquement les deux estimations suivantes :

‖xn+m − xn‖ ≤ δn
1− δm

1− δ
‖x1 − x0‖,n ≥ 0,m ≥ 1. (2.2.0.26)

et

‖xn+m − xn‖ ≤ δ
1− δm

1− δ
‖xn − xn−1‖,n ≥ 1,m ≥ 1 (2.2.0.27)

Maintenant par (2.2.0.24) s’ensuit que {xn}∞n=0 est une de Cauchy et donc est convergente
dans espace de Banach (X,‖.‖) notons :

p = lim
n→∞

xn (2.2.0.28)

Nous montrons d’abord que p est un point Vxe de Tλ. Nous avons :

‖p − Tλp‖ ≤ ‖p − xn+1‖+ ‖xn+1 − Tλp‖ = ‖xn+1 − p‖+ ‖Tλxn − Tλp‖ (2.2.0.29)

D’après (2.2.0.24) il résulte que :

‖Tλxn − Tλp‖ ≤ b [‖xn − Tλxn‖+ ‖p − Tλp‖] ,

Donc par (2.2.0.29) on obtient :

‖p − Tλp‖ ≤
1

1− b
‖xn+1 − p‖+ δ‖xn+1 − xn‖,n ≥ 0 (2.2.0.30)

Comme n→∞ dans (2.2.0.30) on obtient ‖p − Tλp‖ = 0 C’est-à-dire :

p = Tλp.
Donc p ∈ Fix(Tλ).
Nous montrons que p est l’unique point Vxe de Tλ.

Supposons que q , p est un autre point Vxe de Tλ, puis par (2.2.2)

0 < ‖p − q‖ < b.0

Une contraction.

donc Fix(Tλ) = {p} et puisque :
Fix(T ) = Fix(Tλ), l’aXrmation (i) est prouvée. La conclusion (ii) suit maintenant par

(2.2.0.28) Pour prouver, (iii) on laisse m→∞ dans (2.2.0.26) et (2.2.0.28) pour obtenir :

‖xn − p‖ ≤
δn

1− δ
‖x1 − x0‖,n ≥ 1 (2.2.0.31)
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et

‖xn − p‖ ≤
δ

1− δ
‖x1 − x0‖,n ≥ 1 (2.2.0.32)

Respectivement, puis nous fusionnons (2.2.0.31) et (2.2.0.32) pour obtenir l’erreur uniV-
catrice estimations (2.2.0.22).
Le cas restant k = 0 est similaire à k , 0 avec la seule diUérence que dans ce cas λ = 1 et

donc on Travaille avec T (= T1), quand l’itération de KasnoselsKij (2.2.0.21) se réduit à

l’itération de Picard.

xn+1 = T xn,n ≥ 0

DéVnition 2.2.3. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) un espace normé linéaire, T : X → X est une ap-
plication et la contraction de Ćirić-Reich-Rus enrichie en (k,a,b), s’il existe k ∈ [0,∞) et
a,b ≥ 0, satisfait a+2b < 1 telle que :

∀x,y ∈ X,‖k(x − y) + T (x)− T (y)‖ ≤ a‖x − y‖+ b [‖x − T (x)‖+ ‖y − T (y)‖] (2.2.0.33)

Évidemment, toute la contraction Ćirić-Reich-Rus satisfait (2.2.0.33) avec k = 0, aussi
Si b=0 alors partir on obtient (2.2.0.33) la condition de contraction (2.2.0.4) satisfait par un
Contraction enrichie, tandis que :
Si a = 0 de (2.2.0.33), nous obtenons la contraction Kannan enrichie Condition (2.2.0.19).
En considérant une application T sur X, alors pour tout λ ∈ (0,1], la soi-disant moyenne
application Tλ donnée par :

∀x ∈ X,Tλ(x) = (1−λ)x+λT x, (2.2.0.34)

A la propriété que Fix(Tλ) = Fix(T ).

Théorème 2.2.3. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) un espace de Banach et T : X → X Ćirić-Reich-
enrichie contraction russe en (k,a,b). Alors :
(i) Fix(T ) = {p} ,pour un certain p ∈ X ;
(ii) Il existe λ ∈ (0,1] telle que la méthode itérative, {xn}∞n=0 donné par :

xn+1 = (1−λ)xn +λT xn,n ≥ 0 (2.2.0.35)

converge vers p, pour tout x0 ∈ X ;
(iii) L’estimation suivant s’applique :

‖xn+i−1 − p‖ ≤
δi

1− δ
‖xn − xn−1‖,n = 0,1,2,3 · · · ; i = 1,2, · · · (2.2.0.36)



2.2 Ćirić-Reich-Rus contraction-enrichie dans espace de Banach 24

Où δ =
1− δ
1− δ

Remarque 2.2.3. ([18] ) : Le théorème (2.2.3) inclut comme cas particuliers le théorème(2.2.1)
et théorème (2.2.2), qui sont obtenus à partir du théorème (2.2.3), pour b = 0 et a = 0, respec-
tivement. Un résultat de point Vxe plus général pleut être obtenu en laissant les coeXcients a
et b dans la condition de contraction (2.2.0.33) de dépendre de x, y comme dans le théorème
(2.2.5)

Démonstration. ([18] ) : On travaille dans le cas où k > 0 (le cas k = 0 est immédiat) et

considère l’application moyenne Tλ par (2.2.0.34) pour k =
1

λ− 1
< 1 Dans ce cas on que

k =
1

λ− 1
, et dans condition contractive (2.2.0.33) devient. En tant que :

∀x,y ∈ X,‖( 1
λ
− 1)(x − y) + T (x)− T (y)‖ ≤ a‖x − y‖+ b [‖x − T (x)‖+ ‖y − T (y)‖]

Qui peut s’écrire de façon équivalente :

∀x,y ∈ X,‖Tλ(x) + Tλ(y)‖ ≤ aλ‖x − y‖+ b [‖x − Tλ(x)‖+ ‖y − Tλ(y)‖]

et par ce que aλ ≤ a, cela implique que :

∀x,y ∈ X,‖Tλ(x)− Tλ(y)‖ ≤ a‖x − y‖+ b [‖x − Tλ(x)‖+ ‖y − Tλ(y)‖] . (2.2.0.37)

Ce qui signiVe qu’est Tλ est un Ćirić application des conditions c-Reich -Rus. En utilisant

l’inégalité triangulaire dans (2.2.0.37), nous obtenons que Tλ satisfais :

∀x,y ∈ X,‖Tλ(x)− Tλ(y)‖ ≤ δ‖x − y‖+2δ‖y − T (y)‖ (2.2.0.38)

Où δ =
a+ b
1− b

<1.
Concéderons le processus itérative {xn}∞n=0 déVni par (2.2.0.35), qui est en fait le Picard,

itération associe à Tλ c’est-à-dire :

xn+1 = Tλxn,n ≥ 0. (2.2.0.39)

Et posons x = xn−1 et y = xn dans (2.2.0.38) pour obtenir :

‖xn+1 − xn‖ ≤ δ‖xn − xn+1‖,n ≥ 1 (2.2.0.40)

Par (2.2.0.40) systématique les deux estimations suivant :

‖xn+m − xn‖ ≤ δn
1− δm

1− δ
‖x1 − x0‖,n ≥ 0,m ≥ 1 (2.2.0.41)
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et

‖xn+m − xn‖ ≤ δ
1− δm

1− δ
‖xn − xn+1‖,n ≥ 1,m ≥ 1 (2.2.0.42)

Maintenant, par (2.2.0.41) il s’ensuit que, {xn}∞n=0 est une suite de Cauchy et donc conver-
gente en l’espace de Banach (X,‖.‖), notons :

p = lim
n→∞

xn, (2.2.0.43)

Nous montrons d’abord que p est un point Vxe de Tλ, Notons :

‖p − Tλ(x)‖ ≤ ‖p − xn+1‖+ ‖xn+1 − Tλp‖ = ‖xn+1 − p‖+ ‖Tλxn − Tλp‖. (2.2.0.44)

Par (2.2.0.38)on déduit que :

‖Tλxn − Tλp‖ ≤ δ‖xn − p‖+2δ‖p − xn+1‖,n ≥ 0

et donc, par(2.2.0.44)on obtient :

‖p − Tλ(p)− Tλ(p)‖ ≤ (2δ+1)‖xn − p‖+ δ‖xn − p‖,n ≥ 0 (2.2.0.45)

Maintenant, en laisse n→∞ dans (2.2.0.45) on obtient ‖p − Tλ(p)‖ = 0, Ć’est-à-dire p =
Tλ(p). Donc p ∈ Fix(Tλ).
Maintenant pour prouve que p est l’unique point Vxe de Tλ, on note que par (2.2.0.37),
de même que nous avons obtenu (2.2.0.38)

∀x,y ∈ X,‖Tλ(x)− Tλ(y)‖ ≤ δ‖x − y‖+2δ‖x − Tλ(x)‖ (2.2.0.46)

D’où δ =
a+ b
1− b

Suppose que q , p est un autre point Vxe de Tλ. Alors, d’après (2.2.0.46) avec x = p et

y = q il suit
0 < ‖p − q‖ ≤ δ‖x − y‖ < ‖p − q‖

Une contraction . Donc Fix(Tλ)= {p} et puis que Fix(T ) = Fix(Tλ),(i) est démontrer. La

conclusion (ii) découle de (2.2.0.43), pour prouver (iii), on laissem→∞ dans (2.2.0.41)
et (2.2.0.42) pour obtenu :

‖xn − p‖ ≤
δn

1− δ
‖x1 − x0‖,n > 1 (2.2.0.47)

et
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‖xn − p‖ ≤
δ

1− δ
‖xn − xn−1‖,n > 1. (2.2.0.48)

Respectivement, puisque nous fusionnons (2.2.0.47) et (2.2.0.48) pour obtenir l’estimation

d’erreur uniVcatrice (2.2.0.36)

DéVnition 2.2.4. Soit (X,‖.‖) un espace normé linéaire,T : X → X application et une
généralisée contraction Ćirić-Reich- Rus enrichie en (k,a,b), pour tout x,y ∈ X il existe k ∈
[0,∞) et la fonction positive a,b : X2→ [0,∞) vériVant :

sup
x,y∈X

(a(x,y) + 2b(x,y)) = θ < 1 (2.2.0.49)

telle que :

∀x,y ∈ X,‖k(x − y) + T (x)− T (y)‖ ≤ a(x − y)‖x − y‖+ b(x − y) [‖x − T (x)‖+ ‖y − T (y)‖)]
(2.2.0.50)

Théorème 2.2.4. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) un espace de Banach et T : X → X, un généralisé
contraction (k,a,b)-enrichie circulaire-Reich -Rus. Alors :
(i) Fix(T ) = {p}, pour un certain p ∈ X
(ii) Il existe λ ∈ (0,1] telle que la méthode itérative {xn}∞n=0, donnée par :

xn+1 = (1−λ)xn +λT xn,n ≥ 0

Converge vers p, pour tout x0 ∈ X
(iii) L’estimation suivante s’applique :

‖xn+i+1 − p‖ ≤
θi

1−θ
‖xn − xn−1‖,n = 0,1,2, · · · ; i = 1,2, · · ·

De manière similaire à la preuve du théorème (2.2.3), on peut prouver une variante locale du
théorème (2.2.4)

Théorème 2.2.5. ([18] ) : Soit (X,‖.‖) un espace de Banach et x ∈ X. Notons :

B = B(x,r) = {x ∈ X,‖x − x‖ ≤ r}, r > 0,

et T : B→ X une généralisée contraction enrichie Ćirić-Reich-Rus (k,a,b) qui satisfait les
conditions :
‖x − T x‖ ≤ (1−θ)r
(i) T admet un unique point Vxe p ∈ B.



2.3 Théorème du point Vxe de Ćirić 27

(ii) il existe λ ∈ (0,1] telle que la méthode itérative {xn}∞n=0,donnée par :

xn+1 = (1−λ)xn +λT xn,n ≥ 0.

converge vers p, pour tout x0 ∈ X.
(iii) L’estimation suivante s’applique :

‖xn+i+1 − p‖ ≤
θi

1−θ
‖xn − xn−1‖,n = 0,1,2,3 · · · ; i = 1,2, · · ·

où θ = supx,y∈X(a(x,y) + 2b(x,y))

2.3 Théorème du point Vxe de Ćirić

DéVnition 2.3.1. (Quasi-contraction ) ([8]) : Soit T une application d’une espace mé-
trique X dans lui-même, A ⊂ X, δ(A) = sup {d(a,b) : a,b ∈ A} et pour chaque x ∈ X, soit

O(x,n) = {x,T x, · · · ,T nx} ,n = 1,2, · · ·

O(x,∞) = {x,T x, · · · }

Un espace on dit que X est T-Orbitally Achevée, si chaque suite de Cauchy qui continue en
O(x,∞) pour certains x ∈ X converge dans X.

Théorème 2.3.1. [17] : Soit (X,d) un espace métrique et T : X→ X un plan de telle que :

(1) X est T-Orbitally complète, pour chaque x ∈ X, toute suite de Cauchy dans {x,T x, · · · ,T nx}
converge en X.

(2) il existe une constante q, 0 6 q < 1 avec :

∀x,y ∈ X,d(T x,T y) 6 qmax {d(x,T x),d(y,T y),d(x,T y),d(y,T x)}

ensuite nous avons :

(1) T a un unique point Vxe u in X.

(2) limT nx = u

(3) d(T n,u) 6
qn

1− q
d(x,T x)

pour tout x ∈ X.
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2.4 Les points Vxes communs dans les espaces G-métriques :

Théorème 2.4.1. [9] : Soit (X,G) est un espace G-métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant la condition suivante :

∀x,y,z ∈ X,G(T x,T y,T z) ≤ kG(x,y,z) (2.4.0.51)

Telle que k ∈ [0,1) alors il existe unique point Vxe.

Lemme 2.4.1. ([9]) Par le rectangle d’inégalité (G5) avec symétrie on à :

G(x,y,z) = G(y,y,x) ≤ G(y,x,x) +G(x,y,x) = 2G(y,x,x) (2.4.0.52)

Théorème 2.4.2. ([9]) : Soit (X,G) est un espace métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant la condition suivante :

∀x,y ∈ X,G(T x,T y,T y) ≤ kG(x,y,y). (2.4.0.53)

Telle que k ∈ [0,1) alors il existe unique point Vxe.

Démonstration. [9] Soit xn ∈ X un point arbitraire et déVnissons la suite (xn) par xn =
T n(x0) par (2.4.0.53) on à :

G(xn,xn+1,xn+1) ≤ kG(xn−1,xn,xn) (2.4.0.54)

En continuant dans le même argument nous obtiendrons :

G(xn,xn+1,xn+1) ≤ knG(x0,x1,x1) (2.4.0.55)

De plus pour tout n,m ∈N,n < m on par inégalité rectangle que :

G(xn,xm,xm) ≤ G(xn,xn+1,xn+1) +G(xn+1,xn+2,xn+2) +G(xn+2,xn+3,xn+3) + · · ·
+G(xm−1,xm,xm)
≤ (kn + kn+1 + kn+2 + · · ·+ km−1)G(x0,x1,x1)
≤ kn

1−kG(x0,x1,x1)
(2.4.0.56)

et donc limG(xn,xm,xm) = 0 comme n,m→ +∞ donc (xn) est G- suite de Cauchy, en

raison de la complétude de (X,G), il existe u ∈ X tel que (xn) est G-convergent vers u,
Supposons que T u , u ensuite :

G(xn,T u,T u) ≤ G(xn−1,u,u) (2.4.0.57)
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En prenant la limite comme n→ +∞, et utilisant le fait que la fonction G est continue,

ensuite :

G(u,T u,T u) ≤ kG(u,u,u) (2.4.0.58)

Cette contradiction implique que u = T u prouver l’unicité.

Supposons que u , v sais que T v = v, et utilise le lemme (2.4.1), alors :

G (u,u,v) = G (T u,T u,T v) ≤ kG (u,T u,v) = kG (u,u,v) (2.4.0.59)

Ce qui implique que u = v.

Remarque 2.4.1. La condition (2.4.0.51) implique la condition (2.4.0.53).le converse n’est
vrai que si k ∈ [0, 12 ).

Exemple 2.4.1. Soit X = [0,+∞) et

G(x,y,z) =

0 six = y = z

max{x,y,z}, autrement

Soit une G-métrique sur X déVnie T : X→ X par T x =
1
7
x

Alors la condition du théorème (2.4.2) est vériVé, en fait :

G(T x,T y,T y) =
1
7
max{x,y}

et
G(x,y,y) = max{x,y}

on à :
G(T x,T y,T y) =

1
7
max{x,y}

= G(x,y,y) = max{x,y}

≤ 1
6
G(x,y,y)

donc
G(T x,T y,T y) ≤ 1

6
G(x,y,y)

C’est-à-dire que les conditions du théorème (2.4.2) sont valable pour cet exemple.

Corollaire 2.4.1. Soit (X,G) un espace G- métrique complet et T : X→ X une application
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vériVant la condition suivante :

∀x,y,z ∈ X,G(T x,T y,T z) ≤ a(x,T x,z) + b(x,T x,y) (2.4.0.60)

Où 0 ≤ a+ b < 1, alors T a un unique point Vxe.

Théorème 2.4.3. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X → X une application
vériVant la condition suivante : ∀x,y,z ∈ X

G(T x,T y,T 2y) ≤ aG(x,T x,T 2x) + bG(y,T y,T 2y) + cG(x,T x,T y) + dG(y,T y,T 3x)
(2.4.0.61)

, où 0 ≤ a+ b+ c+ d < 1. Alors T a un unique point Vxe.

Démonstration. Prendre x0 ∈ X on construit la suite {xn}∞n=0 des points en x de la manière

suivante :

xn+1 = T xn Pour tout n = 0,1,2 · · · Notez que si xn′ = xn′+1 pour certaine n
′ ∈N alors

évidemment T a un point Vxe. Donc on suppose que xn , xn+1 pour tout n ∈N. on à :

G(xn,xn+1,xn+2) > 0,

à partir de (2.4.0.61) avec x = xn−1 et y = xn on à :

G(T xn−1,T xn,T 2xn) ≤ aG(xn−1,T xn−1,T 2xn−1) + bG(xn,T xn,T 2xn)

+cG(xn−1,T xn−1,T xn) + dG(xn,T xn,T 3xn−1)

(2.4.0.62)

implique :

G(xn,xn+1,xn+2) ≤ aG(xn−1,xn,xn+1) + bG(xn,xn+1,xn+2) + cG(xn−1,xn,xn+1)

+dG(xn,xn+1,xn+2)
(2.4.0.63)

G(xn,xn+1,xn+2)−bG(xn,xn+1,xn+2)−dG(xn,xn+1,xn+2) ≤ aG(xn−1,xn,xn+1)+cG(xn−1,xn,xn+1)

(1− b − d)G(xn,xn+1,xn+2) ≤ (a+ c)G(xn−1,xn,xn+1)

G(xn,xn+1,xn+2) ≤
(a+ c)

(1− b − d)
G(xn−1,xn,xn+1)

G(xn,xn+1,xn+2) ≤ kG(xn−1,xn,xn+1)

Où k =
a+ c

1− b − d
< 1 donc :

G (xn,xn+1,xn+2) ≤ knG (x0,x1,x2) (2.4.0.64)
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Pour tout n ∈N.notez qu’à partir de(G3) nous avons que :

G (xn,xn,xn+1) ≤ G (xn,xn+1,xn+2) .

Avec xn , xn+1, et par le lemme (2.4.1), on à :

G (xn+1,xn+1,xn) ≤ 2G (xn,xn,xn+1)

Pius par (2.4.0.64), nous avons :

G (xn+1,xn+1,xn) ≤ 2knG (x0,x1,x1)

En outre, pour tout n,m ∈N;n < m,, on à pas inégalité rectangle que :

G(xm,xm,xn) ≤ G(xn,xn+1,xn+1) +G(xn+1,xn+2,xn+2) +G(xn+2,xn+3,xn+3) + · · ·

+G(xm−1,xm,xm)

≤ 2(kn + kn+1 + kn+2 + · · ·+ km−1)G(x0,x1,x1)

≤ 2(
kn

1− k
)G(x0,x1,x1)

(2.4.0.65)

Et donc limG(xn,xm,xm) = 0 comme n,m→∞, donc {xn} est G- Cauchy. Du fait la com-

plétude de (X,G), il existe u ∈ X telle que {xn} est G- convergent vers z de (2.4.0.60) avec
x = xn et y = z on à :

G(T xn,T z,T
2z) ≤ aG(xn,T xn,T 2xn)+bG(z,T z,T

2z)+cG(xn,T xn,T z)+dG(z,T z,T
3xn)

Alors

G(xn+1,T z,T
2z) ≤ aG(xn,xn+1,xn+2)+bG(z,T z,T 2z)+cG(xn,xn+1,T z)+dG(z,T z,xn+3)

En prenant la limite comme n→∞ dans l’inégalité ci- dessus, nous avons :

G(z,T z,T 2z) ≤ bG(z,T z,T 2z) + cG(z,z,T z) + dG(z,T z,T z)

(1− b)G(z,T z,T 2z) ≤ cG(z,z,T z) + dG(z,T z,T z)

G(z,T z,T 2z) ≤ (c+ d)
(1− b)

G(z,z,T z)
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et b , 1
G(z,T z,T 2z) ≤ (c+ d)

1− b
G(z,z,T z)

Maintenant, si T z = T 2z , alors T a un point Vxe. Donc on suppose que

T z , T 2z. Donc par (G3), on obtient :

G(z,z,T 2z) ≤ c+ d
1− b

G(z,z,T z) ≤ c+ d
1− b

G(z,z,T 2z)

D’où :

1−
(
c+ d
1− b

)
G(z,z,T 2z) ≤ 0

implique que G(z,T z,T 2z) = 0 c’est-à-dire : z = T z = T 2z .

Dans un premier temps, nous supposons que :

Ψ ={ψ : [0,∞)→ [0,∞) telle que ψ Est croissant et continue}

et

Φ = {φ : [0,∞)→ [0,∞) tel que ϕ est semi-continue inférieur}. Où

ψ(t) = φ(t) = 0 si et seulement si t = 0

Théorème 2.4.4. Soit (X,G) un espace G- métrique complet et T : X→ X une application
satisfaisant la condition suivante :

∀x,y ∈ X,ψ(G(T x,T 2x,T y)) ≤ ψ(G(x,T x,y))−φ(G(x,T x,y)) (2.4.0.66)

où ψ ∈ Ψ et φ ∈ Φ .
Alors T a un unique point Vxe.

Démonstration. Prenons x0 ∈ X nous construisons la suite {xn}∞n=0 des points en x de la

manière suivant :

xn+1 = T xn pour tout n = 0,1,2, · · ·
Notez que si xn′ = xn′+1 pour un certain n

′ ∈N, nous supposons que xn , xn+1 Pour tout

n ∈N par (G2), on à :

G(xn,xn+1,xn+1) > 0

À partir de (2.4.0.64), avec x = xn−1 et y = xn, on à :

ψ(G(T xn−1,T
2xn−1,T xn)) ≤ ψ(G(xn−1,T xn−1,T xn))−φ(G(xn−1,T xn−1,xn))
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implique que :

ψ(G(xn,xn+1,xn+1)) ≤ ψ(G(xn−1,xn,xn))−φ(G(xn−1,xn,xn))

≤ ψ(G(xn−1,xn,xn))
(2.4.0.67)

Alors :

G(xn,xn+1,xn+1) ≤ G(xn−1,xn,xn)

Donc la suite G(xn,xn+1,xn+1) est une suite décroissante dansR+, et donc elle est conver-

gente, disons t ∈R+. Nous aXrmons que t = 0.
Supposons au contraire que t > 0 prenant comme limite quand n→∞ dans(2.4.0.65), on

obtient :

ψ(t) ≤ ψ(t)−φ(t)

implique que φ(t) = 0, c’est t = 0, qui est un contraire. Par conséquent t = 0, c’est à dire :

lim
n→∞

G(xn,xn+1,xn+1) = 0 (2.4.0.68)

Nous allons montre que {xn}∞n=0 est une suite G-Cauchy.
Supposons ou contraire qu’il existe ε < 0 , et suite (xn(k)) de (xn) telle que :

G(xm(k),T xm(k),xm(k)) ≥ ε (2.4.0.69)

Avec n(k) ≥ m(k) de plus ci pondant à m(k), on peut choisi n(k) telle qu’il soit le plus

petit entier avec n(k) > m(k) satisfaisant (2.4.0.68) donc :

G(xm(k),T xm(k),xn(k)−1) < ε (2.4.0.70)

D’après le lemme (2.4.1) et (G5), on obtient les inégalité suivantes :

ε ≤ G(xm(k),T xm(k),xn(k)) = G(xn(k),xm(k),T xm(k))

≤ G(xn(k),xn(k)−1,xn(k)−1) +G(xn(k)−1,T xm(k)−1,xm(k))

≤ G(xm(k),T xm(k)−1,xn(k)−1) + 2sn(k)−1

≤ ε+2sn(k)−1
(2.4.0.71)
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Où sn(k)−1 = G(xn(k)−1,xn(k),xn(k)). Laissant k→∞ dans (2.4.0.70), nous déduisons que :

lim
k→∞

G(xm(k),T xm(k),xn(k)) = ε (2.4.0.72)

Aussi, par lemme (2.4.1) et (G5), on obtient les inégalités suivantes :

G(xm(k),T xm(k),xn(k)) ≤ G(xm(k),xm(k)−1,xm(k)−1) +G(xm(k)−1,T xm(k),xm(k))

= G(xm(k),xm(k)−1,xm(k)−1) +G(xn(k),xm(k)−1,T x(k)−1)

≤ G(xm(k),xm(k)−1,xm(k)−1) +G(xn(k),xn(k)−1,xn(k)−1)

+G(xn(k)−1,xm(k)−1,T xm(k))

≤ 2sm(k)−1 +2sn(k)−1 +G(xn(k)−1,xm(k)−1,T xm(k))
(2.4.0.73)

Et

G(xn(k)−1,xm(k)−1,T xm(k)) ≤ G(xn(k)−1,xn(k)−1xn(k)) +G(xn(k),xm(k),T xm(k))

= G(xn(k)−1,xn(k),xn(k)) +G(xm(k)−1,xm(k),xm(k))

+G(xm(k),T xm(k),xn(k))
(2.4.0.74)

Laissant k→∞ dans (2.4.0.72) et (2.4.0.73) et en appliquant (2.4.0.72), on trouve que :

lim
k→∞

G(xn(k)−1,xm(k)−1,T xm(k)) = ε (2.4.0.75)

À nouveau, d’après le lemme (2.4.1). Et (G5) on a :

G(xn(k)−1,xm(k)−1,T xm(k)) = G(T xm(k),xm(k)−1,xn(k)−1)

= G(xm(k)+1,xm(k)−1,xn(k)−1)

≤ G(T xm(k)+1,xm(k),xm(k)) +G(xm(k),xm(k)−1,xn(k)−1)

= G(xm(k)+1,xm(k),xn(k)) +G(xm(k)−1,xm(k),xn(k)−1)

≤ 2sm(k) +G(xm(k)−1,T xm(k)−1,xn(k)−1)
(2.4.0.76)
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et

G(xm(k)−1,T xm(k)−1,xn(k)−1) = G(xm(k)−1,xm(k),xn(k)−1)

≤ G(xm(k)−1,xm(k)+1,xm(k)−1) +G(xm(k)+1,xm(k),xn(k)−1)

≤ G(xm(k)−1,xm(k),xm(k)) +G(xm(k),xm(k)+1,xm(k)+1)

+G(xm(k)−1,xm(k),xm(k)−1)

= sm(k)−1 + sm(k) +G(xm(k)+1,xm(k),xn(k)−1)

= sm(k)−1 + sm(k) +G(xm(k)+1,T xm(k),xn(k)−1)

< sm(k)−1 + sm(k) + ε
(2.4.0.77)

En prenant comme limite n→∞ dans (2.4.0.75) et (2.4.0.76) et en appliquant (2.4.0.74),

on :

lim
k→∞

G(xm(k)−1,T xm(k)−1,xn(k)−1) = ε (2.4.0.78)

Par (2.4.0.65), avec x = xm(k)−1 et y = xn(k)−1 on à :

ψ(G(xm(k),T xm(k),xn(k))) = ψ(G(T xm(k)−1,T
2xm(k)−1,T xn(k)−1))

≤ ψ(G(xm(k)−1,T xm(k)−1,xn(k)−1))−φ(G(xm(k)−1,T xm(k)−1,xn(k)−1))

En prenant la limite comme k→∞ dans l’inégalité ci- dessus et en appliquant, on a :

ψ(ε) ≤ ψ(ε)−φ(ε)

qui implique ε = 0, qui est une contradiction ensuite :

lim
m,n→∞

G(xm,T xm,xn) = lim
m,n→∞

G(xm,xm+1,xn) = 0

C’est-à-dire {xn}∞0 est une suite de Cauchy, puis que (X,G) est un G-complet, alors il
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existe z ∈ X tel que xn→ z comme n→∞ de (2.4.0.64), avec x = xn et y = z , on à :

ψ(G(xn+1,xn+2,T z)) = ψ(G(T xn,T 2xn,T z))

≤ ψ(G(xn,T xn, z))−φ(G(xn,T xn, z))

= ψ(G(xn,xn+1, z))−φ(G(xn,xn+1, z))

En prenant limite comme n→∞ , on obtient :

ψ(G(z,z,T z)) ≤ ψ(0)−φ(0) = 0

Puis G(z,z,T z) = 0,donc z = T z.
Pour prouver l’unicité, supposons que z , u , telle que T u = u maintenant par (2.4.0.64),

on obtient :

ψ(G(T z,T 2z,T u)) ≤ ψ(G(z,T z,u))−φ(G(z,T z,u))

Ce qui implique que φ(G(z,T z,u)) = 0 c’est-à-dire z = u. Si on prend ψ(t) = t et ψ(t) =
(1− r)t dans théorème (2.4.4), où 0 ≤ r ≤ 1, alors on déduit le corollaire suivante.

Corollaire 2.4.2. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X → X une application
satisfaisant la condition suivant :

∀x,y ∈ X,G(T x,T 2x,T y) ≤ rG(x,T y,y)

0 ≤ r ≤ 1 Alors T a un unique point Vxe.

Exemple 2.4.2. Soit X = [0,+∞) et

G(x,y,z) =

0 six = y = z

max{x,y}+max{y,z}+max{x,z} autrement

Soit une G-métrique sur X déVnie par T : X→ X, T x =
1
5
x.

Alors tout les conditions du corollaire (2.4.2) théorème (2.4.4) Sont vraies, en eUet :

G(T x,T 2x,T y) =
1
5
x+

1
5
max{1

5
x,y}+ 1

4
max{x,y}

Et
G(x,T x,y) = x+max{1

5
x,y}+max{x,y}
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On à :
G(T x,T 2x,T y) =

1
5
x+

1
5
max{1

5
x,y}+ 1

5
max{x,y}

=
1
5

(
x+max{1

5
x,y}+max{x,y}

)
≤ 1
3
G(x,T x,y)

Donc
G(T x,T 2x,T y) ≤ 1

3
G(x,T x,y)

Telle que r ∈ [0,1), c’est-à-dire que les conditions du corollaire (2.4.2) sont valables pour cet
exemple

Corollaire 2.4.3. Soit (X,G)un espace G-métrique complet et T : X → X une application
satisfaisant la condition suivante :
Pour tout x,y,z ∈ X, où 0 ≤ a+ b < 2 VériVe :

G(T x,T 2x,T y) +G(T x,T 2x,T z) ≤ aG(x,T x,y) + bG(x,T x,z)

Alors T a un unique point Vxe.

Démonstration. Voir([9])

2.5 Le point Vxe triplé

DéVnition 2.5.1. ([5]) : Soit (X,≤) un ensemble partiellement ordonné et
F : X3→ X. L’application F est dit avoir la propriété monotone mixte, si pour tout x,y,z ∈ X.

x1,x2 ∈ X,x1 ≤ x2⇒ F(x1, y,z) ≤ F(x2, y,z)
y1, y2 ∈ X,y1 ≤ y2⇒ F(x,y1, z) ≥ F(x,y2, z)
z1, z2 ∈ X,z1 ≤ z2⇒ F(x,y,z1) ≤ F(x,y,z2)

(2.5.0.79)

DéVnition 2.5.2. Soit F : X3→ X. Un élément (x,y,z) est appelé un point Vxe triplé de F
si :

F(x,y,z) = x,F(y,x,y) = y,F(z,y,x) = z (2.5.0.80)

Théorème 2.5.1. [5] : Soit (X,≤,d) un ensemble partiellement ordonné et supposons qu’il
existe une métrique d sur X telle que (X,d) un espace métrique complet.
Supposer F : X3→ X, F la monotone mixte propriété et

d(F(x,y,z),F(u,v,w)) ≤ jd(x,u) + kd(y,v) + ld(z,w) (2.5.0.81)
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pour tout x,y,z ∈ X, pour x ≤ u,v ≤ y et z ≤ w.
Supposons que F est continue sur X a les propriétés suivantes :

(1) Si une suite croissante xn→ x alors xn ≤ x pour tout n,

(2) Si une suite décroissante yn→ y, alors y ≤ yn pour tout n,

(3) Si une suite croissante zn→ z alors zn ≤ z pour tout n

S’il existe x0, y0, z0 ∈ X telle que x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≤ F(y0,x0, z0) et
z0 ≤ F(z0, y0,x0), il existe x,y,z ∈ X ainsi :

F(x,y,z) = x,F(y,x,y) = y,F(z,y,x) = z (2.5.0.82)

C’est-à-dire que F a un point Vxe triplé.

DéVnition 2.5.3. Soit (X,G) un espace G-métrique. Une application F : X3 → X est dit
continue si pour trois suites G-convergentes (xn), (yn) et (zn) convergent vers x,y et z respec-
tivement, F(xn, yn, zn) en G-convergent vers F(x,y,z).

Théorème 2.5.2. [5] : Soit (X,≤) partiellement ordonné, (X,G) un espace G-métrique et
F : X3→ X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X.
Supposons qu’il existe φ ∈ Φ telle que pour x,y,z,a,b, c,u,v,w ∈ X, avec x ≥ a ≥ u,y ≤
b ≤ v et z ≥ c ≥ w on a :

G(F(x,y,z),F(a,b,c),F(u,v,w)) ≤ φ(max{G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)}). (2.5.0.83)

s’il existe x0, y0, z0 ∈ X telle que x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≥ F(y0,x0, y0) et
z0 ≤ F(z0, y0,x0) alors F a un point Vxe triplé en X, c’est-à-dire qu’il existe x,y,z donc :

F(x,y,z) = x,F(y,x,y) = y,F(z,y,x) = z (2.5.0.84)

Démonstration. Supposons que x0, y0, z0 ∈ X telle que :

x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≥ F(x0, y0, z0) et z0 ≤ F(z0, y0,x0).
DéVnissons x1 = F(x0, y0, z0), y1 = F(y0,x0, y0) et z1 = F(z0, y0,x0).
Alors x0 ≤ x1, y0 ≤ y1 et z0 ≤ z1.
Encore une fois, déVnissez

x2 = F(x1, y1, z1), y2 = F(y1,x1, y1) et z2 = F(z1, y1,x1)
Puisque F a la propriété monotone mixte, nous avons x0 ≤ x1 ≤ x2, y2 ≤ y1 ≤ y0 et z0 ≤
z1 ≤ z2. En continuant ce processus, nous pouvons construire trois suites (xn), (yn) et
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(zn) ∈ X telle que :

xn = F(xn−1, yn−1, zn−1) ≤ xn+1 = F(xn, yn, zn)

yn+1 = F(yn,xn, yn) ≤ yn = F(yn−1,xn−1, yn−1)

zn = F(zn−1, yn−1,xn−1) ≤ zn+1 = F(zn, yn,xn)

(2.5.0.85)

Si pour certains entier n, nous avons (xn+1, yn+1, zn+1) = (xn, yn, zn), alors
F(xn, yn, zn) = xn,F(yn,xn, yn) = yn et F(zn, yn,xn) = zn c’est-à-dire (xn, yn, zn) est un
point Vxe triplé de F.

Ainsi, nous allons supposer que :

(xn+1, yn+1, zn+1) , (xn, yn, zn) pour tout n ∈N, c’est-à-dire que nous supposons que :

xn+1 , xn où yn+1 , yn où zn+1 , zn.

Pour tout n∗ ∈N, nous avons on (2.5.0.83)

G(xn+1,xn,xn) = G (F(xn, ynzn),F(xn−1, yn−1, zn−1),F(xn−1, yn−1, zn−1))

≤ φ (maxG(xn,xn−1,xn−1,xn−1),G(yn, yn−1, yn−1),G(zn, zn−1, zn−1))

G(yn+1, yn, yn) = G (F(yn,xn, yn),F(yn−1,xn−1, yn−1),F(yn−1,xn−1, yn−1))

≤ φ (max {G(yn, yn−1, yn−1),G(xn,xn−1,xn−1)})

≤ φ (max {G(yn, yn−1, yn−1),G(xn,xn−1,xn−1),G(zn, zn−1, zn−1)})

G(zn+1, zn, zn) = G (F(zn, yn,xn),F(zn−1, yn−1,xn−1),F(zn−1, yn−1,xn−1))

≤ φ (max {G(zn, zn−1, zn−1),G(yn, yn−1, yn−1),G(xn,xn−1,xn−1)})
(2.5.0.86)

De (2.5.0.86) il suit que :

max {G(xn+1,xn,xn),G(yn, yn, yn+1),G(zn+1, zn, zn)}
≤ φ (max {G(xn,xn−1,xn−1),G(yn, yn−1, yn−1),G(zn, zn−1, zn−1)}))

(2.5.0.87)

En répétant (2.5.0.87) n fois et en utilisant le fait que φ est non réduit, nous obtenons
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que :

max {G(xn+1,xn,xn),G(yn+1, yn, yn),G(zn+1, zn, zn)}
≤ φ(max {G(xn,xn−1,xn−1),G(yn, yn−1, yn−1),G(zn, zn−1, zn−1)})
≤ φ2(max {G(xn−1,xn−2,xn−2),G(yn−1, yn−2, yn−2),G(zn−1, zn−2, zn−2)})
...

≤ φn(max {G(x1,x0,x0),G(y1, y0, y0),G(z1, z0, z0)}).

(2.5.0.88)

Maintenant, nous montrons que (xn) est une suite G-Cauchy dans X.

Soit ε ≤ 0. De puis

lim
n→∞

φn(max {G(x1,x0,x0),G(y1, y0, y0),G(z1, z0, z0)}) = 0 (2.5.0.89)

et ε > φ(ε), il existe n0 ∈N telle que :

φn(max{G(x1,x0,x0),G(y1, y0, y0),G(z1, z0, z0)}) < ε −φ(ε),∀n ≥ n0. (2.5.0.90)

Par (2.5.0.88), cela implique que :

max{G(xn+1,xn,xn),G(yn+1, yn, yn),G(zn+1, zn, zn)} < ε −φ(ε),∀n ≥ n0 (2.5.0.91)

Pour m,n ∈N, nous prouvons par indiction sur m que :

max{G(xn,xn,xm),G(yn, yn, ym),G(zn, zn, zm)} < ε −φ(ε),∀n ≥ n0. (2.5.0.92)

de puis ε − φ(ε) ≤ ε , alors en utilisant (2.5.0.91) et la propriété (G4), nous concluons

que (2.5.0.92) tient quand m = n+ 1. Supposons maintenant que (2.5.0.92) est titulaire de

m = k pour m = k +1, nous avons :

G(xn,xn,xk+1)
≤ G(xn,xn,xn+1) +G(xn+1,xn+1,xk+1)
< ε −φ(ε) +G (F(xn, yn, zn),F(xn, yn, zn),F(xk , yk , zk))
≤ ε −φ(ε) +φ(max(G(xn,xn,xk),G(yn, yn, yk),G(zn, zn, zk)})
≤ ε −φ(ε) +φ(ε) = ε

(2.5.0.93)

De même, nous montrons que

G(yn, yn, yk+1) < ε,
G(zn, zn, zk+1) < ε.

(2.5.0.94)
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Par conséquent, nous avons :

max{G(xn,xn,xk+1),G(yn, yn, yk+1),G(zn, zn, zk+1)} < ε. (2.5.0.95)

Ainsi (2.5.0.92) peut contenir pour tout m ≥ n ≥ n0.
Par conséquent (xn), (yn) et (zn) les suite G-Cauchy sont-elle dans X. Étant donné que X

est un espace métrique complet, il existe x,y,z ∈ X telle que :

(xn), (yn) et (zn) converger à x,y et z, respectivement.

EnVn, nous montrons que (x,y,z) est un point de vue en forme de F.

Depuis F est continue et (xn, yn, zn)→ (x,y,z), nous avons :
xn+1 = F(xn, yn, zn)→ (x,y,z).
Par le caractère unique de la limite, nous avons x = F(x,y,z).
De même nous montrons que y = F(y,x,y) et z = F(z,y,x).
Alors (x,y,z) est un point Vxe triplé de F.

Corollaire 2.5.1. ([5]) : Soit (X,≤) partiellement ordonnée, (X,G) un espace G-métrique,
F : X3 → X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X. Supposons
qu’il existe k ∈ [0,1) telle que pour a,y,z,a,b, c,u,v,w ∈ X, avec x ≥ a ≥ u,y ≤ b ≤ v et
z ≥ c ≥ w on a :

G(F(x,y,z),F(a,b,c),F(u,v,w)) ≤ kmax {G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)} . (2.5.0.96)

s’il existe x0, y0, z0 ∈ X telle que :
x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≥ F(y0,x0, y0) et z0 ≤ F(z0, y0,x0).
Alors F a un point Vxe triplé en X, c’est-à-dire qu’il existe x,y,z ∈ X tel que :

F(x,y,z) = x,F(y,x,y) = y,F(z,y,x) = z (2.5.0.97)

Corollaire 2.5.2. Soit (X,≤) partiellement ordonnée, (X,G) un espace G-métrique et F :
X3→ X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X. Supposons qu’il
existe k ∈ [0,1) tel que pour x,y,z,a,b,c,u,v,w ∈ X, avec x ≥ a ≥ u,y ≤ b ≤ v, et z ≥ c ≥ w
on a :

G (F(x,y,z),F(a,b,c),F(u,v,w)) ≤ k
3
(G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)) . (2.5.0.98)

S’il existe x0, y0, z0 telle que :
x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≥ F(y0,x0, y0), et z0 ≤ F(z0, y0,x0)
Alors F a un point Vxe triplé en X, c’est-à-dire qu’il existe x,y,z ∈ X telle que :

F(x,y,z) = x,F(y,x,y) = y,F(z,y,x) = z (2.5.0.99)
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Théorème 2.5.3. Soit (X,≤) partiellement ordonné, (X,d) un espace métrique complet et
F : X3→ X une application dans la propriété monotone mixte.
Supposer qu’il existe un φ ∈ Φ telle que :

G (F(x,y,z),F(a,b,c),F(u,v,w)) ≤ φ (max {G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)}) . (2.5.0.100)

Pour tout x,y,z,a,b, c,u,v,w ∈ X, avec x ≥ a ≥ u,y ≤ b ≤ v et z ≥ c ≥ w. Supposons aussi
que X a les propriétés suivantes :

(i) Si suite croissante xn→ x, alors xn ≤ x pour tous n ∈N

(ii) Si une suite décroissante yn→ y, alors yn ≥ y pour tous n ∈N

s’il y a x0, y0, z0 ∈ X comme :

x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≥ F(y0,x0, y0)etz0 ≤ F(z0, y0,x0)

Alors F a un point Vxe triplé.

Exemple 2.5.1. Nous prenons n = 3, Soit X = [0,∞) et :

G(x,y,z) = max {|x − y|+|x − z|+|y − z|}

Alors (X, G) est un espace G-métrique complet et ′′ ≤′′ est l’ordre induit par φ(x) = 2x.
Soit F : X3→ X déVni par :

F(x,y,z) = x(1 + y)(2 + z)

Et F est évidemment une fonction croissant sur X. Si nous laissons x0 = 1 et y0 = z0 = 0
alors :

F(x0, y0, z0) = 1(1 + 0)(2 + 0) = 2

F(y0, z0,x0) = 0(1 + 0)(2 + 1) = 0

Et
F(z0,x0, y0) = 0(1 + 1)(2 + 0) = 0

Donc :
x0 ≤ F(x0, y0, z0), y0 ≤ F(y0, z0,x0)

Et
z0 ≤ F(z0,x0, y0)
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Aussi
F(0, y,z) = 0(1 + y)(2 + z) = 0,F(0, z,x) = 0(1 + z)(2 + x) = 0

Et
F(0,x,y) = 0(1 + x)(2 + y) = 0

Donc (0,0,0) est un point Vxe triplé dans F.

Remarque 2.5.1. (Point fixe n-uplet) ([20]) :

DéVnition 2.5.4. Un élément (x1,x2, · · · ,xn) ∈ Xnest appelé :
(E1) Un point fixe n-uplet d’application F : Xn→ X si :

∀i ∈ [1,n],F(xi ,xi+1, · · · ,xn,x1, · · · ,xi−1) = xi

(E2) Un coïncidence fixe n-uplet d’application F : Xn→ X et T : X→ X si :

∀i ∈ [1,n],F(xi ,xi+1, · · · ,xn,x1, · · · ,xi−1) = T xi

Et dans ce cas (T x1,T x2, · · · ,T xn) est appelé le point n-uplet de coïncidence.
(E3) un point fixe commun aux n-uplet d’application F : Xn→ X et T : X→ X si :

∀i ∈ [1,n],F(xi ,xi+1, · · · ,xn,x1, · · · ,xi−1) = T xi = xi

DéVnition 2.5.5. Un élément (x1,x2, · · · ,xn) ∈ Xn est appelé :
(D1) Un point fixe n-uplet d’application F : Xn→ X et T ,R : X→ X si :

∀i ∈ [1,n],F(xi ,xi+1, · · · ,xn,x1, · · · ,xi−1) = T xi = Rxi = xi

(D2) Un point fixe commun aux n-uplet d’ application F : Xn→ X et
T ,R : X→ X si :

∀i ∈ [1,n],F(xi ,xi+1, · · · ,xn,x1, · · · ,xi−1) = T xi = Rxi = xi

Théorème 2.5.4. Soit (X,G) un espace G-métrique complet,φ : X→R une fonction bornée
à partir d’en haut et ′′ ≤′′ le préordre induit par φ.
Soit F : Xn→ X, n ≥ 2 un préordre préservant et une application séquentiellement continu
sur X telle qu’il existe n élément (x10, · · · ,x

n
0) ∈ X avec :

∀i ∈ [1,n],x10 ≤ F(x
i
0,x

i+1
0 , · · · ,xn0 ,x

1
0, · · · ,x

i−1
0 )

Alors F a un n-uple point Vxe dans Xn



Chapitre 3

Quelques applications

3.1 Application( Équation intégral)

Théorème 3.1.1. ([16]) Soit (X,�) un espace partiellement ordonné et f une fonction de
classe C. Suppose qu’il existe une G-métrique sur X telle que (X,G) un espace G-métrique
complet. De plus Ω est une distance sur X et T est une application croissante de X dans lui-
même .
Supposer que :

∀x,y ∈ X,ψ(Ω(T x,T y,T z)) ≤ f (ψ(Ω(x,y,z)),φ(Ω(x,y,z))) .

avec x � y � z, où φ ∈ Φ et ψ ∈ Ψ et f ∈ C , aussi :

∀x ∈ X, inf {Ω(x,y,x) +Ω(x,y,T x) +Ω(x,T x,y) : x ≤ T x} > 0.

Pour tout y ∈ X avec y , T y , s’il existe un x0 � T x0, alors T admet un point Vxe . De plus,
si v = T v, alorsΩ(v,v,v) = 0

Démonstration. : Si x0 = T x0, alors le résultat est prouvé.
On suppose x0 , T x0.

Depuis x0 � T x0, T croissante on obtient :

x0 � T x0 � T 2x0 = T (T (x0)) � · · · � T n+1x0 � · · ·

Maintenant si pour tout un certain n ∈N , Ω(T nx0,T n+1x0,T n+1x0) = 0
Alors :

ψ(Ω(T n+1x0,T
n+2x0,T

n+2x0)) ≤ f
(
ψ(Ω(T nx0,T

n+1x0,T
n+1x0)),φ(Ω(T nx0,T

n+1x0,T
n+1x0))

)
.
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Donc :

Ω(T n+1x0,T
n+2x0,T

n+2x0) = 0

Et par la partie (c) de la déVnition (1.7.1) G(T n+1x0,T n+2x0,T n+2x0) = 0, et par consé-
quent T nx0 = T n+2x0, ce qui implique que T nx0 est point Vxe de T.

Si n est pair, et que T 2x0 est un point Vxe .

Si n est impair, alors la preuve est complète. SinonΩ(T nx0,T n+1x0,T n+1x0) > 0

∀n ∈N,ψ(Ω(T nx0,T
n+1x0,T

n+1x0)) ≤ f (ψ(Ω(T n−1x0,T
nx0,T

nx0)),φ(Ω(T n−1x0,T
nx0,T

nx0))),
(3.1.0.1)

puis

ψ(Ω(T nx0,T
n+1x0,T

n+1x0)) ≤ ψ(Ω(T n−1x0,T
nx0,T

nx0))

De la même manière :

ψ(Ω(T n−1x0,T
nx0,T

nx0)) ≤ ψ(Ω(T n−2x0,T
n−1x0,T

n−1x0))

Ceci montre que {Ω(T nx0,T n+1x0,T n+1x0)} est décroissante.
Alors, il existe r > 0 telle que :

lim
n→∞

Ω(T nx0,T
n+1x0,T

n+1x0) = r

Si r > 0, φ(r) > 0 et en prenant n→∞ sur (3.1.0.1), on obtient :

ψ(r) ≤ f (ψ(r),φ(r))

qui est une contraction. Alors :

lim
n→∞

Ω(T nx0,T
n+1x0,T

n+1x0) = 0

Nous aXrmons que {T nx0} est suite de G-Cauchy.
Suppose {T nx0} n’est pas une suite de G-Cauchy.
Ensuite l’existe ε > 0 et des sous-suites {T nkx0} et {Tmkx0} telles que nK est le plus petit

entier avec nk > mk > k et

Ω(Tmkx0,T
nkx0,T

nkx0) > ε

puis

Ω(Tmkx0,T
nk−1x0,T

nk−1x0) ≤ ε
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Par partie (a) partie de la déVnition (1.7.1),on obtient :

ε <Ω(Tmkx0,T nkx0,T nkx0) ≤Ω(Tmkx0,T nk−1x0,T nk−1x0) +Ω(T nk−1x0,T nkx0,T nkx0)

≤ ε+Ω(T nk−1x0,T nkx0,T nkx0)

Ainsi

lim
k→∞

Ω(Tmkx0,T
nkx0,T

nkx0) = ε

Depuis

Ω(Tmk−1x0,T
nk−1x0,T

nk−1x0) ≤Ω(Tmk−1x0,T
nk−1x0,T

nk−1x0)+Ω(Tmkx0,T
nk−1x0,T

nk−1x0)

et

ψ(ε) < ψ(Ω(Tmkx0,T nkx0,T nkx0))

≤ f (ψ(Ω(Tmk−1x0,T nk−1x0,T nk−1x0),φ(Ω(Tmk−1x0,T nk−1x0,T nk−1x0)))

< ψ(Ω(Tmkx0,T nkx0,T nkx0))

Alors,on obtient :

lim
k→∞

Ω(Tmk−1x0,T
nk−1x0,T

nk−1x0) = ε

Encore une fois, nous avons :

ψ(ε) < ψ(Ω(Tmkx0,T nkx0,T nkx0))

≤ f (ψ(Ω(Tmk−1x0,T nk−1x0,T nk−1x0)),φ(Ω(Tmk−1x0,T nk−1x0,T nk−1x0)))

Donc

ψ(ε) ≤ f (ψ(ε),φ(ε))

Ce qui est une contraction.

Donc {T nx0} est une suite G-Cauchy . Puisque X est G-complet, {T nx0} converge vert un
point u ∈ X.
Alors, pour ε > 0 et par semi-continuité inférieure deΩ,

Ω(T nx0,T
mx0,u) ≤ lim

p→∞
inf(T nx0,T

mx0,T
px0) ≤ ε,m ≥ n

et

Ω(T nx0,u,T
lx0) ≤ lim

p→∞
inf(T nx0,T

px0,T
lx0) ≤ ε, l ≥ n.
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Supposons que u , T u. Puis que T nx0 ≤ T n+1x0,

0 ≤ inf
{
Ω(T nx0,u,T

nx0) +Ω(T nx0,u,T
n+1x0) +Ω(T nx0,T

n+1x0,u) : n ∈N
}
≤ 3ε,

Qui est une contraction. Par conséquence, nous avons u = T u.
Maintenant, si v = T v, nous avons :

ψ(Ω(v,v,v)) = ψ(Ω(T v,T v,T v)) ≤ f (ψ(Ω(v,v,v),φ(Ω(v,v,v)))

Donc,Ω(v,v,v) = 0.

Dans cette section, nous donnons un théorème d’existence pour une solution de l’équation

intégrale suivante :

x(t) =
∫ 1

0
K(t, s,x(s))ds+ g(t), t ∈ [0,1] (3.1.0.2)

Que X = C([0,1]) soit l’ensemble des fonctions continues déVnies par [0,1].
DéVnissez par G : X3→R

+ à partir de :

G(x,y,z) =‖x − y‖+‖y − z‖+‖z − x‖,

Où

‖x‖= sup {|x(t)|, t ∈ [0,1]}

Alors (X,G) est un G-métrique complet. SoitΩ = G. Est unΩ-distance sur X.

DéVnir une relation ordonnée � sur X par x � y si et seulement si :

x(t) ≤ y(t),∀t ∈ [0,1].

Alors (X,�) est un ensemble partiellement ordonnée.

Maintenant, on prouve le résultat suivant vériVées :

Théorème 3.1.2. ([16]) Supposons que les hypothèses suivantes sont vériVées :

(1) K : [0,1]× [0,1]×R+→R
+ et g : [0,1]→R, sont continues ;

(2) K est croissant dans sa première variable et g est croissant

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]× [0,1]→ [0,+∞) telle que :

|K(t, s,u)−K(t, s,v)|≤ F(t, s)|u − v|

Pour tout comparable u,v ∈R+ et s, t ∈ [0,1] avec :

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds 6

1
2
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(4) Soit φ ∈Φ , ψ ∈Ψ et f ∈ C, alors ψ(r) ≤ f (ψ(2r),φ(2r)), ∀r ∈ [0,∞)

l’équation intégral (3.1.0.2) admet une solution dans C([0,1]).

Démonstration. : ([16]) DéVnir :

T x(t) =
∫ 1

0
K(t, s,x(s))ds+ g(t)

Par l’hypothèse (2), on a que T est croissant . Maintenant si :

inf {Ω(x,y,x) +Ω(x,y,T x) +Ω(x,T x,y);x ≤ T x} = 0,

Pour tout y ∈ X avec y , T y, alors pour tout n ∈N il existe xn ∈ C([0.1]) avec xn ≤ T xn
telle que :

Ω(xn, y,xn) +Ω(xn, y,T xn) +Ω(xn,T xn, y) 6
1
n
.

En suite nous avons :

Ω(xn, y,T xn) = sup
t∈[0,1]

|xn − y|+ sup
t∈[0,1]

|y − T xn|+ sup
t∈[0,1]

|T xn − xn|6
1
n
.

Ainsi

lim
n→∞

xn(t) = y(t)

lim
n→∞

T xn = y(t)

Par la continuité de K, on a :

y(t) = lim
n→∞

T xn(t) =
∫ 1

0
K(t, s, lim

n→∞
xn(s))ds+ g(t) =

∫ 1

0
K(t, s,y(s))ds+ g(t) = T y(t).

Ce qui est une contradiction, donc :

inf {Ω(x,y,x) +Ω(x,y,T x) +Ω(x,T x,y);x ≤ T x} > 0
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Donc pour tout x,y,z ∈ X avec x ≤ y, on a :

ψ (Ω(T x,T y,T z)) =ψ

 sup
t∈[0,1]

|T x(t)− T y(t)|+ sup
t∈[0,1]

|T y(t)− T z(t)|+ sup
t∈[0,1]

|T z(t)− T x(t)|


≤ψ
 sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
|K(t, s,x(s))−K(t, s,y(s))|ds

+ sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
|K(t, s,y(s))−K(t, s, z(s))|ds

+ sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
|K(t, s, z(s))−K(t, s,x(s))|ds


≤ψ

 sup
t∈[0,1]

(∫ 1

0
F(t, s)|x(s)− y(s)|ds

)
+ sup
t∈[0,1]

(∫ 1

0
F(t, s)|y(s)− z(s)|ds

)
+ sup
t∈[0,1]

(∫ 1

0
F(t, s)|z(s)− x(s)|ds

)
≤ψ

 sup
t∈[0,1]

(|x(t)− y(t)|) sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds

+ sup
t∈[0,1]

(|y(t)− z(t)|) sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds

+ sup
t∈[0,1]

(|z(t)− x(t)|) sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds


≤ψ

12 sup
t∈[0,1]

(|x(t)− y(t)|) + 1
2

sup
t∈[0,1]

(|y(t)− z(t)|) + 1
2

sup
t∈[0,1]

(|z(t)− x(t)|)


≤ψ
(1
2
Ω(x,y,z)

)
≤ f (ψ(Ω(x,y,z)),φ(Ω(x,y,z)) ).

Ainsi, d’après le Théorème (3.1.1) , il existe une solution u ∈ C([0,1]) de l’équation inté-

gral (3.1.0.2).
Maintenant, nous présentent les corolaires suivant comme exemple de notre résultat.

Corollaire 3.1.1. Supposons que les hypothèses suivantes qui vériVées :

(1) K : [0,1]× [0,1]×R+→R
+ et g : [0,1]→R, sont continue

(2) K est un croissante dans sa première variable et g est un croissante

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]× [0,1]→ [0,+∞) telle que :

|K(t, s,u)−K(t, s,v)|≤ F(t, s)|u − v|
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Pour tout u,v ∈R+ et s, t ∈ [0,1] avec :

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds ≤ 1

2

(4) Il existe une fonction continue croissante ψ : [0,∞)→ [0,∞) avec :
ψ−1(0) = 0 et ψ(r) ≤ kψ(2r), 0 < k < 1 pour tout r ∈ [0,∞)

Alors l’équation intégral (3.1.0.2) admet une solution dans C([0,1])

Corollaire 3.1.2. Supposons que les hypothèses suivantes soit vériVées :

(1) K : [0,1]× [0,1]×R+→R
+ et g : [0,1]→R, sont continue

(2) K est un croissante dans sa première variable et g est un croissante

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]× [0,1]→ [0,+∞) telle que :

|K(t, s,u)−K(t, s,v)|≤ F(t, s)|u − v|

Pour tout u,v ∈R+ et s, t ∈ [0,1] avec :

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds ≤ 1

2

(4) Soit φ ∈ Φ , ψ ∈ Ψ , alors ψ(r) ≤
ψ(r)

1 +φ(2r)
, pour tout r ∈ [0,∞)

Alors l’équation intégral (3.1.0.2), admet une solution dans C([0,1))

Corollaire 3.1.3. Supposons que les hypothèses suivantes soit vériVées :

(1) K : [0,1]× [0,1]×R+→R
+ et g : [0,1]→R sont continue

(2) K est un croissante dans sa première variable et g est un croissante

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]× [0,1]→ [0,+∞) telle que :

|K(t, s,u)−K(t, s,v)|≤ F(t, s)|u − v|

pour tout u,v ∈R+ et s, t ∈ [0,1] avec :

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds ≤ 1

2

(4) Soit φ ∈ Φ , ψ ∈ Ψ , alors ψ(r) ≤ ψ(2r) loga+φ(2r) a, pour tout r ∈ [0,∞)

Alors l’équation intégral (3.1.0.2) admet une solution dans C([0,1])
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Corollaire 3.1.4. Supposons que les hypothèses suivantes soit vériVées :

(1) K : [0,1]× [0,1]×R+→R
+ et g : [0,1]→R, sont continue

(2) K est un croissante dans sa première variable et g est un croissante

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]× [0,1]→ [0,+∞) tel que :

|K(t, s,u)−K(t, s,v)|≤ F(t, s)|u − v|

Pour tout u,v ∈R+ et s, t ∈ [0,1] avec :

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
F(t, s)ds ≤ 1

2

(4) Il existe une fonction continue croissant ψ : [0,∞)→ (0,∞), avec ψ−1(0) = 0 et

ψ(r) = n
√
log(1 +ψ(2r)n),n ∈N,∀r ∈ [0,∞)

Alors l’équation intégral (3.1.0.2), admet une solution dans C([0,1])

3.2 Application aux problème aux limites pour les EDO
.

Théorème 3.2.1. ([7]) Soit (X,G,�) un espace G-métrique complet partiellement ordonnée
et T : X→ X une application croissante.
Supposons qu’il existe ψ ∈ Ψ , α ∈ φ1, et β ∈ φ2 pour tout s, t > 0

t > 0, et(s = tous = 0)⇒ ψ(t)−α(t)− β > 0qqq (3.2.0.3)

Et
ψ(G(T x,T y,T z)) ≤ α (Θ(x,y,z)−Θ(x,y,z)) (3.2.0.4)

Où
Θ(x,y,z) = max{G(x,y,z),G(x,T x,T x),G(y,T y,T y),G(z,T z,T z)

1
3
[G(x,T y,T y) +G(y,T z,T z) +G(z,T x,T x)]

}
pour tout x, t,z ∈ X avec z � y � x.
Nous supposons les hypothèses suivantes :

i T est continue, ou

ii T est régulier
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S’il existe x0 ∈ X telle que x0 � T0,
alors T admet un point Vxe,
C’est-à-dire qu’il existe z ∈ X que z = T z

Démonstration. Soit x0 le point donné de X.
Supposons T x0 , x0.On choisit x0 ∈ X telle que T x0 = x1.
Puisque T est une fonction croissante, nous avons :

x0 ≤ x1 = T x0 ≤ T x1.
Encore une fois

x2 = T x1, ensuite nous avoir :

x0 ≤ x1 = T x0 ≤ x2 = T x1 ≤ T x2

Si (xn0 = xn0+1) pour certain n0 ∈ {0,2, · · · }, alors xn0+1 = xn0 = T xn0 , et donc nous avons
terminé.

Maintenant nous peut supposer :

G(xn+1,xn+2,xn+2) > 0,∀n > 0 (3.2.0.5)

On va d’abord montrer que :

lim
n→∞

G(xn+1,xn+2,xn+2) = 0.

Puis que xn � xn+1 on peut utiliser (3.2.0.4) pour ces point, et on a pour n ≥ 0.

Θ (xn,xn+1,xn+1) =max {G (xn,xn+1,xn+1) ,G (xn,T xn,T xn) ,G (xn+1,T xn+1,T xn+1)
1
3
[G (xn,T xn+1,T xn+1) +G (xn+1,T xn+1,T xn+1) +G (xn+1,T xn,T xn)]

}
=max {G (xn,xn+1,xn+1) ,G (xn+1,xn+2,xn+2)
1
3
[G (xn,xn+2,xn+2) +G (xn+1,xn+2,xn+2)]

}
Par (G5) on à :

G(xn,xn+2,xn+2) ≤ G(xn,xn+1,xn+1) +G(xn+1,xn+2,xn+2)

Ainsi

1
3
[G(xn,xn+2,xn+2) +G(xn+1,xn+2,xn+2)] ≤max {G(xn,xn+2,xn+2) +G(xn+1,xn+2,xn+2)} .

Par conséquent nous avons :

Θ(xn,xn+2,xn+2) = max {G(xn,xn+2,xn+2) +G(xn+1,xn+2,xn+2)}
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Maintenant, nous aXrmons que

G(xn+1,xn+2,xn+2) ≤ G(xn,xn+1,xn+1),∀n ≥ 0 (3.2.0.6)

Supposant que ce n’est pas vrai, c’est-à-dire qu’il existe n0 ≥ 0 telle que :

G(xn0+1,xn0+2,xn0+2) > G(xn0 ,xn0+1,xn0+1)

Or puis que xn0 � xn0+1, on peut utiliser l’inégalité (3.2.0.4) pour si élément, et on a :

ψ(G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)) = ψ(G(xn0 ,xn0+1,xn0+1))

≤ α(max
{
G(xn0 ,xn0+1,xn0+1),G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)

}
)

−β(max
{
G(xn0 ,xn0+1,xn0+1),G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)

}
)

Si

max
{
G(xn0 ,xn0+1,xn0+1),G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)

}
= G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)

Alors

ψ(G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)) ≤ α(G(xn0+1,xn0+2,xn0+2))− β(G(xn0+1,xn0+2,xn0+2))

Par l’hypothèse (3.2.0.3) il s’ensuit que :

G(xn0+1,xn0+2,xn0+2) = 0

ce qui contredit la condition (3.2.0.5). Donc :

max
{
G(xn0 ,xn0+1,xn0+1),G(xn0+1,xn0+2,xn0+2)

}
= G(xn0 ,xn0+1,xn0+1)

par conséquent, nous avons :

G(xn,xn+2,xn+2) ≤ G(xn,xn+1,xn+1)∀n ∈N.

Donc, (3.2.0.6) est vrai et donc la suite {G(xn,xn+1,xn+1) : n ∈N} est croissante et bornée
au dessous de. Il existe ρ ≥ 0 telle que :

lim
n→∞

G(xn,xn+1,xn+1) = ρ
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Supposons maintenant que ρ > 0.Il découle de (3.2.0.4) que :

ψ(G(xn+1,xn+2,xn+2)) ≤ α (G(xn,xn+1,xn+1)− β(G(xn,xn+1,xn+1)))

Et utilisant les propriétés des fonctions ψ,α,β on obtient :

ψ(ρ) ≤ liminfψ(G(xn+1,xn+2,xn+2)) ≤ limsupψ(G(xn+1,xn+2,xn+2))

≤ limsup[α (G(xn,xn+1,xn+1)− β(G(xn,xn+1,xn+1)))]

= limsupα (G(xn,xn+1,xn+1))− liminfβ (G(xn,xn+1,xn+1))

≤ α(ρ)− β(ρ)

En reprenant la condition (3.2.0.3), on obtient que ce n’est possible que si ρ = 0 ainsi :

lim
n→∞

G(xn,xn+1,xn+1) = 0 (3.2.0.7)

En suite, nous montrons que {xn} est une suite G-Cauchy dans X.

Supposons le contraire , c’est-à-dire que {xn} est G-Cauchy.
Alors il existe ε > 0 pour lequel on peut trouver deux sous-suite {xmi } et {xni } de {xn} telle
que {ni} le plut petit indice pour le quel :

ni > mi > i,G(xmi ,xni ,xni ) ≥ ε (3.2.0.8)

Cela signiVe que :

ni > mi > i,G(xmi ,xni−1,xni−1) < ε (3.2.0.9)

De (3.2.0.8) (3.2.0.9) (G5), on obtient :

ε ≤ G(xmi ,xni ,xni )

≤ G(xmi ,xni−1,xni−1) +G(xni−1,xni ,xni )

< ε+G(xni−1,xni ,xni )

En passant à limite lorsque i→∞ et en utilisant (3.2.0.7) on obtient :

lim
i→∞

G(xmi ,xni ,xni ) = ε (3.2.0.10)
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En utilisant (G5), ona :

G(xmi ,xni ,xni ) ≤ G(xmi ,xmi ,xmi ) +G(xmi+1,xni+1,xni+1) +G(xni+1,xni ,xni )

≤ G(xmi ,xmi+1,xmi+1) +G(xmi+1,xmi ,xmi ) +G(xmi ,xni ,xni )

+G(xni ,xni+1,xni+1) +G(xni ,xni ,xni )

En passant à la limite lorsque i →∞ dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7)

(3.2.0.10)
lim
i→∞

G(xmi+1,xni+1,xni+1) = ε (3.2.0.11)

à nouveau en utilisant (G5)

G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1) ≤ G(xm(i),xn(i),xn(i)) +G(xn(i),xn(i),xn(i)+1)

≤ G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1) +G(xn(i),xn(i),xn(i)) +G(xn(i),xn(i),xn(i+1))

en passant à la limite comme i →∞ dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7),

(3.2.0.10), on obtient que

lim
i→∞

G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1) = ε (3.2.0.12)

utiliser (G5)pour obtenir

G(xm(i)+1,xn(i),xn(i)) ≤ G(xm(i)+1,xn(i)+1,xn(i)+1) +G(xn(i)+1,xn(i),xn(i))

≤ G(xm(i+1,xn(i),xn(i)) +G(xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1) +G(xn(i)+1,xn(i),xn(i))

en passant à la limite dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7), (3.2.0.11), on
obtient que

lim
i→∞

G(xm(i)+1,xn(i),xn(i)) = ε (3.2.0.13)

puis que xm(i) ≤ xn(i) on à :
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Θ
(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
=max

{
G

(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
,G

(
xm(i),T xm(i),T xm(i)

)
,G

(
xn(i),T xn(i),T xn(i)

)
,

1
3

[
G

(
xm(i),T xn(i),T In(i)

)
+G

(
xn(i),T xn(i),T In(i)

)
+G

(
xn(i),T xm(i),T xm(i)

)]}
=max

{
G

(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
,G

(
xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1

)
,G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
,

1
3

[
G

(
xm(i),xn(i)+1, In(i)+1

)
+G

(
xn(i),xn(i)+1, In(i)+1

)
+G

(
xn(i),xm(i)+1, Im(i)+1

)]}
≤max

{
G

(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
,G

(
xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1

)
,G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
,

1
3

[
G

(
xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+2G

(
xn(i),xn(i),xm(i)+1

)]}
.

à la partir de (3.2.0.4), on à :

ψ(G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1)) = ψ(G(T xm(i),T xn(i),T xn(i)))

≤ α(max{G(xm(i),xn(i),xn(i)),G(xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1),G(xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1),

1
3
[G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1) +G(xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1) + 2G(xn(i),xn(i),xm(i)+1)]})

−β(max{(xm(i),xn(i),xn(i)),G(xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1),G(xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1),

1
3
[G(xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1) +G(xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1) + 2G(xn(i),xn(i),xm(i)+1)]})

Passant à la limite comme i → ∞ et utilisant (3.2.0.7), (3.2.0.10), (3.2.0.11), (3.2.0.12),
(3.2.0.13) et les propriétés de fonctions ψ,α,β on à :

ψ(ε) ≤ limsupα
(
max

{
G

(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
,G

(
xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1

)
,G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
,

1
3

[
G

(
xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+2G

(
xn(i),xn(i),xm(i)+1

)]})
− liminfβ

(
max

{
G

(
xm(i),xn(i),xn(i)

)
,G

(
xm(i),xm(i)+1,xm(i)+1

)
,G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
,

1
3

[
G

(
xm(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+G

(
xn(i),xn(i)+1,xn(i)+1

)
+2G

(
xn(i),xn(i),xm(i)+1

)]})
≤α(ε)− β(ε).

En utilisant (3.2.0.3) on obtient ε = 0, une contradiction. donc xn est une suite G-Cauchy
dans X. donc il y a z ∈ Xtelle que

lim
n→∞

xn = z. (3.2.0.14)

Supposons que (i)tient. Puis que T est des G-continuons, on obtient quexn+1 = T xn est
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une suite G-convergente vers T z par l’unicité de limite on obtient que z = T z et donc z
est un point Vxe de T. Supposons que (ii) cela tient. Puis que xn est une suit croisante telle

que xn→ z et z est régulière, il s’ensuit que xn ≤ z pour tout n ∈N, on a donc :

Θ (xn, z, z) =max {G (xn, z, z) ,G (xn,T xn,T xn) ,G(z,T z,T z)
1
3
[G (xn,T z,T z) +G(u,T z,T z) +G (z,T xn,T xn)]

}
=max {G (xn, z, z) ,G (xn,xn+1,xn+1) ,G(z,T z,T z)
1
3
[G (xn,T z,T z) +G(z,T z,T z) +G (z,xn+1,xn+1)]

}
.

par (3.2.0.4), on obtient :

ψ (G (xn+1,T z,T z)) =ψ (G (T xn,T z,T z))

≤α (max {G (xn, z, z) ,G (xn,xn+1,xn+1) ,G(z,T z,T z)
1
3
[G (xn,T z,T z) +G(u,T z,T z) +G (z,xn+1,xn+1)]

})
− β (max {G (xn, z, z) ,G (xn,xn+1,xn+1) ,G(z,T z,T z)
1
3
[G (xn,T z,T z) +G(u,T z,T z) +G (z,xn+1,xn+1)]

})
en passant à la limite supérieure comme n→∞ dans les inégalités ci-dessus et en utilisant

(3.2.0.14) et le fait que G est continue sur ses varaibles, on obtient que :

ψ(G(z,T z,T z)) ≤ α(G(z,T z,T z))− β(G(z,T z,T z))

en utilisant (3.2.0.3), on obtenir (G(z,T z,T z)) = 0 et donc z = T z. Alors z est un point

Vxe de T.

Dans cette section, nous présentes un autre exemple où le théorème(3.2.1) et ses corol-

laires peuvent être appliqués .

Nous étudions l’existante d’une solution pour le problème aux limites en de point suivant

pour la seconde équation diUérentielle d’ordre :
d2u
dt2

= K(t,u(t)), t ∈ [0,1],u ∈ [0,+∞),

u(0) = u(1) = 0.

Ce problème est équivalent à l’équation intégrale :

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)K(s,u(s))ds,∀t ∈ [0,1] (3.2.0.15)
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Où

K : [0,1]×R+→R
+ et G(t, s) est fonction de Green

G(t, s) =

t(1− s),0 ≤ s ≤ t ≤ 1

s(1− t),0 ≤ t ≤ s ≤ 1

Notons X = C([0,1],R+)-l’ensemble des fonctions continues réelles non négatives sur

[0,1].
Nous dotons X avec le G-métrique :

∀u,v,w ∈ X,G(u,v,w) = max
t∈[0,1]

|u(t)− v(t)|+ max
t∈[0,1]

|u(t)−w(t)|+ max
t∈[0,1]

|v(t)−w(t)|.

Alors (X,G) est un espace G-métrique complet.

X peut également être équipé de l’ordre partielle � donnée par :

u,v ∈ X,u � v⇔ u(t) ≤ v(t),∀t ∈ X

De plus, il est prouvé que (x,G,≤) est régulier (voir la déVnition 1.7.6 )

Considérer l’application T : X→ X déVnie par :

T u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)K(s,u(s))ds,∀t ∈ [0,1] (3.2.0.16)

Clairement, u est une solution de (3.2.0.15) si et seulement si u est un point Vxe de T.

Nous prouverons l’existence et l’unicité du point Vxe de T sous conditions suivantes :

Théorème 3.2.2. ([7]) : Supposons que les hypothèses suivantes s’appliquent :

(i) K(s, .) est une fonction croissante pour tout Vxe s ∈ [0,1] c’est-à-dire :

∀x,y ∈R+,x ≤ y⇒ K(s,x) ≤ K(s,y)

(ii) ∀t, s ∈ [0.1], u ∈ X, on a :

K(t,u(s)) ≤ K
(
t,

∫ 1

0
K(s,u(τ))dτ

)
(iii) ∀t ∈ [0.1] et x,y ∈R telle que x ≥ y

|K(t,x)−K(t,y)|≤ 6|x − y|

(iv) Il existe u0 ∈ C([0.1]) telle que u0 ≤ T u0(t) pour t ∈ [0,1]
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Alors l’équation intégrale (3.2.0.15) admet une solution u∗ ∈ C([0,1])

Démonstration. ([7]) : Considérons T : X→ X donnée par (3.2.0.16). Prouvons que :

T u ≤ T (T u),∀u ∈ X. (3.2.0.17)

Soit u ∈ C([0,1]). D’après (ii), pour tout t, s ∈ [0,1], on a :

T u(t) =
∫ 1
0
G(t, s)K (s,u(s))ds

≤
∫ 1
0
G (t, s)K

(
s,
∫ 1
0
G (t, s)K(s,u(τ)dτ)

)
ds

=
∫ 1
0
G (t, s)K (s,T u(s))ds

= T (T u)(t)

Alors (3.2.0.17) est vériVe. Puisque G(t, s) ≥ 0 pour tout t, s ∈ [0,1], on déduit de (i)que

pour u ≤ v ∫ 1

0
G(t, s)K (s,u(s))ds ≤

∫ 1

0
G(t, s)K (s,v(s))ds

C’est-à-dire que T u(t) ≤ T v(t) est vrai pour tout t ∈ [0,1].
Ainsi T est une application croissante. Aussi de (iv), u0 ≤ T u0 pour
u0 ∈ X, puis que :
G(s, t) ≥ 0, ∀s, t ∈ [0,1], donc pour tout u,v,w ∈ X, Tel que u ≤ v ≤ w, d’après (iii), on a :

G(T u,T v,T w) = maxt∈[0,1]|T u(t)− T v(t)|+maxt∈[0,1]|T u(t)− Tw(t)|+maxt∈[0,1]|T v(t)− Tw(t)|

=maxt∈[0,1]
∫ 1
0
G (t, s) |K (s,u(s))−K (s,v(s)) |ds

+maxt∈[0,1]
∫ 1
0
G(t, s)|K(s,u(s))−K(s,w(s))|ds

+maxt∈[0,1]
∫ 1
0
G(t, s)|K(s,v(s))−K(s,w(s))|ds

≤maxt∈[0,1]
∫ 1
0
G(t, s) (|u(s)− v(s)|+|u(s)−w(s)|+|v(s)−w(s)|)ds

≤ G(u,v,w)maxt∈[0,1]
∫ 1
0
G(t, s)ds.

(3.2.0.18)
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Il est facile de vériVer :

∫ 1
0
G(t, s)ds =

∫ t
0
s(1− t)ds+

t∫
0
t(1− s)ds

= 1− t
∫ t
0
sds+ t

∫ t
0
1− sds

= 1− t
[
s2

2

]t
0
+ t

[
s − s

2

2

]1
t

= 1− t
[
t2

2

]
+ t

[(
1− 1

2

)
−
(
t − t

2

2

)]

= 1− t
[
t2

2

]
+ t

[
1
2
− t + t

2

2

]

=
t2

2
− t

3

2
+
t
2
− t2 + t

3

2

= −t
2

2
+
t
2

Donc : ∫ 1

0
G(t, s)ds =

−t2

2
+
t
2
.

on pose :

f(x) = −x
2

2
+
x
2

(3.2.0.19)

On à :

f ′(x) = −x+ 1
2

∀x ∈
]
−∞, 1

2

[
: f ′(x) < 0

et

∀x ∈
]1
2
,+∞

[
: f ′(x) > 0

aussi :

∀x ∈
]
−∞, 1

2

[
, f ≤ 1

8
avec f

(1
2

)
=
1
8
et cela

sup
t∈[0,1]

∫ 1

0
G(t, s)ds =

1
8
.
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Avec ces faits, l’inégalité (3.2.0.18) nous donne :

G(T u,T v,T w) ≤ 3
4
G(u,v,w) ≤ 3

4
Θ(u,v,w).

Maintenant, en considérant les fonction de contrôle ψ,α,β : [0,∞)→ [0,∞) déVnis par :

ψ(t) = t +
3
2
, α(t) = t +

5
2
et β(t) =

t
4
+1, pour t > 0

On a :

ψ(G(T u,T v,T w)) ≤ α(Θ(u,v,w)− β(Θ(u,v,w))),

pour tout u,v,w ∈ C(I), tel que u ≤ v ≤ w.
Maintenant, toutes les hypothèses requises du théorème (3.2.1) sont satisfait. Alors T ad-

mets un point Vxe u∗ ∈ C([0,1]), u∗ est une solution de (3.2.0.15)( et donc aussi de le

problème aux limites donné).



CONCLUSION

Ce mémoire, présente quelques théorème du point Vxe et application dans les espaces

G-métrique ordonnée qui sont parmi les outils les plus puissants de l’analyse et dont la

littérature regorge d’applications dans divers domaines, notamment lorsqu’il s’agit d’éta-

blir l’existence de solutions pour des équations intégrales ou diUérentielles. Par ailleurs,

ils servent aussi de pont entre l’analyse et la topologie, ce qui leur permet d’interagir et

de donner de bons et d’intéressants résultats.
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