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INTRODUCTION

ous avons tous appris que les origines des princes de contraction métrique, la théo-
N rie métrique du point fixe elle-méme reposent sur la méthode des approximations
successives pour prouver l'existence et I'unicité des solutions d’équations différentielles.
Cette méthode est associée aux noms de mathématique célébre du XIXe siécle tels que
Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano, et surtout picard. En fait le processus itératif utilisé
dans la preuve de théoréeme de contraction porte le nom d’itération de picard. Il est as-
sez intéressant de savoir qu’en 1429 AL-Kashani publiait déja un livre intitulé :< la clé
de I calculatrice >, ou il utilisait des itérations picardes. En fait, AL-Kashani a ouvert la
voie ou soi-disant techniques numériques il y a environ 600 ans. il tenait a développer
des idées avec des questions pratiques, comme les valeurs approximatives de sin (1°) qui
ont permis aus scientifique musulmans de proposer de tres bonnes approximations de la
circonférence de la terre.
Ce théoréme a une longue histoire. Les idées utilisées dans démonstration étaient connues
de Poincaré dés 1886. En 1909, Brouwer démontra le théoréme lorsque n = 3. Et en 1910,
Hadamard a donné la premier preuve de n arbitraire, et Brouwer en a donné une autre en
1912. Tous ces résultats sont plus anciens que la principale de contraction de Banach. Bien
que de la nature les deux théoreme soient défirent, ils présente certaines similitudes. Une
combinaient des deux a conduit au soi-disant théoréeme de point fixe métrique de 'espace
de Banach.
En effet, dans le théoréme de Brouwer, la convexité, la compacité et la continuité de T sont
cruciales, tandis que la comportement de Lipschitz de la contraction et de la complétude
est crucial dans le théoréme de point fixe de Banach. Dans 'espace vectorielle linéaire
normé infinis, on perd la compacité des ensembles convexes fermés bornés (comme les
boules fermés). Donc , c’est nous supposant I’exhaustivité, nous obtenons des espaces de
Banach. Sur celles-ci, nous avons une autre topologie naturelle (autre que la topologie
normale ), c’est la topologie faible. Ainsi, un ensemble convexe faiblement compact n’a
pas besoin d’étre compact pour la norme. Le meilleur exemple ici est 'espace de Hilbert.
Dans celui-ci, tout ensemble convexe fermé borné est faiblement compact. La condition
de Lipschitz considérée est lorsque la constante de Lipschitz est égale a 1. De telles appli-

cations sont dites non expansif. Autrement dit, si (M, d) est une espace métrique, alors
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T : M — M est non expansif si :
d(T(x), T(y)) <d(x,v),pourtoutx,y € M.

En1992, le mathématicien polonais Stefan Banach a établi un remarquable théoréme du
point fixe connu sous le nom de "principe de contraction de Banach" (BCP)qui est I'un
des résultats d’analyse les plus important et considéré comme la principale source de la
théorie métrique du point fixe. C’est le résultat de point fixe le plus largement appliqué
dans de nombreuses branches des mathématique car il nécessite la structure d’un espace
métrique complet avec une condition contractive sur la carte qui est facile a tester dans
ce cadre.

Le (BCP) a été généralisé dans de nombreuses directions différentes. En fait, il existe une
grande quantité de littérature traitant des extensions / généralisations de ce théoréme re-
marquable.

Kannan a prouvé que si X est complet, alors chaque application de Kannan a un point
fixe. Notons que théoréme du point fixe de Kannan n’est pas une extension du (BCP). A
note avis, le théoreme de Kannan est également trés important car Subrahmanyan [85] a
prouvé que le théoréme de Kannan caractérise la complétude métrique. Autrement dit, un
espace métrique X est complet si et seulement si chaque application de Kannan sur X a
un point fixe.

EN 1976, Caristi a prouvé un merveilleux théoréme de point fixe sur des espaces métriques
complets, qui est lié ou BCP et équivalente au principe variationnel d’EKland. Le théoréme
du point fixe Caristi a trouvé de nombreuses applications on analyse non linéaire.

Ces derniéres année, des distance en métrique ont été introduites qui généralisent les
métriques et qui ont des applications pour obtenir les solutions de plusieurs nouveaux
problémes importants en analyse non linéaire. L’effort pionnier dans cette direction est
les articles de Kada et al, Suzuki et Takahashi, Suzuki, Lin et Du et Ume dans les espaces
métrique. Dans ces articles, entre autres, diverses distances sont introduites, et des rela-
tions ntre ces distances avec les applications sont établies.

Kada et al. ont introduite une notion de distance w sur un espace métrique et en utilisant
cette notion, ils ont amélioré le théoreme du point fixe de Caristi, le principe variation-
nel d’EKland et le théoréme de minimisation de Takahashi. En utilisant la notion de w-
distance, Suzuki et Takashi en introduit des notions d’applications faiblement contractives
a une valeur est a plusieurs valeurs (en bref, w-contractives) et ont prouvé des résultats
de point fixe pour de telles applications. Par conséquent, ils ont généralisé le principe de
contraction de Banach et le résultat de point fixe Nadler.

De l'application de I'intervalle fermé borné dans lui méme dans un convexe compacte

dans un espace euclidien dans lui méme aussi.
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En 2007, Mustafa et sims ont introduit la notion de G-métrique et ont étudié la topologie
de tels espaces.

Les auteurs sont également caractérisé certains de point fixe célebres dans le contexte
de 'espace G-métrique. Suite a cet article initial, un certain nombre d’auteurs ont publié
de nombreux résultat en virgule fixe sur la définition de I'espace G-métrique (voir par
exemple ([23]]), ([24]]) ). Apres Banach et Ciri¢ a donnés résultat des espaces G-métrique
concernent le théoréme du point fixe. Sous forme exige uniquement la continuité de ’ap-
plication d’un intervalle fermé bornés dans lui méme dans un convexe compact dans un
espace euclidien dans lui méme aussi .

En 1955, pour la premier fois karanoslkji a élaboré son théoreme de point fixe qui affirme
que dans un convexe compacte tout application qui le met sous la forme d’une somme de
deux application dont I'une est contractante et ’autre compacte admet un point fixe. Ce
théoréme est tres efficace dans la résolution des équations différentielles non linéaire, il
apporte des réponses aux problémes.

En analyse, un théoréme du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’ une appli-
cation T admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théoréme se révelent étre des
outils tres utiles en mathématique, principalement dans le domaine de la résolution des
équations intégrales aux équation aux probleme aux limite.

Ce mémoire est composé en trois chapitre comme suit :

v/ Dans le premier chapitre :

Nous donnons notations, définitions, quelques propriétés d’espace G-métrique, la topolo-
gie, la convergence et la continuité dans 'espace G-métrique.

v Dans le deuxieme chapitre :

En utilisée quelques théorémes de point fixe, Ciri¢, point fixe commun et triplé dans I’es-
pace G-métrique.

v'Derniere chapitre :

Nous étudions quelques applications :

«Premier application (équation intégrale).

«Deuxiéme application (aux probléme aux limite).

Mots clés

- Point fixe, Espaces métriques généralisés, Espace G-métrique, Les points fixe commun.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espace G-métrique ordonnés

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble muni d’une application d : X x X — R appelée dis-

tance sont satisfait les propriétés suivantes :
1. Vx,y € X,d(x,y) = 0 & x = y(identité )
2. V¥x,yeX,d(x,y) >0 six =y (non négative)
3. Vx,y e X,d(x,v) =d(y,x) (symétrie).
4 Vx,9,z€ X,d(x,z) <d(x,y) +d(y,z), (inégalité triangulaire ).

(X, d) est un espace métrique.

Définition 1.1.2. ([[9]) : Soit X ensemble non vide et G : X3 — R* une fonction vérifiait les

propriétés suivantes :

(G1) G(x,9,2)=0six=9p=2z

(G2) 0<G(x,x,v),Vx,ye X avecx =y

(G3) G(x,x,v)<G(x,v,2),Vx,9,z€ X avecy # 2

(G4) G(x,9,2) =G(x,2,v) = G(y,2,x) = -+ (symétrie dans les trois variable)
(G5) G(x,v,2) <G(x,a,a)+ G(a,v,2), Vx,v,2z,a € X (inégalité rectangle)

La fonction G est appelée une métrique généralisée au plus précisément une G-métrique sur
X.
(X, G) est un espace G-métrique.

Notons que tout G-métrique sur X définie par :

Vx,y e X, dg(x,v) = G(x,1,9)+ G(y,x,x)



1.2 Espace métrique généralisée

Exemple 1.1.1. Soit X = R un espace métrique. Fonction G : R® — [0, +c0), définie par :
Vx,9,z€ R G(x,9,2) = |x —y|+|y — z|+|z — x| (1.1.0.1)

Soitx,y,z,a € R

1. G(x,v,2z) =0 si seulement si

== 0
|x —y|+|y — z|+|z — x|= O(carlx =x"|>0,Vx,x € X) < ly—z|>0
|z—x[>0
lx—p[=0
Sqly—-2=0
|z—x|=0
Sx=y=z
2. G(x,x,z) =[x —x|+|x —z|+|z—x|=|x —z|+|z—x|> 0 six = z
3.
G(x,x,p) =x—xl+lx—yl+y —x|=|x —pl+y — x|

=|lx-yl+ly-x+z-7
<|x—yl+ly —z[+|z — x|
=G(x,v,2)

4 G(x,9,2)=|x—yl+ly —zl+|z—x|= G(y, x,2) = G(z,p,x) = -+~
car (|x —=x"|=|x" = x|, ¥x,x" € X)

G(x,v,2) =|x—yl+|ly —z|+|z—x]
=lx—-y+a-al+ly—z|+lz—x+a—aq
<|x—al+|la—y|+y — z|+|z — al+|a — x|
=G(x,a,a)+ G(a,v,2)
= G(x,v,2) = |x—y|+|ly — z|+|z — x|

Est une espace G-métrique sur R.

1.2 Espace métrique généralisée

Définition 1.2.1. ([l6]]) : Soit (2 un ensemble non vide, une fonction
g: Q"™ R, est dit g-métrique d’ordre n sur Q, s’ elle satisfait les condition suivantes :

(g1) (définitive positive) g(xg,---,%,) = 0 si et seulement xy =--- = x,,
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(g2) (invariation de permutation) g(xo,*+,%,) = §(X5(0),*** »Xo(n)) pour tout permutation
o sur{0,1,---,n}

(g3) (monotonie) g(xq, ++,Xn) < &(V0,+++,¥u), ¥ (X0, -, %), (Yo, -+, ¥) € Q™ avee (x; :
i=0,--,nC{y;:i=0,---,n},

(g84) Vxo, -+, X590,V w € Q avecs+t+1 =n g(xg, -+, X5, Vo, -+, V1) < g(xg, -+, X, w, -+, W)+
2Wo, -+, v, w, -+, w).(inégalité triangulaire),

(Q), g) est un espace g-métrique.

Notation : Note Q" =[], Q,n e N.

Définition 1.2.2. Un espace G-métrique (X, G) est appelé espace G-métrique symétrique si :
Vx,yeX,G(x,9,9) =Gy x,x)

Lemme 1.2.1. (La relation binaire) : Soit (X, G) est un espace G-métrique et
¢ : X — R plan.

Définir la relation binaire sur (<) comme suit :

X<y & Gxp,p) < p(x) - ¢(y)
alors est un préordonné sur X, il sera appelée préordonné induite par ¢

Démonstration. On a :

« Reflexivité : pour tout x € X
0 = G(x,x,%) < $(x) — p(x) = 0

d’ou x < x est réflexif

« transitivité : pour tout x,7,z€ X, ona x <y et y < x nous avons :

G(x,9,9) < P(y) - p(x)etG(y, 2,2) < P(2) - P(y)

par propriété (G5), nous avons :

G(x,2,2) < G(x,9,9) + G(,2,2) < P(y) = P(x) + P(2) = P(¥) = P(2) - P(x)

2

c’est-a-dire x < z donc ” < ” est transitif.

Et donc la relation ” < ” est une préordonné sur X.



1.3 Propriétés des espaces G-métrique

Exemple 1.2.1. Soit X = [0,00) et G(x,y,z) = max{x,y,z}, donc (X, G) est un espace G-
métrique.
Soit ¢ : X — R, ¢(x) = 2x, pour tout x,y € X

x<y —=G((x1,9)<Py)-P(x)

& max{x,p} < 2y — 2x

Il s’ensuit que

2<4,-<-,2<2

o | =
N =

Donc X est un espace G-métrique

1.3 Propriétés des espaces G-métrique

Les propriétés utiles suivantes d'un G-métrique sont facilement inférées par les axiomes.

Proposition 1.1. ([122]) : Soit (X, G) un espace G-métrique, alors pour tout x,y,z eta € X,

ona:

1. G(x,9,z2)=0alorsx=y =2z

2. G(x,9,2) < G(x,x,v)+ G(x,x,2)

3. G(x,x,9) <2G(p,x,x)

4. G(x,9,2) < G(x,a,2)+ G(a,y,2)

5. G(x,9,2) < %[G(x, v,a)+ G(x,a,2) + G(a,v,2)]
6. G(x,v,2) <[G(x,a,a)+ G(y,a,a) + G(z,a,a)]

7. 1G(x,v,2) — G(x,y,a)| < max{G(a, z,z), G(z,a,a)}
8. 1G(x,v,2) — G(x,v,a)| < G(x,4,z2)

9. |G(x,v,2) — G(v,2,2)| < max{G(x,z,z), G(z,x, x)}
10. |G(x,9,9) = G(y, %, x)| < max{G(y, x, x), G(x,, )}

Proposition 1.2. ([22]) : Soit (X, G) un espace G-métrique et k > 0, alors Gy, G, et G3

sont aussi G-métrique sur X ou :

1. Gy(x,v,2z) = minlk, G(x,v,z)}

G(x,v,2)
2' GZ(x:y, Z) = m‘
3. G3(x,v,2) = G(x,9,2) si pour certainsiona:x,y,z € A;

k+G(x,v,z) autrement



1.4 La topologie sur un espace G-métrique

Avec X = U?:l A; est une partition de X.
Proposition 1.3. Soit (X, G) un espace G-métrique, alors les éléments suivantes équivalent :

1. (X, G) est symétrique
2. G(x,v,v) < G(x,v,a), pour tout x,y,a € X
3. G(x,9,2) < G(x,y,a) + G(z,9,b), pour tout x,v,z,a,b € X

Démonstration. : Voir [22]] O

1.4 La topologie sur un espace G-métrique

Pour tout ensemble X non vide, nous avons vu qu’a partir du n’importe quelle métrique

sur X, on peut construire une G-métrique par (E;) ou (E,,) telle que :

(d(x, ) +d(y,2) +d(x,2))

(Es): Go(d)(x,9,2) zé

(Em) : Gn(d)(x,p,2) = max{d(x,p),d(y,2),d(x,z)}
Inversement pour tout G-métrique sur X :
(Ea): dc(x,9) = G(x,9,9) + G(x,x,9)
Se voir facilement pour définir une métrique sur X, la métrique associée a G, qui satisfait :
G(x,9,2) < Gs(dg)(x,v,2) < 2G(x, 7, 2)

de méme

SG(x%,9,2) < Gulda)(x,3,2) < 2G(x,9,)

De plus, partant d’'une métrique d sur X on a:

4
dea)(%,y) = gd(x,y)

et

dg, @) (% y) = 2d(x,y)

Définition 1.4.1. Soit (X, G) un espace métrique, alors pour x, € X, r > 0 la boule G de

centre x et de rayonr :

Bg(xp, 1) ={y € X : G(x0,9,v) <7}
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Proposition 1.4. : Soit (X, G) un espace G-métrique, alors pour tout xo € X etr >0 ona:
1. si G(xg,x,v) <r alorsx,y € Bg(xq, 1)

2. siy € Bg(xg, 1) alors il existe un 6 > 0 telle que Bg(y, 0) € B(xg, 1)
Démonstration. Voir[22]]. O

Proposition 1.5. Soit (X, G) un espace métrique, alors pour tout xo € X etr >0 ona:
1
Bg(xo, gr) C By (x0,7) € Bg(x0, 7).

Par conséquent, la topologie G-métrique T(G) coincide avec la topologie métrique découlant
de la dg aussi bien qu ’isométriquement” distinctes.

Chaque espace G-métrique et topologiquement équivalant a un espace métrique, cela nous
permet de transporter facilement de nombreux concepts et de résultats des espaces métriques

dans le cadre de l'espace G-métrique.

1.5 La convergence et la continuité dans les espaces G-
métriques

Définition 1.5.1. Soit (X, G) un espace G-métrique, la suite (x,)) C X et un point x € X est

G-convergent vers x s’il converge vers x dans la topologie G-métrique T(G).

Définition 1.5.2. Soit (X, G) un espace G-métrique et (x,,) une suite de point de x, un point
x € X est dite limite de la suite (x,,), silim,, ,, ., G(x,x,, x,;,) = 0 et on dite que la suite (x,,)
est G-convergente vers X.

Ainsi, que si (x,, — x) dans un espace G-métrique, alors :

Ve>0,AN € IN,Vn,m > N, telle que :

G(x, x,, x,,) < €.

Proposition 1.6. [9] : Soit (X, G) un espace G—métrique, alors pour une suite (x,) C X et

un point x € X les éléments suivants sont équivalents :

1. (x,) est G-convergent vers x

2. dg(x,,x) = 0, comme n — oo (c’est a dire que (x,) converge vers x par apport a la

métrique dg)
3. G(x,,x,,x) = 0, comme n — oo
4. G(x,,x,x) —> 0, comme n — oo

5. G(x,,,x,,x) = 0, comme n,m — oo.
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Démonstration. Voir[22] O

Définition 1.5.3. Soit (X, G) un espace G-métrique, une suite (x,,) est dite G- Cauchy si :
Ye>0,AN € N,Vn,m,1 > 0 telle que :

G(x,, X, X1) < 0 C’est-a-dire, si G(x,,, X, X;) = 0 comme n,m,l — oo

Proposition 1.7. ([9]) : Si (X, G) est un espace G-métrique, alors les éléments suivantes
sont équivalents.

(1) La suite (x,,) est G-Cauchy

(2) Ye>0,AN € IN,Vn,m > N telle que : G(x,,, X;;, X,,) < €

Définition 1.5.4. ([22]) : Soit (X, G),(X’, G’) des espace G-métrique, une fonction
f: X — X’ et G-continue en un point xy € X

f1(Ba(fixo,r) € T(G),

pour tout r > 0. On dite f est G-continue elle est G-continue en tout point de X, qui est

continue comme fonction de X avec la topologie T(G) a X avec la topologie T(G’).
Puis que les topologies G-métriques sont des topologies métriques, nous avons :

Proposition 1.8. Soit (X, G), (X', G’) des espaces G-métrique, alors une fonction f: X — X’
est G-continue en un point x € X si et seulement si G-séquentiellement continue en x, c’est-a-

dire que chaque fois que (x,,) est G-convergent vers x, nous avons fix,) est G-convergent vers
fix)

Proposition 1.9. Soit (X, G) un espace G-métrique alors une fonction G(x,v, z) est entiére-

ment continue dans les trois variables.

Démonstration. Supposons que (xg), (v;,) et (z,) sont G-convergents vers x,y et z respec-
tivement, alors par (Gs) on a:

G(%,9,2) < GV, Vi V) + G(Vpmr X, 2)

G(z,%,9m) < G(x, X, X)) + G(Xk, Yy 2)

et
G(2, % Ym) < G(2, 24, 20) + G(20, Ys Xk )
alors
G(%,9,2) — G(Xk Vins 21) < GV Vs Vi) + G(%, x5, Xx) + G(2, 2,1, 2,,)
de méme

G(x Vi 2n) — G(x,9,2) < G(xp, %, %) + G(V1, v, v) + G(2, 24, 2,,)
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Ensuite, combinant ceux-ci en utilisant (3) de proposition (1.1), nous avons :

|G(xk1ym: Zn) - G(X, ZJ,Z)| < 2(G(x: xklxk) + G(}]: Yms ym) + G(Z, Zns Zn)),

alors G(xx, v, 2,) — G(x,9,2) comme k,m,n — oo est le résultat suit par la proposition

(1.8) O

1.6 Les contractions

Définition 1.6.1. (lipschitzienne) : Soit (E,d) un espace métrique, une application f :
E — E est dite lipschitzienne de rapport k > 0 si :

Vx,y € E,d(f(x), f()) < kd(x,)

k est dite constante de Lipschitz .
L’application lipschitzienne f est appelé :

(1) non expansive si k < 1

(2) contraction sik <1
Remarque 1.6.1. Une application lipschitzien est nécessairement continue.

Définition 1.6.2. ( Contraction) : Soit (X,d) un espace métrique complet, une fonction

f : X — X est appelée contraction s’il existe k < 1 telle que :

Vx,y € X,d(f(x), f(y)) <kd(x,p)

Définition 1.6.3. (Contraction de Banach) : Soit (X, G) un espace métrique complet et
T : X — X une application de contraction, c’est-a-dire :

Vx,p € X,d(Tx, Ty) < ad(x,y)

et « €[0,1), Alors T admet un unique point fixe dans X.

Définition 1.6.4. (Contraction de Kannan) : Soit (X,d) un métrique completet T : X —

X une application de contraction de Kannan, c’est a dire :

Vx,y e X,d(Tx, Ty) < Ad(x, Tx)+d(y, Ty)].

1
Ou Ae|0, E)’ alors T admet un unique point fixe dans X.
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Définition 1.6.5. (Contraction enrichie) :([[12]) Soit (X, ||.||) une espace normé, et T est
une auto- application linéaire sur X est appelée contraction enrichie s’il existe
be[0,00)etO€[0,b+1) telle que :

Yu,ve X,||b(u—-v)+Tu-Tv| <0|u-v|.

Dans ce cas Uapplication T est appelée une contraction enrichie en (b, 0).

Définition 1.6.6. (T-orbitaly) Une application T définie sur un espace métrique (x,d) est
dite orbitale continue en un point z dans X.

si pour tout suite {x,} C O(x,T) (pour quelque x € X), x,, — z comme z — oo implique
Tx, — Tz commen — oo.

clairement chaque application continue d’un espace métrique est orbitalement continue, mais

pas linverse.

1.7 Théoréme du point fixe dans espace partiellement

ordonné

Définition 1.7.1. ([[13]) : Soit (X, G) un espace G-métrique. Alors une fonction

Q: X3 —[0,00) est appelé un Q-distance sur X, si les condition suivantes sont satisfaites :
(@) Q(x,v,2) <Q(x,a,a)+ Q(a,y,2) Vx,9,z€ X ;

(b) Vx,v € X,Q(x,9,.),Q(x,.,9) : X — [0, 00) sont semi-continues inférieures;

(c) Ye >0 il existe un 6 > 0 tel que Q)(x,a,a) < 0 et U(a,y,z) < 0 implique G(x,y,z) < €.

Exemple 1.7.1. Soit (X,d) un espace métrique et G : X> — [0, 00) défini par :
Vx,9,z€ X,G(x,v,2z) =max{d(x,y) +d(x,y) +d(x,p)}.

Alors Q) = G est une Q)-distance sur X.

Exemple 1.7.2. SoitX = R et considérons la G-métrique

1
Vx,9,z€e R, G(x,9,2) = 3 (Ix = yl+|ly — z[+|z — x]).
Alors Q: R3 - [0, 00), défini par :
1
Vx,9,z€ R, G(x,y,2) = 3 (|x — y|+|z — x|)

est une Q-distance sur X.
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Définition 1.7.2. ([16]) : Une fonction ¢ : [0,00) — [0,00) est appelée une fonction de
distance ultra-altérante si ¢ est continue et ¢(t) > 0, pour tout t > 0.

Définition 1.7.3. ([[11]) : Une fonction i : [0,00) — [0, 00) est appelée distance altérante
fonction si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Y est continue et croissante

(ii) P(t) = O si et seulement sit =0

Définition 1.7.4. ([[1]) : Une application f : [0,00)> — R est appelée fonction de classe C

si elle continue et satisfait axiomes suivants :
(1) fls,t)<s
(2) f(s,t)=s implique que soits =0 out =0, pour tout s, t € [0, o)
Notez que pour certains f nous avons f(0,0) = 0. Nous désignons les fonctions de class C
par C.
Exemple 1.7.3. Deux fonction suivantes f : [0,00)?> — IR sont des éléments de C :
1 f(s,t)=s—t,f(s,t)=s=>t=0
2 f(s,t)=mt,0<m<1,f(s,t)=s=>5=0

Définition 1.7.5. Soit (X, <) est un espace partiellement ordonné et T : X — X, on dit que

T est non décroissant si pour x,y € X
x<y=>T(x)<T(y)

Théoréme 1.7.1. Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné, Supposons qu’il existe un
G-métrique dans X, (X, G) est un espace G-métrique complet, ()-distance sur X et T est un
application croissante de ’intérieur.

Supposons qu’il existe un r € [0, c0) telle que :
Q(Tx, sz, Tz) <rQ(x, Tx,w)

pour tout x < Tx et w € X. Supposons que ['une des conditions suivantes sont vérifiait :

(i) Siy =Ty, alors :
Vx e X,inf{Q(x, v, %)+ Q(x, v, Tx)+ Q(x, Tx, ) : x < Tx} >0

pour touty € X

(i) Si {x,} et {Tx,} convergent versy et (v, w,.) = Q(w,v,.) pour tout u,v € X. Alors
y=Ty

(iii) T est continue et Q(v,w,.) = Q(w,v,.) pour toutu,v € X
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Définition 1.7.6. Soit (x, G, <) un espace G-métrique partiellement ordonné.

On dit que X est régulier si et seulement si I’hypothése suivante est vérifier : si z,, est une
suite croissante de X avec respect pour < tell que z, — z € X comme n — oo, alors z, < z
toutn € N.

1.7.1 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théoréeme 1.7.2. [4] : Supposons que le probléme homogéne (H) — (CB);, n’admet pas de
solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f,
et dite fonction de Green telle que, pour toute fonction f, la solution y de probléme non

homogeéne (N H) — (CB), s’écrit de maniére unique sous la forme :

b
y(t) = J G(t,s)f (s)ds.



Chapitre 2

Quelques théoréemes de point fixe

2.1 Principe de contraction de Banach

Soit (X, d) un espace métrique. il ya cinquante ans, en 1971,Ciri¢, Reich et Rus ont établé
indépendamment un théoréme du point fixe pour les applications T : X — X satisfaisant

la contraction suivante :
Vx,ye X,d(Tx, Ty) <ad(x,y)+bld(x, Tx)+d(y, Ty)] (2.1.0.1)

ouab>0eta+2b<1.
On remarque que b = 0 la condition (2.1.0.1) se réduit a la condition de contraction de

Banach

Vx,y e X,d(Tx, Ty) <ad(x,p) (2.1.0.2)

Ou a € [0,1), tandis que pour a = 0 la condition se réduit a la condition (2.1.0.1) de

contraction de Kannan

Vx,ye X,d(Tx, Ty) <bld(x,Tx)+d(y, Ty)] (2.1.0.3)

1
et b S [0, E)

2.2 Ciri¢-Reich-Rus contraction-enrichie dans espace
de Banach

Définition 2.2.1. ([18] ) : Soit (X, ||.||) est un espace linéaire normé, T : X — X est une

application et la contraction enrichie en (k,a) s’il existe k € [0, 00) et
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ae[0,k+1) telle que :
Vx,y e X, |lk(x—v)+ Tx—Ty|l < allx -1yl (2.2.0.4)

Evidemment, toute contraction de Banach satisfait (2.2.0.4) avec k = 0, représente une
généralisation efficace du théoréme de point fixe de Banach.

Dans la suite, on note Fix(T) ensemble de tout le point fixe
Fix(T)={xe X, T(x)=x}

Exemple 2.2.1. 1) Toute contraction T avec une contractante de contraction c est enrichie
en (0, k) contraction , c’est-a-dire que T satisfait (2) aveck =0 eta = c.
2) Soit x € [0, 1] muni de la norme usuelle et soit qui définit par :
T:X — X, T(x)=1-x, pour tout x € [0, 1],
T est expansive (c’est une isométrie), n’est pas une contraction mais T est une contraction
enrichie. En effet si T était une contraction alors, d’apreés il existe c € [0,1) telle
que :

Vx,pe X, |x—y| <clx—1y|. (2.2.0.5)

Ce qui, Pour tout x # vy, conduit a la contraction 0 < a < 1, par contre la condition de
contraction enrichie (2.2.0.4) est dans le cas équivalent a :

Vx,p€[0,1],](k—1)(x—v)| < alx -] (2.2.0.6)

aveca € [0,k+1], pour U'inégalité précédente est avec vrai si 'on choisit0 < k <1 eta=1-k

Ainsi, pour tout k € (0,1), T est une contraction enrichie en (k, k + 1).

1
Notez également que Fix(T) = {5}

Remarque 2.2.1. ([2]]) On remarque que pour T dans l’exemple (2.2.1), I’itération de Picard
{x,} associé a T, c’est-a-dire la suite x,,,; = 1 —x,,,n > 0 ne pas de convergence pour esti-

mation initiale x différente de (=), L’'unique point fixe vers T, cela nous suggére que pour
approximer les points fixes de Contraction enrichies, nous avons besoin de schémas itératifs
a point fixe plus élaborés, comme la méthode itérative de Krasnoselskij, pour laquelle nous
prouvons dans le suivant un théoréme de forte convergence dans la classe des contractions

enrichies.

Théoréme 2.2.1. ([[18] ) : Soit (X, ||.||) est un espace de Banach et T : X — X une contrac-
tion enrichie en (k,a). Alors :

(i) Fix(T) = {p}, pour certainp € X

(ii) Il existe A € (0, 1], telle que la méthode itérative {x,}" , donnée par :

Xpe1 = (1 =A)x,, + ATx,,n>0. (2.2.0.7)
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Converge vers p pour tout xy € X
(iii) L’estimation suivant s’applique :
i

1C =l =1,2,3,5 = 0,1, 2 (2.2.0.8)

i1 = pll <

a
k+1

Démonstration. ([22]) : Nous divisons la preuve en deux cas différents.

etc=

1
Casl : k > 0. Dans ce cas note } = ——, de toute évidence 0 < A < 1 et la condition
constructive enrichie(2.2.0.4) devient :

V%9 € X5~ —9) + Tr= Tyl < allv =g,
Qui peut s’écrire sous forme équivalente comme :
Vx, v e X, |Tyx— Tyl < cllx -]l (2.2.0.9)
Ou nous avons noté : c = Aa
Vxe X, Ty(x)=(1-A)x+ AT (x) (2.2.0.10)

Puisque a € (0,k + 1), il s’ensuit que ¢ € (0,1) et donc I'inégalité (2.2.0.10) montre, Ty
une c- contraction.

Notons ou passage que T et T) sont liés par la propriété importante suivante :
Fix(T,)=Fix(T) (2.2.0.11)

Au vu de(2.2.0.10)), le processus itératif de Krasnoselskij {x,};”,, défini par (2.2.0.9) est

exactement I'itération de Picard associée a T, c’est-a-dire :
Xpe1 = Thx,,n=>0 (2.2.0.12)
Prendre x = x,, et y = x,,_;, dans pour obtenir :
|01 = Xl < cllx,, — xp1 ], 2 > 1. (2.2.0.13)

On (2.2.0.13|) obtient systématiques les deux estimations suivant :

m

||xn+m _xn” < c" ||X1 _xollxn >0,m>1. (2-2-0-14)

1-c
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et
m

Cc
I, = Xl n > 0,m > 1. (2.2.0.15)
Cc

%4 — Xl < c. 1

Maintenant, par (2.2.0.14) il s’ensuit que {x,}7” , est une suite de Cauchy et par consé-
quent. Elle convergente dans 'espace de Banach (X, ||||). Notons :

p = lim x,,. (2.2.0.16)

n—o00

Comme 1 — oo dans (2.2.0.12)) et on utilisant la continue de T, on a immédiatement

obtenir :

p=Typ
Cest-a-dire p € Fix(T)).
En suite, nous montrons que p est 'unique point fixe T).

Suppose que g # p est un autre point fixe de T)(2.2.0.9)

0<|p—gl<clp—gl<|p—4]

un contraction.

D’ou Fix(T,) = {p} et puisque, d’apres (2.2.0.12)), Fix(T) = Fix(T),), I'affirmation (7) est

prouvée :

La conclusion (i7) d’école de (2.2.0.16]) Pour prouver (iii), ou m — oo dans (2.2.0.14)(2.2.0.15])

pour obtenir :

CVl

1-c¢

llx, —pll < llx1 = xoll, > 1. (2.2.0.17)

et
C
llx,, — pll < 1—_C||xn —Xp_1ll,n>1. (2.2.0.18)

Maintenant on peut fusionner (2.2.0.17) et (2.2.0.18]), pour obtenir I'estimation d’erreur

unificatrice.
Cas.2. k = 0. Dans ce cas, A = 1,c = a et on procéde comme suit dans le cas (2.2), mais
avec T(= T;) ou lieu de T}, lorsque l'itération de KasnoselsKijj (2.2.0.7)) réduit en fait a la

simple itération de Picard associée a T :

Xpp1 = Tx,,n>0

Définition 2.2.2. ([[18] ) : Soit (X, ||.||) est un espace linéaire normé,

T : X — X est Une application et la contraction enrichie de Kannan (k,b) s’il existe k €
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[0,00) et b € [0, %) telle que :
Vx,p € X, |[k(x—y) + Tx—Ty|| < bllx - Tx|| + ||y — Tyl (2.2.0.19)

Exemple 2.2.2. : 1) Toute application de Kannan est une application de Kannan enrichie (0,
b), c’est-a-dire qu’il satisfais aveck =0

2)Soit x € [0, 1] muni de la norme usuelle et T : X — X étre défini par :

T(x) = 1—x, pour tout x € [0,1]. Il est facile de vérifier que T est non expansif (C’est une
isométrie), T n’est pas une application de Kannan mais T est une application de Kannan-

enrichie. En effet, si T était un Kannan application.Alors il existerait un b € [0, %) tel que :
Vx,ye[0,1]|x—y| <b[|l2x - 1]+ [2y —1]]

Ce qui, pour x = % ety = 1, donne la contradiction 1 < 2b < 1. La condition de application
de Kannan enrichie (2.2.0.19) est dans ce cas équivalente a :

Vx,p€[0,1][(k=1)+(x—p)| < b[|2x - 1|+ ]2y - 1]] (2.2.0.20)

Qui, complet tenu du fait que : 2|x—y| <|2x—1|+|2y —1|, est vrai si 'on choisit |k—1| = 2b,
pour toute b € [0, %) Ceci n’est possible que pour k < 1, ce qui donne k =1 —2b > 0. Donc
1

pour tout b € [0, %), T est une application de Kannan (1 — 2b, b)-enrichie et Fix(T) = {5}.

Remarque 2.2.2. ([3]) On remarque que pour T dans I’exemple itération Picard x,,
associé a T, c’est-a-dire x,,,1 = 1 —x,,n > 0, ne converge pas pour tout x différent de %,le
point fixe unique a T Ce la nous suggére que, pour approximer des points fixes d’enrichisse-
ment.

Les applications de kannan nécessitent des schémas itératifs en virgule fixe plus élaborés. Le
résultat suivant fournit un théoréme de convergence pour la méthode itérative de Krasnosels-
Kij Dans la classe des applications de Kannan enrichie.

Théoréme 2.2.2. ([18]) Soit (X, ||.||) un espace de Banach et T : X — X est une application
de Kannan-enrichie en (k,b) par :

(i) Fix(T) = {p}, pour certainp € X

(ii) Il existe A € (0,1] telle que la méthode itérative {x,}’ , donnée par :

Xpe1 = (1 =A)x,, + ATx,,n>0. (2.2.0.21)

Converge vers p, pour tout xo € X
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(iii) L’estimation suivant s’applique :
i

1-96

lx,0i — pll < llx, —x,-11,n=0,1,2,3,---;i=1,2,3,--- (2.2.0.22)

b
eté—l—_b

Démonstration. ([3]) : Pour tout A € (0,1), condition 'application moyenne T, donnée
par :
Vx,e X, T)(x)=(1-A)x+ AT (x) (2.2.0.23)

Il est facile de prouver que T) posse de la propriété importante suivante :
Fix(T,)= Fix(T)

| 1
Si k > 0 dans(2.2.0.19), alors Posons A = L évidemment on 0 < A < 1 et ainsi la
condition contractive (2.2.0.19) devient Entant que :

Vx,y € X,II(% ~Dx-p)+Tx) =TI <b[llx=TE)l+lly - T®)Il

Qui peut s’écrire sous une forme équivalente comme :
¥x,9 € X, ITy(x) ~ T, < b Il = Ty()ll+ lly - Ta(@)] (2.2.0.24)

L’inégalité ci-dessus montre T est une application de Kannan. D’apres (2.2.0.19), le pro-
cesseur itérative {xn}zozo, défini par (2.2.0.21]), est I'itération de Picard associé a T, c’est-
a-dire :

Xpp1 = Thx,,n > 0.

Prendre x = x,, et y = x,,_; dans (2.2.0.24) pour obtenir :
||xn+1 - xn” <b [HX - xn+1” + ”xn - xn—l”]

et ;
141 = xpll < —|lx; = x50, 7 > 1.
1-b

, 0 <6 <1 et donc la suite {x,}7” , satisfais :

Pui O<b<1 tant o b
uis —, €1l notan = —
2 1-b

141 = xnll < Ollxy, = x-1 |, > 0. (2.2.0.25)
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Par (2.2.0.25), on obtient symétriquement les deux estimations suivantes :

m

1-9

1% 0 0m = Xl] < 0" llxy = xoll,n>0,m>1. (2.2.0.26)

et
m

1-96
Maintenant par (2.2.0.24) s’ensuit que {x,} , est une de Cauchy et donc est convergente

1% 50m — Xl < O lx, —x,_1l,ln=>1,m>1 (2.2.0.27)

dans espace de Banach (X, ||.||) notons :
p= nh_)rzloxn (2.2.0.28)
Nous montrons d’abord que p est un point fixe de T). Nous avons :
lp = Tapll < llp = Xusall+lbxnsr = Tapll = X1 = P+ ITaxy = Topll (2.2.0.29)
D’apres il résulte que :
IThxu = Tapll < blixy = Taxull +[lp = Tapll],
Donc par (2.2.0.29) on obtient :

1
lp - Thpll < 1—_b||xn+1 —pll+ollx,41 —xull,n >0 (2.2.0.30)

Comme 1 — oo dans (2.2.0.30)) on obtient ||p — T, p|| = 0 C’est-a-dire :
p = Thp.

Donc p € Fix(T)).

Nous montrons que p est 'unique point fixe de T).

Supposons que g # p est un autre point fixe de Ty, puis par
0<|lp—gqll<b.0

Une contraction.

donc Fix(T)) = {p} et puisque :

Fix(T) = Fix(T,), laffirmation (i) est prouvée. La conclusion (ii) suit maintenant par
(2.2.0.28) Pour prouver, (ii7) on laisse m — oo dans ([2.2.0.26)) et (2.2.0.28) pour obtenir :

n

1-9

llx,, —pll < llx; = xoll, n>1 (2.2.0.31)
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et

o
x; —xpll,n>1 2.2.0.32
75/~ xoll ( )
Respectivement, puis nous fusionnons ([2.2.0.31)) et (2.2.0.32) pour obtenir 'erreur unifi-

catrice estimations (|2.2.0.22).

Le cas restant k = 0 est similaire a k # 0 avec la seule différence que dans ce cas A =1 et
donc on Travaille avec T (= T7), quand l'itération de KasnoselsKij (2.2.0.21) se réduit a
I'itération de Picard.

[l = pll <

Xpe1 = Txy,n 20
[

Définition 2.2.3. ([18] ) : Soit (X, |].|]|) un espace normé linéaire, T : X — X est une ap-
plication et la contraction de Cirié-Reich-Rus enrichie en (k,a,b), s’il existe k € [0,00) et
a,b > 0, satisfait a+ 2b < 1 telle que :

Vx,p € X, [lk(x =)+ T(x) =Tl < allx - pll+ blllx - T(x)| +1ly =TI (22.033)

Evidemment, toute la contraction Cirié-Reich-Rus satisfait (2.2.0.33)) avec k = 0, aussi
Si b=0 alors partir on obtient (2.2.0.33|) la condition de contraction (2.2.0.4)) satisfait par un

Contraction enrichie, tandis que :
Sia =0 de (2.2.0.33), nous obtenons la contraction Kannan enrichie Condition ([2.2.0.19)).
En considérant une application T sur X, alors pour tout A € (0,1], la soi-disant moyenne

application T) donnée par :
Vxe X, T)(x)=(1-A)x+ ATx, (2.2.0.34)

A la propriété que Fix(T)) = Fix(T).

Théoréme 2.2.3. ([18] ) : Soit (X, ||.||) un espace de Banach et T : X — X Cirié-Reich-
enrichie contraction russe en (k,a,b). Alors :

(i) Fix(T) = {p} ,pour un certainp € X ;

(ii) Il existe A € (0,1] telle que la méthode itérative, {x,}" , donné par :

Xpe1 = (1 =A)x, + ATx,,n>0 (2.2.0.35)

converge vers p, pour tout Xy € X;
(iii) L’estimation suivant s’applique :
i

1-96

lx,4i-1 —pll < llx, = x,-1l,n=0,1,2,3---;i=1,2,--- (2.2.0.36)
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Remarque 2.2.3. ([[18] ) : Le théoréme (2.2.3) inclut comme cas particuliers le théoréme(2.2.1)
et théoréme (2.2.2), qui sont obtenus a partir du théoréme (2.2.3), pour b = 0 et a = 0, respec-
tivement. Un résultat de point fixe plus général pleut étre obtenu en laissant les coefficients a

et b dans la condition de contraction (2.2.0.33) de dépendre de x, y comme dans le théoréme
(2.2.5

Démonstration. ([[18] ) : On travaille dans le cas ou k > 0 (le cas k = 0 est immédiat) et

1
considere 'application moyenne T) par (2.2.0.34)) pour k = 11 <1 Dans ce cas on que

k = ——, et dans condition contractive (2.2.0.33) devient. En tant que :

A-1

VxyeX, II(% ~1)(x-9)+Tx) =T <allx -l +b[llx - T(x)l|+ly - T(»)ll]
Qui peut s’écrire de facon équivalente :
Y,y € X, ITa(x) + Ta()ll < adllx =yl + b [llx = Ta(x)ll + lly = Ta(»)I]]
et par ce que al < a, cela implique que :
Vx,y € X, ITa(x) = Ta@)ll < allx =yl + b[llx = Ty (x) [+ lly = Ta()ll]- (2.2.0.37)

Ce qui signifie qu’est T est un Ciri¢ application des conditions c-Reich -Rus. En utilisant

I'inégalité triangulaire dans (2.2.0.37)), nous obtenons que T) satisfais :

Vx,y € X,ITy(x) - Tyl < Sllx = Il + 23]y - ()l (2.2.038)

b
A+ <I.

Ouod=
Concéderons le processus itérative {x,}>” , défini par (2.2.0.35)), qui est en fait le Picard,
itération associe a T) c’est-a-dire :

Xpe1 = Thx,,,n > 0. (2.2.0.39)

Et posons x = x,,_; et y = x,, dans (2.2.0.38) pour obtenir :

x4 = x,ll < Ol = Xl m > 1 (2.2.0.40)

Par (2.2.0.40) systématique les deux estimations suivant :

m

1-
120 — Xl < 0" n llxq —x0l,n>0,m>1 (2.2.0.41)

-0
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et
m

1-0
Maintenant, par (2.2.0.41) il s’ensuit que, {x, ], , est une suite de Cauchy et donc conver-

1% 04m = xull < 0 I, —xpalln=1,m=1 (2.2.0.42)

gente en I’espace de Banach (X, ||.||), notons :

p = lim x,, (2.2.0.43)

n—o00

Nous montrons d’abord que p est un point fixe de T, Notons :
lp = Ty() < [lp = xpar | + (X011 = Tapll = llxper = pll+ I Tax, = Tapll. - (2.2.0.44)
Par (2.2.0.38)on déduit que :

”T/\xn - T/\p” < 6||xn _P” + 25”}7 _xn+1”:n >0

et donc, par(2.2.0.44)on obtient :

llp = Tap) = Ta(p)ll < (20 + Dllx,, = pll + llx,, = pll,n >0 (2.2.0.45)

Maintenant, en laisse n — oo dans on obtient ||p — Ty (p)|| = 0, C’est-a-dire p =
T)(p). Donc p € Fix(T)).
Maintenant pour prouve que p est I'unique point fixe de T,, on note que par (2.2.0.37|),

de méme que nous avons obtenu ([2.2.0.38))

Vay € KT - Tyl < ollx—pll+ 200k~ Ta(ll - (22.0.46)
Dot 6 = 2 +h
1-b
Suppose que g # p est un autre point fixe de T). Alors, d’aprés avec x = p et
v = q il suit

0 <[lp—qll < ollx =yl <llp 4l

Une contraction . Donc Fix(T))= {p} et puis que Fix(T) = Fix(T,),(i) est démontrer. La

conclusion (i) découle de (2.2.0.43|), pour prouver (iii), on laisse m — oo dans ([2.2.0.41|)
et (2.2.0.42) pour obtenu :

n

1-96

llx, —pll < llxy = xoll, > 1 (2.2.0.47)

et
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0
llx,, —pll < 1_5||xn—xn_1||,n> 1. (2.2.0.48)

Respectivement, puisque nous fusionnons (2.2.0.47)) et (2.2.0.48) pour obtenir 'estimation
d’erreur unificatrice (2.2.0.36) [

Définition 2.2.4. Soit (X,||.||) un espace normé linéaire,T : X — X application et une
généralisée contraction Cirié-Reich- Rus enrichie en (k,a,b), pour tout x,y € X il existe k €

[0,00) et la fonction positive a, b : X* — [0, 00) vérifiant :

sup (a(x,y)+2b(x,y)) =0 <1 (2.2.0.49)
x,veX

telle que :

Vx,p € X, |lk(x =)+ T(x) - Tl < alx = p)llx = vl + b(x =) [llx = T(x)l| +ly = T(»)I)]
(2.2.0.50)

Théoréme 2.2.4. ([18] ) : Soit (X,||.||) un espace de Banach et T : X — X, un généralisé
contraction (k,a, b)-enrichie circulaire-Reich -Rus. Alors :
(i) Fix(T) = {p}, pour un certainp € X

(ii) Il existe A € (0, 1] telle que la méthode itérative {x,}}’ ,, donnée par :

Xpe1 = (1 =A)x,, + ATx,,n>0
Converge vers p, pour tout x; € X
(iii) L’estimation suivante s’applique :
i
1% 4i1 =PIl < m”xn —Xplln=0,1,2,--5i=1,2,--
De maniére similaire a la preuve du théoréme (2.2.3), on peut prouver une variante locale du

théoréeme ([2.2.4)

Théoréme 2.2.5. ([18] ) : Soit (X, ||.]|) un espace de Banach et x € X. Notons :
B=B(x,r)={xe X,||x-X| <r},r>0,

et T : B — X une généralisée contraction enrichie Cirié-Reich-Rus (k,a,b) qui satisfait les
conditions :

IIx-Tx|| < (1-6)r

(i) T admet un unique point fixe p € B.
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oo
n=0’

(ii) il existe A € (0, 1] telle que la méthode itérative {x,,} ,,donnée par :

Xpe1 = (1 =A)x, + ATx,,n>0.

converge vers p, pour tout xy € X.

(iii) L’estimation suivante s’applique :

i

||xn+i+1 _p” < ||x1’l_xn—l||ln:0111213"';i = 112;"'

~1-0

ou 6 =sup, . x(a(x,y)+2b(x,p))

2.3 Théoréme du point fixe de Ciri¢

Définition 2.3.1. (Quasi-contraction ) ([8]) : Soit T une application d’une espace mé-
trique X dans lui-méme, A C X, 6(A) =sup{d(a,b): a,b € A} et pour chaque x € X, soit

O(x,n)={x,Tx,---, T"x},n=1,2,---

O(x,00) ={x,Tx,---}
Un espace on dit que X est T-Orbitally Achevée, si chaque suite de Cauchy qui continue en
O(x, 00) pour certains x € X converge dans X.

Théoreme 2.3.1. [17] : Soit (X, d) un espace métrique et T : X — X un plan de telle que :
(1) X est T-Orbitally compléte, pour chaque x € X, toute suite de Cauchy dans{x, Tx,---, T"x}

converge en X.

(2) il existe une constante q, 0 < g <1 avec:
Vx,y e X,d(Tx, Ty) < qmax{d(x,Tx),d(y, Ty),d(x, Ty),d(y, Tx)}

ensuite nous avons :
(1) T a un unique point fixe u in X.
(2) imT"x =u

(3) d(T" 1) < 2

pour tout x € X.
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2.4 Les points fixes communs dans les espaces G-métriques:

Théoréeme 2.4.1. [9] : Soit (X,G) est un espace G-métrique complet et T : X — X une

application satisfaisant la condition suivante :
Vx,9,2€ X,G(Tx, Ty, Tz) <kG(x,y,2) (2.4.0.51)
Telle que k € [0, 1) alors il existe unique point fixe.
Lemme 2.4.1. ([9]) Par le rectangle d’inégalité (G5) avec symétrie on a :
G(x,v,2) = G(v,v,x) <Gy, x,x) + G(x,9,x) = 2G(y, X, X) (2.4.0.52)

Théoréme 2.4.2. ([9]) : Soit (X,G) est un espace métrique complet et T : X — X une

application satisfaisant la condition suivante :
Vx,ye€X,G(Tx, Ty, Ty) <kG(x,9,). (2.4.0.53)

Telle que k € [0, 1) alors il existe unique point fixe.

Démonstration. [9] Soit x,, € X un point arbitraire et définissons la suite (x,,) par x,, =
T"(xo) par (2.4.0.53) on a:

G(x, Xpi1s Xps1) < kG(x,1, X, X (2.4.0.54)
En continuant dans le méme argument nous obtiendrons :

G(xp Xpa1,Xpe1) < k"G(xg, x1,%1) (2.4.0.55)
De plus pour tout n,m € IN, n < m on par inégalité rectangle que :

G Xy Xim) < G(Xp X1 1, Xp41) + G(Xng1, X2 Xg2) + G(X12, Xy 3, Xp3) + 0
+G(Xp-1, Xy X )
< (K" + KM 4 K2 4 KD G(xg, xq, X7 )
< £ G(xg,x1,%1)
(2.4.0.56)
et donc lim G(x,,, x,,, X,;;) = 0 comme n,m — +oco donc (x,,) est G- suite de Cauchy, en
raison de la complétude de (X, G), il existe u € X tel que (x,) est G-convergent vers u,

Supposons que T'u # u ensuite :

G(x,, Tu, Tu) < G(x,_1,u,u) (2.4.0.57)
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En prenant la limite comme n — +oo, et utilisant le fait que la fonction G est continue,

ensuite :
G(u,Tu, Tu) <kG(u,u,u) (2.4.0.58)

Cette contradiction implique que u = Tu prouver l'unicité.

Supposons que u # v sais que Tv = v, et utilise le lemme (2.4.1), alors :
G(u,u,v)=G(Tu,Tu, Tv) <kG(u,Tu,v) = kG (u,u,v) (2.4.0.59)

Ce qui implique que u =v. [

Remarque 2.4.1. La condition (2.4.0.51) implique la condition (2.4.0.53)).le converse n’est

vrai que si k € [0, %)

Exemple 2.4.1. Soit X = [0,+00) et

0 sixX=y9=2z2
G(x,v,2) =
max{x,y,z}, autrement

1
Soit une G-métrique sur X définie T : X — X par Tx = =%
Alors la condition du théoréme est Vérifié, en fait :

G(Tx, Ty, Ty) = ;max{x,y}

et
G(x,9,9) = max{x, y}
ona: |
G(Tx, Ty, Ty) = ;max{x,y}
= G(x,v,v) = max{x, p}
< lG(x )
=% 2%
donc

1
G(Tx, Ty, Ty) < £G(x3:3)
C’est-a-dire que les conditions du théoréme (2.4.2) sont valable pour cet exemple.

Corollaire 2.4.1. Soit (X, G) un espace G- métrique complet et T : X — X une application
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vérifiant la condition suivante :
Vx,v,2€ X,G(Tx, Ty, Tz) <a(x,Tx,z)+ b(x, Tx,yp) (2.4.0.60)

Ou0<a+0b<1,alors T a un unique point fixe.

Théoréme 2.4.3. Soit (X, G) un espace G-métrique complet et T : X — X une application

vérifiant la condition suivante : Vx,y,z € X

G(Tx, Ty, sz) <aG(x,Tx, T%x) + bG(y, Ty, sz) +cG(x, Tx, Ty)+dG(y, Ty, T3x)
(2.4.0.61)
,ouO0<a+b+c+d<1.Alors T a un unique point fixe.

Démonstration. Prendre x( € X on construit la suite {x,},> , des points en x de la maniere
suivante :

. . ’
Xp+1 = T'x, Pour tout n =0,1,2--- Notez que si X,/ = x,,1 pour certaine n € IN alors

évidemment T a un point fixe. Donc on suppose que x,, # x,,,1 pour tout n € N.on a:
G(Xn, Xn+ls xn+2) >0,

a partir de (2.4.0.61) avec x =x, ety =x, ona:

G(Tx,_1,Tx,, T?x,) <aG(x,_1,Tx,_1, T?x,_1) +bG(x,, Tx,, T*x,,)
(2.4.0.62)
+cG(x_1, Tx,_1, Tx,) +dG(x,, Tx,, T3x,_1)

implique :

G(Xp Xpa1, Xps2) < aG(Xp—1, X Xpi1) + DG(Xyy, X1, Xppi2) + €G(X 21, Xy, X41)

+dG(xnf Xn+ls xn+2)
(2.4.0.63)

G(Xp X4 1, Xn12) =0 G (X, X4 1, X012) A G (X, X1, Xy 2) < AG (X1, Xy X41) G (X1, Xy X411

(1 —-b- d)G(xn' xn+11xn+2) S (a + C)G(xn—lrxn; xn+1)

a+c
G (X, Xpp1, Xpp2) < (1(T_)d)G(xn—1:xn:xn+l)
G(xn' xn+1'xn+2) < kG(xn—llxw xn+1)
a+c
uk=———<1 :
Ou k b4 <1 donc

G (%, X1, Xpa2) < k"G (x0, X1, %) (2.4.0.64)
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Pour tout n € IN.notez qu’a partir de(G3) nous avons que :
G (% X Xp1) < G (X X1, Xp42) -
Avec x,, # x,,,1, et par le lemme (2.4.1), on a:
G (Xpr1s Xpe1, Xn) < 2G (X, Xy Xpg1)
Pius par (2.4.0.64), nous avons :
G (Xps1r Xne1, Xn) < 2K"G (x0, %1, %1)
En outre, pour tout n,m € IN;n < m,, on a pas inégalité rectangle que :
G(Xp Xy X)) < G(Xpy X1, Xps1) + G( X1, X 25 Xpi2) + G(X 00, X33, Xpyge3) + 00
+G(xm—1’xmf xm)

< 2(k" + k" 4 k2 ek KD G(xg, X, X1)

n

<20%

)G(x0,x1,%1)

(2.4.0.65)
Et donc lim G(x,,, x,,,, X,,;) = 0 comme 1, m — oo, donc {x,,} est G- Cauchy. Du fait la com-
plétude de (X, G), il existe u € X telle que {x,} est G- convergent vers z de avec

X=x,ety=zona:

G(Tx,, Tz, T?z) < aG(x,, Tx,, T*x,)+bG(z, Tz, T*z)+cG(x,, Tx,, Tz)+dG(z, Tz, T3x,)

Alors
G(x,41, Tz, Tzz) <aG(x,, Xy41, Xp42)+0G(z, Tz, Tzz)+cG(xn, Xpyi1, T2)+dG(z, Tz, x,,3)
En prenant la limite comme 17 — co dans l'inégalité ci- dessus, nous avons :

G(z, Tz, T?2) <bG(z, Tz, T?2) +cG(z,2,Tz) +dG(z, Tz, Tz)

(1-b)G(z,Tz, Tzz) <¢G(z,z2,Tz)+dG(z, Tz, Tz)

G(z, Tz, Tzz) < Ei ii;

G(z,2,Tz)
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etbh=1

(c+4d)
1-b
Maintenant, si Tz = T2z, alors T a un point fixe. Donc on suppose que
Tz # T?z. Donc par (G3), on obtient :

G(z, Tz, T%z) < G(z,2,Tz)

G(z,z, TZZ) < %G(z, z,Tz) < %G(z, z, Tzz)
D’ou
1 —(itZ)G(z,z,Tzz) <0
implique que G(z, Tz, T?z) = 0 c’est-a-dire : z = Tz = T?z. ]

Dans un premier temps, nous supposons que :

W ={1): [0,00) — [0, 00) telle que ¢ Est croissant et continue}

et

D ={¢:[0,00) — [0, 00) tel que @ est semi-continue inférieur}. Ou
P(t) = ¢(t) = 0 si et seulement si t =0

Théoréme 2.4.4. Soit (X, G) un espace G- métrique complet et T : X — X une application

satisfaisant la condition suivante :

Vx,p € X, p(G(Tx, T?x, Ty)) < P(G(x, Tx,v)) — p(G(x, Tx, 7)) (2.4.0.66)

oupeWetped.

Alors T a un unique point fixe.

Démonstration. Prenons xy € X nous construisons la suite {x,};” , des points en x de la
maniere suivant :

Xu41 = T'x, pour toutn=0,1,2,---

Notez que si X, = x,7,1 pour un certain ne IN, nous supposons que x,, # x,,,1 Pour tout

n €N par (G2),on a:

G(Xp, Xp41, Xp41) > 0
A partir de (2.4.0.64), avec x = x,,_j ety = X,,, on a:

¢(G(Txn—1J szn—lr Txn)) < ¢(G(xn—1: Txn—l: Txn)) - qb(G(xn—l: Txn—lfxn))
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implique que :

¢(G(xn; xn+1:xn+1)) < QD(G(xn—llxn; xn)) - (P(G(xn—l;xn:xn))
(2.4.0.67)

< P(G(xp-1, Xy, X))

Alors :
G(xn’xn+1'xn+1) < G(xn—lfxn’xn)

Donc la suite G(x,,, X,,41,X,,.1) est une suite décroissante dans IR™, et donc elle est conver-
gente, disons t € R*. Nous affirmons que t = 0.

Supposons au contraire que f > 0 prenant comme limite quand 7 — oo dans(2.4.0.65), on
obtient :

P(t) < (1) = P(t)
implique que ¢(t) =0, c’est t = 0, qui est un contraire. Par conséquent t = 0, c’est a dire :
lim G(x,,, X401, %441) =0 (2.4.0.68)

n—o0

Nous allons montre que {x,},”, est une suite G-Cauchy.

Supposons ou contraire qu’il existe ¢ <0, et suite (x,,)) de (x,) telle que :
G(Xm(ky TXm(ky Xm(k)) = € (2.4.0.69)

Avec n(k) > m(k) de plus ci pondant a m(k), on peut choisi n(k) telle qu’il soit le plus
petit entier avec n(k) > m(k) satisfaisant donc :

G(Xm(k)r T Xm(ky Xn(k)-1) < € (2.4.0.70)
D’apres le lemme et (G5), on obtient les inégalité suivantes :
€ < G(Xpk)y TXmik)y Xnk) = G(Xngi)yr Xm(k)yy TXm(k))
< G(Xn(k)y Xnk)-1- Xn(k)-1) + G(Xn()=1, T Xm(k)-1, Xm(k))
< Gy TXom(k)=1> Xn(k)=1) + 2Sn(k)-1

<&+ 25n(k)—1 ( )
2.4.0.71
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OU ;51 = G(Xpu(k)=1, Xu(k)» Xn(k))- Laissant k — oo dans , nous déduisons que :
kli_)rgoG(xm(k), T Xm(k)r Xn(k)) = € (2.4.0.72)

Aussi, par lemme et (G5), on obtient les inégalités suivantes :

G(Xp(ky TXm(ky Xu(k)) < G(Xm(k)r Xm(k)=1> Xm(k)-1) T G(Xm(k)=1> T Xm(k)» Xm(k))

= G(Xm(ky Xm(k)=1> Xm(k)=1) + G(Xn(k)s Xm(o)=1, TX(k)-1)
< G(Xpm(ky Xm(k)-1 Xm(k)-1) + G(Xp(k)s X (k)15 Xn(k)-1)
+G(Xn(k)-15 Xm(k)=1, T Xm(k))
< 28m(k)-1 + 28n(k)-1 + G(Xpn()=1 Xim(k)-1> T X (k)

(2.4.0.73)
Et

G(Xn(k)-10 Xmk)-1 Txmx) < G(Xu(k)=1 Xn(k)=1%n(k) + G(Xn(ky Xm(k) T Xm(k))
= G(Xu(k)=1, Xn(k)r Xn(k)) T G(Xm(k)=1> Xm(k)r Xm(k))
+G(Xpm(k)r TX (k) Xn(k))

(2.4.0.74)
Laissant k — oo dans (2.4.0.72)) et (2.4.0.73) et en appliquant (2.4.0.72), on trouve que :

lim G(xn(k)—llxm(k)—lr Txm(k)) =& (2.4.0.75)

k—o0

A nouveau, d’aprés le lemme . Et (G5)ona:
G- Xm(k) -1 TXm(k) = G(T Xp(ie) Xm(k)-1> Xn(k)-1)
= G(Xm(k)+1 Xm(k)=1 Xn(k)-1)
< G(TX (k)1 Xy Xm(k)) + G(Xm(k)r Xm(k)-1, Xn(k)-1)
= G(Xm(k)+1> Xm(ky Xn(k)) + G(Xm(k)-1 Xm(k)» Xn(k)-1)

< 28m(k) + G(Xm(k)-1> TXm(k)-1> Xn(k)-1)
(2.4.0.76)
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et

G(Xm(k)=10 TXm()=1, Xn(k)=1) = G(Xim(k)=1, Xm(k) Xn(k)-1)
< G(Xm(k)-1> Xm(k)+ 1 Xm(k)-1) T G(Xin(k)+ 1 Xm(k)» Xn(k)-1)
< G(Xm(k)=1> Xm(ky Xm(k)) + G(Xm(k) Xm(k)+1> Xm(k)+1)
+G(Xm(k)-1> Xm(k)r Xm(k)-1)
= Sm(k)-1 T Sm(k) * G(Xm(ky+ 1> Xim(k)r Xn(k)-1)
= Sm(k)=1 * Sm(k) + G(Xm)+1, T Xm(k)r Xn(k)-1)
< Sp(k)-1 + Sm(k) + €

(2.4.0.77)

En prenant comme limite n — oo dans (2.4.0.75) et (2.4.0.76) et en appliquant (2.4.0.74),

on:

lim G(xm(k)_l, Txm(k)_l,xn(k)_l) =& (2.4.0.78)

k—o0
Par (2.4.0.65), avec X = X(x)-1 €t Y = Xpx)—1 on a:

PG Xmiiy TxXmeiy Xn(k) = W(G(T Xpiiey-1 T>Xp(ie)-1, TX(k)-1))
< P(G(xmik)-1> TXm(k)-1, Xn(k)-1)) = P(G(Xmr)-1> T Xm(k)-1, Xu(k)-1))
En prenant la limite comme k — oo dans I'inégalité ci- dessus et en appliquant, on a :

p(e) < ple) - P(e)

qui implique ¢ = 0, qui est une contradiction ensuite :

lim G(x,, Tx,,x,) = lim G(x,,Xpns1,%,) =0

m,n—oo m,n—oo

C’est-a-dire {x,};’ est une suite de Cauchy, puis que (X, G) est un G-complet, alors il
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existe z € X tel que x,, — z comme n — oo de (2.4.0.64), avec x =x, ety =z ,ona:

lP(G(xn+1Ixn+21 Tz)) = lp(G(Txn: Tan; Tz))
< QD(G(xnr TX”, Z)) - (I)(G(Xn, Txn' Z))

= P(G(xy, Xp11,2)) = ¢(G(xn1 Xp+1,2))

En prenant limite comme # — oo, on obtient :

P(G(2,2,T2)) < P(0) - $(0) = 0

Puis G(z,z,Tz) = 0,donc z = Tz.
Pour prouver 'unicité, supposons que z # u , telle que Tu = u maintenant par (2.4.0.64),
on obtient :

(G(Tz,T?z, Tu)) < p(G(z, Tz,u)) - ¢(G(z, Tz, u))
Ce qui implique que ¢(G(z, Tz, u)) = 0 c’est-a-dire z = u. Si on prend P(t) =t et P(t) =
(1 —r)t dans théoreme , ou 0 <r <1, alors on déduit le corollaire suivante. ]

Corollaire 2.4.2. Soit (X, G) un espace G-métrique complet et T : X — X une application

satisfaisant la condition suivant :

Vx,p € X,G(Tx, T?x, Ty) < rG(x, Ty, )
0 <r <1 Alors T a un unique point fixe.

Exemple 2.4.2. Soit X = [0,+00) et

0 sixX=y9=2z2
G(x,v,2) =
max{x, y} + max{y, z} + max{x,z} autrement

1
Soit une G-métrique sur X définie par T : X — X, Tx = —x.
Alors tout les conditions du corollaire théoréme (2.4.4) Sont vraies, en effet :

1 1 1 1
G(Tx, T?x, Ty) = =X + T max{gx,y} + 1 max{x, p}

Et
G(x, Tx,y)=x+ max{%x,y} +max{x, p}
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Ona:
1 1 1 1
G(Tx, T2x, Ty) = gx + gmax{gx,y} + gmax{x,y}
1 1
=% (x + max{gx,y} + max{x,y})
1
< gG(x, Tx,v)
Donc

1
G(Tx,T?x,Ty) < 36 Txy)

Telle que r € [0, 1), c’est-a-dire que les conditions du corollaire sont valables pour cet

exemple

Corollaire 2.4.3. Soit (X, G)un espace G-métrique complet et T : X — X une application
satisfaisant la condition suivante :
Pour tout x,y,z€ X, ou 0 <a+b <2 Vérifie :

G(Tx,T?x, Ty) + G(Tx, T?x, Tz) < aG(x, Tx,y) + bG(x, Tx, 2)

Alors T a un unique point fixe.

Démonstration. Voir([[9]) m

2.5 Le point fixe triplé

Définition 2.5.1. ([5]) : Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et
F: X3 — X. L’application F est dit avoir la propriété monotone mixte, si pour tout x,y,z € X.

x1,%p € X,x1 <xp = F(x1,9,2) < F(x2,9,2)
v1,v2 € X,91 <y = F(x,v1,2) > F(x,9,2) (2.5.0.79)
21,20 € X,21 <z = F(x,9,21) <F(x,9,27)

Définition 2.5.2. Soit F : X3 — X. Un élément (x,v,z) est appelé un point fixe triplé de F
Si:

F(x,v,2)=x,F(v,%,9)=v,F(z,9,x) =z (2.5.0.80)
Théoréme 2.5.1. [5] : Soit (X, <,d) un ensemble partiellement ordonné et supposons qu’il

existe une métrique d sur X telle que (X, d) un espace métrique complet.

Supposer F : X3 — X, F la monotone mixte propriété et

d(F(x,v,2),F(u,v,w)) <jd(x,u)+kd(y,v)+1d(z,w) (2.5.0.81)
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pour tout x,v,z€ X, pourx <u,v <y etz<w.

Supposons que F est continue sur X a les propriétés suivantes :
(1) Si une suite croissante x,, — x alors x,, < x pour tout n,
(2) Si une suite décroissante y,, — v, alors y <y, pour tout n,
(3) Si une suite croissante z,, — z alors z,, < z pour tout n

S’il existe x, Vg, 29 € X telle que xq < F(x0,v0,20), Vo < F(vo,X0,20) et
2o < F(z9,v0,Xq), il existe x,y,z € X ainsi :

F(x,9,2) =x,F(y,x,v) =v,F(z,9,x) =z (2.5.0.82)

C’est-a-dire que F a un point fixe triplé.

Définition 2.5.3. Soit (X, G) un espace G-métrique. Une application F : X3 — X est dit
continue si pour trois suites G-convergentes (x,), (v,,) et (z,) convergent vers x,y et z respec-

tivement, F(x,,v,,2,) en G-convergent vers F(x, 7, z).

Théoréme 2.5.2. [5] : Soit (X, <) partiellement ordonné, (X, G) un espace G-métrique et
F : X3 — X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X.

Supposons qu’il existe ¢ € D telle que pour x,y,z,a,b,c,u,v,w € X, avecx > a > u,y <
b<vetz>c>wona:

G(F(x,v,2),F(a,b,c), F(u,v,w)) < ¢(max{G(x,a,u), G(y,b,v),G(z,c,w)}). (2.5.0.83)

s’il existe x, Vo, 2o € X telle que xq < F(x0,0,20), V0 = F(vo, X0, V0) et
2o < F(zo,v0,Xg) alors F a un point fixe triplé en X, c’est-a-dire qu’il existe x,y,z donc :

F(x,9,2)=x,F(y,%) =9,F(z,9,x) =z (2.5.0.84)

Démonstration. Supposons que X, Vo, 29 € X telle que :

x0 < F(x0,%0,20), Yo = F(x0,%0,20) et 2o < F(zo, Yo, X0)-

Définissons x1 = F(xo,0,20), 1 = F(y0, X0, Y0) €t 21 = F(zo, Yo, Xo)-

Alors Xo < X1,%o < 1 et zp < z;.

Encore une fois, définissez

xp = F(x1,91,21),92 = F(y1,%1,91) et 25 = F(z1,91, %)

Puisque F a la propriété monotone mixte, nous avons xy < x1 < xp,7, < Y] < yg et zp <

z1 < zp. En continuant ce processus, nous pouvons construire trois suites (x,),(y,) et
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(z,) € X telle que :

Xn = F(xn—llyn—lfzn—l) <Xy = F(xnr ywzn)
Vnv1 = P(?n, xn'yn) SV = F(yn—llxn—llyn—l) (2'5'0'85)
Zy = F(zn—lfyn—llxn—l) SZpp = F(znryn’xn)

Si pour certains entier n, nous avons (X1, V11, Zn+1) = (X5, Y, 2,,), alors

F(xp, v 2y) = X0 F(W X0, v0) = vy et F(z,,v4,%,) = 2, Cest-a-dire (x,,v,,2,) est un
point fixe triplé de F.

Ainsi, nous allons supposer que :

(Xp+1s Vna1rZns1) # (X, Vur 2,,) pour tout n € IN, c’est-a-dire que nous supposons que :
Xp1 # X OU Yypp # Yy OU Zpyyg # Zy.

Pour tout n* € IN, nous avons on (|2.5.0.83)
G(Xni1, X0 Xn) = G(F (% VZ)s F(X0-1, V-1, 2Z0-1) F(X-1, V-1, 20-1))
< ¢ (max G(xy, Xp-1,Xp-1, Xn-1), G (Vs V-1, Y1), G20, 21, Z0-1))
GWns1, Y V) = G(F @ X Y0)s F(Vu-1,Xn-1,Yu-1) F (V-1 Xn-1,Yu-1))
< ¢ (max{G(Vu, Vn-1,Yu-1), G(xp, X1, X,-1)})
< ¢ (max{G(Vu, Vn-1,Yn-1) G(Xu, X1, Xy-1), G20, Zy-1, 20-1)})
G(zur1,2w20) = G(F(20 Y Xn) F(2p-1, Vi1, X1, F (2021, Vo1, Xu1))

< (P (max {G(an Zn-1s2n-1 )r G(yn’ YVn-1,Vn-1 )’ G(xnr Xn—1,Xn-1 )})

(2.5.0.86)
De il suit que :
maX{G(xn+1;xnr xn)1 G(yn; ynlyn+1)rG(zn+1;Zn1 Zn)} (2 50 87)

< (P (max {G(xnl Xn-1rXn-1 ); G(ynl Vn-1,Vn-1 ); G(an Zp-1s2n-1 )}))

En répétant (2.5.0.87) n fois et en utilisant le fait que ¢ est non réduit, nous obtenons
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que :

max {G(xn+1; X Xn), G(yn+11 Vs yn)r G(zn+1z Zns Zn)}
< (j)(max {G(Xn, Xn—-1,Xn-1 )' G(yn) Vn-1,Vn-1 )' G(Zn, Zn-1r2n-1 )})
< A (max {G(xy_1, Xp-2,X4-2), G(Vn-1, V-2, Vn-2)» G(2Zy-1,Zn—2, Zn-2)})

< ¢"(max{G(xy,x0,%0), G(¥1,V0,V0), G(21,20,20)})-

Maintenant, nous montrons que (x,,) est une suite G-Cauchy dans X.
Soit € £ 0. De puis

lim ¢"(max{G(x1,x9,x0), G(v1,v0,V0), G(21,20,20)}) = 0

n—-oo

et € > ¢(¢), il existe ny € IN telle que :

¢" (max{G(x1,x9, %0), G(y1,Y0,Y0), G(21,20,20)}) < € = P(&), V1 = m.
Par (2.5.0.88), cela implique que :

max{G (X1, X Xn), G (Vi1 YY) G(Zns1, 20 20)} < € = (), Y 2 ng
Pour m, n € IN, nous prouvons par indiction sur m que :

max{G(X,, X, Xp), G(yn’ynlym)’ G(zy zZp Zm)} < €= d)(f):Vﬂ 2 1.

(2.5.0.88)

(2.5.0.89)

(2.5.0.90)

(2.5.0.91)

(2.5.0.92)

de puis € — ¢(¢) < ¢, alors en utilisant (2.5.0.91) et la propriété (G4), nous concluons
que (2.5.0.92)) tient quand m = n + 1. Supposons maintenant que (2.5.0.92) est titulaire de

m =k pour m = k + 1, nous avons :

G(xn' Xns xk+1)
< G(xn’ xwxn+1) + G(xn+llxn+11xk+1)
<é-— (P( ( xnlynrzn) (xnlynrzn)fp(xklybzk))

<€ (P + (P(maX(G(xw X1 xk)l G(ynl Ynr yk)l G(an Zps Zk)})
<e—ple)+ ple) =

De méme, nous montrons que

G(Vny Vi Vies1) < €
G(anznfzk+1) <&

(2.5.0.93)

(2.5.0.94)
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Par conséquent, nous avons :

max{G(xn, X Xk41)s G(})n/ Yo Yk+1 ), G(an Znr 241 )} <é&. (2.5.0.95)

Ainsi (2.5.0.92)) peut contenir pour tout m > n > ny.

Par conséquent (x,), (v,) et (z,) les suite G-Cauchy sont-elle dans X. Etant donné que X
est un espace métrique complet, il existe x,y,z € X telle que :

(x,,), (V) et (z,,) converger a x,p et z, respectivement.

Enfin, nous montrons que (x,y, z) est un point de vue en forme de F.

Depuis F est continue et (x,, v, z,) — (x,¥,z), nous avons :

Xni1 = F(%0 Y0, 20) = (%, 9, 2).

Par le caractere unique de la limite, nous avons x = F(x, v, z).

De méme nous montrons que y = F(y,x,v) et z = F(z,9, x).

Alors (x,y,z) est un point fixe triplé de F. O]

Corollaire 2.5.1. ([3]]) : Soit (X, <) partiellement ordonnée, (X, G) un espace G-métrique,
F : X3 — X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X. Supposons
qu’il existe k € [0,1) telle que pour a,y,z,a,b,c,u,v,w € X, avecx >a>u,y <b<vet

z>c>wona:
G(F(x,v,2),F(a,b,c), F(u,v,w)) < kmax{G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)}.  (2.5.0.96)

s’il existe x(, Vg, 2o € X telle que :

x0 < F(x0,90,20), Yo = F(y0, X0, Vo) et 2o < F(20, Y0, X0)-
Alors F a un point fixe triplé en X, c’est-a-dire qu’il existe x,y,z € X tel que :

F(x,9,2)=x,F(y,x,9) =y, F(z,9,x) =z (2.5.0.97)

Corollaire 2.5.2. Soit (X, <) partiellement ordonnée, (X, G) un espace G-métrique et F :
X3 — X une application continue dans la propriété monotone mixte sur X. Supposons qu’il
existek € [0,1) tel que pour x,y,z,a,b,c,u,v,w e X,avecx>a>u,y<b<v,etz>c>w

ona:

G(F(x,v,2),F(a,b,c), F(u,v,w)) < = (G(x,a,u),G(y,b,v), G(z,c,w)). (2.5.0.98)

W=

S’il existe x(, Vo, 2 telle que :

xo < F(x0,90,20), Y0 = F(y0, X0, Vo), et 20 < F(29, Y0, Xo)
Alors F a un point fixe triplé en X, c’est-a-dire qu’il existe x,y,z € X telle que :

F(x,9,2) =x,F(y,x,9)=9,F(z,9,x) =z (2.5.0.99)
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Théoréeme 2.5.3. Soit (X, <) partiellement ordonné, (X,d) un espace métrique complet et
F : X3 — X une application dans la propriété monotone mixte.

Supposer qu’il existe un ¢ € O telle que :
G(F(x,v,2),F(a,b,c), F(u,v,w)) < ¢ (max{G(x,a,u),G(y,b,v),G(z,c,w)}). (2.5.0.100)

Pour tout x,y,z,a,b,c,u,v,w e X, avecx >a>u,y <b <vetz>c>w. Supposons aussi

que X a les propriétés suivantes :
(i) Si suite croissante x,, — x, alors x,, < x pour tous n € IN
(ii) Si une suite décroissante v, — v, alors y,, > v pour tousn € IN

s’il y a xg,v9,29 € X comme :

xo < F(x0,%0,20), Y0 = F(v0, X0, Vo)etzo < F(20, Y0, %)

Alors F a un point fixe triplé.

Exemple 2.5.1. Nous prenons n = 3, Soit X = [0,00) et :
G(x,9,2) = max {|x —y|+|x — z|+|y — z}

Alors (X, G) est un espace G-métrique complet et <" est 'ordre induit par ¢(x) = 2x.
Soit F : X3 — X défini par :

F(x,v,2) =x(1+)(2+2)

Et F est évidemment une fonction croissant sur X. Si nous laissons xqg = 1 et yy = 29 =0

alors :

F(Xo,yo,ZO) = 1(1 + O)(2+ O) =2

F(v0,20,%0) =0(1 +0)(2+1)=0
Et

F(Zo,Xo,yo) = 0(1 + 1)(2+ 0) =0
Donc :

xo < F(x0,0,20), Y0 < F(¥0, 20, X0)
Et

2o < F(z9,%0,70)
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Aussi
F(0,9,2)=0(1+v)(2+2)=0,F(0,2,x) =0(1 +2)(2+x) =0

Et
F(0,x,)=0(1+x)(2+y)=0

Donc (0,0, 0) est un point fixe triplé dans F.
Remarque 2.5.1. (Point fixe n-uplet) ([20]) :

Définition 2.5.4. Un élément (xl,x2, oo, x") € Xest appelé :

(E1) Un point fixe n-uplet d’application F : X" — X si:
Vie[l,n], F(x',x™, o xxl, - ) = &
(E2) Un coincidence fixe n-uplet d’application F : X" — X et T: X — X si:
Viel[l,n], F(x',x™*, - x"x!, - x' ™) = Ty

Et dans ce cas (Txl, Tx?,---, Tx") est appelé le point n-uplet de coincidence.

(E3) un point fixe commun aux n-uplet d’application F : X" - X et T: X — X si:
Vie[l,n], F(x,x™, o x"xt, o xil) = Tl = &

Définition 2.5.5. Un élément (x',x?,---,x") € X" est appelé :

(D1) Un point fixe n-uplet d’application F : X" - X et T,R: X — X si:
Vie[l,n],F(x',x*, -, x" !, x ) = Tx' = Rx' = x'

(D2) Un point fixe commun aux n-uplet d’ application F : X" — X et
T, R: X — X si:

Vie [1,n],F(xi,xi+1,---,x”,xl,-u ,xi_l) = Tx! = Rx' = &

Théoréme 2.5.4. Soit (X, G) un espace G-métrique complet, ¢ : X — R une fonction bornée
a partir d’en haut et” <" le préordre induit par ¢.
Soit F : X" — X, n > 2 un préordre préservant et une application séquentiellement continu
sur X telle qu’il existe n élément (x(l), e ,xg) € X avec:

Vie [1,n],x(1) < P(xé,xé“,---,xg,x(l),--- ,xé‘l)

Alors F a un n-uple point fixe dans X"



Chapitre 3

Quelques applications

3.1 Application( Equation intégral)

Théoréme 3.1.1. ([16]]) Soit (X,<) un espace partiellement ordonné et f une fonction de
classe C. Suppose qu’il existe une G-métrique sur X telle que (X, G) un espace G-métrique
complet. De plus Q) est une distance sur X et T est une application croissante de X dans lui-
meme .

Supposer que :

Vx,9 € X, p(Q(Tx, Ty, T2)) < f (P(Q(x, 9, 2)), p(Q(x, 9, 2))).
avecx <y<z,oupePetpecWetfecC,aussi:
Vx e X,inf{Q(x,y,x) + Q(x, v, Tx)+ Q(x, Tx,y) : x < Tx} > 0.

Pour touty € X avecy = Ty , s’il existe un xy < Tx, alors T admet un point fixe . De plus,
siv="Tv, alors Q(v,v,v)=0

Démonstration. : Si xg = Tx, alors le résultat est prouvé.
On suppose xg = Txy.

Depuis xy < Txg, T croissante on obtient :
2, _ n+1
xg 2 Txg<T"xg=T(T(x9)) - T" xp =+

Maintenant si pour tout un certain n € N, Q(T"xq, T"" 1 xy, T"*1xy) = 0
Alors :

P(QT™ x, T 59, T2 x0)) < f (W(QUT"x0, T" x0, T" x0)), H(QU(T"x0, T" 0, T x0)) ).
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Donc:
Q(T”+1XO, T”+2X0, Tn+2x0) -0

Et par la partie (c) de la définition (1.7.1) G(T™*x,, T"?x,, T"*?x,) = 0, et par consé-
quent T"x, = T"?x,, ce qui implique que T"x, est point fixe de T.
Si n est pair, et que T2x, est un point fixe .

Si n est impair, alors la preuve est compléte. Sinon Q(T"x, T"!xy, T 'x0) > 0

¥ e N, p(Q(T"xo, T xg, T x0)) < f(P(QT" " x0, T"x0, T"x0)), p(QT" " x0, T"x0, T"x0))),
(3.1.0.1)
puis

P(Q(T"xq, T" o, T" xg)) < P(QUT" " x50, T" x50, T" %))

De la méme maniére :
P(Q(T" " x, T"x0, T"x0)) < P(Q(T" x50, T" ' x, T" ' x0))

Ceci montre que {Q(T"xq, T" 1 x, T"*x,)} est décroissante.

Alors, il existe r > 0 telle que :

lim Q(T"xq, T xo, T" ' xg) = 1

n—-oo

Sir>0, ¢(r)>0eten prenant n — oo sur (3.1.0.1), on obtient :

p(r) < f(p(r), d(r))
qui est une contraction. Alors :

nli_r)l(}oQ(T”xO, T" L xo, T"x0) =0
Nous affirmons que {T"x,} est suite de G-Cauchy.
Suppose {T"xy} n’est pas une suite de G-Cauchy.
Ensuite I'existe ¢ > 0 et des sous-suites {T"*x} et {T™x} telles que ng est le plus petit

entier avec n; > my > k et
Q(T™xq, T xq, T x) > €

puis
Q(T™xy, T Ly, T o) < €
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Par partie (a) partie de la définition (1.7.1),on obtient :

e < Q(T™xg, T xy, T™xg) < Q(T™kxo, T xg, T 1xg) + Q(T™ g, T xq, T x)

<e+ Q(Tnk_l.)(fo, T”kxo, T”kxo)

Ainsi
lim Q(T"*xq, T"xq, T"xg) = €

k—o0

Depuis
Q(ka_1X0, Tnk_l)CO, Tnk_1X0) < Q(ka_le, Tnk_l)CO, Tnk_1X0)+Q(kaXO, Tnk_l)CO, Tnk_1X0)

et

Pe) <P(OQ(T™kxg, T"xg, T"xg))
< FQ(T™  xg, T g, TV xg), p(Q(T™ xg, T xg, T xg)))

< ¢(Q(kaX0, TnkXO, TnkXO))

Alors,on obtient :
lim Q(T™ Yxg, T g, T xg) =&

k—o0

Encore une fois, nous avons :

ple)  <P(Q(T™xo, T™xo, T™x))

< FPQ(T™  xg, T xg, T xg)), p(QT™ Lxg, T xg, T 1 xy)))

Donc
P(e) < f(le), ¢ple))

Ce qui est une contraction.
Donc {T"xg} est une suite G-Cauchy . Puisque X est G-complet, {T"x,} converge vert un
point u € X.
Alors, pour ¢ > 0 et par semi-continuité inférieure de (2,
Q(T"xg, T"xg,u) < lim inf(T"xy, T"xo, TPxg) < e,m>n
p—)OO

et
Q(T"xq,u, T'xy) < lim inf(T"xq, TPxo, T'x) < &,1 > n.

p—)OO
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Supposons que u # Tu. Puis que T"xy < T x,,
0< inf{Q(T”xO, u, T"x0) + Q(T"xq, u, T xg) + Q(T"xo, T" ' xg, 1) : m € ]N} < 3¢,

Qui est une contraction. Par conséquence, nous avons u = Tu.

Maintenant, si v = Tv, nous avons :
$(Q(v,v,v) = QT Tv, Tv) < f (P(Q2,2,0), $(Q(,v,v)))

Donc, Q(v,v,v) = 0. O]

Dans cette section, nous donnons un théoreme d’existence pour une solution de I’équation

intégrale suivante :
1
x(t) = f K(t,s,x(s))ds+g(t),t €[0,1] (3.1.0.2)
0

Que X = C([0,1]) soit 'ensemble des fonctions continues définies par [0, 1].

Définissez par G : X3 — R* a partir de :

G(x,,2) =[x = pll+[ly - zll+[lz — x|,

llxll=sup {|x(¢)|, t € [0,1]}

Alors (X, G) est un G-métrique complet. Soit () = G. Est un ()-distance sur X.

Définir une relation ordonnée < sur X par x < v si et seulement si :
x(t) <y(t),Vte[0,1].

Alors (X, <) est un ensemble partiellement ordonnée.

Maintenant, on prouve le résultat suivant vérifiées :

Théoreme 3.1.2. ([16]]) Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(1) K:[0,1]x[0,1]xR* - R* et ¢:[0,1] — IR, sont continues;
(2) K est croissant dans sa premiére variable et g est croissant

(3) Il existe une fonction continue F : [0,1]x[0,1] — [0, +o0) telle que :
|K(t,s,u)—K(t,s,v)|< F(t,s)|u—v]
Pour tout comparable u,v € R* ets,t € [0,1] avec :

1
sup f F(t,s)ds < L
0 2

t€[0,1]
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(4) Soitpe D, peWetfeC,alorsip(r) < f(P(2r),p(2r)), Vr e [0,00)
I’équation intégral admet une solution dans C([0,1]).

Démonstration. : ([[16l]) Définir :

1
Tx(t) = J K(t,s,x(s))ds + g(t)
0
Par ’hypothese (2), on a que T est croissant . Maintenant si :
inf{Q(x,y,x)+Q(x, 9, Tx) + Q(x, Tx,p);x < Tx} =0,

Pour tout y € X avec y # Ty, alors pour tout n € IN il existe x,, € C([0.1]) avec x,, < Tx,,
telle que :

Q(x, v, x,) + Q(x,, 9, Txy) + Q(x, Txpy, v) <

I |-

En suite nous avons :

1
Q(x,, v, Tx,) = sup |x, —y|+ sup [y — Tx,|+ sup |Tx, —x,|< —
t€[0,1] t€[0,1] t[0,1] n

Ainsi

lim x,(t) = p(t)

n—-oo

lim Tx, = y(t)

Par la continuité de K, on a :

1 1
y(t) = lim Tx,(t) = j K(t,s, lim x,(s))ds + g(t) = J K(t,s,v(s))ds+ g(t) = Ty(t).
0 n—oo

—00
n 0

Ce qui est une contradiction, donc :

inf{Q(x,9,x)+Q(x, v, Tx) + Q(x, Tx,p);x < Tx} >0



3.1 Application( Equation intégral) 49

Donc pour tout x,79,z€ X avecx <y,ona:

P (Q(Tx, Ty, T2)) =¢( sup |Tx(t)~Ty(t)|+ sup |Ty(t)~ Tz(t)|+ sup |Tz(t)~ Tx(t)
t€[0,1] te[0,1] t€[0,1]

(sup f |K(t,s,x(s)) — K(t,s,p(s))|ds

t€[0,1]
vsup [ 1Kt p(s) - Kt 5, 2(s)lds
t€[0,1]1J0
r1
+ sup |K(t,s,z(s))—K(t,s,x(s))|d5]
t€[0,1]J0
1 1
Syb( sup L F(t,s)lx(s)—y(s)lds)+ sup (L F(t,s)|y(s) —z(s)|ds

t€[0,1]

1
+ sup (J F(t,s)lz(s)—x(s)lds))
t€[0,1]\J0

1
sw( sup (x(t) = p(1)]) sup | E(t,s)ds
t€[0,1] te[0,1]J0

t€[0,1]

1
+ sup (v(0)-=(0) sup [ F(t5)d
te[0,1] t€[0,1] J0
1
+ sup (|z(t) —x(t)]) sup P(t,s)ds]
t€[0,1] t€[0,1]J0
sw(l sup (1(t)~ (1)) + = sup ([p(t) —z()) + = sup (1z(t) — x(1))
2 4e0,1] 2 4el0,1] 2 1e0,1]

<p(30009.2)) < f WO 2,2, 0O 3,2)

Ainsi, d’apres le Théoréme (3.1.1) , il existe une solution u € C([0,1]) de ’équation inté-

gral (3.1.0.2).

Maintenant, nous présentent les corolaires suivant comme exemple de notre résultat. [l

Corollaire 3.1.1. Supposons que les hypothéses suivantes qui vérifiées :
(1) K:[0,1]x[0,1]xR* - R* et g:[0,1] — R, sont continue
(2) K est un croissante dans sa premiére variable et g est un croissante

(3) 1l existe une fonction continue F : [0,1] % [0,1] — [0,+00) telle que :

|K(t,s,u)—K(t,s,v)|< F(t,s)|u—v]
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Pour tout u,v € R* ets,t € [0,1] avec :

1
1
sup j F(t,s)ds < -
te[0,1]J0 2

(4) Il existe une fonction continue croissante ¢ : [0, 00) — [0, 00) avec :
»~1(0) =0 et (r) < kp(2r), 0 <k < 1 pour tout r € [0, o)
Alors I’équation intégral admet une solution dans C([0,1])
Corollaire 3.1.2. Supposons que les hypothéses suivantes soit vérifiées :
(1) K:[0,1]x[0,1]xR* - R* et g:[0,1] — R, sont continue
(2) K est un croissante dans sa premiére variable et g est un croissante

(3) 1l existe une fonction continue F : [0,1]x[0,1] — [0, +00) telle que :
|K(t,s,u)—K(t,s,v)|< F(t,s)|u—v|

Pour tout u,v € R" ets,t €[0,1] avec:

1
sup J F(t,s)ds < L
re[0,1]Jo 2

(4) Soit p € D, p €W, alors P(r) < %, pour tout r € [0, 00)

Alors Uéquation intégral (3.1.0.2)), admet une solution dans C([0,1))

Corollaire 3.1.3. Supposons que les hypothéses suivantes soit vérifiées :
(1) K:[0,1]x[0,1]xR* — R* et g: [0,1] — R sont continue
(2) K est un croissante dans sa premiére variable et g est un croissante

(3) 1l existe une fonction continue F : [0,1] % [0,1] — [0, +00) telle que :
|K(t,s,u)—K(t,s,v)|< F(t,s)|u—v|

pour tout u,v € R* ets,t € [0,1] avec :

1
1
sup J. F(t,s)ds < =
te[0,1]J0 2

(4) Soit p € D, P eV, alors P(r) < ¢(Zr)loga+¢(2r) a, pour tout r € [0, )
Alors I’équation intégral (3.1.0.2) admet une solution dans C([0,1])
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Corollaire 3.1.4. Supposons que les hypothéses suivantes soit vérifiées :
(1) K:[0,1]x[0,1] xIR* > R" et g:[0,1] = IR, sont continue
(2) K est un croissante dans sa premiére variable et g est un croissante

(3) 1l existe une fonction continue F : [0,1] % [0,1] — [0, +00) tel que :
|K(t,s,u)—K(t,s,v)|< F(t,s)|lu—v|

Pour tout u,v € R* ets,t € [0,1] avec :

1
1
sup j F(t,s)ds < =
te[0,1]1J0 2

(4) 1l existe une fonction continue croissant { : [0, c0) — (0, 00), avec h™1(0) = 0 et

¥(r) = Ylog(1 + (2r)"),n € N,¥r € [0, c0)

Alors I’équation intégral (3.1.0.2), admet une solution dans C([0,1])

3.2 Application aux probléme aux limites pour les EDO

Théoréme 3.2.1. ([7]) Soit (X, G, <X) un espace G-métrique complet partiellement ordonnée
et T : X — X une application croissante.

Supposons qu’il existe p € W, a € ¢y, et p € P, pour tout s, t >0

t>0,et(s =tous =0) = P(t)—a(t)—p > 0999 (3.2.0.3)

Et
P(G(Tx, Ty, Tz)) < a(O(x,v,2) —O(x,9,2)) (3.2.0.4)

O(x,v,z) =max{G(x,v,2),G(x, Tx, Tx),G(y, Ty, Ty),G(z, Tz, Tz)
1
g[G(x, Ty, Ty)+G(y, Tz, Tz)+ G(z, Tx, Tx)]}
pour tout x,t,z € X avecz <y < x.
Nous supposons les hypothéses suivantes :
i T est continue, ou

ii T est régulier
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S’il existe xy € X telle que xy < Ty,
alors T admet un point fixe,

C’est-a-dire qu’il existez€ X quez =Tz

Démonstration. Soit x le point donné de X.

Supposons T'xq # x(.On choisit x; € X telle que Txg = x;.
Puisque T est une fonction croissante, nous avons :

X <x1=Txg<Tx;.

Encore une fois

X, = Txq, ensuite nous avoir :
xOle :TxOszszl STXQ

Si (X, = Xp,4+1) pour certain ng € {0,2,---}, alors x,, .1 = x,,, = Tx,,, et donc nous avons
terminé.

Maintenant nous peut supposer :
G(X41s X112, Xp12) > 0,Yn >0 (3.2.0.5)

On va d’abord montrer que :
lim G(x,41, X042, X512) = 0.
n—-oo

Puis que x,, < x,,,1 on peut utiliser (3.2.0.4) pour ces point, et on a pour n > 0.

© (xnl Xn+1r Xn+1 ) =max {G (Xn, Xn+1r Xn+l ) ,G (xw Txnr Txn) ,G (xn+1l Txn+1' Txn+1)
1
5 [G (xn' Txn-a—l: Txn+1) +G (xn+1f Txn+1' Txn+1) +G (xn+1' Txnr Txn)]}
=max{G (X, Xu11, Xn41), G (X411, X2, Xn12)
1
3 [G (X X2, Xp42) + G (Xpy 1, Xnp2, xn+2)]}
Par (G5)on a:
G(xXp, Xp42, Xn12) < G(Xp, Xy 1, Xni1) + G(X1 1, Xng2, X 42)
Ainsi
1

5 [G(Xn, X142 xn+2) + G(xn+1' Xn+2s xn+2)] < max {G(xn’ Xn+2s xn+2) + G(Xn+1, Xn+2» xn+2)} .

Par conséquent nous avons :

®(xn’ Xp42 xn+2) = max {G(xn: Xn+2s xn+2) + G(xn+1' Xn+2s xn+2)}
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Maintenant, nous affirmons que
G(Xps 1, X142 Xn12) < G(Xp, Xps1, Xpg1 ), Y1 20 (3.2.0.6)
Supposant que ce n’est pas vrai, c’est-a-dire qu’il existe 1y > 0 telle que :
G(xn0+lr Xng+2s xn0+2) > G(xnof Xng+1r Xng+1 )
Or puis que x,,, < x,, 1, on peut utiliser I'inégalité pour si élément, et on a :
IP(G(anH: Xng+2» xn0+2)) = gb(G(x,W Xng+1r Xng+1 )
< a(max{G(xno,xn0+1;xn0+1); G (X1 Xng+2s Xn0+2)})

_/3 (maX {G(‘xnol x?’l0+1l xn0+1 )' G(xn0+11 xﬂ0+2’ xn0+2)})

Si
maX{G(an, xi’l0+1’ xn0+1 )’ G(xn0+1’ xn0+21 xi’l0+2)} = G(xn0+11 xn0+2' x?l0+2)

Alors
P(G(Xng415 Xng+2r Xng+2)) < A(G(X 41, Xnga2 Xng+2)) = BIG(X g1, Xngr2s X 2))
Par I'hypothese il s’ensuit que :
G(xn0+1: Xng+2s xn0+2) =0
ce qui contredit la condition (3.2.0.5|). Donc :
maX{G(an:anH’anH)r G(xn0+1’xn0+2rxn0+2)} = G(xnoyxn0+1:xn0+1)
par conséquent, nous avons :
G (X Xp42, Xn42) < Gy, X1, Xp11)¥ 1 € IN.

Donc, ([3.2.0.6)) est vrai et donc la suite {G(x,,, x,,41,X,,.1) : 1 € IN} est croissante et bornée

au dessous de. Il existe p > 0 telle que :

lim G(xn,Xn+1;xn+1) =p

n—-oo
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Supposons maintenant que p > 0.I1 découle de que :
(G (Xps1, Xn12 Xn42)) < @ (G(Xp, X1, Xpi1) = PG (X X415 X41)))
Et utilisant les propriétés des fonctions 1, &, f on obtient :
P(p) <Hminfp(G(xyi1, Xp42, Xp12)) < Hmsup P(G (41, Xp42, Xn12))
<limsup [a (G(xy, Xp1, Xn11) = B(G(%0 Xpp415 Xn41)))]
= limsup a (G(x,, X4 1, X11)) — liminf B (G (x,, X011, X541))
<a(p)-plp)
En reprenant la condition (3.2.0.3|), on obtient que ce n’est possible que si p = 0 ainsi :
lim G(x,, xX,41,X41) =0 (3.2.0.7)

n—o0o

En suite, nous montrons que {x,,} est une suite G-Cauchy dans X.
Supposons le contraire , c’est-a-dire que {x,,} est G-Cauchy.
Alors il existe € > 0 pour lequel on peut trouver deux sous-suite {x,, } et {x,, } de {x,} telle

que {n;} le plut petit indice pour le quel :
ng>m; >1,G(xXp, X, %,,) 2 € (3.2.0.8)

Cela signifie que :
ng>m; >1,G(Xp, Xy 1, Xp,-1) <€ (3.2.0.9)

De (3.2.0.8)) (3.2.0.9) (G5), on obtient :

€ S G(xmi’xl’li’xl’li)
S G(xmi: x}’li—ll xni—l) + G(xn,-—l; xl’li’ xl’li)
<&+ G(xy,1,Xn,, Xy,)
En passant a limite lorsque i — oo et en utilisant (3.2.0.7) on obtient :

lim G(x,,;, X, Xy,) = € (3.2.0.10)

i—00
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En utilisant (G5), ona :

G(xmilxnirxni) < G(xmirxmilxmi) + G(xmi+11xni+11xni+1) + G(xni+l’xn,~'xni)
S G(xm,'Jxmi+1’xm,-+1) + G(xmi+llxmilxmi) + G(xmilxnilxni)

+G(xni: Xni+1» xni+1) + G(an., Xn;s xni)

En passant a la limite lorsque i — oo dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7)
(3.2.0.10)
lim G(%xyy, 41, X415 Xp41) = € (3.2.0.11)

i—00

a nouveau en utilisant (G5)
G(Xm(iy Xn(iy+1: Xn(i)+1) < G(Xm(iy Xn(iy Xn(i)) + G(Xn(i)s Xn(iy Xn(i)+1)

< G(Xm(iy Xn(i)+ 1 Xn(iy+1) T G(Xn(iyy Xn(i)y Xn(i)) + G(Xn(iy Xn(i) Xn(is1))

en passant a la limite comme i — oo dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7),
(3.2.0.10), on obtient que

Jim G i), Xn(iye1s Xntiye1) = € (3.2.0.12)
utiliser (G5)pour obtenir

G(Xp(iy+1 Xn(iy Xn(i) < G(Xm(i)+ 1 Xu(i)+1 Xn(iy+1) + G(Xn(iy+ 1, Xn(iy Xn(i))

< G(Xpm(i+1r Xn(iy Xn(i)) + G(Xu(iy Xn(iye1 Xn(iye1) + G(Xn(iye1 Xn(iy Xn(i))

en passant a la limite dans les inégalités ci-dessus et en utilisant (3.2.0.7), (3.2.0.11)), on

obtient que
lim G(xm(z-)ﬂ,xn(,-), xn(i)) =& (3.2.0.13)

i—00

puis que X;,;(j) < X,y ona:
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C) (xm(i):xn(i)’x”(i))
_ maX{G (xm(i)' Xu(i) xn(i))' G (xm(i)r Txm(i); TXm(i))’ G (xn(i)’ TXn(i)' TXn(i));

% |G (% Txuiy Ty )+ G (Xugiy Txntiyy Thuiiy) + G (% TXmiiys Txm(i))]}
=max{G (%uu(s %u(iy %n(i))» G (X Xomtiys 1 Xmiipe1 ) G (X Xy Xugiyo ),

% [G (xm(i)lxn(i)+1;1n(i)+1 ) +G (xn(i):xn(i)+lrln(i)+1) +G (xn(i)lxm(i)+1;1m(i)+1 )]}
<max {G (X Xutiys Xuti))» G (Xt Xon(iys 1 X1 ) G (X Xyt iy )

% |G (mtiy Xty Xaier ) + G (%utiy Xntips1s Xntiyo1 ) + 26 (Xuiys iy iy )]}

a la partir de (3.2.0.4), on a :

V(G (Xm(iys Xn(iye1r Xn(i)+1)) = PIG(T Xy, Txp(iyy TXpiy))

< a(max{G(Xyu(i), Xn(iy Xn(i))r G(Xm(iy Xim(i)+ 1> Xm(i)+1) G(Xn(iy Xn(iy+ 1> Xn(iy+1)s
1

g[G(xm(i)’xn(i)+11xn(i)+1) + G(Xn(i) Xn(iye1r Xn(iye1) T 2G(Xn(iy Xn(iy Xm(ir+1)]})
—B(max{(Xp(iy, Xu(iy Xn(i)) G(Xm(iy Xm(iy+ 1> Xm(iy+1)r G(Xn(iys Xn(iys 1 Xn(iy+1)»

1
g[G(xm(i)’xn(i)+11xn(i)+1) + G(Xn(i) Xn(iye1r Xn(iye1) T 2G(Xn(iy Xn(iy Xm(ir+1)]})

Passant a la limite comme i — oo et utilisant (3.2.0.7), (3.2.0.10), (3.2.0.11), (3.2.0.12]),
(3.2.0.13) et les propriétés de fonctions i, a,f on a:

P(e) glimsupa(max{G(xm(,-),xn(,-),xn(,-)), G(xm(i), xm(i)+11xm(i)+l)'G(xn(i)’x”(i)+1’x”(i)+1)’
% |G (mtiy Xutips1s Xuier ) + G (%utip Xntiys1s Xniysn ) + 26 (Xniys Xutiys Tmtiy 1 )]})
— timinf B (max{G (Xyu(ip, Xty Xuti))» G (Xim(iy Xn(iye1 ¥irer )» G (Xutiy Xutipets Xutiys1 ),
% |G (Xt Xutiy1 iy ) + G (%ugiy Xatiyo 1 X )+ 2G (Xn(iy Xutiys X1 )]})

<a(e) - B(e).

En utilisant (3.2.0.3)) on obtient ¢ = 0, une contradiction. donc x,, est une suite G-Cauchy
dans X. donc il y a z € Xtelle que
lim x, = z. (3.2.0.14)

n—-o0

Supposons que (i)tient. Puis que T est des G-continuons, on obtient quex,,; = Tx,, est
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une suite G-convergente vers Tz par 'unicité de limite on obtient que z = Tz et donc z
est un point fixe de T. Supposons que (ii) cela tient. Puis que x,, est une suit croisante telle

que x,, — z et z est réguliere, il s’ensuit que x,, < z pour tout n € IN, on a donc :

O (x,,2,2) =max{G(x,,z2),G(x,, Tx,, Tx,),G(z,Tz, Tz)
1
3 [G(x,, Tz, Tz)+ G(u, Tz, Tz)+ G(z, Tx,, Txn)]}
=max{G(x,,22), G (X, Xp41,Xns1), G(2, Tz, T2)

1
3 [G(x,, Tz, Tz)+G(z,Tz, Tz)+ G(z, xn+1,xn+1)]}.

par (3.2.0.4), on obtient :

P (G(xp11, T2, Tz)) =y (G(Tx,, Tz, Tz))

<a (max{G(x,,z z),G (X, X;41,Xn41), G(2, Tz, T2)
1
3 [G(x,, Tz, Tz)+G(u, Tz, Tz) + G(z, xn+1,xn+1)]})

— B (max{G(x,,2,2), G(xy, X1, %X411),G(2, Tz, Tz)

1
3 [G(x,, Tz, Tz)+G(u, Tz, Tz)+ G(z, xn+1,xn+1)]})

en passant a la limite supérieure comme n — oo dans les inégalités ci-dessus et en utilisant
(3.2.0.14)) et le fait que G est continue sur ses varaibles, on obtient que :

P(G(z, Tz, Tz)) < a(G(z,Tz,Tz)) - p(G(z, Tz, Tz))

en utilisant (3.2.0.3)), on obtenir (G(z, Tz, Tz)) = 0 et donc z = Tz. Alors z est un point
fixe de T. N

Dans cette section, nous présentes un autre exemple ou le théoréme(3.2.1)) et ses corol-
laires peuvent étre appliqués .
Nous étudions I'existante d’une solution pour le probléme aux limites en de point suivant

pour la seconde équation différentielle d’ordre :

4 = K(t,u(t)),t €[0,1],u € [0, +00),
u(0)=u(l)=0.

Ce probléme est équivalent a I’équation intégrale :

1
u(t) = J; G(t,s)K(s,u(s))ds,Vt € [0,1] (3.2.0.15)
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Ou
K :[0,1] xR* — R* et G(t,s) est fonction de Green

Notons X = C([0,1],R*)-'ensemble des fonctions continues réelles non négatives sur
[0,1].

Nous dotons X avec le G-métrique :

Yu,v,we X,G(u,v,w) = max|u(t)—v(t)|+ max |u(t) — w(t)|+ max|v(t) — w(t)|.
te[0,1] te[0,1] t€[0,1]

Alors (X, G) est un espace G-métrique complet.

X peut également étre équipé de I'ordre partielle < donnée par :
uveX,u<voeu(t) <v(t),VteX

De plus, il est prouvé que (x, G, <) est régulier (voir la déﬁnition)
Considérer I'application T : X — X définie par :

1
Tu(t)= L G(t,s)K(s,u(s))ds,Vt €[0,1] (3.2.0.16)

Clairement, u est une solution de (3.2.0.15) si et seulement si u est un point fixe de T.

Nous prouverons 'existence et 'unicité du point fixe de T sous conditions suivantes :

Théoréme 3.2.2. ([[7]) : Supposons que les hypothéses suivantes s’appliquent :

(i) K(s, .) est une fonction croissante pour tout fixe s € [0, 1] c’est-d-dire :
Vx,y € R",x <y = K(s,x) < K(s,7)

(ii) Vt,s € [0.1],u e X, ona:

K(t,u(s)) < K(t,f
0

(iii) Yt € [0.1] et x,y € R telle que x >y

1K(s,u(’())d”c)

IK(t,x) - K(t,v)|< 6]x -]

(iv) Il existe uy € C([0.1]) telle que ug < Tuy(t) pourt €[0,1]
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Alors I’équation intégrale admet une solution u* € C([0,1])

Démonstration. ([[7]) : Considérons T : X — X donnée par (3.2.0.16). Prouvons que :
Tu<T(Tu),VueX. (3.2.0.17)

Soit u € C([0,1]). D’apres (ii), pour tout t,s € [0,1], on a :

Tu(t) = fol G(t,s)K (s, u(s))ds

< G(t,s)K(s,jO1 G(t,s)K(s,u(T)dT))ds

= [ G(t,5)K (s, Tu(s))ds

=T(Tu)(t)

Alors (3.2.0.17)) est vérifie. Puisque G(t,s) > 0 pour tout t,s € [0, 1], on déduit de (i)que

pour u <v
1

1
J G(t,s)K (s,u(s))ds SJ G(t,s)K (s,v(s))ds
0

0
C’est-a-dire que Tu(t) < Tv(t) est vrai pour tout f € [0, 1].
Ainsi T est une application croissante. Aussi de (iv), ug < Tuy pour
ug € X, puis que :
G(s,t) >0, Vs, t €[0,1], donc pour tout u, v, w € X, Tel que u < v < w, d’apreés (iii), on a :

G(Tu, Tv, Tw) = maxyeo)|Tu(t) - Tv(t)l+maxyeo1)|Tu(t) — Tw(t)l+ maxsepo, )| T(#) - Tw()|
= maxe(o,] [, G (£,5)|K (5,u(s)) ~ K (s,v(s)) s
+maxiefo1] fy Glt,5)IK(s,u(s) ~ K(s, w(s))lds
+maxeefo,] fy Gt IK (s, v(s)) ~ K (s, w(s))lds
< maxe(o,1] fy G(t,5) (u(s) = v(s)|+u(s) = w(s)+v(s) - w(s)) ds

< G(u, v, w) max;e)o,1] fol G(t,s)ds.
(3.2.0.18)
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11 est facile de vérifier :

f G(t,s)ds fo

—t)ds +ft(1 —s)ds
0

:1—tfotsds+tfotl—sds

[s2] 21
Y R ) P

- 3-5)

=1—-t|=|+t|z—t+—=

2| |2
t2 2t 5, 8B
= —— -t =
2 2 2 2
_tr ot
202
Donc :
lG(ts)ds—_t2 !
o T2 2
on pose :
2
x°  x
= —— 4+ —
Ona: .
)
= —X+ —
f=oxe
VXE —OO,E 2f/(X)<O
c
Vx e 5,00 :f(x)>0
aussi : 1: ) L1
Vxed—oo,zh, S—avecf(z):§etcela

1
sup J G(t,s)ds =
]

te[0,1

(3.2.0.19)
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Avec ces faits, 'inégalité (3.2.0.18) nous donne :

G(Tu,Tv,Tw) < =G(u,v,w) < =0 (u,v,w).

|
=1

Maintenant, en considérant les fonction de contrdle i, a, 8 : [0, 00) — [0, 00) définis par :

3 5 t
Eb(t):t+§,6¥(t):t+§et/a’(t):Z+1,pourt>0
Ona:

P(G(Tu, Tv, Tw)) < a(O(u,v,w) - f(O(u,v,w))),

pour tout u,v,w € C(I), tel que u <v < w.
Maintenant, toutes les hypothéses requises du théoréme (3.2.1) sont satisfait. Alors T ad-
mets un point fixe u* € C([0,1]), u* est une solution de (3.2.0.15))( et donc aussi de le

probléme aux limites donné). O



CONCLUSION

Ce mémoire, présente quelques théoréme du point fixe et application dans les espaces
G-métrique ordonnée qui sont parmi les outils les plus puissants de I’analyse et dont la
littérature regorge d’applications dans divers domaines, notamment lorsqu’il s’agit d’éta-
blir Iexistence de solutions pour des équations intégrales ou différentielles. Par ailleurs,
ils servent aussi de pont entre I’analyse et la topologie, ce qui leur permet d’interagir et

de donner de bons et d’intéressants résultats.
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