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ou de loin à l’accomplissement de ce mémoire.
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F À mes chères soeurs :Asma, Zineb,

Azza,Amel,Khadidja,Karima
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travail.
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Résumé

Dans ce mémoire de master, on étudie l’existence et l’unicité de la solution d’un système

composé par une équation différentielle fractionnaire non linéaire qui contient la dérivée de

Caputo et des conditions aux limites. Pour étudier l’existence et l’unicité de ces solutions,

on a utilisé quelques résultats les plus importants des thórèmes de points fixes dans l’espace

de Banach. Un exemple concret est aussi donné pour soutenir le coté thèorique qui a été

obtenu.

Mots clés : Caputo, point fixe, existence et unicité.



Abstract

In this master thesis, we study the existence and uniqueness of the solution of a system

composed by a fractional differential equation which contains the Caputo derivative and

boundary conditions. To study the existence and uniqueness of these solutions, some of the

most important results of the fixed point theorems in Banach space are used. A concrete

example is also given to support the theoretical side that has been obtained.

Key words : Caputo, fixed point, existence and uniqueness.



 

 ملخص 

 خطية غير كسرية تفاضلية معادلة من يتكون نظام حل وتفرد وجود ندرس ، هذه سترالما مذكرة في

 أهم من بعضًا استخدمنا ، وتفردها الحلول هذه وجود لدراسة . الحدية والشروطتحتوي على مشتق كابوتو 

 تم الذي النظري الجانب لدعم ملموس مثال إعطاء يتم كما. باناخ فضاء في الثابتة النقطة نظريات نتائج

.                                                                                                             عليه الحصول  

 .والتفرد الوجود ، الثابتة النقطة ، كابوتوكلمات مفتاحية:    
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Introduction générale
Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de l’intégration

usuelles a un ordre arbitraire non entier. Le sujet est aussi ancien que le calcul différentiel

et remonte a l’époque ou Leibniz et Newton inventérent le calcul différentiel. La première

apparition du calcul fractionnaire est dans une lettre écrite a Guillaume l’Hopital par Gott-

fried Wilhelm Leibniz , datée du 30 septembre 1695, dans laquelle il a introduit le symbole
dnf

dxn
pour désigner la dérivée d’ordre n ∈ N dune fonction f , l’Hopital a répondu :

� que signifier
dnf

dxn
si n =

1

2
? �. La dérivation et l’intégration dordre fractionnaire remonte

à diverses correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume LHopital et Johann Bernoulli

à la fin du 17e siècle. les bases du sujet ont été posées par Liouville dans [20],[21]. La théorie

et les applications du calcul fractionnaire se sont considérablement développées au cours des

XIXeme et XXeme siècles, et de nombreux contributeurs ont donné des définitions pour les

dérivées et les intégrales fractionnaires . Pour la première fois, il semble que la recherche

dans le calcul fractionnaire n’ait aucune importance pour les autres sciences, et celle-ci

ne reste qu’une recherche purement mathématique, mais il a gagné une popularité et une

considération importante dans les autres sciences appliqués comme la biologie, mécaniques

de fluides. Pour plus de détails, vous pouvez consulter [13],[27],[29].

Ce mémoire est composée en trios chapitre :

Dans le première chapitre, nous présentons quelques notions d’analyse fonctionnelle,

puis nous rappelons les définitions de quelque fonctions spéciales (fonction Gamma,fonction

Betta) et leurs propriétés essentiels. Dans le dernière section on donne quelques théorème

du point fixe qui jouent un rôle important dans notre travail.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les définitions de quelques intégrales et

dérivées fractionnaires qui jouent un rôle majeur dans notre travail et nous présentons cer-

taines de leurs propriétés.

Dans le troisième chapitre, est consacré a l’étude des résultats d’existence et d’unicité de

solutions concernant un problème aux limites pour une équation différentielle fractionnaire

de type Caputo de la forme :

1



{
cDαu(t) = λf (t, u(t))

u(0) = a1, u
′
(T ) = a2,

α ∈ ]1, 2] , t ∈ [0, T ] .

ou cDα est la dérivée fractionnaire de type Caputo d’ordre 1 < α ≤ 2, f : [0, T ]× R −→ R
est une fonction continue, ai ∈ R (i = 1, 2) et λ ∈ R∗.

Aprés avoir donne la solution générale, nous utilisons le principe de contraction de Ba-

nach pour prouver notre premier résultat principal.

Le deuxième résultat principal concerne l’existence et l’unicité des solutions de ce problème

il sera établie via le théorème de Schaefer. .
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base liées l’analyse fonctionnelle, puis

nous rappelons les définitions et les propriétés essentiels des deux fonctions Gamma et Beta

qui jouent un rôle important dans le calcul fractionnaire. Nous terminons ce chapitre en

rappelant quelques théorèmes du point fixe que nous avons utilisés dans ce travail. Pour plus

de détails sur ces concepts, veuillez consulter les références suivantes [19],[22],[30],[32].

1.1 Notations et définitions de base

Dans cette section, nous rappelons les notations utilisées dans les chapitres suivants, ainsi

que quelques notions d’analyse fonctionnelle.

L’ensembles des nombres réels est notée R.
L’ensembles des nombres réels positifs est notée R+.

L’ensembles des nombres réels non nuls est notée R∗.
On note N l’ensemble des entiers {1, 2, 3, ..., ...} et Z+ = N ∪ {0} .

On note Ω, l’intervalle finie de la forme [a, b] (0 ≤ a < b <∞) .
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1.1.1 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.1.1 L’espace des fonctions continues f : Ω −→ R est note C (Ω) et

‖f‖C(Ω) = sup
x∈Ω
|f (x)|

Définition 1.1.2 Soit n ∈ Z+, on note Ck (Ω) l’espace des fonctions n-fois continument

différentiables sur Ω, et

‖f‖Ck(Ω) =
n∑
k=0

∥∥f (k)
∥∥
C(Ω)

.

Définition 1.1.3 Soit p ∈ [1,+∞] , on définit Lp (Ω) l’ensemble des classes de fonctions

f : Ω −→ R measurable tel que

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dx
) 1

p

, p < +∞

‖f‖∞ = ess sup
x∈Ω
|f (x)| .

1.1.2 Fonctions absoluments continues

Définition 1.1.4 On note AC (Ω) l’espace des fonctions absoluments continues sur Ω, not

AC (Ω) est l’espace des fonctions primitives de fonctions Lebesgue-sommables c’est a-dire

f ∈ AC (Ω)⇔ ∃ϕ ∈ L1 (Ω) telle que f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt.

Théorème 1.1 L’espace AC (Ω) coincide avec l’espace des primitives de fonctions som-

mable de Lebesgue c’est a-dire.

f ∈ AC (Ω)⇔ f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt,
(
ϕ ∈ L1 (Ω)

)
Définition 1.1.5 Soit n ∈ N. On note ACn (Ω), l’espace des fonctions f : Ω −→ C
(n− 1)−fois continument dérivable sur Ω tel que f (n−1) ∈ AC (Ω) , i.e. :

ACn (Ω)=
{
f : Ω −→ C, f (k) ∈ C (Ω) , k∈{0, 1, ...,n−1} et f (n−1)∈AC (Ω)

}
.

En particulier AC1 (Ω) = AC (Ω) .

4



Définition 1.1.6 Soit n ∈ N∗ et δ = t
d

dt
. L’espace des fonctions f qui ont δn−1-dérivées

absolument continues, noté ACn
δ (Ω) est définie comme suit :

ACn
δ (Ω) = {f : [a, b] 7−→ R : δn−1f ∈ AC (Ω)}.

Clairement AC1
δ (Ω) ≡ AC (Ω) .

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriété bases des fonc-

tions Gamma et Bêta. Ces fonctions jouent le rôle le plus important dans la théorie des

opérateurs d’intégrations et de dérivations d’ordre non entier et dans la théorie des équations

différentielles fractionnaires. Pour plus de détails voir [19],[27],[30].

Définition 1.2.1 Soit z ∈ R tel que z > 0. La fonction Gamma notée par Γ, est définie

par :

Γ (z) :=

∫ +∞

0

e−ttz−1dt,

Proposition 1.2.1 La fonction Gamma est bien définie sur l’ensemble R+.

Démonstration. On écrivons Γ (z) sous la forme

Γ (z) :=

∫ +∞

0

e−ttz−1dt =

∫ 1

0

e−ttz−1dt+

∫ +∞

1

e−ttz−1dt.

En étudiant la convergence de la première intégrale. On a

I1 =

∫ 1

0

e−ttz−1dt <

∫ 1

0

tz−1dt =
1

z
.

D’ou la première intégrale est convergente pour 0 < z ≤ 1.

Maintenant nous étudions la convergence de la seconde. On a

∫ +∞

1

e−ttz−1dt <

∫ +∞

1

e
−
t

2dt = 2e
−

1

2 .

Par conséquent, la fonction Gamma est définie pour tout z ∈ R+.
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Proposition 1.2.2 Soit z ∈ R tel que z > 0, alors la fonction Gamma vérifie les propriétés

suivantes :

1. Γ (1) = 1

2. Γ (z + 1) = zΓ (z)

3. Γ (n+ 1) = n!,∀n ∈ Z+.

Démonstration.

1. Γ (1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1.

2. Par une intégration par parties , on obtient

zΓ (z) =

∫ +∞

0

e−tztzdt

= −e−ttz
∣∣∞
0

+

∫ +∞

0

e−ttzdt

=

∫ +∞

0

e−ttzdt

= Γ (z + 1) .

3. En utilisant la propriété 2), nous obtenons :

Γ (n+ 1) = nΓ (n)

= n (n− 1) Γ (n− 1)

= n (n− 1) (n− 2) Γ (n− 2)

...

...

...

= n (n− 1) (n− 2) (n− 3) ...Γ (1) .

ou

Γ (1) = 1.

Donc

Γ (n+ 1) = n!.
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1.2.2 Quelques valeurs de la fonction gamma

Nous avons la relation de récurrence pour la fonction Gamma :

Γ (z + 1) = zΓ (z) .

Nous calculons Γ

(
1

2

)
. On a

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−tt−
1
2dt =

∫ +∞

0

e−t√
t
dt t = x2 donc dt = 2xdx

= 2

∫ +∞

0

e−x
2

dx

=

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx.

On calcul l’intégrale I =
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx.

En conséquence, nous effectuons les manipulations suivantes :

I2 =

(∫ +∞

−∞
e−x

2

du

)2

=

(∫ +∞

−∞
e−x

2

du

)(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)
=

(∫ +∞

−∞
e−u

2

du

)
=

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)(∫ +∞

−∞
e−y

2

dy

)
=

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2)dxdy.

Pour calculer la dernière intégrale, on utilise le changement de variables suivant :{
x = r cos θ

y = r sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0.
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Alors

I2 =

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2)dxdy

=

∫ +∞

0

∫ 2π

0

e−r
2

rdrdθ

=

∫ +∞

0

e−r
2

rdr

∫ 2π

0

dθ = 2π

∫ +∞

0

e−r
2

rdr r2 = w donc rdr =
1

2
dw

= π

∫ +∞

0

e−wdw = π.

D’où

I =
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π.

Ainsi, nous avons démontré que

Γ

(
1

2

)
=
√
π.

Proposition 1.2.3 Pour tout n ∈ N,

Γ

(
1

2
+ n

)
=

(2n)!

22nn!

√
π (1.1)

Démonstration. On procède par récurrence. Si n = 0, on a Γ
(

1
2

)
=
√
π.

On suppose que la formule est vraie au rang n. Alors

Γ

(
1

2
+ 2 (n+ 1)

)
= Γ

(
2n+ 1

2
+ 1

)
=

2n+ 1

2
× Γ

(
2n+ 1

2

)
=

2n+ 1

2
× Γ

(
1

2
+ n

)
=

2n+ 1

2
× (2n)!

22nn!

√
π

=
(2n+ 1)!

22n+1n!

√
π

=
(2n+ 2)

(2n+ 2)

(2n+ 1)!

22n+1n!

√
π

=
(2n+ 2)!

22n+2 (n+ 1)n!

√
π =

(2n+ 2)!

22n+2 (n+ 1)!

√
π.
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Donc la formule est vraie au rang n+ 1. En utilisant la formule (1.1), on obtient :

Γ

(
9

2

)
=

105

16

√
π ≈ 11, 63

Γ

(
11

2

)
=

945

32

√
π ≈ 52, 34

Γ

(
13

2

)
=

10395

64

√
π ≈ 287, 89.

1.2.3 La Fonction Bêta

Définition 1.2.2 Soit α, β ∈ R tels que α, β > 0. La fonction Bêta, notée B (α, β) est

définie par

B (α, β) :=

∫ 1

0

tα−1 (1− t)β−1 dt. (1.2)

Proposition 1.2.4 La fonction B (α, β) est bien définie pour α > 0 et β > 0.

Démonstration.

On a t 7−→ tx−1 (1− t)y−1 est continue sur l’intervalle ]0, 1[.

Au voisinage de 0 : tα−1 (1− t)β−1 ∼
t−→0+

1

t1−α
et

∫ 1
2

0

dt

t1−α
converge car 1− α < 1.

Au voisinage de 1 : tα−1 (1− t)β−1 ∼
t−→1−

1

(1− t)1−β et

∫ 1

1
2

dt

(1− t)1−β =
u=1−t

∫ 1
2

0

du

u1−β converge car 1− β < 1.

Proposition 1.2.5 La fonction Bêta vérifie la propriété suivante

B (α, β) = B (β, α) .

9



Démonstration. Soient α, β > 0

B (α, β) =

∫ 1

0

tα−1 (1− t)β−1 dt u = 1− t donc dt = −du

=

∫ 0

1

(1− u)α−1 uβ−1 (−du)

=

∫ 1

0

uβ−1 (1− u)α−1 du

= B (β, α) .

La forme trigonométrique de la fonction Bêta est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.6 Soit α, β > 0, alors

B (α, β) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2α−1 (cos θ)2β−1 dθ

Démonstration. On pose t = sin2 θ donc dt = 2 sin θ cos θdθ.

Si t = 1, θ =
π

2
et si t = 0, θ = 0

et on a 1− t = 1− sin2 θ = cos2 θ. En remplace dans (1.2), on obtient

B (α, β) =

∫ π
2

0

(sin2 θ)α−1(cos2 θ)β−1(2 sin θ cos θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

(sin θ)2(α−1)(cos θ)2(β−1)(sin θ cos θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

(sin θ)2α−1 (cos θ)2β−1 dθ.

Proposition 1.2.7 Soit α, β ∈ R tels que α, β > 0. Alors

B (α, β) =
Γ (α) Γ (β)

Γ (α + β)
. (1.3)

Démonstration. On a Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt.

Posons t = x2 d’o dt = 2xdx, on a alors

Γ(α) = 2

∫ +∞

0

x2(α−1)e−x
2

xdx = 2

∫ +∞

0

x2α−1e−x
2

dx. (1.4)
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D’autre part,

Γ(β) = 2

∫ +∞

0

y2β−1e−y
2

dy. (1.5)

Multiplions les deux intégrales (1.4) et (1.5) et passons en coordonnées polaires, on trouve

Γ(α)Γ(β) = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

x2α−1y2β−1e−(x2+y2)dxdy

= 4

∫ +∞

0

∫ π
2

0

(r cos θ)2α−1(r sin θ)2β−1e−r
2

rdrdθ

= 2

∫ +∞

0

r2(α+β)−1e−r
2

dr × 2

∫ π
2

0

(sin θ)2α−1(cos θ)2β−1dθ

= Γ (α + β)B (α, β) .

Proposition 1.2.8 Soit α, β > 0. Alors on a

B (α, β) =

∫ +∞

0

sα−1

(s+ 1)α+β
ds.

Démonstration. On pose t =
s

s+ 1
donc dt =

ds

(s+ 1)2 . Alors

B (α, β) =

∫ 1

0

tα−1 (1− t)β−1 dt

=

∫ +∞

0

(
s

s+ 1

)α−1(
1− s

s+ 1

)β−1
ds

(s+ 1)2

=

∫ +∞

0

sα−1

(s+ 1)α−1

(
1

(s+ 1)β−1

)(
1

(s+ 1)2

)
ds

=

∫ +∞

0

sα−1

(s+ 1)α+β
ds.

1.3 Théorèmes de point fixe

Dans cette section, nous exposons divers théorèmes l’existence et d’unicité inspirés de

théorèmes classiques qui assurent l’existence et l’unicité des points fixes de certains opérateurs.

Nous utiliserons des définitions et des notions classiques de l’analyse fonctionnelle que l’on
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peut trouver, par exemple dans [9],[32].

Dans ce qui suit, E désigne un espace de Banach .

Définition 1.3.1 Un opérateur T : E −→ E est dite contraction s’il existe une constante

k ∈ ]0, 1[, tels que,pour tout x, y ∈ E , on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ k ‖x− y‖ .

Définition 1.3.2 L’opérateur T : E −→ E est completement continue s’il transforme tout

borné de E en une partie relativement compacte.

Définition 1.3.3 Soit T : E −→ E . On a appelle point fixe de T tout point x ∈ E tel que

T (x) = x.

Théorème 1.2 ( Théorème de point fixe de Banach) soit T : E −→ E un opérateur de

contraction . Alors, T admet un unique point fixe dans E .

Théorème 1.3 (Théorème d’Arzela-Ascoli ) Soit Ω un ensemble de E. alors Ω est relative-

ment compact dans E si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Ω est uniformément bornée.

ii) Ω est équicontinue.

Théorème 1.4 ( Théorème de point fixe de Schaefer ) soit T : E −→ E un opérateur complètement

continue. Si l’ensemble

Ω = {x ∈ E : x = λx, 0 < λ < 1} .

est borné, alors T a au moins un point fixe .

12



Chapitre 2

Opérateurs d’intégration et de

dérivation fractionnaire

2.1 Intégration fractionnaire

Il existe plusieurs définitions et approximations de l’intégration d’ordre fractionnaire,

dans cette section nous allons introduire les opérateurs d’intégrations fractionnaires les plus

utilisés dans notre travail et leurs propriétés. pour plus de détails sur ces intégrales veuillez

consulter les références [1],[19],[22],[25],[27],[30].

2.1.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1 Soit f ∈ L1 (Ω) . L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

α > 0 de f est donnée par

(
RLIαa f

)
(t) :=

1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f (s) ds, t > a. (2.1)

Remarque 2.1.1 i) Dans le cas α = 0, L’intégrale fractionnaire I0 est l’opérateur identité

.
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ii) Si α = n ∈ N, la définition (2.1) coincide avec les n-ièmes intégrale de la forme

(Ina f) (t) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn

a

f (tn) dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1 f (t) dt.

Exemple 2.1.1 A titre d’exemple, prenons la fonction f(x) = x. Nous calculons l’intégrale

de Riemann-Liouville d’ordre
1

2
de f . On a

RLI
1
2f (x) =

1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

(x− t)
1
2
−1 f(t)dt

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

(x− t)
1
2
−1 (t) dt x− t = τ donc dt = −dτ

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

(x− τ)

τ

1

2

dτ =
x

1
2(

3
2

) (
1
2

)
Γ
(

1
2

)
=

4

3
√
π
x

3
2 .

Exemple 2.1.2 Soit f la fonction définie par f (x) = (x− a)γ , γ > −1. Calculons l’intégrale

de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 de f . On a

RLIαa f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f(t)dt

=
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 (t− a)γdt.

On pose t = a+ (x− a) ζ, on obtient donc dt = (x− a) dζ et x− t = (x− a) (1− ζ).
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Alors

RLIαa f (x) =
1

Γ (α)

∫ 1

0

(x− a)α−1 (1− ζ)α−1 (x− a)γ (x− a) dζ

=
(x− a)α+γ

Γ (α)

∫ 1

0

ζγ (1− ζ)α−1 dζ

=
(x− a)α+γ

Γ (α)
B (α, ζ + 1)

=
Γ (γ + 1)

Γ (α + γ + 1)
(x− a)α+γ .

Remarque 2.1.2 Pour γ = 0, on trouve

RLIαa (1) =
1

Γ (α)
xα

Proposition 2.1.1 Soit α ∈ R Tel que α > 0, alors l’opérateur RLIαa est bien définie.

Démonstration. Soit f ∈ L1 (Ω) et α ∈ R (α > 0) . D’aprés le théorème de Fubini , on

a ∫ t

a

|Iαa f(t)| dt ≤ 1

Γ (α)

∫ b

a

∫ t

a

(t− s)α−1 |f (s)| dsdt

≤ 1

Γ (α)

∫ b

a

|f (s)|
(∫ b

s

(t− s)α−1 dt

)
ds

≤ 1

αΓ (α)

∫ b

a

|f (s)| (b− s)α ds

≤ bα

Γ (α + 1)

∫ b

a

|f (s)| ds <∞.

Proposition 2.1.2 Soit f, g ∈ L1 (Ω). Alors pour tout α ≥ 0, on a

RLIαa (c1f(t) + c2g(t)) = cRL1 Iαa f(t) + cRL2 Iαa g(t), c1, c2 ∈ R

Démonstration. On a

RLIαa (c1f(t) + c2g(t)) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 [c1f(t) + c2g(t)] ds

= c1
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds+ c2
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 g(s)ds

= cRL1 Iαa f(t) + cRL2 Iαa g(t).
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Proposition 2.1.3 Soit f ∈ L1 (Ω) . Alors.

RLIαa
(
Iβa f (x)

)
=RL Iα+β

a f(t), ∀α, β ∈ R (α, β > 0) .

Démonstration. En utilisant la formule de Dirichlet , on a

RLIαa I
β
a f (x) =

1

Γ (α)

∫ x

a

(x− u)α−1 du
1

Γ (β)

∫ u

a

(u− t)β−1 f (t) dt

=
1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

f (t) dt

∫ x

t

(x− u)α−1 (u− t)β−1 du.

On pose y =
u− t
x− t

, donc on a

RLIαa I
β
a f (x) =

1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

f (t) dt (x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1 yβ−1dy

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1 f (t) dt =RL Iα+β
a f(t).

2.1.2 Approche de Hadamard

Dans cette section, nous donnons la définition et certaines propriétés de base, par exemple,

les propriétés de semi-groupe de l’opérateur d’intégration fractionnaire de type Hadamard.

Pour plus de détails sur ces opérateurs veuillez consulter [19],[22],[25].

Définition 2.1.2 L’intégrale fractionnaire de type Hadamard d’ordre α ≥ 0, pour une fonc-

tion continue f sur Ω est définie par

Hα
af (t) =

1

Γ (α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)α−1

f (τ)
dτ

τ
, α > 0, a ≤ t ≤ b (2.2)

En particulier si α = 0, on a H0
af (t) = f (t) .

Exemple 2.1.3 Soit f la fonction définie par

f(t) = logβ
(
t

a

)
, β > −1.

On a
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Hα
af (t) = Hα

a logβ
(
t

a

)
= 1

Γ(α)

∫ t

a

logα−1

(
t

τ

)
logβ

(τ
a

) dτ
τ
.

En utilisant le changement de variable x =
log(τ)− log(a)

log(t)− log(a)
, on obtient

Hα
a logβ

(
t

a

)
=

1

Γ(α)

∫ 1

0

[
log

(
t

a

)
− x log

(
t

a

)]α−1

x logβ
(
t

a

)
log

(
t

a

)
dx

=
1

Γ(α)
logα+β

(
t

a

)∫ 1

0

(1− x)α−1xβdx

=
1

Γ(α)
logα+β

(
t

a

)
B(α, β + 1)

=
1

Γ(α)
logα+β

(
t

a

)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
logα+β

(
t

a

)
. (2.3)

Remarque 2.1.3 Si on prend β = 0 dans (2.3), on obtient

Hα
a (1) =

(
log x

a

)α
Γ (α + 1)

Proposition 2.1.4 L’opérateur Hα
a est linéaire.

Démonstration. La linéarité est une conséquence de la linéarité de l’intégrale.

Proposition 2.1.5 Soit f ∈ L1 (Ω) . Alors ∀α, β ∈ R (α, β > 0) , on a

Hα
a

(
Hβ
af (x)

)
= Hα+β

a f(t) = Hβ
a (Hα

af (x))

Démonstration.

En utilisant la relation (2.2) et le thorme de Fubini, on obtient

Hα
a

(
Hβ
af (x)

)
=

1

Γ (α)

∫ x

a

(
log x

t

)α−1

Hβ
af (t)

dt

t

=
1

Γ (α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1
(

1

Γ (β)

∫ t

a

(
log

t

ξ

)β−1

f (ξ)
dξ

ξ

)
dt

t

=
1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

1

ξ
f(ξ)

[∫ x

ξ

(
log

x

t

)α−1
(

log
t

ξ

)β−1
dt

t

]
dξ (2.4)

17



En utilisant le changement de variables z =
log t− log ξ

log x− log ξ
, on a

∫ x

ξ

(
log

x

t

)α−1
(

log
t

ξ

)β−1
dt

t
=

(
log

x

ξ

)α+β−1 ∫ 1

0

(1− z)α−1 zβ−1dz

=

(
log

x

ξ

)α+β−1

B (α, β) . (2.5)

En utilisant (2.4) et (2.5) et la définition de la fonction beta, on obtient

Hα
a

(
Hβ
af (x)

)
=

1

Γ (α + β)

∫ x

a

(
log

x

ξ

)α+β−1

f(ξ)
dξ

ξ

= Hα+β
a f(x).

2.2 Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs approximations de dérivation fractionnaire,dans cette section nous

allons présenter les approches de Riemann-Liouville et Caputo qui sont trés utiles dans

notre travail, pour plus détail, voir [19],[22],[30].

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Soit f ∈ L1 (Ω) . La dérivée fractionnaire Riemann-Liouville d’ordre α ∈
R (α > 0) est donnée par

(
RLDα

a f
)

(t) : =

(
d

dt

)n (
In−αa f

)
(t) (2.6)

=
1

Γ (n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (s) ds, n ∈ N∗, n− 1 < α ≤ n, t > a.

Remarque 2.2.1 Si α = n ∈ Z+, Alors

(
RLD0

af
)

(t) = f (t) ;(
RLDα

a f
)

(t) = f (n) (t) ,

ou f (n) est la dérivée usuel d’ordre n de la fonction f .
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Exemple 2.2.1 Prenons la fonction f (x) = xβ, β > −1. En appliquant la dérivation frac-

tionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0, on obtient

RLDα
0 f (x) =

dn

xn

(
1

Γ (n− α)

∫ x

0

(x− u)n−α−1 uβdu

)
Pour calculer l’intégrale dans (citation), on utilise le changement de variable suivant :

u = xy donc du = xdy; (x− u) = x (1− y)

dans l’expression précédente, on obtient

RLDα
0 f (x) =

1

Γ (n− α)

dn

xn

(∫ 1

0

xn−α−1 (1− y)n−α−1 xβyβxdy

)
=

1

Γ (n− α)

dn

xn

(
xn−α+β

∫ 1

0

(1− y)n−α−1 yβdy

)

=

∫ 1

0

(1− y)n−α−1 yβdy

Γ (n− α)

(
dn
[
xn−α+β

]
xn

)

=
B (n− α, β + 1)

Γ (n− α)

(
dn
[
xn−α+β

]
xn

)
.

En utilisant que
dnxp

dxn
=

Γ (p+ 1)

Γ (p− n+ 1)
xn−p, on aura

RLDα
0 f (x) =

1

Γ (n− α)
× Γ (β + 1) Γ (n− α)

Γ (β + 1 + n− α)

(
dn
[
xn−α+β

]
xn

)

=
Γ (β + 1)

Γ (β + 1 + n− α)
× Γ (n− α + β + 1)

Γ (n− α + β − n+ 1)
xβ−α

=
Γ (β + 1)

Γ (β − α + 1)
xβ−α, β > −1.

Remarque 2.2.2 Pour β = 0, on obtient

RLDα
0 (1) =

x−α

Γ (1− α)

Remarque 2.2.3 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nul.
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Proposition 2.2.1 Soit α, β > 0 tels que n− 1 < α ≤ n et m− 1 < β ≤ m avec n,m ∈ N∗.
Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1 (Ω) , on a

(
RLDβIαa f

)
(t) = Iα−βa f (t)

Démonstration. Pour α > β > 0, on a

Dβ (Iαf(t)) = DnIn−β (Iαf(t))

On utilise la propriété du semi-groupe, on trouve

Dβ (Iαf(t)) = Dn
(
In−β+αf(t)

)
= DnIn

(
Iα−βf(t)

)
= Iα−βf(t).

Proposition 2.2.2 Soit α > 0 tels que n− 1 < α ≤ n, n ∈ N∗. Pour f ∈ L1 (Ω) , on a

(
RLDαIαa f

)
(t) = f (t)

.

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville, on obtient

(DαIαf) (t) = (DnIn−αIαf) (t) .

Puisque l’opérateur Iα vérifier la propriété du semi-groupe, alors

(DαIαf) (t) = (DnIn−α+αf) (t) = DnInf (t) = f (t) .

Proposition 2.2.3 Soient α > 0,m ∈ N∗ et f ∈ L1 (Ω) . Si les dérivées fractionnaires(
RLDαf

)
(t) et (Dα+mf) (t) existe, alors

(DmDαf) (t) =
(
Dα+mf

)
(t)

.
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Démonstration. Par définition de l’opérateur RLDα, on obtient

Dm (Dαf (x)) = Dm (DnIn−αf(x)) .

On utilise la propriété du semi-groupe de l’opérateur Dn, on obtient

Dm (Dαf (x)) = Dm+n
(
In−αf(x)

)
= Dm+n

(
In−α+m−mf(x)

)
= Dm+n

(
Im+n−(α+m)f(x)

)
= Dm+αf(x).

2.2.2 Approche de Caputo

Dans cette partie nous donnons la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelque propriétés essentielles. Pour plus de détails, vous pouvez consulter les

références [1],[19],[22].

Définition 2.2.2 La dérivée fractionnelle de Caputo d’order α ∈ R (α > 0) d’une fonction

f ∈ Cn (Ω) est définie par

cDα
a f(t) :=RL In−αa f (n) (t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (n) (s) ds, n ∈ N∗, n−1 < α < n, t > a.

Remarque 2.2.4 1. L’orsque 0 < α < 1 et f ∈ C (Ω) , alors

cDα
a f(t) = 1

Γ(1−α)

∫ t
a

(t− s)−α f ′ (s) ds = I1−α
a f ′ (t).

2. Si α ∈ Z+, on aura

cDα
a f(t) = f (n) (t) .

Exemple 2.2.2 Si f est une fonction constante, alors on a

cDα
a f(t) = 0

Proposition 2.2.4 Soient f et g deux fonctions tels que cDαf(t),cDαg(t) existes. Alors la

dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

cDα
a (λf + γg) (t) = λcDα

a f (t) + γcDα
a g(t), λ, γ ∈ R.
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Démonstration. Cette propriété de linéarité de l’opérateur différentiel fractionnaire est une

conséquence immédiate de la définition de CDα
a .

Le théorème suivant établit la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.1 Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, n ∈ N∗, et soit f une fonction telle que
cDα

a f (t) et RLDα
a f (t) existes, alors :

RLDα
a f (t) =C Dα

a f (t) +
n−1∑
k=0

f (k) (a)

Γ (k − α + 1)
(t− a)k−α .

Démonstration. On considère seulement le cas n = 1, 0 < α < 1 et a = 0. On a

RLDα
0 f (t) = D1

(
RLDα−1

0 f (t)
)

=
d

dt

[
1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− s)−α f (s) ds

]
=

d

dt

(
1

Γ (1− α)

[
−(t− s)1−α

1− α
f(s)

]s=t
s=0

+

∫ t

0

(t− s)1−α

1− α
f
′
(s)ds

)

=
d

dt

(
1

Γ (1− α)

[
t1−α

1− α
f(0) +

∫ t

0

(t− s)1−α

1− α
f
′
(s)ds

])
=

1

Γ (1− α)

t1−α

1− α
f(0) +

d

dt

1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− s)1−α

1− α
f
′
(s)ds

=
1

Γ (1− α)

t1−α

1− α
f(0) +

1

Γ (1− α)

∫ t

0

∂

∂t

[
(t− s)1−α

1− α
f
′
(s)ds

]
=

1

Γ (1− α)

t1−α

1− α
f(0) +

1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− s)−αf ′(s)ds

=C Dα
0 f (t) +

1

Γ (1− α)

t1−α

1− α
f(0).

En suivant la meme méthode, on peut montrer que pour n− 1 < α < n, n > 1,

RLDα
a f (t) =C Dα

a f (t) +
n−1∑
k=0

f (k) (a)

Γ (k − α + 1)
(t− a)k−α .

Remarque 2.2.5 Si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1, on obtient

RLDα
a f (t) =C Dα

a f (t)
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2.2.3 Approche de Hadamard

Dans cette section on donne la définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire

de type Hadamard. Pour plus de détailles, voir [1],[19],[24],[27].

Définition 2.2.3 La dérivée fractionnaire de type Hadamard dordre α ≥ 0, d’une fonction

f ∈ ACn[a, b] est définie comme suit :

HDαf (t) = δn
(
Hn−α
a f (t)

)
=

1

Γ (n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

τ

)n−α−1

f (τ)
dτ

τ

o δ = t
d

dt
, n− 1 < α < n, t > a.

Exemple 2.2.3

Soit f la fonction définie par :

f(x) =
(
log x

a

)γ−1
, γ > 0.

Dans cet exemple on considère seulement le cas 0 < α < 1. On a

HDαa f (x) =H Dαa
((

log
x

a

)γ−1
)

=
1

Γ (1− α)

(
x
d

dx

)1 ∫ x

a

(
log

x

τ

)−α (
log

τ

a

)γ−1 dτ

τ

On utilise le changement de variable u =
log

τ

a

log
x

a

, alors
(

log
τ

a

)
=
(

log
x

a

)
u et dτ =

τ
(

log
x

a

)
du. Donc

HDαa
((

log
x

a

)γ−1
)

=
1

Γ (1− α)
×
(
x
d

dx

)1 (
log

x

a

)γ−α ∫ 1

0

uβ−1 (1− u)−α du

=
Γ (γ)

Γ (γ − α + 1)

[(
x
d

dx

)1 (
log

x

a

)γ−α]

=
Γ (γ)

Γ (γ − α + 1)

[
(γ − α)

(
log

x

a

)γ−α−1
]
.
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La propriété de récurrence la fonction Gamma nous permette d’obtenir

HDαa
((

log
x

a

)γ−1
)

=
Γ (γ)

Γ (γ − α)

(
log

x

a

)γ−α−1

.

Proposition 2.2.5 Soit f, g deux fonction dont les dérivées fractionnaires de type Hada-

mard existes. Alors pour tout λ, µ ∈ R, on a

HDαa (λf (t) + µg (t)) = λHDαa f (t) + µHDαa g (t).

Démonstration. Soit α ≥ 0. On a

HDαa (λf (t) + µg (t)) = δnHn−α
a (λf (t) + µg (t)).

Puisque l’opérateur HHn−α
a est linéaire, alors

δnHn−α
a (λf (t) + µg (t)) = δn

(
λHHn−α

a f(t) + µHHn−α
a g(t)

)
= λδnHn−α

a f(t) + µδnHn−α
a g(t)

= λHDαa f(t) + µHDαa g(t).

2.3 Lemmes Fondamentaux

Dans cette section , nous fournissons quelques lemmes de dérivées fractionnaire, qui

joueront un rôle majeur dans notre étude. Pour plus de détails, voir[19],[24],[30].

Lemme 2.1 Soit α > 0. Alors la solution générale de l’equation différentielle cDα
ax (t) = 0

est donnée par :

x (t) =
n−1∑
i=0

ci (t− a)i ,

tel que ci ∈ R, i = 0, 1, 2, .., n− 1, n = [α] + 1.

Démonstration. On a
cDα

ax (t) = 0 (2.7)

En utilisant la définition de la dérivée de Caputo, l’identité (2.7) s’écrit sous la forme
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In−r
(
d

dt

)n
x (t) = 0. (2.8)

En appliquant l’opérateur cDn−α
a aux deux membres de (2.8), on obtient(

d

dt

)n
x (t) = 0.

Puisque la fonction f ∈ Cn [a, b], alors elle est développable en série de Taylor.

D’ou

f(x) =
n−1∑
k=0

ck (x− a)k ,

tels que ck =
f (k) (a)

k!
, k = 0, 1, ..., n− 1.

Lemme 2.2 Soit α > 0. Alors, on obtient que

RLIαDαx (t) = x (t) +
n−1∑
k=0

ck (t− a)k ,

pour ck ∈ R, k = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.

Démonstration. Soit n ∈ N∗, n− 1 < α < n et f ∈ Cn [a, b].

Par définition de l’opérateur de dérivation de Caputo, on a

RLIαDαx (t) =RL Iα
(
RLIn−α

(
d

dt

)n
x(t)

)
. (2.9)

Puisque l’opérateurRLIα vérifie la propriété du semi-groupe, l’identité(2.9) devienne sous la

forme

RLIαDαx (t) =RL In
((

d

dt

)n
x(t)

)
=

1

Γ (n)

∫ t

a

(t− τ)n−1 x(n)(τ)dτ.
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Calculons l’intégrale

∫ t

a

(t− τ)n−1 x(n)(τ)dτ .

En utilisant l’intégration par partie, on obtient∫ t

a

(t− τ)n−1 x(n)(τ)dτ =
1

Γ (n)

[
(t− τ)n−1 x(n−1)(τ)

]t
a

+
(n− 1)

Γ (n)

∫ t

a

(t− τ)n−2 x(n−2)(τ)dτ.

On utilise la propriété de récurrence de la fonction Γ, on trouve

RLIαDαx (t) = − 1

Γ (n)
(t− a)n−1 x(n−1)(a) +

1

Γ (n− 1)

∫ t

a

(t− τ)n−2 x(n−2)(τ)dτ

.

D’aprés une intégration par partie de l’intégrale

∫ t

a

(t− τ)n−2 x(n−2)(τ)dτ , on obtient

RLIαDαx (t) = − 1

Γ (n)
(t− a)n−1 x(n−1)(a)− 1

Γ (n− 1)
(t− a)n−2 x(n−2)(a)

+
1

Γ (n− 2)

∫ t

a

(t− τ)n−3 x(n−3)(τ)dτ

.

En répétant cette méthode successivement, il résulte

RLIαDαx (t) = − 1

Γ (n)
(t− a)n−1 x(n−1)(a)− 1

Γ (n− 1)
(t− a)n−2 x(n−2)(a)

− ...+ 1

Γ (α)

∫ t

a

x(1)(τ)dτ

=
1

Γ (n)
(t− a)n−1 x(n−1)(a)− 1

Γ (n− 1)
(t− a)n−2 x(n−2)(a)− x(t) + x(a)

= x(t) +
n−1∑
k=0

x(k) (a)

Γ (k + 1)
(t− a)k .
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Posons ck =
x(k) (a)

Γ (k + 1)
, on aura

RLIαDαx (t) = x(t) +
n−1∑
k=0

ck (t− a)k .
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Chapitre 3

Problèmes aux limites pour les

équations différentielles non linéaires

d’ordre fractionnaires

3.1 Introduction

Les problèmes aux limites avec des dérivés fractionnels de Caputo ont été étudiés par de

nombreux auteurs, voir, par exemple [3],[11],[14],[18],[34].

Dans ce chapitre, nous étudions les critères d’existence et d’unicité pour les solutions du

problème aux limites pour les l’équations différentielles fractionnaires non linéaires avec la

dérivée de Caputo : {
cDα

0 u(t) = λf (t, u(t))

u(0) = a1, u
′
(T ) = a2

, t ∈ [0, T ] , λ ∈ R∗ (3.1)

où cDα
0 est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ ]1, 2], f : [0, T ]× R −→ R est

une fonction donnée et a1, a2 sont deux réels.

3.2 Existence de Solutions

Définition 3.2.1 Une fonction u ∈ AC2 [0, T ] est dite une solution du problème (3.1) si u

satisfait l’équation
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cDα
0 u(t) = λf (t, u(t))

avec les conditions

u(0) = a1, u
′
(T ) = a2.

Dans le lemme suivant on donne la solution intégrale du problème linéaire associe (3.1).

Lemme 3.1 Soit h ∈ C ([0, T ] ,R). Alors la solution unique du problème

{
cDα

0 u(t) = h(t)

u(0) = a1 , u
′
(T ) = a2

(3.2)

est donne par

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 h(s)ds+ a1 +
(
a2 − Iα−1

0 h(T )
)
t. (3.3)

Démonstration. On a
cDα

0 u(t) = h(t). (3.4)

Par l’application de l’opérateur Iα0 aux deux membres de (3.4), on obtient

Iα0 (cDα
0 u(t)) = Iα0 h(t).

En appliquant le lemme (2.2), on trouve

u(t) = Iα0 h(t) + c0 + c1t

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 h(s)ds+ c0 + c1t, (3.5)

avec c0 et c1 sont deux constantes réelles.

On utilise la condition u(0) = a1, on aura

u(0) = c0 = a1.

29



En prenant la dérivée de (3.5), on obtient

u
′
(t) = Iα−1

0 h(t) + c1

=
1

Γ(α− 1)

∫ t

0

(t− s)α−2 h(s)ds+ c1.

On utilise la condition u
′
(T ) = a2, on aura

Iα−1
0 h(T ) + c1 = a2.

D’où

c1 = a2 − Iα−1
0 h(T ).

En substituant les valeurs de c0 et c1 dans (3.5), nous obtenons la relation (3.3) .

Inversement,

cDα
0 u(t) =c Dα

0

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 h(s)ds+ a1 +
(
a2 − Iα−1

0 h(T )
)
t

)
= h(t) +

(
a2 − Iα−1

0 h(T )
)c
Dα

0 (t)

= h(t) +
(
a2 − Iα−1

0 h(T )
)
I2−α

(
d2

dt2
t

)
= h(t)

Notons C ([0, T ] ,R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, T ] dans

R muni de la norme usuelle définie par ‖x‖ = sup {|x(t)| , t ∈ [0, T ]} .

3.2.1 Premier Résultat

Le premier résultat de ce travail est basé sur le principe de contraction de Banach.

Nous introduisons les conditions suivantes :

(H1) : La fonction f : [0, T ]× R−→R est continue.

(H2) : Il existe une constante k > 0 telle que,

|f(u(t)− f(v(t)| ≤ k |u(t)− v(t)| ,

pour tout t ∈ [0, T ] et tout u, v ∈ C ([0, T ] ,R) .

(H3) : Il existe une constante M > 0 tel que
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|f(t, 0)| ≤M, pour tout t ∈ [0, T ]

Théorème 3.1 Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées. Si(
k |λ|Tα−1 (T + α)

Γ (α + 1)

)
< 1, (3.6)

alors le problème (3.1) admet une solution unique sur [0, T ] .

Démonstration. On transforme le problème (3.1) en un problème de point fixe équivalent

comme suit

T : C ([0, T ] ,R)−→C ([0, T ] ,R)

T (u) (t) =
λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t (3.7)

En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que T est une contraction.

Pour tout u, v ∈ C ([0, T ] ,R) , t ∈ [0, T ], on a

|T (u) (t)− T (v) (t)| =
∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t

− λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, v(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, v(s)) ds

)
t

∣∣∣∣
≤ |f (s, u(s))− f (s, v(s))|

×
[
|λ|

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 ds+
|λ|

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 ds

]
.

En utilisant l’hypothèse (H2), on obtient

|T (u) (t)− T (v) (t)| ≤ k |u(t)− v(t)|
[
|λ|

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 ds+
|λ|

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 ds

]
.
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On simplifiant l’expression entre les deux crochets, on obtient

|T (u) (t)− T (v) (t)| ≤ k |u(t)− v(t)|

−[ λ

Γ (α)

(T − s)α

α
+

λ

Γ (α− 1)

(T − s)α−1

α− 1

]T
0

 .

En conséquence, nous avons

|T (u) (t)− T (v) (t)| ≤ |u(t)− v(t)|
(
k |λ|Tα−1 (T + α)

Γ (α + 1)

)
.

D’où nous déduisons que

‖T (u)− T (v)‖∞ ≤ ‖u− v‖∞
(
k |λ|Tα−1 (T + α)

Γ (α + 1)

)
.

Ce qui implique que T est une contraction par la condition (3.6). Par conséquent, T à un

point fixe unique dans C ([0, T ] ,R). De manière équivalente, on en déduit que le problème

(3.1) a une solution unique sur [0, T ].

3.2.2 Deuxième Résultat

Le deuxième résultat de ce travail est le suivant :

Théorème 3.2 On suppose que les conditions (H1) et (H3) sont vérifiées. Alors le problème

(3.1) à au moins une solution définie sur [0, T ] .

Démonstration. On utilise le théorème du point fixe de Schéafer pour démontrer que

l’opérateur T : C ([0, T ] ,R)−→C ([0, T ] ,R) définie dans (3.7) à au moins un point dans

l’espace C ([0, T ] ,R) .

Nous division la démonstration en quatre étapes :

Étape1 : Montrons que l’opérateur T est continu.

Soit (un)n∈N une suite de fonctions qui converge vers u dans l’espace C ([0, T ] ,R). Alors
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∀t ∈ [0, T ] , on a

|T (un) (t)− T (u) (t)| =
∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, un(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, un(s)) ds

)
t

− λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds− a1

−
(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, un(s)) ds− λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds

+
λt

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

− λt

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, un(s)) ds

∣∣∣∣ .
Donc

|T (un) (t)− T (u) (t)| ≤ λ

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 |f (s, un(s))− f (s, u(s))| ds

+
λT

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 |f (s, un(s))− f (s, u(s))| ds

≤ λ

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f (s, un(s))− f (s, u(s))| ds

+
λT

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 sup
s∈[0,T ]

|f (s, un(s))− f (s, u(s))| ds

≤
[
|λ|

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 ds+
|λ|T

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

]
× sup

s∈[0,T ]

|f (s, un(s))− f (s, u(s))|

≤
[
|λ|Tα−1 (T + α)

Γ (α + 1)

]
‖f(., un(.))− f(., u(.))‖∞ .

On utilise l’hypothèse (H1), on à donc

‖T (un) (t)− T (u) (t)‖∞ −→ 0 quand n −→ +∞.

33



Alors l’opérateur T est continu dans C ([0, T ] ,R).

Étape2 : Montrons que l’image d’un ensemble borné par T est un ensemble borné.

Soit ρ > 0 et Bρ = {u ∈ C ([0, T ] ,R) : ‖u‖ ≤ ρ}. Pour tout u ∈ Bρ, on a

|T u(t)| =
∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t

∣∣∣∣ . (3.8)

On remarque que

|f(s, u(s))| = |f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0)|

≤ |f(s, u(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)| (3.9)

≤ k |u(s)|+M

≤ kρ+M.

En utilisant (3.8) et (3.9), on obtient

|T u(t)| ≤ |λ| (kρ+M)

Γ (α)

∫ T

0

(T − s)α−1 ds+
|λ|T (kρ+M)

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 ds+ |a1|+ |a2|T

≤ (kρ+M)

(
Tα

Γ (α + 1)
+
Tα−1

Γ (α)

)
+ |a1|+ |a2|T.

Donc ‖T u(t)‖ <∞,∀t ∈ [0, T ].

Par conséquent, l’image d’un borné par T est un borné dans C ([0, T ] ,R).

Étape3 : On montre que T est équicontinu dans C ([0, T ] ,R). Soit u ∈ Bρ et t1, t2 ∈ [0, T ]
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avec t1 < t2. On a

|T u(t2)− T u(t1)| =
∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1 f (s, u(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t2

− λ

Γ (α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1 f (s, u(s)) ds− a1

−
(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t1

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1 f (s, u(s)) ds− λ

Γ (α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1 f (s, u(s)) ds

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

)
(t2 − t1)

∣∣∣∣
≤ λ

Γ (α)

[∫ t2

0

(t2 − s)α−1 −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

]
|f (s, u(s))| ds

+

∣∣∣∣(a2 −
λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

)
(t2 − t1)

∣∣∣∣ .
Vu l’hypothèse (H3) et (3.9), on aura

|T u(t2)− T u(t1)| ≤ |λ| (kρ+M)

Γ (α)

[∫ t2

0

(t2 − s)α−1 −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

]
ds

+

∣∣∣∣(a2 −
λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

)∣∣∣∣ |(t2 − t1)| .

Aprés un calcul simple, on trouve

|T u(t2)− T u(t1)| ≤ |λ| (kρ+M)

Γ (α)
|tα2 − tα1 |+

∣∣∣∣(a2 −
λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

)∣∣∣∣ |(t2 − t1)| .

Quand t1 −→ t2, le second membre de l’inégalité précédente tend vers zéro.

Au vu des étapes 1, 2, 3 et le théorème de Arzela-Ascoli, on déduit que T : C ([0, T ] ,R)−→C ([0, T ] ,R)

est continu et complètement continu.

Étape4 : Soit Ω = {u ∈ C ([0, T ] ,R) : u = µT (u), 0 < µ < 1}.
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On va montrer que l’ensemble Ω est borné. Soit u ∈ Ω et t ∈ [0, T ], on a

|u(t)| = µ |T u(t)| = µ

∣∣∣∣ λ

Γ (α)

∫ t

0

(t− s)α−1 f (s, u(s)) ds+ a1

+

(
a2 −

λ

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2 f (s, u(s)) ds

)
t

∣∣∣∣
≤ |λ| (kρ+M)

Γ (α)

∣∣∣∣∫ T

0

(T − s)α−1 − T

Γ (α− 1)

∫ T

0

(T − s)α−2

∣∣∣∣ |f(s, u(s))| ds

+ |a1|+ T |a2|

≤ |λ| (k +M)

∣∣∣∣Tα−1

α
− Tα

Γ(α)

∣∣∣∣+ |a1|+ T |a2| .

D’où ‖u‖ <∞. Ce qui montre que l’ensemble Ω est borné.

Comme conséquence du théorème de point fixe de Scheafer, le problème (3.1) à ou moins

une solution définie sur [0, T ].

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1 On considère le problème aux limites suivant :
cD

5
7u(t) =

1

3

(√
2e−t +

cosu

(1 + t)3

)
, t ∈ [0, 4]

u(0) = 0, u
′
(4) =

4

9
.

(3.10)

On a α =
5

7
, T = 4 et

f(t, u) =

(√
2e−t +

cosu

(1 + t)3

)
.
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On va vérifier que la fonction f est lipschitzienne.

Soit u, v ∈ R et t ∈ [0, 4]. Alors

|f(t, u)− f(t, v)| =
∣∣∣∣(√2e−t +

cosu

(1 + t)3

)
−
(√

2e−t +
cos v

(1 + t)3

)∣∣∣∣
=

1

(1 + t)3 |cosu− cos v|

=
1

(1 + t)3

∣∣∣∣−2 sin
u− v

2
sin

u+ v

2

∣∣∣∣
≤ 1

(1 + t)3 |u− v| .

Pour t ∈ [0, 4], on aura

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ 1

125
|u− v|

et

1

125


1
3
× 4

5
7
−1 ×

(
4 +

5

7

)
Γ
(

5
7

)
+ 1

 ' 0, 0091 < 1.

Puisque toutes les hypothèses du théorème (3.1) sont satisfaites, alors le problème (3.10)

admet une solution unique définie sur [0, 4].
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