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Résumé

Dans cemémoire, on a étudier certaines théorèmes du point fixe de Banach, Brouwer,Schauder,
Kannan et Chatterjea et quelques-unes de leurs applications. On suppose f et une applica-
tion f : X → X, on s’intéresse à donner des conditions qui donne l’existence d’un point
fixe de f sur X. Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains problèmes
numériques comme par exemple trouver les racines d’une fonction.
Mots clés : Point fixe, espace métrique, contraction, théorème de Banach.

Abstract

In this memory, we study some theorems of the fixed point of Banach, Brouwer, Kannan
and Chatterjea and some of their applications. We assume that f and an application f :
X→ X, we are interested in giving conditions that gives the existence of a fixed point of
f on X. These theoretical results allow us to solve some numerical problems like the roots
of a function.
Key words :Fixed point, metric space, contraction, Banach theorem.
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Introduction

L’origine du théorème du point fixe proviendrait de l’observation d’une tasse de café
par Brouwer.Quand on mélange son sucre,il semble qu’il y ait toujours un point immo-
bile.Il en déduit que :"à tout moment,il y a un point de la surface qui n’aura pas changé
de place".Le point fixe n’est pas nécessairement celui qui semble immobile car le centre
du tourbillon bouge un petit peu.Le résultat n’est pas intuitif,car le point initialement fixe
aura peut-être bougé,mais un autre point fixe apparaîtra.

Il étudie une question analogue à celle du mouvement de la surface d’une tasse de
café.Que peut on dire,en général,des trajectoires d’une surface animée par un courant
constant Poincaré découvre que la réponse réside dans ce que l’on appelle maintenant les
propriétés topologiques de la zone contenant la trajectoire.Si cette zone est compacte,c’
est-à-dire à la fois fermée et bornée,soit la trajectoire s’ immobilise,soit elle s ’approche de
plus en plus d’une boucle qu’ elle par court indéfiniment.Poincaré va plus loin ,si la zone
est de même nature que celle d’un disque,comme c’est le cas pour la tasse de café,il existe
nécessairement un point fixe.

Les théorèmes du point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant l’exis-
tence des solutions dans divers genres d’équations. La théorie du point fixe est au cœur de
l’analyse non linéaire appliquée aux équations intégrales puis qu’elle fournit les outils né-
cessaires pour avoir des théorèmes d’existence dans beaucoup de problèmes non-linéaires
différent.

Dans ce mémoire, on va étudier des différents théorèmes du point fixe tels que le théo-
rème de Banach,Picard, Schauder et de Brouwer et Kannan,Chatterjea.

Étant donnés un ensemble M et une application T :M 7→M , ces théorèmes donnent
certaines conditions sous lesquelles T admet un point fixe dans M. Ces théorèmes sont
importants dans les mathématiques car ils ont plusieurs applications, par exemple trouver
les racines d’un polynôme, ou montrer l’existence des solutions numériques des équations
intégrales.

Le théorème de l’application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu’une
contraction d’un espace métrique complet dans lui-même admet un point fixe unique.

De plus, il fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite d’une
suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonction et contractante peut entraîne de labo-
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rieux calculs, d’autre part, les conditions sur la fonction est l’espaces étudiés restreignent
le nombre de cas aux quels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l’application d’un
intervalle fermée borné dans lui-même. Et de façon plus générale, l’application continue
doit être définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-même.

Le théorème du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théo-
rème du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe
compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Il n’est donc pas néces-
saire établir des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne
la possibilité de traiter plus de cas qu’avec le théorème de Banach (par exemple, l’identité).

En1968, Kannan et en 1972 Chatterjea a étudier la contraction qui donne un point fixe
unique sur une espace métrique complet.des généralisations de théorème de Banach du
point fixe ont été étudiés fortement par de nombreux auteurs.

Le première chapitre est consacré à des notions que nous avons utilisé au long de ce
travail.

Dans le deuxième chapitre nous présentons les théorèmes de point fixe (Banach,Picard,
Brouwer, Schauder, Kannan et Chatterjea ).

Le troisième chapitre est dédit des applications du théorème du point fixe aux quelques
équations intégrales.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions,notions,lemmes et théorèmes de
base nécessaires qui seront utilisé dans la suite du travail ([5]).

1.1 Espace métrique

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Un espace métrique est la donnée d’un ensemble dont les éléments sont considérés
comme des points et d’une application qui permet de mesurer si deux points sont proches
ou éloignés. Plus précisément on a :

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble,on appelle métrique ou distance toute application
d : X ×X 7→R+ telle que,pour tout x,y,z ∈ X , on ait :

1. d(x,y) = 0,x = y . (Séparation)

2. d(x,y) = d(y,x) . (Symétrie)

3. d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y) . (Inégalité triangulaire)

On dit que le couple (X,d) est un espace métrique

Exemple 1.1.1. L’ensemble des nombres réels R muni de la distance usuelle

∀x,y ∈R,d(x,y) = |x − y|

est un espace métrique.
En effet :
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1. ∀x,y ∈R

d(x,y) = 0

⇐⇒ |x − y| = 0

⇐⇒ |x − y| = 0

⇐⇒ x = y.

2. ∀x,y ∈R

d(x,y) = |x − y| = | − (y − x)|
= |y − x|
= d(y,x).

3. ∀x,y,z ∈R

d(x,y) = |x − y| = |x − z+ z − y|
≤ |x − z|+ |z − y|
≤ d(x,z) + d(z,y).

Propriétés 1.1.1. Une distance d sur un ensemble X vérifie

a) la distance est toujours positive ou nulle :

∀x,y ∈ X,d(x,y) ⩾ 0.

b) La distance entre les distance est plus petite que la distance :

∀x,y,z ∈ X, |d(x,y)− d(x,z)| ⩽ d(y,z).

1.1.2 Espace métrique complet

On commence par un résultat assez simple

Définition 1.1.2. On dit qu’une suite (xn)n∈N d’un espace métrique (X,d) est de Cauchy si
elle vérifie :

∀ϵ > 0,∃Nϵ ∈N,∀m,n ≥Nϵ,d(xm,xn) ≤ ϵ

Proposition 1.1.1. Toute suite convergente est de Cauchy.
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Preuve 1.1.1. Soit (xn)n∈N une suite de (X, d) telle que :
lim
n→∞

xn = l ∈ X. Pour ϵ > 0 il existe Nϵ ∈N tel que d(xn, l) ≤
ϵ
2
pour n ≥Nϵ. On a alors

∀m,n ≥Nϵ,d(xm,xn) ≤ d(xm, l) + d(l,xn) ≤ ϵ

et la suite (xn)n∈N est de Cauchy.

Définition 1.1.3. On dit que l’espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy
converge.

Espace normé

Définition 1.1.4. On appelle norme sur E une application de E dans R+ habituellement
notée ∥.∥ vérifiant pour tout x,y ∈ E et λ ∈ (R ou C) :

i) (∥x∥ = 0)⇔ (x = 0). (Séparation)

ii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥. (Homogénéité)

iii) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. (Inégalité du triangle)

Définition 1.1.5. Un espace vectoriel normé est un couple (E,∥.∥) où E est un espace vectoriel
sur K = R ou C et ∥.∥ est une norme sur E.

Définition 1.1.6. Deux normes ∥.∥ et ∥.∥′ sur un même espace vectoriel réel ou complexe sont
équivalentes si et seulement s’il existe C1,C2 > 0 tels que :

∀x ∈K, C1∥x∥ ≤ ∥x∥′ ≤ C2∥x∥.

Proposition 1.1.2. LesK -espaces vectoriels de dimension finie sont des espaces de Banach.

1.1.3 Structure topologie

Définition 1.1.7. Soit (E, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0. On définit :

1- On appelle boule ouverte (respectivement boule fermée) de centre a et de rayon r,
l’ensemble noté B(a,r)(respectivement Bf (a, r)) défini dans X par :

B(a, r) = {x ∈ X |d(x,a) < r}

(respectivement : Bf (a, r) = {x ∈ X |d(x,a) ≤ r})

2- On appelle sphère de centre a et de rayon r :

S(a, r) = {x ∈ X |d(x,a) = r}
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1.1.4 Diamètre

Définition 1.1.8. Soit X un espace métrique et A une partie de X alors : On appelle diamètre
de A noté σ (A) le nombre défini par

σ (A) = sup
(x,y∈A)

d(x,y)

Proposition 1.1.3. Soient A,B ⊂ X et x ∈ X alors :

1) d(x,A) = 0⇔ x ∈ A.
2) A ⊂ B⇒ daim(A) ⩽ daim(B).

1.1.5 Espace topologie

Définition 1.1.9. Soit X un ensemble. Une topologie sur X est la donnée d’une famille O de
parties de X, appelées ouverts, vérifiant :
1. ∅ et X sont des ouverts .
2. toute réunion d’ouverts est un ouvert .
3. une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Autrement dit, O est stable par union quelconque, intersection finie, et contient ∅ et X. On dit
alors que X muni de cette topologie est un espace topologique.

Exemple 1.1.2. 1. Si X = ∅, P (X) = ∅ est la seule topologie sur X.
2. Si X = a,P (X) = ∅, a est la seule topologie sur X.

1.2 Continuité ,Compacité et Convexité

1.2.1 Continuité

Définition 1.2.1. Soient (E,∥.∥)et(E′,∥.∥′) deux espaces normé, et f : E 7→ E′ une applica-
tion f est continue en x0 ∈ E si et seulement si :

∀ϵ > 0,∃δ > 0,∀x ∈ E : ∥x − x0∥ < δ⇒ ∥f (x)− f (x0)∥ < ϵ,

C-à-d :
lim
x→x0

f (x) = f (x0)

Remarque 1.2.1. Elle est dit continue sur E si elle est continue en tout point de E.

Définition 1.2.2. On dit que f est uniformément continue sur E si

∀ϵ > 0,∃δ > 0,∀x,y ∈ E : ∥x − y∥ < δ⇒ ∥f (x)− f (y)∥ < ϵ.
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Proposition 1.2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue dans X.

2. L’image réciproque par f de tout fermé F′ de X ′ est un fermé de X.

3. L’image réciproque par f de tout ouvert O′ de X ′ est un ouvert de X.

Exemples 1.2.1. Toute application constante f est continue. En effet, soit y0 la valeur constante
de f, y0 ∈ X ′ . Soit alors O’ un ouvert dans X’ alors :

1. Si y0 ∈O
′
, f 1(O

′
) = X.

2. Si y0 <O
′
, f 1(O

′
) = ∅.

Dans les deux cas, l’image réciproque est un ouvert.

Proposition 1.2.2. Si f est continue de X dans X’ et g est continue de X’ dans X” alors h = gof
est continue dans X”.

1.2.2 Compacité

Définition 1.2.3. . Soient E un ensemble quelconque et A une partie de E, Une recouvrement
de A est une famille (Bi)i∈I des parties de E vérifiant :

A ⊂
⋃
i∈I
Bi .

Définition 1.2.4. Soit(E,∥.∥) un espace normé. On dit que E est relativement compact si
pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de E par des parties de E dans le diamètre est
inférieure à ε.

Définition 1.2.5. Une partie A d’un espace normé(E∥.∥) est dite compacte si le sous-espace
normé (A,∥.∥) est compact.

Théorème 1.2.1. Soit (E,∥.∥) un e.v.n sur R où C de dimension fini. Alors les parties com-
pactes de E sont les parties fermées et bornées de E.

Proposition 1.2.3. L’image réciproque d’un ensemble compact par une application continue
n’est pas nécessairement compact.

Définition 1.2.6. Une famille φ définies sur un intervalle [a, b], est dite uniformément bor-
née s’il existe une constante k telle que :

∀x ∈ [a,b],∥φ(x)∥ < k.

Définition 1.2.7. Un espace topologique X est localement compact si et seulement s’il est
séparé,et tout point de X admet un voisinage compact.
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Proposition 1.2.4. Tout espace métrique compact est complet

Preuve 1.2.1. Soit (xn)n∈Nune suite de Cauchy d’un espace métrique compact Alors (xn)n∈N
a une valeur d’adhérence (au moins), et donc (xn)n∈N converge. Par conséquent X est complet.

1.2.3 Convexité

Définition 1.2.8. On dit que C ⊂ E est un ensemble convexe si :

∀(a,b) ∈ C2,∀t ∈ [0,1], ta+ (1− t)b ∈ C

1.3 Espace métrisable

Définition 1.3.1. On dit qu’une topologie T sur un ensemble X est métrisable si on peut
trouver une distance d sur X qui donne la topologie T.

1.3.1 Théorème d’Urysohn

Théorème 1.3.1. : Soient X un espace localement compact, K un compact de X et U un ouvert
de X contenant K. Alors il existe f ∈ Cc(x) (continue,compact)telle que :

1. Pour tout x ∈ X, on ait 0 ≤ f (x) ≤ 1.

2. Pour tout x ∈ K , on ait f (x) = 1.

3. On ait sup(f ) ⊂U . En particulier, on a f (x) = 0 pour tout x ∈ X⧸U .
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1.3.2 Topologie induite

Soit (E, d) est un espace métrique et A ⊂ E, alors d induit une distance sur A (définie par
d(x,y) pour tous x,y ∈ A). Ainsi A devient un espace métrique, dans lequel :

∀a ∈ A,∀r > 0,BA(a, r) = {x ∈ A|d(a,x) < r} = A∩BE(a, r).

Définition 1.3.2. Soit X un espace topologique et A ⊂ X. On définit la topologie induite sur
A par X de la façon suivante :
O est un ouvert de A⇔ il existe O′ ouvert de X tel que O = A∩O′

Cela définit bien une topologie sur A, pour laquelle :

i. F ⊂ A est un fermé de A⇔il existe F’ fermé de X tel que F = A∩F′

ii. Si a ∈ A : V est un voisinage de a dans A ssi il existe un voisinage V ′ de a dans X tel
que V = A∩V ′.

1.3.3 Homéomorphismes

Définition 1.3.3. Soit(X,τ)et(X′, τ′) deux espaces topologiques. On appelle homéomor-
phisme toute bijection f de X sur X′ bicontinue, i.e. telle que f et f −1soient continues. Si f
est un homéomorphisme, l’image réciproque et l’image (puisque f (O) = (f −1)−1(O)de tout
ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé).
Ainsi un homéomorphisme établit une bijection entre O et O’ (resp. entre F et F’). Les homéo-
morphismes sont les isomorphismes associés à la structure "Espace topologique".

Définition 1.3.4. Si il existe un homéomorphisme de (X,τ) sur (X ′, τ ′) on dit que (X,τ) et
(X ′, τ ′) sont homéomorphes.

Proposition 1.3.1. Deux topologies τ et τ ′ sur un même ensemble X sont égales si et seule-
ment si l’application identité Id : X 7→ X est un homéomorphisme de (X,τ) sur (X,τ ′).

Preuve 1.3.1. L’image réciproque Id−1 donne une bijection entre les éléments de O′ et les
éléments de O. Comme Id−1(O′) = O′ cela signifie que les ouverts de τ ′ sont des ouverts de
τ et inversement. Les deux topologies ont les mêmes ouverts, elles sont égales.

Exemple 1.3.1. On prend X = [0,1[∪[2,3[ et on considère l’application f : X 7→ [0,2]
donnée par :

f (x) =

x si x < 1

x − 1 si x ≥ 2.

Cette fonction f est continue bijective mais n’est pas un homéomorphisme de X sur
f (X) = [0,2] car (limx−→1−f

−1(x) = 1 , f −1(1) = 2).
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1.4 Espaces fonctionnels

([8],[16])

Définition 1.4.1. Sur un R- (resp. C) espace vectoriel H, on appelle produit scalaire toute
forme :

i. Bilinéaire (resp. sesquilinéaire) Pour tout x,x1,x2, y,y1, y2 ∈H et tout scalaire λ ∈K
a) linéarité à droite :

(x,λy1 + y2) = λ(x,y1) + (x,y2).

b)(anti) linéarité à gauche :

(λx1 + x2, y) = λ(x1, y) + (x2, y)

ii. symétrique (resp. hermitienne)

∀x,y ∈H, (y,x) = (x,y).

iii. définie
∀x ∈H, ((x,x) = 0)⇔ (x = 0).

iiii. positive
∀x ∈H, (x,x) ≥ 0.

Définition 1.4.2. (Espace de Hilbert)Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire, et qui est complet pour la norme associée à ce produit scalaire.

Définition 1.4.3. (Espace C[a,b]) Des fonctions continues sur [a,b]de norme

∥x∥ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Définition 1.4.4. (Espace L1(Ω)) Soit Ω un ouvert de Rn, on désigne par L1(Ω) des fonc-
tions intégrable surΩ à valeur dans R on pose

∥f ∥1 =
∫
Ω

|f (x)|dx.

1.5 Point fixe et application contractante

Définition 1.5.1. (Point fixe) Soit (E,d) un espace métrique, et f : E 7→ E une application,
on dit qu’un point x ∈ E et un point fixe de f si et seulement si f (x) = x
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Définition 1.5.2. (Application lipschitzienne) Soit (E, d) un espace métrique, une appli-
cation f : E 7→ E est dite lipschitzienne de rapport k ≥ 0 si pour tout x,y ∈ E

d(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y) (1.5.0.1)

k est dite constante de Lipschitz.

Remarque 1.5.1. Une application Lipschitzienne est nécessairement continue.

Définition 1.5.3. L’application lipschitzienne f est appelée

1. non expansive si k ≤ 1

2. contraction si k < 1

Proposition 1.5.1.

f lipschitzienne⇒ f unif ormment continue⇒ f continue

et les deux réciproques sont fausses.

Preuve 1.5.1.

⇐) Pour la première implication, prendre

α =
ε
k
pour x,y ∈ X tel que d(x,y) < α

on a
d(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y) < kα = ε

⇐) La seconde implication est évidente.

Définition 1.5.4. (Application contractante) On dit que f : X 7→ X est une application
contractante si :

∀x,y ∈ X,∃k ∈ [0,1[ d(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y) (1.5.0.2)

1.6 Quelques Définition des équations intégrales

([3],[9],[10],[13])

Définition 1.6.1. On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle où la fonction in-
connue figure sous le singe d’intégration C’est en générale l’équation par rapport à l’inconnue
ϕ de la forme : ∫

E
k(x, t,ϕ(t))dt = λϕ(x) + f (x),x ∈ E (1.6.0.1)
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où E est un espace mesuré, f (x) une fonction mesurable donnée sur E, λ un scalaire donné
qui peut être réel ou complexe, et K(x, t,ϕ(t)) une fonction mesurable sur E3 appelée noyau
de l’équation intégrale.
Avec toutes ces données, notre problème est de chercher la fonctionϕ qui satisfait l’équation1.6.0.1

1.7 Équations intégrales linéaires

1.7.1 Équation intégrale de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm tel que les deux limites d’intégration
sont constantes une équation, à une inconnue ϕ(x) de la forme :

h(x)ϕ(x) = f (x) +λ
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt (1.7.1.1)

où f (x),K(x, t) sont des fonctions connues et λ est un paramètre non nul, réel ou com-
plexe.
La fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

1. Si h(x) = 0,l’équation 1.7.1.1 s’écrit

f (x) +λ
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt = 0 (1.7.1.2)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce.

2. Si h(x) = c = constante , 0, l’équation 1.7.1.1 s’écrit

Cϕ(x) = f (x) +λ
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt. (1.7.1.3)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de second espèce.

3. Si h(x) , 0, donc la formule 1.7.1.1 est appelée équation intégrale de Fredholm de
troisième espèce.

Remarque 1.7.1. 1. Si f (x) = 0, l’équation 1.7.1.1 est dite homogène.

2. Si f (x) , 0, l’équation 1.7.1.1 est dite non homogène.
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1.7.2 Équation intégrale de volterra

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra telle que l’un des deux limites d’inté-
gration est variable, une équation de la forme

h(x)ϕ(x) = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt (1.7.2.1)

1. On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, si h(x) = 0, donc l’équa-
tion 1.7.2.1 s’écrit

f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt = 0 (1.7.2.2)

2. On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce, si h(x) = c = constante ,
0, donc l’équation 1.7.2.1 s’écrit

cϕ(x) = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt (1.7.2.3)

3. Si h(x) , 0, donc la formule 1.7.2.1 est appelée équation intégrale de Volterra de troi-
sième espèce.

Remarque 1.7.2. 1. Si f (x) = 0, donc l’équation est 1.7.2.1 dite homogène.

2. Si f (x) , 0, donc l’équation 1.7.2.1 est dite non homogène.

Remarque 1.7.3. L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation inté-
grale de Fredholm, il suffit de prendre le noyau K vérifie la condition

K(x, t) = 0, pour x < t

1.8 Équation intégral non-linéaire

1.8.1 Équation intégrale de volterra

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce prendre la forme

f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt = 0 (1.8.1.1)

est appelée équation intégrale de Volterra de second espèce, de la forme

cϕ(x) = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt (1.8.1.2)
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où c = constante , 0
et troisième espèce, de la forme

h(x)ϕ(x) = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt (1.8.1.3)

Remarque 1.8.1. 1. Si f (x) = 0, donc l’équation 1.8.1.2 est dite homogène.

2. Si f (x) , 0, donc l’équation 1.8.1.2 est dite non homogène.

1.9 Opérateurs intégrales linéaires

Définition 1.9.1. Soit K : C[a,b]×C[a,b] 7→R une fonction continue, l’opérateur intégral
linéaire A sur C[a,b] est définit par :

A : ϕ ∈ C[a,b] 7→ Aϕ ∈ C[a,b]

(Aϕ)(x) =
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt.

où la fonction K(x, t) s’appelle noyau de l’opérateur intégrale A.



Chapitre 2

Quelques Théorèmes du point fixe

En analyse, les théorèmes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonc-
tion f admet sous certaines conditions un point fixe.

Le but de ce chapitre est rappeler quelques théorèmes du point fixe.
On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théorème du point fixe
de Banach pour les applications contractantes et de picard, théorème de Brouwer puis le
Théorème de Schauder (qui en est la "généralisation" en dimension infinie) puis le théo-
rème du point fixe de Kannan et chatterjia.

2.1 Théorème du point fixe de Banach

Ce théorème est dite principe de l’application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute appli-
cation contractante d’un espace métrique complet dans lui-même. Ce théorème prouvé
en 1922 par Stefan Banach est basé essentiellement sur les notions d’application contrac-
tante.([11],[14],[16])

Théorème 2.1.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X 7→ X une application
contractante de constant k. Alors, il existe un point unique x ∈ X tel que f (x) = x . De plus,
pour tout point initial x0 ∈ X , la suite itérée (xn)n∈N donnée par :x0 ∈ X

xn+1 = f (xn),n ∈N

converge vers x.
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avec
d(x,xn) ≤ kn

1− k
d(x0, f (x0)),

Preuve 2.1.1. (a) Existence : Soit x0 un point initial quelconque et (xn)n∈N la suite définie
par : x0 ∈ X

xn+1 = f (xn),n ∈N

Nous allons établir que (xn)n∈N est une suite de Cauchy. Pour tout n ∈ N, puisque f est
contractante, on a :

d(xn,xn+1) = d(f (xn−1), f (xn)) ≤ kd(xn−1,xn) ≤ · · · ≤ knd(x0,x1)

Ainsi, pour m > n ,où n ≥ 0, on a

d(xn,xm) ≤ d(xn,xn+1) + d(xn+1,xx+2) + · · ·+ d(xm−1,xm)

≤ knd(x1,x0) + kn+1d(x1,x0) + · · ·+ km−1d(x0,x1)

≤ kn[1 + k + k2 + · · ·+ km−n−1]d(x0,x1)

≤ kn1− km−n

1− k
d(x0,x1) puisque 1− km−n < 1

on obtient
≤ kn

1− k
d(x0, f (x0)) 7→ 0 quand n 7→ ∞ car k ∈ [0,1]

Ceci montre que (xn)n∈N est une suite de Cauchy et comme X est espace complet, alors il
existe x ∈ X tel que xn 7→ x.
Par ailleurs puisque f est continue,on a :

x = lim
n7→∞

xn+1 = lim
n7→∞

f (xn) = f ( lim
n7→∞

xn) = f (x)

Donc x est un point fixe de f.
(b) Unicité : Supposons qu’il existe de points x,y ∈ X tel que x , y,x = f (x) et y = f (y)
Alors,on a

d(f (x), f (y)) = d(x,y)

donc
d(f (x), f (y))
d(x,y)

= 1
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D’autre part, f est contractante donc

d(f (x), f (y))
d(x,y)

≤ k < 1

Ce qui est contradictoire, d’où l’unicité.

Théorème 2.1.2. Soit F un sous-ensemble fermé dans un espace de Banach et soit T : F 7→ F

une application contractante, alors

1. L’équation T x = x, a une seul solution unique.

2. La solution unique x peut être obtenir par la limite de la suite (xn) de F définie par :
xn = T xn,n = 1,2, . . ., où x0 est un arbitraire de F,

x = lim
n→∞

T nx0

2.2 Théorème du point fixe de Picard

Définition 2.2.1. Soient (X, d) et (Y ,δ) deux espaces métriques. f : X 7→ Y est dite contrac-
tante s’il existe une constante k ∈]0,1[ telle que

∀(x,y) ∈ X2,δ(f (x), f (y)) ≤ kd(x,y),

i.e. telle que f soit k lipschitzienne.

Exemple 2.2.1. Soit U un ouvert connexe de Rnet f une fonction différentiable sur U telle
que ∀x ∈U ∥df (x)∥ ≤ k < 1.
Alors f est contractante sur U .

Théorème 2.2.1. (Picard) Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X 7→ X une applica-
tion contractante. Alors f possède un unique point fixe a et pour tout x0 ∈ X, la suite f n(x0)
converge vers a , la vitesse de convergence vérifie alors

d(a,f n(x0)) ≤ kn

1− k
d(x1,x0)

Exemples 2.2.1. 1. f :]0,1] 7→]0,1];x 7→ x
2
ne possède pas de point fixe : ]0,1] n’est

pas un Banach.

2. f : R 7→ R;x 7→
√

1 + x2 ne possède pas de point fixe , elle n’est pas contractante
(même si ∀x , y, |f (x)− f (y)| < |x − y|).
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3. f : [0,1] 7→R,x 7→ x/2 + 1 ne possède pas de point fixe : on n’a pas f ([0,1]) ⊂ [0,1]

2.3 Théorème du point fixe de type Brouwer

le Théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait
partie de la grande famille des théorèmes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce théo-
rème selon le contexte d’utilisation. Ce Théorème donne l’existence d’un point fixe pour
une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie ([2],[4],[7]).

Théorème 2.3.1. Soit K une partie non vide, compacte et convexe de Rn et f : K → K une
fonction continue. Il existe alors x ∈ K tel que f (x) = x

Remarques 2.3.1. 1. Les parties compactes et convexes de R sont les segments. Le
théorèmedeBrouwer prends donc dans le casn = 1 la formeparticulière suivante :

Théorème 2.3.2. Si T : [a,b]→ [a,b] est continue, alors il existe x ∈ [a,b] tel que f (x) = x

Preuve 2.3.1. Si f est continue de[a,b] dans lui même, la fonction g→ f (x)−x est continue,
et prend en a la valeur f (a) − a ≥ 0 (ou f (a) − a ≤ 0) et en b la valeur f (b) − b ≤ 0 (ou
f (b)− b ≥ 0) Alors par le théorème des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un
point x0 qui est un point fixe de f .

2. De même dans le plan, Les parties compactes et convexes sont les disques fer-
més ou bien les boules fermées, le théorème de Brouwer prend la forme suivante

Théorème 2.3.3. Toute application T continue du disque fermé dans lui-même admet au
moins un point fixe.

Preuve 2.3.2. Il est bon de donner juste un croquis de la démonstration, Si K est le domaine
de définition de T d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon, K est semblable à une boule unité
fermée. Le terme semblable signifie qu’il existe un homéomorphisme ∅ de la boule unité vers
K, L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire si h = T o∅,h(x) = x. Autrement
dit, On peut supposer que K est la boule unité fermée. On peut de plus choisir la norme de
manière quelconque. Si on choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus grande coor-
donnée, cela revient à dire que l’on peut choisir pour compact K, l’ensemble [−1,1]× [−1,1],
sans perte de généralité. Si l’on définit la fonction f comme suit :

f : [−1,1]× [−1,1] 7→ [−1,1]× [−1,1]

x 7→ f (x) = h(x)− x

cela revient à montrer que la fonction atteint le vecteur nul sur [−1,1] × [−1,1] Si fk , pour
k = 1,2, sont les deux fonctions cordonnées de f cela revient à montrer l’existence d’un point
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x0,telle que f1 et f2 admettent toutes deux pour zéro la valeur x0,
la fonction f1 est une fonction de [−1,1] × [−1,1] dans [−1,1] sur {−1} × [−1,1], elle est
positive, en revanche sur {−1} × [−1,1], elle est négative. ceci laisse penser que la courbe de
niveau 0 est une ligne qui parte d’un point [−1,1]×{−1} pour finir sur un point [−1,1]×{−1}
le même raisonnement appliquée f2 laisse penser que la courbe de niveau 0 est cette fois-ci
une ligne qui part d’un point {−1} × [−1,1], pour terminer sur un point de {−1} × [−1,1].
Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessairement se
croiser et ce point de croisement est un point fixe de T o∅.

Notation 2.3.1. Il est important de voir que l’unicité n’est pas assurée par le théorème de
Brouwer du fait que chaque point de K est un point fixe de l’application identité.
Il est possible de généraliser en toute dimension finie. Donc dans un espace euclidien,on re-
trouve

Théorème 2.3.4. Toute application T continue d’une boule fermée d’un espace euclidien
dans elle-même admet un point fixe.

Il peut encore être un peu plus général, en considérant toute partie convexe compact d’un
espace euclidien.

Théorème 2.3.5. Toute application T continue d’un convexe compact K d’un espace euclidien
à valeur dans K admet un point fixe.

Nous allons donner un résultat de Brouwer qu’on oura besoin dans la démonstration du
théorème de Schauder.

Définition 2.3.1. On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute ap-
plication continue T : E 7→ E possède un point fixe.

On note par Bn la boule unité fermée de En et on a le résultat suivant :

Théorème 2.3.6. La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout n ∈N

2.4 Théorème du point fixe du type Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l’existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le théorème du point fixe de Schauder est plus topologique, est affirme qu’une applica-
tion continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique.
Et nous avons le résultat suivant ([4]) :
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Théorème 2.4.1. Soit K un sous-ensemble non vide, compact, convexe dans un espace de
Banach E et supposons T : K → K une application continue. Alors T admet au moins un
point fixe.

Preuve 2.4.1. Soit T : K → K une application continue. Comme K est compact,T est uni-
formément continue , donc, si on fixe ε > 0 il existe δ > 0 tel que, pour tout x,y ∈ K , on
a :

∥x − y∥ ≤ δ⇒ ∥T (x)− T (y)∥ ≤ ε (2.4.0.1)

de plus, il existe un ensemble fini de points {x1,x2, · · · ,xp} ⊂ K tel que les boules ouvertes de
rayon δ centrées aux xi recouvrent K, i.e.K ⊂

⋃
i≤j≤pB(xj ,δ)

Si on désigne L := V ec(T (xj))1≤j≤p alors L est de dimension finie, et K∗ := K∩L est compact
convexe de dimension finie. Pour 1 ≤ j ≤ p, on définie la fonction continue ψj : E→R par :

ψj =


0 si∥x − xj∥ ≥ δ

1−
∥x − xj∥
δ

sinon
(2.4.0.2)

il est clair que ψj est strictement positive sur B(xj ,δ) et nulle en dehors.
On a donc, pour tout x ∈ K,

∑p
j=1ψj(x) > 0, on peut définir sur K les fonctions continue

positives ϕj par

ϕj =
ψj∑p

k=1ψk(x)
(2.4.0.3)

pour les quelles on a
∑p
j=1ϕj(x) = 1 pour tout x ∈ K ,

Posant,pour x ∈ K

g(x) =
p∑
j=1

ϕj(x)T (xj) (2.4.0.4)

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues)et prend ses valeurs
dans K*(car g(x) est un barycentre des T (xj)). Si on prend la restriction g/k∗ :K∗ → K∗ ,
(d’après théorème de Brouwer)g possède un point fixe y ∈ K∗ ,
De plus :

T (y)− y = T (y)− g(y)

=
p∑
j=1

ϕj(y)T (y)−
p∑
j=1

ϕj(x)T (xj)

=
p∑
j=1

ϕj(x)[T (y)− T (xj)]
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Or si ϕj(y) , o alors ∥y − xj∥ < δ,et par suite ∥T (y)− T (xj)∥ < ε . On a pour tout j

∥f (y)− y∥ ≤
p∑
j=1

ϕj(x)[T (y)− T (xj)]

≤
p∑
j=1

εϕj(y) = ε

Pour tout entier m , en peut trouver un point ym ∈ K tel que ∥f (ym)−ym∥ ⩽ 2−m . Et puisque
K est compact, de la suite (ym)m∈Z on peut extraire une sous-suite (ymk ) qui converge vers
un point y∗ ∈ K . Alors T étant continue, la suite (T (ymk )) converge vers T (y∗), et on conclut
que T (y∗) = y∗, i.e y* est un point fixe de T sur K.

2.5 Théorème du point fixe de Kannan

Il fût le premier résultat en littérature qui garantit l’existence et l’unicité de points fixes
pour les applications non continues ([6],[10],[12])

Théorème 2.5.1. (R. Kannan 1968) Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X 7→ X

une application. Supposons qu’il existe λ ∈ [0,
1
2

[ tel que pour tous x,y ∈ X on a :

d(T (x),T (y)) ≤ λ[d(x,T (x)) + d(y,T (y))] (2.5.0.1)

Alors T admet un point fixe unique dans X.

Preuve 2.5.1. Existence : Soit x0 ∈ X arbitraire, on définit la suite (xn)n∈N∗ par xn =
T (xn−1),n = 1,2, ..., en utilisant la condition 2.5.0.1, on obtient :

d(xn,xn+1) = d(T (xn−1),T (xn))

≤ λ[d(xn−1,T (xn)) + d(xn,T (xn+1))]

= λ[d(xn−1,xn) + d(xn,xn+1)]

ce qui implique :

d(xn,xn+1) ≤
( λ
1−λ

)n
d(x0,x1)
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On pose h =
λ

1−λ
Si n,p sont deux entiers naturels, alors :

d(xn,xn+p) ≤ d(xn,xn+1) + d(xn+1,xn+2) + ...+ d(xn+p−1,xn+p)

≤ (hn + hn+1 + ...+ hn+p−1)d(x0,x1)

≤ hn

1− h
d(x0,x1).

Comme λ ∈ [0, 1
2 [ on a h ∈ [0,1[ et donc d(xn,xn+p) −→ 0 lorsque n −→∞

La suite (xn)n∈N est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe x ∈ X.
x est un point fixe de X car

d(x,T (x)) ≤ d(x,xn) + d(xn,T (x))

≤ d(x,xn) +λ[d(xn−1,xn) + d(x,T (x))]

et donc

d(x,T (x)) ≤ d(x,xn) +λd(xn−1,x) +λd(x,T (x)),

(1−λ)d(x,T (x)) ≤ d(x,xn) +λd(xn−1),

d(x,T (x)) ≤ 1
1−λ

d(x,xn) +
λ

1−λ
d(xn−1,xn)

Soit ε > 0 un réel arbitraire, comme (xn)n∈N converge vers x, il existe un entier naturel
N =N (ε) tel que

n ≥N ≥ 1⇒ d(x,xn) ≤ ε1−λ
1 +λ

et d(xn−1,xn) ≤ ε1−λ
1 +λ

Il en résulte que

d(x,T (x)) ≤ ε
1−λ

+
ελ

1 +λ
= ε

Comme ε est arbitraire, on déduit que T (x) = x
Unicité :
Supposons que y est un autre point fixe de T ,x = T (x) et y = T (y),
on a :

d(x,y) = d(T (x),T (y)) ≤ λ[d(x,T (x)) + d(y,T (y))] (2.5.0.2)



2.5 Théorème du point fixe de Kannan 24

Á partir l’inégalité 2.5.0.2 , on obtient :

d(x,y) ≤ 2λd(x,y)

(1− 2λ)d(x,y) ≤ 0

d(x,y) ≤ 0

car (0 < 1− 2λ) ≤ 1)

d(x,y) = 0

Donc x = y, d’où l’unicité.

Exemple 2.5.1. a) Soit E = [0,1] et considérons la fonction T : E→ E définie par :

T x =


x
4 si x ∈ [0, 1

2 [
x
5 si x ∈ [1

2 ,1]

ici, T est discontinue en x = 1
2 ; Par conséquent, la condition 1.5.0.2 n’est pas satisfaite . Pour

montrer que la condition 2.5.0.1 est satisfaite, on considère trois cas :

1. Si x et y sont dans [0, 1
2 [, il est clair que :

1
4
|x − y| ≤ 1

3
(|x| − |y|).

Donc

|T x − T y| ≤ 1
9

(|3x|+ |3y|)

=
1
9

(|4x − x|+ |4y − y|)

=
4
9

(|x − T x|+ |y − T y|).

2. Si x,y ∈ [1
2 ,1], il est clair que :

1
5
|x − y| ≤ 1

4
(|x| − |y|).

De la même façon, on montre que

∀x,y ∈ [
1
2
,1] |T x − T y| ≤ 5

16
(|x − T x|+ |y − T y|)
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et puisque
15
4
<

4
9
donc

|T x − T y| < 4
9

(|x − T x|+ |y − T y|) pour x,y ∈ [
1
2
,1].

3. Si x ∈ [0, 1
2 [ et y ∈ [1

2 ,1] il est clair que :

|x
4
−
y

5
| ≤ |x

4
|+ |

y

5
|

Alors

|T x − T y| ≤ |x
4
|+ |

y

5
|

=
1

12
|4x − x|+ 1

20
|5x − x|

=
1
3
|x − T x|+ 1

4
|x − T x|

≤ |T x − T y| ≤ 4
9

(|x − T x|+ |y − T y|).

Donc pour λ = 4
9 <

1
2 , la condition 2.5.0.1 est satisfaite .i.e,

∀x,y ∈ [0,1], |T x − T y| ≤ 4
9

(|x − T x|+ |y − T y|)

b) Dans le même espace E en considérant la fonction T : E → E définie par T x = x
3 . La

condition 1.5.0.2 est satisfaite pour k =
1
3

|T x − T y| = 1
3
|x − y|.

Mais la condition 2.5.0.1 n’est pas satisfaite, si on suppose 0 < λ < 1
2 tel que

|T x − T y| ≤ λ(|x − T x|+ |y − T y|) pour x,y ∈ [0,1]

et si en prenant x = 1
3 et y = 0 on a :

1
9
≤ 2

9
λ.

donc λ ≥ 1
2
, contradiction.
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2.6 Théorème du point fixe de Chatterjea

En 1971 Chatterjea a obtenu la variante du théorème de point fixe de Kannan suivant
([15]) :

Théorème 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X 7→ X une application.

Supposons qu’il existe λ ∈ [0,
1
2

[ tell que pour tous x,y ∈ X , on a

d(T (x),T (y)) ≤ λ[d(x,T (y)) + d(y,T (x))] (2.6.0.1)

Alors T admet un point fixe unique dans X.

Preuve 2.6.1. Existence : Soit x0 ∈ X arbitraire, on définit la suite (xn)n∈N∗ par xn =
T (xn−1) = T nx0,n = 1,2, · · · en utilisant la condition 2.6.0.1, on obtient :

d(xn,xn+1) = d(T (xn−1),T (xn))

≤ λ[d(xn−1,T (xn)) + d(xn,T (xn−1))]

= λ[d(xn−1,xn+1) + d(xn,xn)]

≤ λ[d(xn−1,xn) + d(xn,xn+1)]

ce qui implique :

d(xn,xn+1) ≤
( λ
1−λ

)n
d(x0,x1)

On pose h =
λ

1−λ
Si n,p sont deux entiers naturels, alors :

d(xn,xn+p) ≤ d(xn,xn+1) + d(xn+1,xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1,xn+p)

≤ (hn + hn+1 + · · ·+ hn+p−1)d(x0,x1)

≤ hn

1− h
d(x0,x1)

Comme λ ∈ [0,
1
2

[ , on a h ∈ [0,1[ et donc d(xn,xn+p) 7→ 0 lorsque n 7→ ∞. La suite (xn)n∈N
est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe x ∈ X.x est un point fixe de X car :

d(x,T (x)) ≤ d(x,xn) + d(xn,T (x))

≤ d(x,xn) +λ[d(xn−1,xn) + d(x,T (x))]

et donc
d(x,T (x)) ≤ 1

1−λ
d(x,xn) +

λ
1−λ

d(xn−1,xn).

Soit ε > 0 un réel arbitraire, comme (xn)n∈N converge vers x, il existe un entier naturel
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N =N (ε) tel que

n ≥N ≥ 1⇒ d(x,xn) ≤ ε1−λ
1 +λ

et d(xn−1,xn) ≤ ε1−λ
1 +λ

Il en résulte que

d(x,T (x)) ≤ ε
1 +λ

+
ελ

1 +λ
= ε.

Comme ε est arbitraire, on déduit que T (x) = x
Unicité : Supposons que y est un autre point fixe de T. En suite, nous avoir T y = y et

d(x,y) = d(T x,T y) (2.6.0.2)

≤ λ[d(x,T y) + d(y,T x)] (2.6.0.3)

À partir l’inégalité, on obtient :

d(x,y) ≤ 2λd(x,y)

(1− 2λ)d(x,y) ≤ 0

d(x,y) ≤ 0

car (0 < 1− 2λ) ≤ 1)

d(x,y) = 0

Donc x = y d’où l’unicité.

Remarque 2.6.1. Dans un espace métrique (X,d), la contraction de type Banach, le type de
Kannan la contraction de type Chatterjea sont indépendantes et différentes les unes des autres.
Par exemple, soit X = [−1,1] avec la métrique d(x,y) = |x − y| pour x,y ∈ X, et définissez
une correspondance T : X 7→ X par

T x = −1
2
x, pour tout x ∈ X

Alors, T n’est pas seulement une contraction de type Banach, mais également une contraction
de type Kannan. Cependant, T n’est pas un contraction de type Chatterjea.



Chapitre 3

Applications

Ce chapitre représente le but de ce mémoire, où on va présenter quelques applications
du principe de contraction de Banach et théorème de Schauder sur l’ équation intégrale
de Fredholm et Volterra.

3.1 Applications du principe de Banach

3.1.1 a) Application sur l’équation intégrale de Fredholm, (cas li-
néaire)

Théorème 3.1.1. Soit l’équation suivante :

ϕ(x)−λ
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt = f (x)

cette l’équation admet une solution unique ϕ ∈ L2([a,b]), si le noyau K est continu sur l’in-
tervalle [a,b] avec

f ∈ L2([a,b]) et |λ|K < 1, K =

√∫ b

a

∫ b

a
|k(x, t)|2dxdt

Preuve 3.1.1. On considère l’équation :

(Tϕ)(x) = f (x) +
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt (3.1.1.1)

puisque f ∈ L2([a,b]),T ϕ ∈ L2([a,b]).Si∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt ∈ L2([a,b])
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En utilisant l’inégalité de Schwartz, donc∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|K(x, t)ϕ(t)|dt

≤
(∫ b

a
|K(x, t)|2dt

) 1
2
(∫ b

a
|ϕ(t)|2dt

) 1
2

donc ∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

≤
(∫ b

a
|K(x, t)|2dt

)(∫ b

a
|ϕ(t)|2dt

)
alors ∫ b

a

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤
∫ b

a

(∫ b

a
|K(x, t)|2dt

)(∫ b

a
ϕ(t)|2dt

)
dx

≤
∫ b

a

∫ b

a
|K(x, t)|2dtdx

∫ b

a
|ϕ(t)|2dt

Puisque ∫ b

a

∫ b

a
|K(x, t)|2dtdx <∞ et

∫ b

a
|ϕ(t)|2dt <∞

alors l’équation 3.1.1.1 est satisfaisante et T de L2([a,b]) dans lui-même.
Notons que la démonstration ci-dessous est également que l’opérateur défini par :

(Tϕ) =
∫ b

a
K(x, t)ϕ(t)dt

est borné, donc par le théorème (2.1.2) l’équation Tϕ = ϕ admet une solution unique, pour
|λ|k < 1.

Théorème 3.1.2. Soit A est un opérateur borné dans l’espace de Hilbert L2([a,b]) tel que :

(Tϕ) =
∫ b

a
K(x, t,ϕ(t))dt

et que
|K(x, t,z1)−K(x, t,z2)| ≤ V (x, t)|z1 − z2|

avec la condition ∫ b

a

∫ b

a
|V (x, t)|dxdt = P 2 <∞.
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alors l’equation

ϕ(x)−λ
∫ b

a
K(x, t,ϕ(t))dt = f (x) (3.1.1.2)

admet une solution unique pour tout second membre f (x) ∈ L2([a,b]), à condition que |λ|P <
1.

Preuve 3.1.2. Pour l’équation intégrale de Fredholm on considère l’opérateur :

Tϕ = f (x) +λAϕ = f (x) +λ
∫ b

a
(x, t,ϕ(t))dt

alors

∥Tϕ1 − Tϕ2∥ = |λ∥Aϕ1 −Aϕ2∥

= |λ|
∥∥∥∥∥∥
∫ b

a
(K(x, t,ϕ1(t))−K(x, t,ϕ2(t)))dt

∥∥∥∥∥∥
= |λ|

∫ b

a

[∫ b

a
|K(x, t,ϕ1(t))−K(x, t,ϕ2(t))|dt

]2

dx


1
2

≤ |λ|

∫ b

a

[∫ b

a
|V (x, t)|ϕ1(t)−ϕ2(t)|dt

]2

dx


1
2

≤ |λ|


∫ b

a


(∫ b

a
|V (x, t)|2dt

) 1
2
(∫ b

a
|ϕ1(t)−ϕ2(t)|2dt

) 1
2


2

dx


1
2

= |λ|
[∫ b

a

[(∫ b

a
|V (x, t)|2dt

)
∥ϕ1 −ϕ2∥2

]
dx

] 1
2

= |λ|
[
∥ϕ1 −ϕ2∥2

∫ b

a

∫ b

a
|V (x, t)|2dtdx

] 1
2

= |λ|
[
∥ϕ1 −ϕ2∥2P 2

] 1
2 = |λ|∥ϕ1 −ϕ2∥P

Si |λ|P < 1, l’opérateur T est une contraction qu’il implique que l’équation Tϕ = ϕ admet
une solution unique, d’ou l’équation 3.1.1.2.

3.1.2 b) Application sur l’équation intégrale de Volterra

A : cas linéaire

Théorème 3.1.3. Soit K(x, t) est une fonction continue pour x, t ∈ [a,b], et bornée unifor-
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mément, tel que :
|K(x, t)| ≤M, M > 0

alors l’équation de Volterra

ϕ(x)−λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt = f (x) (3.1.2.1)

admet une solution unique ϕ(x) pour tout f (x) dans L2([a,b]) et tout λ de R.

Preuve 3.1.3. Pour l’équation intégrale de Volterra on considère l’opérateur :

Tϕ = f (x) +λAϕ = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt

avec

Aϕ =
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt

et on démontre que l’opérateur T n est un contraction pour n ∈N, ainsi Tϕ admet un point
fixe

Tϕ = f +λAϕ

T 2ϕ = T (Tϕ) = T (f +λAϕ) = f +λA(f +λAϕ) = f +λAf +λ2A2ϕ

.

.

.

T nϕ = f +λAf +λ2A2f + . . .+λn−1An−1f +λnAnϕ

Afin que

∥T nϕ1 − T nϕ2∥ = ∥λnAnϕ1 −λnAnϕ2∥ = |λ|n∥Anϕ1 −Anϕ2∥

∥T nϕ1 − T nϕ2∥ = |λ|n∥
∫ x

a
Kn(x, t)(ϕ1(t)−ϕ2(t))dt∥

Pour déterminer Kn(x, t) , on utilise la relation.
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Aϕ =
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt

A2ϕ =
∫ x

a
K(x, t)

∫ t

a
K(t, z)ϕ(z)dz

=
∫ x

a
ϕ(z)dz

∫ x

z
K(x, t)K(t, z)dt

=
∫ x

a
K2(x,z)ϕ(z)dz, où K2(x, t) =

∫ x

t
K(x,z)K(z, t)dz

par récurrence on obtient

K1(x, t) = K(x, t)

K2(x, t) =
∫ x

t
K(x,z)K(z, t)dz

K3(x, t) =
∫ x

t
K2(x,z)K(z, t)dz

.

.

.

Kn(x, t) =
∫ x

t
Kn−1(x,z)K(z, t)dz

puisque par l’hypothèse on a |K(x, t)| ≤M alors

|Kn(x, t)| ≤ M
n(x − t)n−1

(n− 1)!
, a ≤ t ≤ x ≤ b (3.1.2.2)

pour n = 1 l’expression 3.1.2.2 est vrai. On Suppose qu’elle est vrai pour m ∈N,

|Km(x, t)| ≤ M
m(x − 1)m−1

(m− 1)!
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alors

|Km+1(x, t)| = |
∫ x

t
Km(x,z)K(z, t)dz|

≤
∫ x

t
|Km(x,z)K(z, t)|dz

≤ Mm+1

(m− 1)

∫ x

t
(x − z)m−1dz

≤ M
m+1

m
(x − z)m.

ainsi
∥T nϕ1 − T nϕ2∥ ≤

|λ|nMn

(n− 1)!
∥ϕ1 −ϕ2∥

. Pour n ∈N assez grand, on obtient

|λ|nMn

(n− 1)!
< 1

. Afin que T n un opérateur est une contraction implique T admet un point fixe unique

Tϕ = ϕ⇔ ϕ(x) = f (x) +λ
∫ x

a
K(x, t)ϕ(t)dt

Ce point fixe est la solution de l’équation 3.1.2.1.

B : cas non-linéaire

Théorème 3.1.4. Soit K : [0,T ] × [0,T ] ×R 7→ R, est une fonction continue satisfait la
condition de Lipschitz suivante :

|K(x, t,u)−K(x, t,v)| ≤ L|u − v|

pour tout : (x, t) ∈ [0,T ]× [0,T ], et u,v ∈R. Alors pour tout f ∈ C[0,T ] l’équation

ϕ(x) = f (x) +
∫ x

0
K(x, t,ϕ(t))dt (0 ≤ x ≤ T ) (3.1.2.3)

admet une solution uniqueϕ ∈ C[0,T ]. De plus, pour toutϕ0 ∈ C[0,T ] la suite des fonctions
{ϕn} définie par :

ϕn+1(x) = f (x) +
∫ x

0
K(x, t,ϕn(t))dt (0 ≤ x ≤ T )

la suite {ϕn} converge uniformément dans C[0,T ] vers une solution unique ϕ .
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Preuve 3.1.4. Soit E est l’espace de Banach de C[0,T ] muni de la norme :

|g | = max
0≤x≤T

|g(x)|exp(−Lx)

cette norme est équivalente à la norme sup ∥y∥.En effet

exp(−Lx)∥y∥ ≤ |y| ≤ ∥y∥

de plus, elle est aussi complète.
On définit F : E 7→ E par :

F(ϕ)(x) = f (x) +
∫ x

0
K(x, t,ϕ(t))dt

A fin de prouver que l’équation 3.1.2.3 admet une solution, il faut montrer que F : E 7→ E

admet un point fixe.
On montre que F est contractante :

|F(ϕ1)−F(ϕ2)| ≤ max
0≤x≤T

exp(−Lx)
∫ x

0
|K(x, t,ϕ1(t))−K(x, t,ϕ2(t))|dt

≤ L max
0≤x≤T

exp(−Lx)
∫ x

0
|ϕ1(t)−ϕ2(t)|dt

= L max
0≤x≤T

exp(−Lx)
∫ x

0
exp(Lt)exp(−Lt)|ϕ1(t)−ϕ2(t)|dt

≤ L|ϕ1 −ϕ2| max
0≤x≤T

exp(−Lx)
∫ x

0
exp(Lt)dt

= L|ϕ1 −ϕ2| max
0≤x≤T

exp(−Lx)
exp(Lx)− 1

L

≤ (1− exp(−Lx))|ϕ1 −ϕ2|

Puisque (1− exp(−Lx)) < 1, alors F est contractante, d’après le principe de Banach F admet
un point fixe uniqueϕ ∈ E de plus la suite (ϕn) définie ci-dessus converge uniformément vers
le point fixe ϕ pour la norme |y| ainsi que pour la norme sup∥y∥.
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3.2 Application du théorème de Schauder

3.2.1 L’équation intégrale de Volterra

Soit l’équation intégrale suivante :

ϕ(x) = f (x) +
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt (a ≤ x ≤ b) (3.2.1.1)

Telle que K : [a,b]× [a,b] 7→R une fonction continue vérifie les conditions suivantes :

1. K(x, t,0) = 0 pour tout : x, t ∈ [a,b]

2.
∂K(x, t,z)

∂z
<

∣∣∣∣∣1− ∥f ∥b − a

∣∣∣∣∣
alors pour tout f ∈ C([a,b]) telle que ∥f ∥ < 1 l’équation 3.2.1.1 admet au moins une
solution ϕ ∈ C([a,b]).

Preuve 3.2.1. B(0.1) fermé non vide convexe, T ( continue, relativement compact)
On va montrer que T (B(0,1)) ⊂ B(0,1) i.e. pour si ∥ϕ∥ < 1, alors ∥Tϕ∥ < 1. En effet :

∥Tϕ∥ = ∥f (x) +
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt∥

≤ ∥f (x)∥+ ∥
∫ x

a
K(x, t,ϕ(t))dt∥

≤ ∥f (x)∥+
∫ x

a
|K(x, t,ϕ(t))|dt

≤ ∥f (x)∥+
∫ x

a
|K(x, t,ϕ(t))−K(x, t,0)|dt

≤ ∥f (x)∥+
∫ x

a

∣∣∣∣∣(ϕ − 0)
∂k(x, t,ϕ(t))

∂ϕ

∣∣∣∣∣dt
≤ ∥f (x)∥+ ∥ϕ∥

1− ∥f (x)∥
b − a

(b − a) < 1

D’après le Théorème Schauder T admet un point fixe, d’où l’équation admet une solution.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats en théorie du point fixe dans des
espaces de Banach,qui sont des résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction f admet un
point fixe sous certaines hypothèses, ces Théorèmes révèlent être des outils très impor-
tantes en mathématiques,De nombreux théorèmes d’existence sont obtenus à partir des
Théorèmes de Banach et Schauder, en transformant le problème d’existence en un pro-
blème de point fixe. Mais celui de Brouwer est particulièrement célèbre.

Le Théorème du point fixe de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques
du domaine de définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante. Ainsi,
le théorème du point fixe de Brouwer garantit l’existence d’un point fixe d’une fonction
continue définie de la boule unité fermée euclidienne sur elle même et le théorème du point
fixe de Schauder prolonge le résultat du Théorème de Brouwer en dimension infinie pour
montrer l’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach, et contrairement au théorème de Banach, les démonstrations
de ces deux derniers résultats ne sont pas distractivités.

Le Théorème du point fixe de Kannan garantit l’existence et l’unicité d’un point fixe
pour les applications n’est pas nécessairement continue dans un espace métrique complet.



Annexe

Stefane Banach : est un mathématicien Polonais, ses travaux ont surtout prote sur
l’analyse fonctionnelle dont il est l’un des fondateurs. Il est né le 30 mars 1892 à

Cracovie, Galicie(Autriche-Hongrie). Autodidacte, il est découvert fortuitement par Hugo
Steinhaus et obtient son doctorat en 1920. Il effectue l’essentiel de sa carrière à LWOW,
où il enseigne à l’université et à l’école polytechnique. Ses publications, au nombre d’une
soixantaine, font de lui l’un des mathématiciens les plus influents du XXe siècle. Il est

l’un des membres fondateurs de la société mathématique de Pologne dont il devient vice
président en 1932 et président en 1939. Son nom reste associé un certain nombre de

théorèmes et a été donné entre autres aux espaces de Banach et aux algèbres de Banach
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et aux point fixe de Banach. Il meurt d’un cancer de 31 août 1945 (à 53 ans)

Luitzen Egbertns Jan Brouwer (1881 - 1966) : Est un grand mathématicien hollandais
qui de 1909-1913 découvre la majeure partie des théorèmes aux quels son nom est

rattaché où on peut citer le théorème de point fixe. Brouwer est le père de la topologie
moderne. Après la guerre, il consacrera le reste de sa carrière aux mathématiques

intuitionnistes et défendant le rôle de l’intuition pour éviter les antinomies que peuvent
faire naître le développement de la science.
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Juliusz Schauder : Est un mathématicien polonais, connu pour ses travaux dans les
domaines de l’analyse fonctionnelle, les équations aux dérivées partielles et la physique
mathématique. Il est né en 1899 à Lemberg, ils est entré à l’université de Lwòw en 1919 et

a passé son doctorat en 1923. Il a continué ses recherches tout en travaillant comme
enseignant dans une école secondaire, mais grâce à ses résultats remarqués, il a obtenu
une bourse d’étude en 1932 qui lui permis de passer plusieurs années d’abord à Leipzig et
ensuite à Paris. Vers 1953 Schauder a obtenu un poste de maître assistant à l’université
de Lwòw. Schauder est surtout connu pour le théorème de Banach-Schauder, le théorème
du point fixe de Schauder qui est un outil majeur pour prouver l’existence de solutions
dans différents problèmes. Schauder était juif. Il a été exécuté par gestapo, probablement

en octobre 1943.
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