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Introduction

Le principe de contraction de Banach, qui garantit I’existence d’un point fixe d’une
contraction définie sur un espace métrique complet et a valeur dans lui méme, a été
énoncé par Banach en 1922. Ce principe est le plus simple des théorémes de point fixe
et il a de nombreuses applications, notamment en analyse numérique, dans la théorie
des fractales et dans la théorie des équations différentielles et intégrales [6]. Dans
[10], les auteurs exposent une preuve élémentaire et directe d’une généralisation de
I’alternative non linéaire pour les applications contractantes. M. Frigon ET A.Granas
généralisent ces résultats et présentent des théorémes d’existence de points fixes pour
des familles de contractions définies sur un fermé quelconque d’'un espace de Fréchet
[9].

Mentionnons que les espaces de Fréchet ont joué un roéle important dans ’analyse
fonctionnelle depuis ses tout débuts : De nombreux espaces vectoriels de fonctions ho-
lomorphes, différentiables ou continues qui se présentent a propos de divers problémes
d’analyse et de ses applications sont définis par (au plus) un nombre dénombrable de
conditions, d’ou elles portent une topologie de Fréchet naturelle (si elles sont, en plus,

complétes) voir [2, 3.

Ce mémoire se compose en trois chapitre.

Dans le premier chapitre, on a collecté les notions de base concernant les espaces
métriques et leurs propriétés topologiques (compacité, complétude.. ect), quelque es-

paces fonctionnels, espaces vectoriels normés et espaces de Hilbert.

Le deuxiéme chapitre est consacré pour la théorie générale des espaces de Fréchet
et principe de contraction dans ces espaces et quelque extensions pour les familles

admissibles.

Dans le troisiéme chapitre, on a étudier 'existence et 1'unicité de certains pro-
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bléemes non linéaires en considérant des espaces de Fréchet muni d’une famille de
semi-normes. L’outil principal dans cette étude est 'alternative non linéaire de type

Leray-Schauder pour les applications contractantes.

a Probléme de Cauchy

#'(t) = f(tx(t) ,  pp.te0,00)
z(0) =0,Vz € H,

ou H est un espace de Hilbert.

- Equation intégrale singuliére

- Equation intégrale quadratique

y(t) = f(t) + (Ay)(lt)/0 u(t, s,y(s),y(as))ds, teJ=]0,+oc],



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Définition 1.1.1. [7] Soit X un ensemble non vide, on appelle métrique ou distance

toute application d : X x X — R, telle que, pour tout x,y,z € X, on ait :
1. d(z,y) =0 < x =y. (Séparation)
2. d(z,y) = d(y,x). (Symétrie)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y). (Inégalité triangulaire)

On dit que le couple (X, d) est un espace métrique.

Exemple 1.1.1. [7] Les applications suivantes sont des métriques sur R™ :
di(z,y) = Z |z — yil -
i=1

n 1/2
i=1

doo(x7y) = Sup |xz _y1’ .

1<i<n

Proposition 1.1.1. [7/ Une distance d d’un ensemble X vérifie :
1. La distance est toujours positive ou nulle : Y,y € X,d(z,y) > 0.

2. la distance entre les distance

V:L',y,z € X? |d(l‘,y> - d($,2)| S d(y,Z)
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Proposition 1.1.2. [T/ On dit que deuz métriques dy et dy sur le méme ensemble X

sont équivalentes s’il existe de constante ki > 0 et ko > 0 telles que :
Vo,y € X, kidi(z,y) < da(z,y) < kady (2, y).

Définition 1.1.2. [15/ Soita € X etr >0;

On appelle boule ouverte (respectivement boule fermée) de centre a et de rayon r,

Uensemble noté B(a,r) défini dans X par :

B(a,r) ={z € X |d(z,a) <r} (respectivement B¢(a,r) ={x € X | d(z,a) <r}).

On applle sphére de centre a et de rayon r l'ensemble noté S(a,r) défini dans X par :
S(a,r)={z € X |d(z,a) =r}.

Définition 1.1.3. [7] Soit (X,d) un espace métrique . On dit qu’une partie A de X

bornée s’il existe une boule fermée By(xo,r) telle que A C By(xo,7) i.€

Ve € A, d(zg,x) <.

Définition 1.1.4. [7/ Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une
fonction f : X — Y est bornée si son image f(x) est bornée . On note F(X,Y)

I’ensemble des fonctions bornées.

Définition 1.1.5. [7/ Soit X un espace métrique et A une partie de X. On appelle
diametre de A noté A(A) ou diam(A) le nombre défini par

A(A) = sup d(z,y).

z,y€A

Proposition 1.1.3. Soit (E,d) un espace métrique. On note T ’ensemble des parties

O C FE qui vérifient
Vee O, ezxister>0]|B(xz,r)CO.

Alors T définit une topologie sur X .

Définition 1.1.6. [13] On appelle voisinage d’une partie A de X, toute partie de X
qui contient un ouvert contenant A noté Viay. Pour x € X, Vi) désigne l'ensemble

des voisinages de x.
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Définition 1.1.7. [13] Pour qu’une partie A de X soit ouverte, il faut et il suffit que
A soit voisinage de chacun de ses points. Si'Y € A est ouvert pour le sous espace A,

Y n’est pas nécessairement ouvert dans X cependant.

Proposition 1.1.4. Soit x € X, on a les propriétés suivantes :
a) Tout ensemble contenant un voisinage de x est un voisinage de x.
b) L’intersection de toute famille finie de voisinage de x est un voisinage de x.

c¢) Tout voisinage de x contient x.

Définition 1.1.8. [13] On dit qu’une partie A de X est fermée si son complémentaire

E‘;‘( par rapport a X est ouvert.

Proposition 1.1.5. 1) X et 0 sont des ferméd1.1.8.
2) Toute intersection d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

3) Toute réunion finie d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

Définition 1.1.9. [71/ On appelle base d’une topologie T toute partie B de T telle que

tout ouvert O de T soit la réunion d’une famille des ouverts de B.

Définition 1.1.10. [11)] Soit (X, d) un espace métrique et A — X. L’intérieur de A,
noté A est la réunion de tout les ouverts contenus dans A. Les éléments de A sont

appelés les points intérieurs de A.

Remarque 1.1.1. A est le plus grand ouvert inclut dans A. On en déduit que A C X

est ouvert si et seulement st A = A.

Proposition 1.1.6. [11] Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Alors x € A si et

seulement s’il existe r > 0 tel que B(x,r) C A.

Définition 1.1.11. [11] Soit (X,d) un espace métrique et A C X. L’adhérence est
Uintersection de tous les fermés qui contiennent A, on la note A.
Proposition 1.1.7. [13] Soient A,B C X et x € X alors :

1. d(z,A)=0&z € A.

2. AC B) = diam(A) < diam(B).

Proposition 1.1.8. [11] Soit (X,d) un espace métrique est A C X. Alors x € A si
et seulement si Vr >0, B(z,7r) N A # (.

Définition 1.1.12. [11] Si A est une partie de X, la frontiere de A dans X est
l'ensemble Fr(A) = A/ A.
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Définition 1.1.13 (11). Une partie A de X est dite dense dans X si A = X.

Exemple 1.1.2. Dans R muni de la topologie usuelle, I’ensemble des rationnels () et

irrationnels R / Q) sont denses dans R.

Définition 1.1.14. On dit que x est un point d’accumulation de A si VV € Vi),
(VA / {z} # 0). On remarque aussi qu’'un point d’accumulation est un point

adhérent particulier.

Définition 1.1.15. [T1/ On dit que X est séparé si pour tout x,y € X, avec x # vy, il
existe deux ouverts U etV avecx €e U,y €V et

Unv =0.

Proposition 1.1.9. Tout espace métrique est séparé.

Définition 1.1.16. [11] On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparable s’il ad-

met une partie dénombrable et dense.

Exemple 1.1.3. L’espace topologique discret est séparé car si x # y alors V, et V,

sont deuz voisinages de x ety disjoints.
Corollaire 1.1.1. Tout espace métriqgue compact est séparable.

Définition 1.1.17. [13] On dit que X est conneze si et seulement si les seuls sous-

espaces a la fois ouverts et fermés sont X et 0, i.e : A C X, A ouvert et fermé alors

A=0ou A=X.

1.1.2 Complétude

Définition 1.1.18. [8/ On appelle suite dans un espace métrique X toute application

de N dans X . Cette suite est note (), oy -

Définition 1.1.19. [§/ Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (), oy

dans X converge vers un point | € X, st lim,, oz, = [.

Proposition 1.1.10. /73] Une partie F' de (X, d) est fermée si la limite de toute suite

convergente de F' appartient a F'.

Définition 1.1.20. Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N et soit
(xy,), une suite d’un espace métrique X alors : On appelle sous suite ou suite extraite

de la suite (x,,), la suite (x%@(n))neN‘



1.1. Espaces métriques 10

Définition 1.1.21. [153/ On dit qu’une suite (x,,)
de Cauchy si elle vérifie

nen d'un espace métrique (X, d) est

Ve > 0,3IN. e N|Vp,q > N, = d(xp,z,) <e.

Proposition 1.1.11. [71/
1. Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque est fausse.
2. St une suite (xy,), converge dans un espace métrique X sa limite est unique.
3. Une suite de Cauchy est toujours bornée.
4. Toute suite a un point adhérent admettant une sous-suite convergente.

Exemple 1.1.4. La suite (1,), = (%), est une suite de Cauchy de X =]0,1] mais

n

ne converge pas dans X . (car lim, oo = =0¢ X ).

Proposition 1.1.12. Soit a une valeur d’adhérence d’une suite (x,), alors il existe

une suite extraite (x@(n))n qui converge vers a.

Définition 1.1.22. [13] Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans (X, d) est convergente.

Théoréme 1.1.1. L’espace X XY est un espace métrique complet si et seulement si

X etY sont des espaces métriques complets.
Exemple 1.1.5. X =R est un espace métrique complet pour la distance usuelle.

Proposition 1.1.13. 71/ Soit (X, d) un espace métrique :

1. Les sous-espaces complets sont les fermés.

2. Une intersection quelconque de sous -espaces complets est complet.

3. Une union finie de sous-espaces complets de (X, d) est complet .
4. Toute partie compléte est fermée.
5

. Dans un espace métrique complet, il y a identité entre les parties fermées et les

parties complétes.

1.1.3 Compacité

Définition 1.1.23. [T Un partie A d’un espace métrique (X, d) sera dite compacte

si lespace métrique (X, d) est compact.
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Proposition 1.1.14. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X
alors A compacte quelque soit le recouvrement de A par des ouverts de X, on peut

extraire un sous recouvrement fini.

Définition 1.1.24. [13] L’espace métrique (X,d) est dit pré-compact (ou totalement
borné) si pour tout € > 0, il existe un recouvrement (A;)ier fini par des ensembles de

diameétres inférieurs a .

Définition 1.1.25. [T1] Soient X un espace métrique et A C X . On dit que A est
une partie pré-compacte de X si Ve > 0, A peut étre recouverte par un nombre fini

d’ensemble de diamétre inférieur ou égal a €.
Proposition 1.1.15. [11] Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un espace
métrique X :

1. X est compact.

2. X est pré-compact et complet.

3. Toute suite de X admet une sous suite convergente (on dit que X est séquen-

tiellement compact).

Théoréme 1.1.2. Si X est un espace métrique compact alors de toute suite de X on

peut en extraire une sous suite convergente.
Propriété 1.1.1. 1. Un compacte est toujours fermé.
2. Un produit de compacts est un compact.
3. Ltmage d’un compact par une application continue est compact.
4. Toute réunion finie de parties compactes de X est une partie compacte
5. Toute intersection de parties compactes de X est une partie compacte.

Proposition 1.1.16. [75] Soit X un espace métrique compact alors toute partie fermée

de X est compacte.

Définition 1.1.26. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X. A

est relativement compacte dans X st A est compacte.

Théoréme 1.1.3. Soit X un espace métrique complet. Une partie A C X est relati-

vement compacte st et seulement si elle est pré-compacte.

Définition 1.1.27. Soient X et Y deuz espaces métriques, et 2 C X un ouvert. Une

application continue f : f : Q — Y est dite compacte si f(Q) est compact. Elle est

dite completement continue si limage de tout borné est relativement compacte.
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Proposition 1.1.17. Une application f : X — Y est compacte si et seulement si de
toute suite (T,)nen de X, on peut extraire une sous-suite (T, )n.en telle que la suite
(f(zpn,))ken converge dans Y . Encore, un opérateur T : X — X est dit compact si
T(X) est un sous-ensemble compact de X, et T est appelé totalement borné si pour tout
sous-ensemble borné S de X, T(S) est un ensemble totalement borné de X. De plus,
T est dit complétement continu s’il est continu et totalement borné. Notez que chaque
opérateur compact totalement borné, mais [tnverse peut ne pas étre vrai, cependant,

deuz notions sont équivalentes sur un sous-ensemble borné de X .

1.1.4 Applications continues

Définition 1.1.28. Soient (X1, d;) et (Xo,ds) deux espaces métriques et f : X; — Xy

une application. On dit que f est continue au point a € Xy si :
Ve > 0,30 >0 di(z,a) <0 =do(f(2), fla)) <e.

Définition 1.1.29. Soient X,Y deux espaces topologiques, f une application de X
dans 'Y, on dit que f est continue au point a € X si et seulement si f(a) est limite
de f(x) quand x tend vers a. L’application f est continue sur X si f est continue en

tout point de X.

Définition 1.1.30. Une application f : X — Y entre espaces métriques X et'Y est

dite uniformément continue si pour tous x,y dans X,
Ve > 0,30 >0 | di(z,y) <6 = do(f(2), f(y)) <e.

Théoréme 1.1.4. Toute application continue sur un espace métrique compact dans

un espace métrique est uniformément continue.

Proposition 1.1.18. Soient X et Y deux espaces métriques, xo € X et f une appli-
cation de X dans Y alors : f continue en xg <= f transforme toute suite (x,), qui

converge vers xo en une suite (f (z,),) qui converge vers f (x).

Théoréme 1.1.5. Soient X,Y, Z trois espaces métriques, f : X — Y etg:Y — Z
deux applications continues respectivement sur X et'Y alors go f : X — Z est une

application continue sur X.

Lemme 1.1.1. Soient X,Y deux espaces métriques et f une application de X dans

Y alors : f uniformément continue sur X si

Ve >0,3a>0 VAC X,0(A) <a=o0d(f(A)) <e.
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Lemme 1.1.2. Les trois assertions sont équivalentes

1. f: X =Y est continue en tout point de X.

2. Pour tout owvert V de (Y,dy), f~1(V) est un ouvert de (X, dx)

3. Pour tout fermé F de (Y,dy), f~'(F) est un fermé de (X, dx)

Définition 1.1.31. Une application f : (X,dy) — (Y,dy) est dite lipschitzienne s’il

existe une constante k > 0 telle que, pour tout (x,y) € X>

Si k <1, on dit que f est une application contractante ou une contraction.

Remarque 1.1.2. Si f est lipschitzienne alors elle est uniformément continue. La

réciproque est fausse.

Définition 1.1.32. Soient X etY deux espaces métriques et f une application de X
dans Y. On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective et bicontinu i.e f, f=!

sont continues.

Théoréme 1.1.6. Soit f une bijection continue d’un espace métrique compact X dans

un espace métrique Y alors f est un homéomorphisme.

1.1.5 Principe de contraction

Soit f une application lipschitzienne de rapport k. La plus petite valeur k satis-
faisant cette propriété pour I'application f est appelée la constante de Lipschitz. Si
cette constante k est plus petite que 1, la fonction f est appelée une contraction avec
constante de contraction k. La fonction f est dite non-expansive si cette constante k est
plus petite ou égale a 1. Le théoréme de point fixe le plus élémentaire et certainement

le plus utilisé est le principe de contraction de Banach.

Théoréme 1.1.7. Soient X un espace métrique complet et f: X — X une contrac-

tion. Alors, f a un unique point fize.

La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite {z, },en définie inductive-
ment par z,.1 = f(x,) pour tout n € N converge vers z = f(z). En ce qui concerne
I'unicité du point fixe, remarquons que toute contraction a au plus un point fixe. En

effet, nous obtenons la contradiction suivante en supposant ’existence de deux points
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fixes distincts z; et zo pour une contraction d(z1, 22) = d(f((z1), f(22)) < kd(z1, 22) <
d(zl, 22).

1.2  Espace vectoriel normé

Définition 1.2.1. soit E un espace vectoriel, on appelle norme toute application p de

E dans R, telle que pour tout x,y € E et A € K, on ait
(Ny) plz)=0=2=0 condition de séparation

(N3) p(Az) =| A | p(x) condition d’homogénéité
(N3) p(x+vy) <plx)+ply)  inégalité du triangle
Remarque 1.2.1. Si A =0, alors (N3) = p(0) = 0. Donc Ny U Ny équivant a

p(r) =0<= 2 =0.

Si on n’impose pas (Ny), on dit que p est une semi-norme.

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E sur K =R ou
C muni d’une norme || - ||. On a immédiatement la proposition suivante qui permet

d’utiliser les résultats précédents.

Proposition 1.2.1. Un espace vectoriel normé (E,|| - ||) est un espace métrique pour

la distance associée a la norme d(z,y) = ||z — y||.

Définition 1.2.3. Si E est complet pour la distance associée a la norme, on dit que

E est un espace de Banach.

1.2.1 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Proposition 1.2.2. Tout espace vectoriel E de dimension finie est un espace de Ba-

nach et toutes les normes sur E sont équivalentes.

Exemple 1.2.1. Soit {ej,...,e,} une base de E, donc pour tout x € E,

n
Tr = Z §kek.
k=1

Les applications suivantes

|zl = max {l&r], ... [&al}s Nl = D16l
i=1

sont des normes équivalentes sur E.



1.2. Espace vectoriel normé 15

Corollaire 1.2.1. Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe avec K",

muni de ['une de ses normes usuelles.

Corollaire 1.2.2. Si E est un espace normé de dimension finie, ses parties compactes

sont les parties fermées bornées.

Corollaire 1.2.3. — Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace
normé est fermé dans cet espace.
— Si E est un espace normé de dimension finie, alors toute application linéaire T

définie sur E dans un espace normé arbitraire est continue.

1.2.2 Espaces fonctionnels

Définition 1.2.4. Soit X un espace métrique compact et K = {C ou R}. On note

C(X,R) lespace des fonctions continues de X valeurs dans K muni de la norme

[flloe = sup [ f ()]
zeK

(C(X,K), || - |loc) est un espace de Banach. Notons par (BC)(I) l’espace de Banach
des fonction réelle définie et continues sur un intervalle borné et fermé I, muni de la
norme :
= t)l.
]| = max [z(t)]
Et par BC' l’espace de Banach des fonctions continues bornées définies sur Ry, muni

de la norme :

lz]| = sup |(2)]-
teR4

Définition 1.2.5. Le sous-espace de C(X,K) des fonction qui s’annulent linfini est
noté par Co(X,K). En particulier les fonctions de Cy(X,K) sont bornées. On note
aussi que si X est compact, Cy(X) = C(X).

Définition 1.2.6. Tant donne deuz points {a,b} C E, on définit le segment reliant
a,b comme suit :
[a,b] :={(1 —t)a+tb;t € [0,1]}

Définition 1.2.7. C C E est conveze si : Vx,y € C, ¥Vt € [0, 1]
(te+ (1 —t)y) € C.

Exemple 1.2.2. Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.
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Définition 1.2.8. Soit C' un conveze non vide de X et f: C — R.

1) f est dite conveze sur C siVt €]0,1[,Va,y € C.
fltz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y).

2) f est dite strictement conveze sur C' siVt €]0,1[,Vz,y € C,x # y.
fltr+ 1 =t)y) <tf(x) + (1 —=1)f(y)

3) f est dite fortement convexe sur C' s’il existe o > 0 tel que Vt €]0,1[,Va,y €
C,x #vy.

flte+ (1= 1)) < 15(2) + (L= /() — s0t(1 = B}z ~ |

On dit aussi que f est a-convexe

Remarque 1.2.2. 1) a-convexe = strictement convere = conveze.

|? est convexe sur C.

2) [ est a-conveze sur C' si et seulement si f — 3a| -

Définition 1.2.9. Soit P une partie de X, le plus petit convexe contenant P, qui
est donc l'intersection de tous les convexes contenant P. Ce qu’on appelle [’enveloppe

convezxe de P. On la note :
convP = ﬂ{C’; C' est un convexe contenant P}.

Proposition 1.2.3. convP est '’ensemble des combinaisons linéaires de X, de la

n n
forme Ztixi oun € N*, Zti =1 et les vecteurs x; € P.
i=1 i=1

Définition 1.2.10. Soit X un ensemble. On dit qu’une partie M C P(Q) tribu (ou

o-algébre) sur X si, elle satisfait les conditions pour les réunions dénombrable :
i) X e M.
ii) i A e M, alors 04 € M
iii) 9i A, € M,Vn €N, alors | J,,.y An € M

Lemme 1.2.1. Soit {M;},.; une famille quelconque de tribu sur X. Alors M =

Nic; M est encore une tribu sur X.
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Définition 1.2.11. Les éléments de M sont appels les parties mesurables de X. On
dit que (X, M) est un espace mesurable.

Définition 1.2.12. Soit (X, M) un espace mesurable. On appelle mesure (mesure

positive) sur X une application p: M — R vérifiant :
1. u(0) =0.

2. Si{An},eny C M est une suite disjointe, alors
1 (U An) = u(An).
neN neN

On dit que (X, M, i) est un espace mesuré.

Définition 1.2.13. Soit (X, M) et (Y, M) deux espaces mesurables. On dit qu’une
application f: X — Y est mesurable (pour les tribus M et M’ ) si

VBe M f1(B)e M.

Définition 1.2.14. Soit (X, M, ) un espace mesurable . Un ensemble N € M est
p-négligeable si u(N) = 0; i,e : sl est de pu-mesure nulle.

Définition 1.2.15. Soit (X, M, u) un espace mesurable. On dit qu’une propriété est
vraie presque partout par rapport u, (p-p.p) si elle est vraie sur X\N, ot N est un

ensemble p-négligeable.

Corollaire 1.2.4. Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables. Alors f+ g, fg, min(f, g)

et max(f,g) sont mesurables.

Définition 1.2.16. On dit qu’une fonction mesurable f : Q@ — R est intégrable au

JEE

Définition 1.2.17. soit Q un ouvert de R, l’espace L*(S)) est I’ensemble des fonction

sens de Lebesque si

mesurable et intégrable sur 2. On note

1fllzr @) = /Q |f(z)|dx.

On définit en suite pour tout 1 < p < 0o, l’espace :

L£P(Q) = {f:Q =R, f mesurable et || f||" € L'(Q)}
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que l’on munit de la norme :

1/p
1 llere = ( / !f(ﬂC)Ipda:) |

lorsque p = 00, on a la définition suivante :
L£2(Q) = {f: Q= Rf mesurable et Ic € RT telle que : |f| <cp.p }.

on note :

[flle=(€2) = inf{e, |f(z)| < ¢ p-p}.

Théoréme 1.2.1. Soient X C R un ensemble mesurable, f,g: X — R des fonctions
intégrable sur X, et a, f € R. Alors af 4+ Bg est intégrable sur X et

/Eaf+ﬁg:a/Ef df+B/Eg g

Proposition 1.2.4. 1) Si f <y, alors [ fdu < [y gdp.
2) St AC B alors [, fdu < [ fdu.
3) Si C est une constante 0 < C' < oo alors [, Cfdu=C [, fdu.
4) Si f(z) =0 pour tous x € X, alors [, fdu =0, méme si u(X) = oo.
5) Sipu(X) =0, alors [, fdu =0 méme si f = co.
6) Sif est une fonction intégrable, alors |f| est aussi intégrable et on a : U fdu} <

[ 1f1dp.

Définition 1.2.18. Soit p € [1,+0o0]|. On appelle exposant conjugué de p (noté q dans

toute la suite) le nombre q € [1,400] tel que %D + é =1.

Proposition 1.2.5. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q), g € LI(Q), avec }D + % =1. Alors [ x g € L}(Q)

gl < [1Fllze llgllze-

Corollaire 1.2.5. Soient f € LP(Q).g € L1(Q). Alors f.g € L"(X) avec % + é =1

r

Corollaire 1.2.6. (Inégalité de Minkowski)
Pour f,g € LP(QY), on a

1+ gllp < [1f1lp + llgllp-
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Corollaire 1.2.7. (Inégalité de Cauchy Schwarz)
Soit f,g € L*(Q), alors f.g € L'(Q)

1/2 1/2
gldu < 24 2d .
/X\fg!u<</xlf| u) (/Xrgr u)

Lemme 1.2.2. (lemme de Fatou)

Soit (fn), , fn : X = Ryune suite de fonctions mesurables Alors

/ <1im inf fn) dp < lim inf/fndu.
n——+o00 n—-+o0o

Théoréme 1.2.2. (Fubini)
On suppose que F € L' (Qy x Q). Alors, pour presque tout x € €,

F(x,y) € Ly,(Q) et /Q F(x,y)dy € Ly ().

De méme, pour presque tout y € )y,

Flz,y) € Lk () et /Q Fla,y)dz € L1 (Q).

De plus on a :

/ da:/ F(m,y)dy:/ dy/ F(a:,y)dx:// F(z,y)dzdy.
951 Qo Qo 951 Q1 xQs

Définition 1.2.19. [T]|] Une fonction f : Q2 x R — R est dite de carathéodory si :
i) t = f(t,y) est mesurable Vy € R.
ii) y — f(t,y) est continue ¥Vt € R.

Théoréme 1.2.3. Gronwall (1919)

Soit u une fonction continue définie sur lintervalle J = [, e + h] et

t

0<u(t) < / [bu(s) + alds; t € J,
ol a et b sont des constantes positives. Alors
0 <u(t) <ahe™ teJ

Théoréme 1.2.4. (La convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f), une suite des fonctions de L'. On suppose que
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1. fu(x) — f(z) p.p sur Q.
2. 1l existe une fonction g € L' telle que pour chaque ny |fn(x)| < g(z) p.p sur Q.
Alors f € LYQ) et || fo — fll. — 0.

1.2.3 Espaces [
Pour p > 1, on considére
¢ = {x = (x;); telle que Z |2]" < oo}
t=0
I* et [2 sont les espaces les plus importants.

Proposition 1.2.6. 1. L’espace [P est un espace vectoriel de dimension infinie.

2. Pour tout 1 < p < oo, [’espace [P muni de ["application
1
e} P
z— |z = (leilp> :
i=0

est un espace de Banach.

1.2.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.2.20. Soit H un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire sur H est
une forme sesquilinéaire (-|-) de H x H dans C (linéaire en la premiére variable
et antilinéaire en la seconde), hermitienne, définie positive : elle vérifie pour tous

x, 2y, y e H, A e C

(x|z) >0, et (zlx)=0&a=
La norme z — ||z|| = y/(z]x) associée au produit scalaire vérifie les propriétés
suivantes :

(D) [(z|ly)| < |lz|ll|ly]] (Inégalité de Cauchy-Schwarz),
ey 12 1 2y |2 iy .
(2) =217 + || 52" = 2(=]* + [ly]|*) (Identité de la médiane)
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Définition 1.2.21. Un espace pré-hilbertien est un espace vectoriel sur C muni d’un
produit scalaire. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien, complet pour la norme

Exemples 1.2.1. 1. L’espace C™ muni du produit scalaire

(aly) = 3 w7,
=1

est un espace de Hilbert séparable (car de dimension finie).

2. L’espace L*(Q)), avec Q2 ouvert de R™, muni du produit scalaire

<ﬂm—zgmmm

est un espace de Hilbert séparable.

3. L’espace 1? muni du produit scalaire

(alb) =3 ani,
n=0

est un espace de Hilbert.



Chapitre 2

Espaces vectoriels topologiques

2.1 Espaces de Fréchet

2.1.1 Semi-normes

Définition 2.1.1. Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel E muni

d’une topologie T pour laquelle les applications

+: (E,T)x(E,T)— (E,T)
(a,b) — a+ b,

Kx (E, T)— (E,T)
(A, B) — A-D,

sont continues. Explicitement, il revient au méme de dire que les deux conditions

sutvantes sont satisfaites :

(1) Pour tous e, f € E et tout voisinage U de e + f, il existe des voisinages V de
e et W de f tels que V+W CU.

(2) Pour tous cy € K, eg € E et voisinage U de coey, il existe r > 0 et un voisinage

V' de ey tels que {ce: c € K,|c—¢o| <mye €V} CU.

Théoréme 2.1.1. Dans un espace vectoriel topologique, pour tout voisinage U de 0,

il existe un voisinage V' de 0 tel que V +V C U.

Remarque 2.1.1. Comme 0+ 0 = 0, il existe en effet des voisinages Vy et Vo de 0
tels que Vi + Vo C U ; alors V = Vi N Vy convient.

22
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Proposition 2.1.1. Dans un espace vectoriel topologique (E,T), Pour tout voisinage
U de 0 et tout élément non nul e, il existe m € N* tel que %e € U. En particulier, on
o0
a B = U mU.
m=1
En effet, pour tout I'élément e de E, on a 0.e = 0. Il existe donc r > 0 et un

voisinage V de e tels que
{cf:ceK|e|<r,feV}cClU.

Il suffit alors de prendre m € Ny tel que 1/m < r.

Théoréme 2.1.2. Si (E,T) est un espace vectoriel topologique, alors, pour tous ey €
E et ¢y € K\{0}, l'application

u: (E,T)—= (E,T); er ce+e

est un homéomorphisme.

On vérifie de suite que cette application est injective, surjective et d’inverse donne
par
1 €0
v (E,T)—=(E,T); e——e——,
Co Co
c’est & dire par une application du méme type. Pour conclure, il suffit alors de prouver
qu’une telle application est continue. C’est direct : pour tout voisinage U de cpe + e,
il existe des voisinages V' de cpe et W de eq tels que V! + W C U puis r > 0 et un
voisinage V' de e tels que {c¢f : |c —co| <r, f € V} C V'. Au total, pour tout f € V,

onau(f)=cf+eecV +WcCU.

Corollaire 2.1.1. Si (E,T) est un espace vectoriel topologique,

(a) Une partie U de E est un voisinage de e € E si et seulement si U — e est un

voisinage de 0 ,
(b) Pour tout ¢ € K\{0} et tout voisinage U de 0, cU est un voisinage de 0.
Remarque 2.1.2. Sur le plan théorique, ce corollaire est fort important : dans un
espace vectoriel topologique.

a) Signalons que les voisinages de e € E s’obtiennent en translatant de e les

voisinages de 0 . La connaissance de V(o) détermine donc la topologie de (E,T).

b) Signalons que tout homothétique d’un voisinage de 0 est aussi un voisinage de
0.
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Voici un renseignement supplémentaire sur les voisinages de 0.

Théoréme 2.1.3. Si (E,T) est un espace vectoriel topologique, alors tout voisinage

de O contient un voisinage de O équilibré et fermé.

Si U est un voisinage de 0 = 0 - 0, alors il existe r > 0 et un voisinage V' de 0 tels
que
W={ce:ceK|c|<r,eecV}cCcU

or w est équilibrer et contient rV, donc est un voisinage de 0 . Cela tant, pour tout
voisinage OU de 0, il existe un voisinage équilibrer V' de 0 tel que V +V C U.On a
alors V= C U car, pour tout e € V-, ona (e+ V)NV # () et il existe donc f,g € V
tel que e + f = g donc tel que e = g — f € U.pour conclure,il suffit alors de vérifier

que V'~ est équilibrer, ce qui est direct.

Remarque 2.1.3. Au total, la topologie d’un espace vectoriel topologique est donc

connue de que les voisinages équilibrés et fermés de 0.

Proposition 2.1.2. Si E est un espace vectoriel topologique, alors,

a) L’adhérence d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de E,

b) L’adhérence d’une partie (absolument) convere de E est une partie (absolument)
conveze de F,

c) L’intérieur d’un sous-espace vectoriel propre de E est vide,

d) L’intérieur d’une partie (absolument) convexe de E est une partie (absolument)

conveze de E si elle n’est pas vide.

Remarque 2.1.4. a) Soit L un sous-espace vectoriel de E. D’une part, établis-
sons que L=+ L~ C L™. De fait, L~ x L~ est bien sur inclus dans (L x L)~ et,+
tant une application continue de E X E dans E,+(L x L)~ C L™. D’autre part,
pour tout ¢ € K, on a cL™ C L™ car K x L~ est bien sur inclus dans (K x L)~

et ,tant une application continue de K x E dans E,-(K x L) C L™..

b) S’établit au moyen d’un raisonnement analogue.

Définition 2.1.2. L’enveloppe linéaire fermé (resp. l’enveloppe conveze fermé, l’enve-
loppe absolument conveze fermé) d’une partie non vide A de l’espace vectoriel topolo-
gique E est lintersection des sous-espaces vectoriels fermés (resp. des parties convezes

fermées ; des parties absolument convexes et fermées) de E contenant A.

Définition 2.1.3. Soit E un espace vectoriel. Une semi-norme sur E est une fonction

p: E— R, telle que
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a) p(ce) = |c|p(e) pour tout c € K;
b) p(er+e2) < pler) +p(ea).

Proposition 2.1.3. Soit E un espace vectoriel.

a) Sip,q sont des normes (resp. semi-normes) sur E et si v > 0, alors mp, p +

q,sup{p, q} et \/p*+ ¢* sont des normes (resp. semi-normes) sur E.

b) Si p est une semi-norme sur E et L un sous-espace vectoriel de E, alors
P, E—R; e>—>}n£p(e+l)
€

est une semi-norme sur FE.

c) Si T est un opérateur linéaire de E dans un espace vectoriel F' et si q est une
semi-norme sur F', alors qT'(+) est une semi-norme sur E. En particulier, pour
toute forme linéaire continue e* € E* (dual topologique de E), |e*(-)| est une

semi-norme sur E.
Voici quelques propriétés fondamentales des semi-normes.

Proposition 2.1.4. Si p est une semi-norme sur [’espace vectoriel E, alors

a) p(0p) = Op.

b) p(e) = 0.

¢) p(Slieies) < X leilp(es).

d) |p(er) —p(e2)] < plex —ea).

Preuve.

a) Il suffit de noter qu’on a p(0) = p(c0) = |c|p(0) pour tout ¢ € K.

b) De fait, pour tout e € E, on a alors
0 =p(0) = p(e —e) < p(e) + p(—e) = 2p(e).

c) est immédiat par récurrence sur J.

d) résulte aussitot de la majoration

ple) =ple—f+f) <ple—f)+p(f)
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Proposition 2.1.5. Si A est une partie absolument convexe de [’espace vectoriel F,
on note span(A) l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A. Alors
a) span(A) = U,sorA.
b) 0 <r<s=rAcCsA.

c) pa:span(A) - R e inf{r > 0:e € rA} est une semi-norme sur span (A)
telle que

{e € span(A) : pa(e) <1} C A C {e € span(A) : pa(e) < 1}

Preuve.

(a) L’inclusion D est claire. Inversement, pour toute combinaison linéaire e =

Z}]=1 cje; d’élément de A | on a bien sur e =0 € A si ijl le;] =0 et

J J J
e = Z |Ck| (Z ﬁq) S Z |Ck| A

k=1 j=1 k=1

sinon.
(b) est clair.

(c) Bien sur , py est valeurs dans
[0, +00[. De plus,
(i) pour ¢ =0, il vient pa(ce) = pa(0) = 0 = |c|pa(e) pour tout e € span(A).
Pour tous ¢ € K non nul et e € span(A), on a ce € rA si et seulement si e €

(r/lc|)A. Au total, on a pa(ce) = |c|pa(e) pour tous ¢ € K et e € span(A).

(ii) pour tous e, f € span(A) et tous > pa(e) et s > pa(f), onae+ f €
rA+ sA = (r +s)A donc pa(e + f) < 7+ s. On en déduit aussitot que
pale+ f) < pale) + pa(f). Des lors ps est une semi-norme sur span (A).

Les inclusions sont immeédiates.

Définition 2.1.4. Un espace vectoriel topologique est dit localement conveze si chaque
point a une base de voisinages convexes (autrement, si pour tout voisinage V de x, il
existe un ouwvert U inclus dans V et contenant x qui est de plus convexe). De fagon
équivalente , un espace vectoriel localement convexe est un espace vectoriel dont la

topologie est définie par une famille de semi-normes.

Définition 2.1.5. [J|/ (Fréchet (1878-1973)). On dit qu’un espace vectoriel E est un

pré-Fréchet s’il existe une famille dénombrable P = (p;)jen de semi-normes séparantes



2.2. Principe de contraction 27

sur E telles que p;(z) < pj11(x),Vj € N,Vo € E : Notons que l’hypothése de crois-
sance n’est pas strictement nécessaire mais on peut toujours s’y ramener en remplagant
>k < jpir par exemple. La topologie d’un pré-Fréchet est métrisable avec la distance

(invariante par translation)
d(z;y) =Y 27 min(1,p;(x — y)).
jEN
Définition 2.1.6. Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.

Exemples 2.1.1.  a) Soit K un compact de R, [’ensemble des fonctions C*(K)

est un espace de Fréchet, muni des semi-normes
Vj € Nop;(f) = supsup [0° f (z)].
la<j zck
b) L’espace des fonctions localement intégrables L} R™ est un Fréchet.

c) Tout sous-espace fermé d’un Fréchet est un Fréchet.

Lemme 2.1.1. Soient (E, (pj)jen) et (F,(qr)ren) deux pré-Fréchet, et soit T une

application linéaire de E dans F'. Alors T est continue si et seulement si

VE e N,3C > 0,j e N,Vx € E, q,(K) < Cp;(x).

2.2 Principe de contraction

Définition 2.2.1. Soit E un espace de Fréchet muni d’une famille se semi-norme
{|-|n; n € N}. Une application F': E — E est appelée contraction si pour tout n € N,
il existe K,, <1 tel que

[F(x) = F(y)In < knlz = yln

pour tout x,y € X.

Remarque 2.2.1. Remarquons qu’une application I peut étre une contraction au
sens de la définition précédente sans étre une contraction au sens usuel lorsque E est

muni de la métrique

d(w,y) = 1o = yla/20(1+ |z = yln).

neN

Le théoréme suivant est une généralisation du principe des contractions de Banach.
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Théoréme 2.2.1. Soit () un fermé de E. Alors toute contraction T : Q — Q) a un

point fize unique.

Preuve. Soit xy € X. On définit inductivement z; = T'(x;_1), et on vérifie que {z;}
est une suit de Cauchy par rapport a |.|, pour tout n € N. Puisque X est complet,
il existe = € X tel que x; — =z, il s’ensuit que pour tout n € N, |z — T'(x)|, <
|z — x|+ |T(xi—1) = T(x)]n < |x— 2|0 + kn|xio1 — s, en passant a la limite lorsque

i — 00, on déduit que |x — F(x)|, = 0. D’ou, z = T'(x).

2.2.1 Famille admissible de contractions

Définition 2.2.2. Soit X un fermé de E. Une famille {F; : X — E}cj01) est appelée
famille admaissible de contractions si pour tout n € N,
(a) il existe k, < 1 tel que |Fy(x) — Fi(y)|n < kn|z —yl|n pour tout t € [0, 1] et pour
tous x,y € X.
(b) il eziste L, > 0 tel que |Fy(x) — Fy(x)|, < Ly|t — s| pour tout x € X, et pour
tous s,t € [0,1].
Théoréme 2.2.2. Soit X un fermé de E et considérons une famille admissible de
contractions {Fy : X — E}, o) telle que [z — Fy(2)], # 0 pour tout z € 9,X", tout
t € [0,1] et pour tout n € N. Si Fy a un point fixre pour un t € [0,1], alors F;, a un
unique point fixe pour tout t € [0, 1].

Preuve. Pour n € N et t € [0,1], soit F? : X» — E" la fonction obtenue & partir
de F;. Pour tout n € N, la famille {F ?}te[o,l} est une famille admissible de contractions.
Si F; a un point fixe pour un certain ¢,F} en a un aussi qui est dans int, (X") par
hypothése. Ce qui implique que pour tout ¢t € [0,1] et pour tout n € N, il existe
2 € X tel que |20 — Fy (21Y)],, = 0. On déduit que

‘z;” - z”n =0 pour tous [,m > n.

Alors il existe x; € X tel que z; = Fi(xy).

2.2.2 Alternative non linéaire

On dira que la condition (x) est satisfaite si la famille de semi-normes {| - |, } vérifie

|z|; < |z|e <|z|3 < -+ pour tout x € E. (%)
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Ainsi, si la condition (%) est satisfaite, la semi-norme | - |, induit une semi-norme
(encore notée | - |, ) sur E™ pour tout m > n. De nouveau, pour 2,2 € E™, on dira
que z ~, 2 si |z — 2|, = 0.

Dans la preuve de notre résultat principal, on utilisera le lemme suivant dans lequel
on identifie chaque élément d’'un fermé X de E & une suite appropriée d’éléments de
X"

Théoréme 2.2.3. Soit X un fermé de E tel que 0 € X, et soit F' : X — FE une
contraction telle que F(X) soit borné. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié :

(a) F a un unique point fize;

(b) il existe t € [0,1),n € N et z € 0, X" tels que |z — tF(2)|, = 0.

Corollaire 2.2.1. Soit X un fermé de E tel que 0 € t,, (X™) pour tout n € N, et soit
F : X — E une contraction telle que F(X) soit borné. Supposons que pour tout n € N
et pour tout z € 0, X", une des conditions suivantes soit satisfaite :

(1) [F(2)ln < max{|z|n, [z = F(2)[n}-

(ii) —z € X" et |F(2) + F(=2)|, = 0 i.e (FY(z) = —F*(—2) ). Alors F a un

unique point fize.

Remarque 2.2.2. Lorsqu’une famille admissible de contractions est définie sur la
fermeture d’un ouvert de E, les hypotheses du théoreme peuvent étre affaiblies.

dans ce qui suit, on ne suppose pas que la condition (x) est satisfaite.

Théoréme 2.2.4. Soient U un ouvert de E, et {E U — E}te[o ) une famille ad-

missible de contractions telle que Fy(x) # x pour tout x € OU, et tout t € [0, 1]. Alors,
si Fy a un point fixe pour un t € [0,1], F; a un unique point fize pour tout t € [0, 1].

Preuve. Posons Q = {t € [0,1] : F; a un point fixe }. Par hypothese, Q # 0.

On montre que @ est a la fois fermé et ouvert. La connexité de [0, 1] implique que

Q =10,1].

Du théoréme précédent, nous déduisons les résultats suivants.

Théoréme 2.2.5. Soit U un owvert de E tel que 0 € U, et soit F : U — E une

contraction telle que F(U) soit borné. Alors un des deuzr énoncés suivants est vérifié :

(a) F a un unique point fize;
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(b) il existe t €]0,1] et x € OU tel que x = tF(x).

Corollaire 2.2.2. Soit U un ouvert de E tel que 0 € U, et soit F : U — E une
contraction telle que F(U) soit borné. Supposons que pour tout x € OU, il existe

n € {i:|z|; # 0} tel qu'un des énoncés suivants soit vErifié :
(@) |F (@), < max{|z],, [z — F(z)]n};
(b) —x €U et |F(x) + F(—x)], = 0.

Alors F' a un unique point fize.



Chapitre 3

Applications aux problémes non linéaires

3.1 Reésultats d’existence et d’unicité pour un pro-

bléme de Cauchy

Nous présentons deux exemples d’applications de ’alternative non linéaire. Consi-

dérons le probléme de Cauchy

2(t) = f(t,z(t)) , te€0,00)
2(0) =0 ¢ H,

(3.1)

ou H est un espace de Hilbert, et f : [0,00) x H — H est une fonction localement

Carathéodory i.e
(a) t— f(t,z) est mesurable pour tout z € H;
(b) z — f(t,z) est continue pour presque tout ¢t € [0,00);

(¢) pour tout R > 0, il existe une fonction hr € Li . [0,00) telle que || f(¢, z)| <
hgr(t) pour presque tout t € [0, 00) et pour tout x € H tel que [|z] < R.

Théoréme 3.1.1. Soient (H,|| - ||) un espace de Hilbert, et f : [0,00[xH — H une
fonction localement Carathéodory. Supposons que

(a) pour tout R > 0, il existe Ig € L} . [0,00) telle que pour presque tout t € [0, o0,

loc

et pour tous x,y € H vérifiant ||x||, ||yl < R, on ait

1f(t2) = &yl < lr(@®)lle —yl;

(b) il existe @ € L} _[0,00) et v : [0,00) — (0,00), une fonction mesurable au

loc

sens de Borel, telles que || f(t, )| < 0(t)Y(||z|]), t € [0,00], et tout x € H, avec

31
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1/¢ € L} [0,00); et

loc

> dz
— > ||9||L1[O,r] pour tout r>0

0 (2)
Alors le probléme a une solution unique dans C([0,00[, H).

Preuve. Définissons F': C([0,00[, H) — C([0, 00|, H) par

F(z)(t) = / f(s,2(s))ds.

En utilisant I’hypothése (b), on montre que pour tout n € N, et tout x vérifiant pour
un certain A € [0, 1], z(t) = AF(z)(t) pour tout t <n, on a

dz

M(s)
|z(s)]] < M(s) pour tout s < n, ou / —
0 ¥(z)

— H@HLHQS] + 1

Posons I(s) = lym)(s) pour s € (n — 1,n],n € N, ot Iy, est donnée en (a). Pour

chaque n € N, on définit sur C'([0, 00), H) la semi-norme
|z|,, = sup {e’fgl(s)dsﬂx(t)ﬂ :t €0, n}} :

On pose X = {z € C([0,00), H) : ||x(t)|| < M(t) pour t € [0,00)}. Ainsi, I’énoncé (b)
du théoréme 2.2 ne peut avoir lieu. Vu ’hypothése (a), F': X — C([0, 00[, H) est une

contraction. L’existence d’une solution au probléme (3.1)) découle alors du théoréme
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3.2 Reésultats d’existence et d’unicité pour des équa-

tions intégrales

3.2.1 Equation intégrale singuliére

Théoréme 3.2.1. Soient (B, | - ||) un espace de Banach et k: R x R x B — B une

fonction continue. Supposons que

(a) pour tout r > 0, il existe une fonction positive A, € L'(—o0,0) N L}, [0,00)

telle que
[E(t, s, 2) — k(t, s, 9)[| < Ar(s)]lx = yll

pour s <t et ||z[], [yl <7 ;
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(b) il existe des fonctions positives C' et D € L'(—o0,0] N L,.[0,00) telle que

1k, s, 2)|| < C(s)|=]] + D(s),

pour tout x € B et pour s < t. Alors l’équation intégrale

() = /_ k(t, 5, 2(s))ds. (3.2)

o0

a une solution unique.

Preuve. Posons
E ={x € CR,B) :sup{||z(t)] : t < R} < oo pour tout R € R},

et définissons F': E — E par

Fz)(t) = / k(t, 5, 2(s))ds.

—00

L’hypothése (b) et I'inégalité de Gronwall impliquent I'existence pour tout n € N
d’une constante positive N, telle que pour tout x € FE vérifiant pour un certain
A€ [0,1],z(t) = AF(z)(t) pour tout t < n, on ait

|lz(t)|| < N, pour tout t < n.

Posons A(s) = Ay, (s) pour s € (n — 1,n],n € N, ot Ay, est donnée en (a). Pour

chaque n € N, on définit sur £ la semi-norme
||, = sup {e*fioo AW |1 p (1)) - ¢ < n} :

On pose X = {x € E: ||z(t)|| < N,, pour tout ¢t < n et pour tout n € N}. On vérifie

que F': X — FE est une contraction. La conclusion découle du théoréme [2.2.3|

3.2.2 Equation intégrale quadratique

Introduction

Les équations intégrales apparaissent naturellement dans de nombreuses applica-

tions pour décrire de nombreux problémes du monde réel. Les équations intégrales
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quadratiques ont également de nombreuses applications utiles pour décrire de nom-
breux événements et problémes du monde réel. Par exemple, les équations intégrales
quadratiques sont souvent applicables dans la théorie du transfert radiatif, la théorie
cinétique des gaz, dans la théorie du transport des neutrons et dans la théorie du trafic.
En particulier, '’équation intégrale dite quadratique de type Chandrasekher peut étre
trés souvent rencontrée dans de nombreuses applications voir [I].

Considérons I’équation intégrale quadratique suivantes avec une modification li-

néaire de I'argument

y(t) = ft) + (Ay)(t)/o u(t,s,y(s),y(as))ds, teJ=1[0,+oo[,  (3.3)

ot fJ = R, u: JxJpxR?*— R sont des fonctions données, 0 < a < 1, Jp = [0, T
et A:C(J,R) — C(J,R) est un opérateur approprié.

En supposant que les hypotheéses suivantes sont satisfaites :

(a1) f:J — R est une fonction continue.

(az) Pour chaque n € N il existe L,, > 0 tel que
|(Az)(t) = (AZ)(#)] < Lal2(t) — 2(1)],

pour chaque z,z € C(J;R) et t € [0,n].

(az) Il existe des constantes non négatives a et b telles que
|(Az)(®)] < a +blz(1)],

pour chaque z € C(J;R) et t € J.

(aq) u:JxJpxR?* — R est une fonction continue et, pour chaque n € N, il existe

une constante L; > 0 telle que
ult, s, z,y) —ult, s, Z,9)| < Ly (|l — 2] + [y — 7)),

pour tous les t € [0,n], s € Jr, et z,y,T,7 € R.

(as) 11 existe une fonction continue non décroissante 1 : J> —]0,00[ et p €
C(J,R) telles que
Ju(t, s, 2, y)| < p(s)i(|zl, |y]),

pour chaque (¢,s) € J x Jr et z,y € R, et de plus, il existe des constantes
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M, € J,n € N tels que

M,
[ lln + T(a+ oMy )ip (M. (M, )p*

> 1, (3.4)

pour tout n € N, ou p* = sup{p(s) : s € Jr}.

Théoréme 3.2.2. Soient les hypothéses (aq) — (as) étre satisfaites. Si, en outre, l'in-
égalité
2 (a + bM,) L:T + TLy (M, M) p* < 1, (3.5)

vaut pour tout n € N, alors l’équation a une solution unique.

Preuve. Pour chaque n € N, nous définissons dans C(J;R) les semi-normes par

la formule
[ylln = sup{ly(#)| : t € [0,n]}.

Alors C'(J;R) est un espace de Fréchet avec la famille des semi-normes (|| - ||,)n € N

Transformé le probléme est un probléme & point fixe. Considérons l'opérateur F :
C(J;R) — C(J;R) défini par la relation

(Fy)(t) = ft) + (Ay)(t)/o u(t, s,y(s),y(as))ds, teJ

Soit y une solution possible du probléme (3.3]). Pour donné n € N et t < n, en vue de

(a1), (az), et (as), nous avons

ly(®)] < If(t)\+\(Ay)(t)!/0 u(t, s,y(s), y(as))lds

<[f@®[+ (a+ bly(lf)l)/0 p(s)P(ly(s)], ly(es)|)ds
< flln + T (@ + bllylln) & (ylln, lylln) p*

et donc

Iyl .
7T+ 7 G+ Olyll) & (ol Tyl 7 =

De , ils en suit que |y|, # M, pour chaque n € N. Maintenant, défini

Q={y e (J;R): ||yl < M, for every n € N}

De toute évidence, Q2 est un sous-ensemble ouvert de C'(JR). Nous montrerons que

F : Q — C(J;R) est un opérateur de contraction. En effet, considérons y, 5 € C(J; R),
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pour chaque t € [0,n] est n € N,de (a2) — (a5) nous obtenons

[(Fy)(t) — (Fy) )|

<I(4y)(0) / Jutt, 5, 5(5),ylas)) — ult,5,5(5), 7))l ds

1(Ay)(®) — (A7)(®) / ult, 5, 5(s), 5(as))|ds
<(a+by(O)E / (1y(s) — 55)| + ly(as) - Flas)])ds
T Laly() — 3] / ). lyas) )ds

<[2(a+dM,) LT + T Lyt (My, M) p*] |ly = §lln-

donc

Donc par lopérateur F est une contraction pour tout n € N. Du choix de €2,
il n’y a pas y € 09 de telle sorte que y = A% (y) pour certains A € (0,1). Ensuite,
I'instruction (C2) dans le théoréme ne tient pas. Une conséquence de ’alternative
non linéaire nous déduisons que l'opérateur F a un point fixe unique y dans {Q}, qui
est une solution a I’équation . Cela compléte la preuve.

Exemple 3.2.1. [1] Considérons l’équation intégrale quadratique du type d’Urysohn

2(t) =1 1+|x ’/ t3+1 G))ds,teJ::[O,Jroo). (3.7)

Posons f(t) =1 pour chaque t € J,1(x,y) = x +y pour tous x,y > 0,

_ =) ,
(Az)(t) = T+ 2] teJandxz € C(J;R),
et
ts
ult, s, 2,y) = 5= (@ +y),

pour tout (t,s) € J x Jr et z,y € R. Il est clair que est un cas particulier
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d’équation (3.3). Montrons que les conditions (a1) — (as) sont vérifiées. Pour chaque
neN, te[0,n], etx,z € C(J,Ry), Nous avons

|z (t)] |z(t)] ’ _ ‘ ()] — |2(1)]
| (

|(Az)(t) — (A7) (1)] = ‘1 Yz~ 1+ 20 L+ [z(®)) (1 +[2(1)])
< [ (t) — z(t)]

Donc (a3) Donca =0 etb= 1. pour chaque n € N, (t,s) € [0,n]x Jr, et x,y,Z,7y € R,

nous avous

ults..3) = u(ts. ) = | 5o o 42) = (4
< gl =)+ - 9)
< lle—yl+ g
BRGE!

< Tlle —yl+ |z —gl]

donc (aq) est satisfait de L, = T. pour chaque n € N, (t,s) € [0,n] x Jr, et x,y € R,

nous avons

Pour conclure que (as) est vérifiée nous montrerons que est satisfait. Ainsi

M, M,
1l —M 1
1w T (a + bM,) & (M, M) p= Lo~

= 2T*M? — M, +1 < 0.

Notez que la derniere inégalité vaut pour T telle que 1 — 8T? > 0, i. e.,

1
<> (3.8)

Par conséquent, pour T > 0 satisfaisant (@, il existe M, > 0 satisfaisant .
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Enfin, montrons que est satisfait.

2 (a+bM,) LT + TLy (M,, M,) p* — 1 = 2M,T? 4+ 2T*M,, — 1
=4M,T? — 1.

Par conséquent, est satisfait pour T ou M, satisfaisant 4M,T* —1 < 0, i. e.,
pour

0<T<

1
2v/ M,
ou < M, < %T‘Q. Par conséquent, si T satisfait les inégalités

1 1
< T < mi —
5 _Mn mln{z},

alors il découle du théoréme que [’équation a une solution unique.




Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté quelque généralisations du principe de contraction
et l'alternative non linéaire de type Leray-Schauder pour les espaces de Fréchet. Des
applications ont été également données aux probléme non linéaire différentielle et

intégrale dans I'espaces de fonction continue.

L’intérét de cette étude est la possibilité de traiter plusieurs équations non linéaires
sur des domaines non bornés et dans différents espaces fonctionnels, d’autre part,

assurer l’existence et I'unicité.

Plusieurs théorémes d’existence de points fixes pour des familles de contractions via
des familles d’applications condensantes ont été obtenus dans des espaces de Fréchet.

De plus, ils sont aussi valables dans des espaces vectoriels topologiques quelconques.
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