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Résumé
Ce mémoire est consacré a I’étude de la théorie de convexité et ses applications.
L’objectif de cet travail est I’étude des ensembles et fonctions convexes a 'aide
d’une approche contemporaine.LLe mémoire comprend une introduction,trois cha-
pitres,une conclusion et a la fin une bibliographie.Dans le premier chapitre on
fournit quelques notions générales sur la convexité.
Au deuxiéme chapitre,on considére quelques applications.
Dans le troisiéme chapitre est présentée la notion de la majorisation et sa relation
avec la convexité.

Mots clés :Ensemble convexe, fonction convexe, majorisation.
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INTRODUCTION

L’analyse convexe est une discipline qui a connu son essor que trés tardive-
ment.La notion d’ensemble convexe était connue depuis longtemps et a été forte-
ment étudiée par Minkowski.L” intérét de cette notion a germé au cours de I’étude
de la théorie géométrique des nombres et ceci entre la fin des années 1800 et le dé-
but des années 1900.Avec le développement de I'analyse fonctionnelle,cette notion
a gagné en importance .Mais la communauté mathématique n’attachait que trop
peu d’importance aux fonctions convexes vu qu’elles étaient elles-mémes incorpo-
rées dans diverses théories.Plus tard,en 1943, W.Fenchel publia un livre consacré
sur les ensembles convexes,puis vers 1950,il publie un livre aux ensembles et les
fonctions convexes dans lequel il posa les bases de l'analyse convexe dans IR".
Les fondateurs de l'analyse convexe moderne en tant que discipline a part en-
tiere sont R.T.Rockafellar, W.Fenchel et J.J.Moreau qui ont étudié les fonctions
convexes de facon approfondie.En particulier, R.T.Raockafellar a permis une avan-
cée énorme dans le domaine durant les années 1970 en étendant ’analyse convexe
a des espaces vectoriels plus généraux que IR™ dans ses divers publications.C’est
plus ou moins a cette période que 'analyse convexe a regu plus de considéra-
tions des mathématiciens car les champs d’applications étaient divers (théorie des
jeux,ingénierie,optimisation,...)

Nous nous proposons d’étudier une approche contemporaine sur les fonctions
convexes et leur applications.La premiére partie de ce travail comportera quelques
notions de base (I’ensemble convexe,les fonctions convexes,...).

Le seconde chapitre,est consacré a 1’étude de quelques applications de la convexité
(la forme intégrale de l'inégalité de Jensen, la formule de sommation d’Abel et
quelques inégalités).

Dans le troisiéme chapitre,nous établissons la notion de la majorisation et sa rela-
tion avec la convexité. A la fin on trouve une conclusion et une bibliographie.






Chapitre 1

Notions sur les fonctions convexes

1.1 Parties convexes d’un espace vectoriel

Dans ce qui suit on considére £/ un IK espace vectoriel.
Définition 1.1.1. Soit C' une partie non vide de E.On dit que C' est convexe si
Ve, y € C,VA € (0,1, (1 =Nz + Iy e C. (1.1)
Convention. () est convexe.

Exemple 1.1. Dans un espace normé (E,||.||). La boule B(a,e) est une partie
conveze. Car :
Si on prend x,y € B(a,c) et A € [0,1],tel que

|z —al|<e et y—a| <e (1.2)
On a:

11 =Xz + Ay —all = [[(1 = M)(z —a) + Ay — o)
<A =Mz = a)[ +[[My — o)

et comme 1l —X>0 et A\ >0, on trouve que

11 =)z =)l + [[AMy = o)

(1 =Mz = all + Ally = all
<(1=XNe+ Xe

E.

(La derniere inégalité étant obtenue grace a (1.9)).
Donc
(1 =Nz + Ay —al <e, (1.3)
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c’est-a-dire
(1 =Xz + Ay € B(a,e), (1.4)

d’ou B(a,e) est conveze.

Théoréme 1.1.1. Soit C' une partie non vide de E. C' est conveze si et seulement
St

Vn € IN' Vo, ... 2y € OV, A € 0,1, Ni=1 = ) Na; € ).
i=1 =1
(1.5)

Preuve 1.1. <=Supposons que est vérifiée.
En particulier, pour n = 2,0n a

‘v’xl,xg € C,\V//\l,/\g S [O, 1], ()\1 +X=1 = ANz + Aoy € O)
Cect s’écrit encore
V:cl,xg € C, V)\Q S [0, 1], (1 — )\2)$1 + /\2372 € C

Ce qui est la définition d’un conveze.
= Supposons que C' est convexe.
Montrons par récurrence que est vérifiée.
(Le résultat étant immédiat quand n = 1).
— La propriété est vraie quand n = 2 par la définition d’un convexe.

— Soit n > 2.Supposons que.
Soient x1, ..., Tp, Tpr1 € C puis Ay, ...y Ay Ang1 € [0, 1] tels que

MA o Fd+ A = 1

Si Anr1 = 1,alors Vi € [1,n], \; = 0 et donc Z?jll A\it; = x4 € C.
Sinon,An+1 € [0, 1] et on peut écrire

n+1 n
Ai

2 xz) + )\n+1xn+1- (16)
i=1 mtl

)

Pour tout i € [1,n], T
- \n+1

> 0.De plus,

n

- )\1 1 1_)\n-i-l
= A=
21y 1—An+1;Z D

i=1 ntl




1.1 Parties convexes d’un espace vectoriel

A\

Les réels T 1 <i < n,sont donc n réels de [0,1] et de somme égale a 1.
- An+1

Par Uhypothese de récurrence, > . d

i1 T T € C puis,d’aprés le cas n = 2,
n+1

(1= A (Y

Iz) + )\n+1l’n+1 S C.
)\n—i-l

Le résultat est démontré par récurrence.l

Théoréme 1.1.2. Soient I un ensemble non vide d’indices puis (C;)icr une famille

de convexes de E indexée par I1.Alors () C; est un conveze de E.
iel

Preuve 1.2. Posons C' = () C;.5i C est vide, alors C' est un convexe de E par
el

convention.

Supposons C # ().Soit x,y € E.

r,2yeC = Viel x,ye ;.
— Vie I,VAe€[0,1],(1 =Nz + Xy € C;.
= VYA€ [0,1,(1 - Nx+ My e C.

Donc C est conveze.l

Remarque 1.1.1. L’union des ensembles convexe n’est pas forcement convexe.
Contre ewemple :

Prenons : By = B((0,0),1) = {(2,y) € IR*, 2> +y*> < 1}

et By = (( 0),1) = {(x,y) € R*, (x = 3)* +y* < 1},
on a B; U By = {(x, )Ele,x —I—y2§1 ou r? 4+ y* — 62 + 8 < 0}.
On a (0,0) et (3,0) € By U By, alors si on prend A = %
il vient que
1 1 3

Donc By U By nest pas conveze.

1.1.1 Enveloppe convexe

Théoréme 1.1.3. Soit X une partie de E.Il existe une plus petite partie convexe
(au sens de linclusion) contenant X .



Preuve 1.3. Il existe au moins un convexe dans l’espace E contenant X .
Soit C ['intersection de tous les convexes de E contenant X.
C' contient X en tant qu’intersection de parties contenant X et C' est un convexe
en tant qu’intersection de convexes.
Donc,C' est un convexe contenant X .
Enfin,tout conveze contenant X contient l’intersection de tous les convexes conte-
nant X.
[ ]

Définition 1.1.2. Soit X une partie de E.Le plus petit convexe (au sens de l'inclu-
sion) de E contenant X s’appelle l’enveloppe convexe de X et se noté con(X).

1.2 Fonctions convexes
Définition 1.2.1. Une fonction f : E — IR est dite convexe si
\V/.l’l, To € E,V)\ € [0, ].] . f((l — /\)Il + /\Ig) S (]_ — )\)f(l’l) + /\f(l‘g) (17)

a) Si linégalité précédente est stricte,f est dite strictement conveze.

b) f est dite concave (resp.strictement concave) si — f est conveze (resp.strictement
conveze).

c) f est dite affine si elle est conveze et concave.

Exemple 1.2. o Si (E,||.||) un IR-espace vectoriel normé.la fonction,
f+E— IR

= f(z) = ||
est convexe.
Car :Vz,y € E,Vt € [0,1]on a :
[tz + (1 =1t)y) = [[tz + (1 = t)y||
< tllzfl + 1 =)yl
=tf(z) + (1 =8)f(y).

e La fonction x — x% est convexe car :

(1 =N f(z1) + Mf(z2) — (1= Nag + Azp) = (1 = N+ A3 — (1 — Nxg + Axp)?
=M1 = N)(z1 — 29)2



1.2 Fonctions convexes

et pour 0 < A< 1,0n a
)\(1 — )\)(5131 — 562)2 Z 0.
Donc

(1= M) f(z1) + Af(22) = f((1 = My + Azz).

1.2.1 Interprétation géométrique.

Géométriquement,une fonction f définie dans un intervalle I est dite convexe
si pour tout couple de points M; = (u, f(u)), My = (v, f(v)) de son graphe,tout
point P = (z, f(z)) du graphe d’abscisse € [u,v] est en dessous du segment
My M.

(o, f(©))

(e, F (2T

" A “ar



1.2.2 L’épigraphe

Définition 1.2.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR & valeurs
dans IR.L’épigraphe de f est Epi(f) = {(z,y) € I x R/y > f(x)}.

FI1GURE 1.1 — I’épigraphe d’une fonction

Théoréme 1.2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR a valeurs
dans IR.On dit que f est convexe sur I si et seulement si [’épigraphe de f est une
partie conveze de IR

Preuve 1.4. - Supposons que Uépigraphe de f est un conveze de IR?.

Montrons que f est convexe sur I.

Soient x1,x9 € I et X\ € [0, 1].Les points Ay = (x1, f(x1)) et Ay = (z9, f(x2)) sont
des point de Epi(f).

Donc,le point (1 — A\) Ay + MNAsg est un point de Epi(f).

Done,l’ordonnée de ce point(1 — ) f(x1) + Af(xs) est supérieure ou égale a l'image
de son abscisse f((1 — N)z1 + Axa).

Donc

FU =Ny + Axg) < (1= N)f(xy) + Af(x2).

Supposons que [ est convexe et montrons que l’épigraphe de f est un convexe de
IR?.
Soient Ay = (z1,y1) et Ay = (x9,y2) deuz points de Epi(f) et X € [0,1].

10



1.2 Fonctions convexes

Soit M = (1 — N)A; + NAs, posons M = (z,y)

y=(1—=Ny1+Aya > (1 = \)f(21) + Af(22)
= ((1 — )\)ZU] + /\1‘2)
~ fla).

V
s

et donc M est un point de Epi(f).
Ainsi,pour tout (Ay, Ay) € (Epi(f))?* et tout point M de [Ay, As],M est un point
de Epi(f). R

Inégalité de Jensen

Théoréme 1.2.2. (Inégalité de Jensen) Soit f une fonction définie sur un inter-
valle I de IR a valeurs dans IR.
f est convexe sur I si et seulement si

Vn € IN*,Va; € I,Y\; € [0,1],1 ZA_1:>meZ<ZAfo
(1.8)

Preuve 1.5. <= Supposons que (@ est vérifiée.
En particulier, pour n = 2, on a la définition de la convexité,donc f est bien
conveze.

= Supposons que [ est conveze.
Montrons par récurrence que @ est vérifice.

e Pour n =2, on retrouve la définition de la convexité de f.
e Pourn > 2.Supposons que @ est vérifiée.

Soient 1, ..., Ty, Tny1 € I puis Ay, ... A\, Ang1 E 0, 1] tels que Zn+1 A= 1.

On pose 0 =" N Alors o + A\py1 = 1211 = 1.
Ai

Six=>" —x,0onaxecl etdoncor+(1— U)$n+1 el
o

D’apres la convexité de f :

flox + (1 = o)znp) < af(x) + (1= 0)f(zns1).

Et d’apres hypothése de récurrence,on a

x) < Z%f(mz)

11



Donc,

n+1

f(Z Aiti) < o f(x) + (1 —0)f(Zns1)

<o Z ;f(xi) + A1 f (Tng1)
i—1

n+1

= Z )\z‘f(xz‘)'

L’inégalité arithmetico-géomitrique

Proposition 1.1. (L.J.Rogers) Soient xi,xs,...,z, des réels strictement posi-
tifs.Pour A\, Mg, ..., Ay, € [0,1] tels que > A =1,0n a
A1 A2 An
it ag? L xp < Mxy A+ AaXg + L Ay, (1.9)

Preuve 1.6. La fonction —In est conveze sur |0, +oo[,ce qui donne d’aprés l'in-
€galité de Jensen (@

=1 =1

En multipliant par —1 on trouve,

=1 =1

Xn:ln(:z:i))‘i < ln(zn: NiZ;).
i=1 i=1

En prenant [exponentielle de chaque membre (I’exponentielle est croissante)on

obtient

AL An
it wy? ) < Axy 4 Ao + o+ Aoy,

12



1.2 Fonctions convexes

Remarque 1.2.1. (L’inégalité arithmetico-géomitrique)

1
Linégalité arithmetico-géomitrique s’obtient en posant Ay = g = ... = A\, = —
n
,d’ou
II <§: (1.10)
=1

Ou le coté gauche de l'inégalité est dite moyenne géométrique et l’autre coté moyenne
arithmétique.

Proposition 1.2. (Inégatité de Hélder )

1 _
Soient p,q > 0 deux réels tels que — + — = 1. Pour tout a;,b; € IR, = 1,n,0on a :
p q

> aibi] < (O lad)r (3 b (1.11)

i=1
Preuve 1.7. Montrons l'inégalité de Hélder pour les sommes finis. Pour cela no-
tons ||all, la quantité (3", |az|p) Appliquons alors l'inégalité en posant

n = 2,x1 = tP,x9 = u? pour deux réels t,u > 0 et Ay = —, Ay = —.0On obtient
p q
[inégalité de Young.
P ul
tu < —+ —. (1.12)
p q
b
En appliquant cette derniére inégalité successivement at = H|a|1’| etu = H’bh| e
allp q
o) et u = B on a
lallp 161l
ibi il bi|?
Vi e {l,...,n}, Ja:b il b

lallpllblly — pllall; — qllolls

En sommant maintenant terme a terme on en déduit

[ Doim @bl |aibi] |ai|” it 1 1
Lei=l “i7H] S+ =1
Nlallplblly E:MMWM z: E:qu

pHaHp

qui est bien [inégalité de Holder .l

1.2.3 Dérivabilité des fonctions convexes.
La fonction pente

Théoréme 1.2.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR a valeurs
dans IR. f est conveze sur I si et seulement si Vo € I,la fonction pente en xy.p.,

13



f(@) = f(xo)
T — X9

o f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en tout x

de I est strictement croissante sur I.

défini sur I —{xo} a valeurs dans IR par est croissante sur I —{zo}.

Preuve 1.8. o Supposons que pour tout xy de I,la fonction o, est croissante sur
I — {ZE()}

Soit x1,x9 € I tel que x1 < 9 et X €]0,1[.0n a donc x1 < (1 —N)x1 4+ A\xo < 25.La
fonction ., est croissante sur I —{x1}.Donc, o, (1—=N)x14+A22) < g, (x2). Cette
inégalité s’écrit explicitement

SO =Ny + Avo) — f(x1) _ f(x2) — f(21)

(1 =Nz + Azg) — 1 = Ty—x
ou encore
FUL = N + Dag) = fla) _ fla) — fl)
Mz — 1) T xe—ap
Puis
FU = Nz1 4 Aza) — f(z1) < A(f(22) — f(21)).
Et finalement

FU =Nz + Azg) < (1= A)f(21) + Af(z2).
Cette inégalité reste claire quand A =0 ou A\ =1 ou x1 = x5 et on a donc montré
que f est convexe.
e Supposons f convexe sur I.
Soit xg, 11,19 € I tel que x1 < x5.
On aura trois cas :
Le premier cas. Supposons rg < x1 < Ta.

Soit A = il : io un réel de |0, 1] tel que x1 = (1—X)zo+Axo. Puisque f est conveze
sur I, ? ’
f(@1) = f((1 = Mo + Azs)
< (1= A)f(zo) + Af(2)
To — I Ty — o
i xof(xo) T2 xof(lé)-
Puis
) = o) < “EE I ) 4 DT
= () (o))

14



1.2 Fonctions convexes

Donc
f(@1) — f(x0) < f(@2) — f(x0)
T — X - To — X .
Le deuxiéme cas. Supposons x1 < To < Ig.
Soit A = ? : il un réel de |0, 1] tel que xo = (1—N)z1+Axo. Puisque f est conveze
sur I, ’ '
f(@2) < (L= A)f(z1) + Af(xo)
To— Tog— X
= == f(x1) + ——— f(z0).
To — 1 Lo — T
Puis
Ty — T2 To — T
— <
f(x2) = f(zo) < o — xlf(xl) To — x1f<x0)
= 20 (@y) — f(aw)
Donc

f(x1) = f(z0) < f(z2) — f(xo)'

Ty — To T2 — To
Le troisiéme cas.Supposons x1 < xg < xo.D’apres les deux premiers cas,

%ﬁ'ixo) - cpxo(xl) = Py (330) < Py ([Eg) = SOI?(‘TI) S QOIQ(I'O) - %ﬁ‘sxd

Ceci montre que la fonction pente en xo est croissante sur I — {xy}. B

Proposition 1.3. (Inégalité des pentes.) Soit f : I — IR une fonction conveze et
x <y < z trios points de I.Alors on a la double inégalité

fy) = f@) _ f(2) = f2) _ f(z) = fy) (1.13)

Yy—x B Z—x B Z—=y

Preuve 1.9. e Pour tout x,y € I tels que y # x,on définit la fonction suivante

_ fly) = fl=)

On remarque que g,(y) = g,(z).
e Les fonctions g, sont toutes croissantes (d’apres le Théoreme (1.2.9)) sur | —
00, alNI et sur|a,+oo[NI,nous aurons bien le résultat attendu en écrivant

9:(y) < 9:(2) = g:(2) < g:(y)-

15



Donc,
) = 1@) _ f) = f@) _ 1) = )

Yy—x o Z— - zZ—y

Remarque 1.2.2. §i f : I — IR est une fonction convexe et x,y,a,b des points
dans 'intervalle I tels que v < a ,y < b, x #y et a # b alors

fo)~ 1) _ fa)— £(B
r—y —  a—b

Théoréme 1.2.4. Une fonction convexe f : I — IR est continue a chaque point
intérieur de I.

Preuve 1.10. Supposons que a € intl et choisissons e > 0 tel que [a—e,a+e] C T
pULS

fla=e)+5fa+e)

| =

fla) =
et
flatte)=f(1—tha+tlate)<(1—1t)f(a)+tflate)
pour tout t € [0, 1] donc
t(flate) = fla)) = flatie) = fla) = —t(f(aF€) — f(a))

qui donne

|flaxte) — fla)| < tmazf{[f(a+e) — f(a)],[f(a—¢) — fla)l}
pour tout t € [0, 1]. la continuité de f en a est maintenant claire.R

Lemme 1. Si f : I — IR est convexe , alors f est monotone sur intl ou il
existe un point € € intl tel que f est décroissante sur l'intervalle (—oo,e] ()1 et
croissante sur ['intervalle [, 00) (1.

Preuve 1.11. Soient a,b € intl tels que a < b,on pose m = f(g), avec

m=inf{f(x):x € [a,b]}

Sia<x<y<e alorsy est une combinaison convexe de x et € , précisément
-y L y—zx
Y= T+ € puisque f est convexe
E— £E—zx

fly) = f(—Za+ L2

E—X E—X
E—Y Yy—x
sg_xﬂm+€_xﬂ@

< f(x).
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1.2 Fonctions convexes

Donc f est décroissante sur lintervalle [a, €].
Si e < b un argument similaire montre que f est croissante sur [¢,b].1

Théoréme 1.2.5. Soit f une fonction a valeur réel définie sur un intervalle I,
f est (strictement) conveze si et seulement si pour tout sous-intervalle compact J
de I , et toute fonction affine L |, le sup de f + L sur J est atteint a un point
d’extrémité.

Preuve 1.12. = §i f est convexe , la somme F = f+ L [’est aussi , puisque tout
point z d’un sous-intervalle J = [x,y] est une combinaison convexe de x et y tels
que pour X\ € [0,1] on a z = (1 — N)x + Ay ainsi

sup F(2) = sup F((1— Nz + Ay)

zeJ A€0,1]

< sup [(1 = N F(z) + AF(y)]

A€0,1]

— max{F (), F(y)}.

< Soit un sous-intervalle compact J = [x,y| de I , il existe une fonction affine
L(z) = mx +n qui s’accorde avec f auz extrémités x ety puis
pour tout A € [0,1]. on a

sup [(f = L) (1 =Xz + Ay)] = 0

A€(0,1]
d’ou
0> f((1 =Xz +Ay) — L((1 = Nz + \y)

= f((1 =Nz +Ay) — (1 = A\)L(z) — AL(y)

= f(1=Nz+Xy) = (1 =N f(z) = Af(y).
Donc

S =Nz + X y) < (1 =N f(z) = Af(y)

n

Les fonctions quasi-convexe

Définition 1.2.3. Soit f : I — IR on dit que
a) [ est quasi-conveze si

Ve, y el et Ae0,1], f(1 =Nz + Ay) < max{f(x), f(y)}.
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b) f est quasi-concave si
Ve,yel et A0, f((1 =Nz + Ay)) = min{f(z), f(y)}.

La caractérisation suivante de la convexité dans la classe de fonction continue
reste également utile pour vérifier la convexité.

Théoréme 1.2.6. Une fonction f : I — IR est convexe si et seulement s’elle
vérifie les deux conditions suivantes :

a) f est continue en chaque point intérieur de I.

b) f est convexe au milieu , c’est a dire que Vx,y € I :

f(x;ry) < 1@ ;r fy)
Preuve 1.13. = Résultant directe du Théoréeme .

< Prouvent par l’absurde : st f n’est pas conveze , alors il existe un sous intervalle
la,b] tel que le graphe de f|q4 n'est pas sous la corde joignant (a, f(a)) et (b, f(b))
c’est a dire la fonction

f(b) = f(a)

plw) = —f(z) + fla) + T

(x —a),z € [a, b
vérifiery = inf () : x € [a,b] < 0, notez que —p est convexe au milieu , continue
et p(a) = p(b) = 0 soit ¢ = inf{x € [a,b] : p(x) = v} , ensuite nécessairement
p(c) = etc€ (a,b), parla définition de ¢ pour tout h > 0 pour quel cth € (a,b)
on a g(c—h) > ¢(c) et p(c+ h) > ¢(c) de sorte que

—plc—h) —p(ct+h)

—p(c) > 5 :

Contradiction avec le fait que —p est convexe au milieu.l

Corollaire 1.2.1. Soit f : I — IR une fonction continue alors f est convexe si et
seulement st

flx+h)+ f(x—h)—=2f(z) >0
Veel,h>0 tel que x +h,x —h € I.

Notez que le théoréme (|1.2.6)) et le corollaire ci-dessus ont vérifiant dans
le cas des fonctions strictement convexe , le corollaire (|1.2.1]) permet de vérifier im-
médiatement la stricte convexité (concavité) de certaines fonctions trés courantes
telles que la fonction exponentielle , la fonction logarithmique et la restriction de la
fonction sinus dans [0, 7] , en effet dans le premier cas , le fait que si a,b > 0,a # b
implique

b
a; ~ Vab
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1.2 Fonctions convexes

est équivalente a
T e _2¢" > 0,Vr € R et h > 0.

Proposition 1.4. (Les opérations sur les fonctions convezes).

1. Soient f1, fo : I — IR deux fonctions convexes.Alors la fonction fi + fo est

conveze.
2. Soient f : I — IR une fonction convere et X\ € IRT.Alors la fonction \f est

convexe.
3. Soient f,g: I — IR deux fonctions convezes, et g soit a la fois croissante.Alors

fog est conveze.

Preuve 1.14. 1.Soient xz,y € I et t € [0,1] alors

(fr + )0 =)z +ty) = fL((1 =)z +ty) + fo((1 = 1)z + ty)
< (I =t)filx) +th(y) + (1= 1) fa(x) + tf2(y)
< (X =0)(fr + f2)(2) + Ui + f2)(y).

Donc f1 + fo est convexe.
2.Soient x,y € I et t € [0,1] et A € IR alors

ML =t)z+ty) <AL =) f(x) + Atf(y)
< (=DM (x) +1Af(y).

Donc \f est conveze.
3.Soient x,y € I et t € [0,1] alors comme f conveze on a :

L=tz +ty) <A —1)f(z) +1f(y).
Puisque g croissant,
gof (1 =)z +ty) < g((1 — ) f (=) + tf(y)).
Puisque g convexe
gof (1 —t)x +ty) < (1 —t)gof(x) +tgof(y).

D’ou gof est convexe. B
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Théoréme 1.2.7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR a valeurs
dans IR. On suppose de plus que f est dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f' est une fonction croissante sur I.

f est concave sur I si et seulement si f' est une fonction décroissante sur I.

Preuve 1.15. < Supposons f' croissante sur 1.
Soit x,y € I tel que x < y.
Pour X\ € [0, 1],posons

9N = (1= f(@) + Af(y) — f((1 =Nz + Ay).

La fonction A — (1 — N)x + Ay est dérivable sur [0,1] a valeurs dans [z,y] C I et
la fonction f est dérivable sur I.

Donc la fonction X — f((1—X)x+ Ay) est dérivable sur [0,1] et il en est de méme
de la fonction g.De plus, pour \ € [0,1],

g\ = fly) = fla) = (y —2) f((1 = Nz + Ay). (1.14)
D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢ €lx,y[ tel que
fy)—f(x) = (y—2)f (c) ou il existe un réel Ny €]0, 1] tel que \g = —

Jtel que
y—x

fy) = fl@) = (y = 2) /(1= Aoz + Aoy).
Donc,
VA€ [0,1],9'(N) = (y — 2)[f (1 = Xo)z + Aoy) — f'((1 = Nz + Ay)].  (1.15)
La fonction affine
A= (1=Nz+dy=ANy—z)—=x

est croissante sur [0,1] (car x < y) et donc la fonction
A= (1= Nz + \y)

est croissante sur [0, 1] puis la fonction ¢’ est décroissante sur [0, 1].

Puisque g'(Ao) = 0, on en déduit que g’ est positive sur [0, Ao] et négative sur [Ao, 1].
Ainsi,la fonction g est croissante sur [0, Ao] et décroissante sur[Ag, 1]. Puisque g(0) =
g(1) =0, la fonction g est positive sur [0, 1] ou,

YA€ [0,1], f(1 =Nz +Ay) < (1 =N f(z)+ Af(y). (1.16)

Donc,la fonction f est convexe sur I. =Supposons que f est convexe.
Sotent alors x1,x9 € I avec 1 < 3.
Alors,d’apres 'inégalité des pentes on a :

f(x) — f(x1) < f(z2) — f(ﬂfl)

T — T - To — I1

Vo €lxy, xs],
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1.2 Fonctions convexes

Et le passage a la limite lorsque x tend vers x1 est possible,car f est dérivable,et

donne :
f’(xl) < f(@) - f(fl)

Lo — I
On aussi d’apres l'inégalité des pentes :

f(x2) = f(x1) < f(x2) — f(l")

To — X1 To — X

\V/l' G}I’l, ZL‘Q[,

Et le passage a la limite lorsque x tend vers xo donne :

f(xa) — f(21)

To — T

< f'(w2).
On a donc f'(x1) < f'(x2). Ce qui prouve la croissance de f'. R

Corollaire 1.2.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR a valeurs
dans IR. On que f est deuz fois dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f” > 0.

f est concave sur I si et seulement si f” < 0.

Preuve 1.16. On sait que ' est croissante sur I si et seulement si (f') = f" est
positive sur .1

Exemple 1.3. Soit x €]0,4+00|

1
(Inx)" = —— < 0.
T

Donc In est une fonction concave.l

1.2.4 Point d’inflexion

Définition 1.2.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR a valeurs
dans IR,deux fois dérivable sur I.

Soit xo un réel de I en lequel f” s’annule en changeant de signe, on dit que le point
(xo, f(z0)) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f.

Remarque 1.2.3. Un point d’inflexion est un point de la courbe en lequel la
concavité change de sens.
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1.2.5 Tangentes du graphe d’une fonction convexe

Corollaire 1.2.3. Le graphe de toute fonction convexe dérivable dans I est au
dessus de chacune de ses tangentes.

Preuve 1.17. L’équation de la tangente en xqg est y = f'(xo)(x — xo) + f(x0).
Démontrer la propriété énoncée revient a démontrer linégalité suivante :

Va,zg € 1: f(x) — f(xo) — (2 — 20)f (19) >0 (1.17)

Or, d’apres le théoréme des accroissement finis,il existe un réel ¢ €]z, xo| tel que

f(@) = f(wo) = (v — x0) f'(c).

Donc
(@ — 20)[f'(c) = f'(x0)] = 0

car [’ est croissante sur I.

1.2.6 Inégalité de convexité

De ce qui précéde,on a I’habitude de déduire que le graphe d’une fonc-
tion est au dessus de ses tangentes et au-dessous de ses cordes. Cette
constatation explicitement utilisée fournit des inégalités appelées inégalités de
convexité.On donne ci-dessous un certain nombre d’inégalités de convexité clas-
sique a connaitre.

e La fonction exponentielle est strictement convexe sur IR car sa dérivée seconde
a savoir x — e” est strictement positive sur IR.Son graphe est donc au-dessus de
sa tangente en (0,¢e%) = (0,1) sur IR et strictement au-dessus sur IR*.Ceci fournit

VerelR,e* > 1+

et
VerelR*, e >1+x

e La fonction # — In(1 + x) est strictement concave sur | — 1, +o00[ car sa dérivée

seconde r — —m,es’c strictement négative sur | — 1,400[.Son graphe est
x

donc au-dessous da sa tangente en (0,In(1)) = (0,0) sur | — 1, +00[ et strictement

au-dessous sur | — 1, 0[U]0, +oo[.Ceci fournit

Vo €] — 1,400, In(l +z) < z.

et
Vz €] —1,0[U]0, +o0[,In(l + z) < x.
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1.2 Fonctions convexes

e La fonction x — sinx est strictement concave sur [0, g] car sa dérivée seconde
a savoir x — —sinx,est strictement négative sur ]0, g].Son graphe est donc au-
dessous de sa tangente en (0, sin(0)) = (0,0) sur [0, g] et strictement au-dessous
sur ]0, g] et son graphe est au-dessus de sa corde joignant les points (0, 0) et (g, 1)

sur [0, g] .Ceci fournit

2
Ve |0, z], —z < sinx < .
20T

1.2.7 Fonction Log-convexe

Cette section vise a une bréve discussion sur un concept plus fort de convexité.

Définition 1.2.5. Soit f : I — (0,00) est dite log-conveze(log-concave) si log f
(—log f )est une fonction conveze, d’une maniére équivalente, la condition de log-
convexité de f signifie que

vy € I,A € (0,1) = f((1—=Na+My) < flz) ™ f(y)? (1.18)
C’est a dire, si logf est convexe, pour tout z,y € I et A € [0,1] on a :

logf((1 =Mz + Ay) < (1= N)logf(x) + Mogf(y)
=logf(z)"* + logf(y)*
= log(f(x)' . f(m)Y).

Donc

FIL =Nz + ) < fFl@) 7 f)h

Proposition 1.5. 1. Toute fonction log-convexe est aussi conveze.

2. Toute fonction concave strictement positive est aussi log-concave.

Preuve 1.18. 1. Supposons que f est log-conveze.
C’est a dire, pour x,y € I et X € [0,1] on a :

FIL =Nz +Ay) < fl@) P f)
< (A=A f(z) +Af(y).

(La derniére inégalité étant obtenue grice a l'inégalité arithmetico-géométrique. )
Donc f est convexe.
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2. Soit f est fonction concave strictement positive. C’est a dire, pour x,y € I
et A€ 0,1] on a :
J(A =Nz +Ay) > (1= A)f(z) + Af(y)
> f(a) fy)™

Donc f est log-concave.

Exemple 1.4. Un exemple important d’une fonction log-convexe est la fonction
gamma

I':(0,00) = R,T'(z) = / t"teTtdt, x> 0. (1.19)
0

Preuve 1.19. Soient z,y € (0,+00) et A € [0, 1]

C((1=XNz+ \y) = / =Nty =Lo=t gy

0
_ / ~ LA=N@=1) L (1=~ M=) A=) gy
0

1
et q = — on trouve que

1—A A

D((1 =Nz + \y) < (/OOO t“etdt)“(/ooo tv=tetar)?

[(2) VT (y) Y.

En utilisant ["inégalité de hélder, on posant p =

IN

1.3 Quelques propriétés sur les fonctions convexes

Définition 1.3.1 ([3]). Une fonction f : I — IR est dite conveze si et seulement
S%

flo) < T o) + 52 (1) (1.20)
équivalente a
1 a f(a)
1 = f(x)| >0, (1.21)
1 b f(b)



1.3 Quelques propriétés sur les fonctions convexes

avec a < x < b dans I.
En effet,tout point x appartiennent a l'intervalle [a,b] peut étre écrit uniquement
comme une combinaison convexe de a et b plus précisément,

b—ux r—a
= a

b—a b—a
En soustrayant f(a) des deuz coté de l'inégalité et en répétant ’opération
avec f(b) a la place de f(a).
On obtient que toute fonction convexe f : I — IR vérifie l’inégalité des trois pentes,

fz) = fla) _ f(b) = f(a) _ f(b) = f(2)

T —a - b—a - b—=x

b.

Xz

(1.22)

Poura < x < b dans I.(voir la ﬁgure) clairement cette inégalité caractérise la
convexité de f.de plus si on a des inégalités strictes ca permettent de caractériser
la convezité stricte de f.

FIGURE 1.2

Théoréme 1.3.1. (0.Stolz) Soit f : I — IR une fonction convexe.Alors f admet
des dérivées a gauche et a droite finies en chaque point intérieur de I et v < y

dans intl et
rw < i < I < g < ) (1.23)

De plus, dans intl, f’ est continue a gauche et f\ est continue & droite. Donc,
si une fonction convexe est dérivable sur intl, alors elle est aussi contindment
dérivable.

Preuve 1.20. D’aprés linégalité des trois pentes, on a

f@) ~ f@) _ flw)~ fla) _ f(2) ~ f(@)

r—a - Yy—a - zZ—a
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pour tout v <y < a < z dans I. Ce fait nous assure que la dérivée a gauche en a

existe et
oy < HE = S0
zZ—a
Un argument symétrique donnera alors lexistence de f' (a) et la disponibilité de
la relation f' (a) < f(a).
D’autre part, en commengant par x < u < v <y dans intl, la méme inégalité des
trois pentes donne

F) = f@) _ f@) = F@) _ f0) = S

u—x o v—x B U=y

Donc en posant u — x4+ et v — y—, on obtient que f' (z) < f (y).
Pour la continuité des dérivées, remarquons qu’a partir de la continuité de f sur
mntl on en déduit que

fly) = f(z)

w =l 55— > i £ (2)

Chaque fois que x < z < y. En passant a la limite comme y — x on obtient
Fi(x) > Tim 71(2)
Z—T

Comme f’+ est croissante.
L’inégalité inverse est également valable. Ainsi f' est continu a droite dans intl.
La continuité a gauche de f' peut se prouver de la méme maniére.l

Si f : I — R est une fonction convexe et [a, b] est un intervalle compact contenu
a l'intérieur de I alors,

fly) — f(z)

< W) < S,

fila) < filz) <

pour tout z,y € [a,b] avec x < y.
Donc f/[a,b] vérifie la condition de Lipschitz |f(z) — f(y)| < L|z — y| avec L =
max{|f\(a)],|f_(b)|}. Une conséquence immeédiate est le résultat suivant :

Théoréme 1.3.2. (f,), est une suite des fonctions convexes convergente définie
sur un intervalle ouvert I, alors sa limite f est également convexe. De plus,la
convergence est uniforme sur tout sous-intervalle compact et

fLla) < i inf(L)(0) < T sup(£)(0) < fola)  (1.24)

pour tout a € 1.
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1.3 Quelques propriétés sur les fonctions convexes

Preuve 1.21. La convexité de f est triviale.
D’apres [inégalité des trois pentes et pour tout h > 0 avec a+ h € I,on a

a+h) = fula)
h

(Fu(a) < 224
alors

lim Suz?(fn);(a) < lim Supfn(a +h) = fula) _ fla+h)— f(a)

n—o00 n—00 h h

En prenant h — 0, nous obtenons le coté droite de linégalité du Théoréme
et le coté gauche de inégalité peut étre démontrée de la méme maniére. Prise
en tenant compte d’une remarque ci-dessus sur la Lipschitzianité locale des fonc-
tions convexes, on peut facilement déduire la convergence uniforme sur des sous-
intervalles compacts de 1.1

L’égalité ne peut pas étre vérifiée dans le théoréme ci-dessus. Pour voir cela,
considérons la suite des fonctions convexesf,(r) = |z|**/" qui converge sur IR
vers la fonction f(z) = |z| . Alors (f,)".(0) = 0 pour tout n tant que f (0) = 1.

La dérivée seconde symétrique supérieure et inférieure

Les dérivées seconde symétrique supérieure et inférieure de f en x sont, res-
pectivement,défini par les formules suivantes :

72 fx+h)+ fle—h) = 2f(z)

D f(z) = }lg% sup 3 (1.25)
D’f(z) = D*f(x) = f(x), (1.27)

d'ou D f(z) et D*f(z) peuvent exister méme aux points de discontinuité.

Théoréme 1.3.3. Supposons que I est un intervalle ouvert. Une fonction a valeurs

réelles f est convexe sur I si et seulement si f est continue et Ezf > 0 Par
conséquent, si une fonction f : I — IR est convexre au voisinage de chaque point
de I, alors il est convexe sur tout l'intervalle I.

Preuve 1.22. Si f est convexe, alors il est claire que E2f > D*f > 0.
La continuité de f suit du théoréeme .

Supposons maintenant que E2f >0 sur I.
Si f n’est pas convexe, alors on peut trouver un point xqy tel que EZf(xo) <0 ,ce
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qui sera une contradiction.
En fait, dans ce cas il existe un sous-intervalle Iy = |ag, by tel que

f((ao +b0)/2) > (f(ao) + f(bo))/2.

On peuz remplacer Uintervalle Iy = [ag, bo] par U'un des ses intervalles
a0, (a0 + bo),/2], [(3ao + bo) /4. (a0 + 3b0) /4], [(a0 + o) /2, b]

notée Iy = a1, b1], avec by —ay = (bg—ap)/2 et f((a1+b1)/2) > (f(ar1)+ f(b1))/2.
En procédant par induction, on arrive a une situation ot le principe des intervalles
inclus nous donne le point x.

Dans le cas général, considérons la séquence de fonctions

Alors E2fn > 0, et le raisonnement ci-dessus nous montre que f, est convexe.
Clairement f,(x) — f(z) pour chaque x € I, de sorte que la convexité de f est

une conséquence de Théoréme ci-dessus.l
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1.4 La continuité absolue des fonctions convexes

1.4 La continuité absolue des fonctions convexes

Le fait que la différenciation et I'intégration sont des opérations inverses I'une
de ’autre induit une dualité entre la classe des fonctions convexes continues définies
sur un intervalle I et la classe des fonctions croissantes sur cet intervalle.

Soient ¢ : I — IR une fonction croissante, un point ¢ € I et une fonction f, définit
par

Comme ¢ est borné sur des intervalles bornés, il s’ensuite que f est localement
Lipschitz(et donc continue). C’est aussi une fonction convexe. En effet,il suffit de
montrer que f est convexe au milieu. D’ou, pour x < y dans I nous avons.

f(x);f(y) B f(a:;y) _ s@(t)dt-gfc p(t)dt _/c " o)t
L et + [E o®)dt+ [ p(t)dt + [Yy oDyt =t
_ ; : : - [ et
— %(/: o(t)dt — /IQ p(t)dt) >0,

puisque ¢ est croissante.
Remarquons que f est différentiable en tout point de continuité de ¢ et f' = ¢ en
ces pointes.

Remarque 1.4.1. Chaque fonction conveze continue admet une représentation
intégrale comme ci-dessus.

Théoréme 1.4.1. Soit f : I — IR est une fonction convexe continue, alors pour
tout a < b dans I on a

f@—ﬂ@a/ﬂ@w (1.28)

Cette formule fonctionne aussi en remplacant f' (t) avecf' (t) (ainsi qu’avec tout
fonction ¢ telle que o(t) € [f'(t), f1.(t)] pourt € (a,b)).

Preuve 1.23. Soient u et v tels que a <u <v<b. Stu=ty<t; <..<t,=0v
est une division de [u,v], alors en appliquant le théoréme de Stolz,on trouve,

f(te) — f(tr-1)

b — tk—1

fi(ter) <
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pour tout k =1,...,n. Cela donne

n n

D it (ti—te) < flo)= fw) = D [f () = Flt-)] < D L) (e — i),

amsi

3

Zf+ tm/ dt < f(v) — f(u) < fjr(tk)/(k dt,

(tg—1) k=1

et puisque f+ est une fonction croissante on en déduit que

/ 70t < f(v / 7L
)= ) = [ siteya

Puisque f est continue en a et f(t) < fi(v) sur (a,v],si u réduire jusqu’a a.
nous obtenons l'intégrabilité de Lebesque de f' sur [a,v] et la formule

f(v) — fla) = / Ny

et lorsque v croissant jusqu’a b en déduire, via un argument similaire, l’expression
intégrale pour f(b) — f(a), et lintégrabilité de f, sur |a,].H

Donc

En analyse réelle, une fonction f : [a,b] — IR est dite absolument continue s’il
est dérivable presque partout et f’ est intégrable au sens de Lebesgue sur [a, b].
Lebesgue a prouvé que ce fait équivaut a 'existence d’une intégrale représentation
de la forme

pour une fonction intégrable au sens de Lebesgue appropriée g.
Ainsi, le théoréme montre que toute fonction convexe continue est absolument
continue. On peut aussi prouver que toute fonction continue de Lipschitz est ab-
solument continue.

1.5 Le sous-différentiel

Notre définition d’une fonction convexe a pris en considération la position du
graphe par rapport au segment entre deux points quelconques sur le graphe.L.’objectif
de cette section est de présenter une double caractérisation, basée sur des substituts
de lignes tangentes.
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1.5 Le sous-différentiel

Définition 1.5.1. Une fonction f admet une droite support en un point a € I si
il existe un nombre réel X (appelé le sous-gradient de f en a) tel que

f(x) = f(a) + Az — a), (1.29)

pour tout x € I.

L’ensemble des sous-gradients de f au point a est appelé le sous-différentiel de
f ena, et est noté Of(a).
Géométriquement, le sous-différentiel nous donne les pentes des lignes support pour
le graphe de f. (Voir la ﬁgure). Le sous-différentiel d’un point est toujours un
ensemble convexe, peut-étre vide. Les fonctions convexes ont la propriété remar-
quable que Of(x) # ¢ de tout point intérieur. Cependant, méme dans leur cas, le
sous-différentiel pourrait étre vide aux extrémités.

FIGURE 1.3 — les lignes tangentes

Théoréme 1.5.1. Soit f une fonction convexe sur un intervalle I,pour tout point
a wntérieur de I on a

0f(a) = [f2(a), fi(a)]

La conclusion ci-dessus inclut les points d’extrémité de I a condition que f soit
différentiable la. Par conséquent, la dérivabilité d’une fonction convere f a un
point signifie que f admet une unique ligne de support en ce point.

Preuve 1.24. Un point X appartient a Of(a) si et seulement si

f) = f@) _ 1) = fl@)

1.30
r—a y—a ( )
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Sotent x < a < y dans I, on utilise le fait que x — a < 0. Selon ['inégalité de
trois pentes, le premier taux tend vers f' (a) lorsque x tend vers a,
le deuzieme taux tend vers f'(a) quand y tend vers a. Donc X appartient &

Jf(a) si et seulement si A € [f'(a), f\(a)]. R
Si en combinant le Théoréme({1.29)) et le Théoréme(|1.5.1]) on obtient le résultat

suivant :

Corollaire 1.5.1. Les fonctions convezes sont les seules fonctions f qui vérifient
la condition Of(x) # ¢ en tout point intérieur de l'intervalle de définition.

Preuve 1.25. Soient u,v € I avec u # v et t € (0,1). Alors (1 —t)u+tv € intl,
de sorte que pour tout A € Of ((1 — t)u + tv) on obtient

flu) > f(1—t)u+tv) +t(u—v).A (1.31)

f)> f(1=tu+tv) — (1 —t)(u—v).A (1.32)
En multipliant [’inégalité par (1 —t),et linégalité par t puis par

{’addition on obtient

(1—=t)f(u)+tf(v) > f((1 —t)u+tv).
Donc f est une fonction conveze.

Définition 1.5.2. Une fonction f : IR — IR U {occ} est dite conveze si

F =Nz +dy) < (1 =N f(z) +Af(y) (1.33)
pour tout x,y € IR et tout A € (0,1). La fonction f est dite strictement conveze si
Z’inégalité est stricte pour x # .

Dans ce qui suit, nous ne traiterons que des fonctions propres, c’est-a-dire des
fonctions f dont les domaines

domf ={x: f(z) € IR}

sont non vides. Toute fonction f : I — IR qui est convexe au sens habituel peut
étre transformée en une fonction convexre propre au sens de la définition en la
prolongeant par oo en dehors de I.

Le domaine de toute fonction conveze propre g : IR — IR U {oo} est un intervalle
non vide, et la restriction de g a cet ensemble est une fonction convexe usuelle.
Etant donnée une fonction conveze propre f : IR — IRU{cc}, on définit sa fonction
conveze conjugué (ou transformée de Legendre-Fenchel) comme

f IR — IRU{oo}, [*(y) = sup{ay — f(z) : x € IR}
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1.5 Le sous-différentiel

Remarquez que f* est une fonction convexe propre.
En effet,

F((T=XNy+ Az2) = sup{z[(1 = Ny + A z] — f(z) : z € [}
< (1 =MNsup{zy — f(z):x € I} + Asup{zxz — f(x) : x € [}
= A =Xf"(y) + A7 (2).
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Chapitre 2

Quelques applications

2.1 La forme intégrale de I’'inégalité de Jensen

Le but de cette section est d’étendre l'inégalité discrete de Jensen au cadre
général des espaces mesurés finis.
Rappelons qu'un espace mesuré fini est tout triplet (£2,, ) constitué d’'un en-
semble non vide €2 , un ¥ o-algébre de sous ensemble de €2 , et une mesure o-
additive p : ¥ — R4 tel que 0 < p(92) < oo.
En remplagant p par p/pu(€2) , on peut réduire I'étude des espaces de mesure fini
a celui des espaces de probabilité caractérisé par le fait que u(€Q2) = 1.
L’inégalité de Jensen relie deux concepts importants qui peuvent étre attachés a un
espace de mesure fini (€2, 2, ¢) :la moyenne arithmétique intégrale et le barycentre.

2.1.1 La moyenne arithmétique intégrale

La moyenne arithmétique intégrale (ou la valeur moyenne) d’une fonction pu-
intégrable f : 2 — IR est définie par la formule

Mi(f) = ﬁ / f(@)dp(z).

Dans le contexte de la théorie de probabilité , ce nombre est aussi appelé I’espérance
(ou la valeur étendue) de f et est notée E(f).L’espérance génére un fonctionnelle
E: L' (1) — IR qui a les propriétés suivantes :

1. BE(1) =1.
2. f >0 implique E(f) > 0.
3. E(af + 8g) = aE(f) + BE(g) avec a, B € R, f, g € L*(p).
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La notion de barycentre sera introduite dans le contexte de mesure de proba-
bilité p défini sur B(I) (les sous-ensembles boréliens d'un intervalle I) (est aussi
dite mesure de probabilité borélienne dans l'intervalle I ).
précisément nous concéderons la classe

PY(I) = {p : 4 — mesure de probabilité borélienne dans I et /|x\du(m < 00)}.
I

Cette classe comprend toutes les mesures de probabilité de Borel nul en dehors
d’une borne sous-intervalle.

2.1.2 Le barycentre d’une mesure de probabilité Borélienne

Définition 2.1.1. Le barycentre d’une mesure de probabilité Borélienne u € P(I)
est le point

bar(p) = /de,u(x). (2.1)

Le cas discret d’'une mesure de probabilité A\ = > 7 | A\xd,, concentrée aux
points 1, ...,x, € IR, telle que 9, représente la mesure de Dirac en z, c¢’est-a-dire

] 1 2

0 ,sinon

Dans ce cas

B() = [ f@aNa) = 30 M w) (2:2)

Pour toute fonction f : IR — IR donc
bar(\) = / vdN(z) = Ay (2.3)
R" k=1

Exemple 2.1. Le barycentre de la restriction de la mesure de Lebesque a un
intervalle [a,b] est le point moyen tel que :

1 b a+b
b_a/axdx— 5 (2.4)
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2.1 La forme intégrale de 1’'inégalité de Jensen

Car

Théoréme 2.1.1. (la forme intégrale de l’inégalité de Jensen).

Soient (2,3, 1) un espace de probabilité et g : Q — IR une fonction p-intégrable.
Si f est une fonction convexe définie sur un intervalle I incluant l'image de g,
alors E(g) € I et

f(E(g)) < / F(o(@))dp(). (2.5)

Lorsque les deux fonctions g et fog sont u-intégrables, alors l'inégalité ci-dessus
devient

f(E(g)) < E(fog). (2.6)
De plus, si f est strictement convexe, alors cette inégalité devient une égalité si et
seulement si g est constante p-presque partout.

Preuve 2.1. Soit E(g) € I. On posons h = E(g) — g comme une fonction stric-
tement positive dont l'intégrale sur € égale a 0.

FEnsuite, choisissons une fonction ¢ : I — IR telle que p(x) € JOf(x) pour tout
x €intl.

Si E(g) € intl et puisque [ est une fonction convere on a :

fg(x)) = f(E(9) + (9(x) — E(9))-w(E(9))
pour tout x € ) et [inégalité de Jensen suit en intégrant les deux cotés sur 2. B

Corollaire 2.1.1. Si y € PYI) et f : I — IR est une fonction convexe -
intégrable, ensuite

F(bar()) < / £ (@) du(a). 2.7)

Preuve 2.2. Dans ['inégalité , si on pose g(x) = x, on trouve que

foarte) = 1 ([ aanto))
< / F(2)du(a).
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2.2  Applications de I'inégalité de Jensen.

L’inégalité de Jensen est essentielle pour déduire de nombreuses inégalités utiles
comme 1’'inégalité de Rogers-Holder et ’'inégalité de Hardy. Dans le premier
cas, on remarque que 'inégalité de Jensen (appliquée a la fonction z? sur (0;1) et
p > 1 implique que toute fonction mesurable positive A (liée & un espace de mesure
finie (2, %, u) avec pu(2) = 1) vérifie 'inégalité

([Hau) < [ @anto), (23)

Théoréme 2.2.1. (I’inégalité de Rogers-Hdlder) Soient f,g € LP(u) et p,q €
1 1

(0;1) avec —+ - =1
P q

/Q ol < Iflluo e (2.9)

Preuve 2.3. [l suffit de considérer le cas ou f et g sont des fonctions positives et
que f g1(x)dp(x) = 1.

La mesure
v(A) = /qu(x)du(yc),A €ex (2.10)

est une mesure de probabilité qui agit selon la formule

/hduz/hquu. (2.11)
Q Q

Prenons en considération la formule @ on en déduit que

| sadu= [ ro1gran
(o)
(o)
~([ra)

= 1Az, g,

3=

avec ¢idp = dv et g1~ Ddy = dp.
C’est l'inégalité de Rogers-Hélder.
[ |
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2.2 Applications de I’inégalité de Jensen.

Nous traitons ensuite l'inégalité de Hardy.

Théoréme 2.2.2. (L’inégalité de Hardy) Soit f € LP(0;1), f > 0, avec p € (1;00)
puis la fonction

1 x
Flz) = —/ fOdt, x>0 (2.12)
T Jo
appartienne a LP(0,00) et
1Fllr < =21 £z (2.13)
S

Si f = 0 presque partout,on trouve l’égalité dans .

Linégalité de Hardy peut étre déduite du lemme suivant :

Lemme 2. (L.-E.Persson et N.Samko)
Sotent 0 < b < 00 et —o00 < a < c < o0. 51u est une fonction convexe positive sur

(a;c), alors
[ (2 [ o) & < [utnian (1-5) & 21

pour toute fonction intégrable h : (0;b) — (a;c).
St u est concave, alors l'inégalité est vraie dans le sens inverse.

Preuve 2.4. En fait, par linégalité de Jensen,
b 1 T b 1 T
/ u(—/ h(t)dt> dr g/ <—/ u(h(t))dt) du
0 T Jo x 0o \T.Jo z
b q b
< [ ([ utvomnnorar)
o T 0

Dans le Lemme précédent,pour u(x) = |z|P avec p > 1 on obtient

/Ob i/ozh(t)dt

P dx b x\ dx

— < h(x)P (1 — =) — 2.15
2 [ (1-5) 5 (2.15)
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Dans .on pose a = br 1 et f(z) = h(xlﬁ):z: ». On trouve
p—1

/|—/f dt!”dx<( )/|f 1—(2)7 dz.

Cela donne l'inégalité de Hardy pour les fonctions f € L,(0,a) (o110 < a < 00).
D’ou l'inégalité de Hardy s’ensuit en laissant a — oo.
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2.3 Applications de la formule de sommation partielle d’Abel

2.3 Applications de la formule de sommation par-
tielle d’Abel

Une fonction f : [a,b] — IR est dite linéaire par morceaux si elle est continue
et qu’il existe une division a = xg < ... < x,, = b telle que la restriction de f a
chaque intervalle partiel [xy, 241 1] est une fonction affine.

Lemme 3. Toute fonction convexe continue f : [a,b] — IR est une limite uniforme
d’une suite de fonctions convexes linéaires par morceaud.

De la méme maniére, toute fonction continue, croissante et conveze f : a,b] — IR
est une limite uniforme d’une suite de fonctions linéaires par morceauz, croissantes
et convezxes.

Preuve 2.5. D’apres la continuité uniforme de la fonction f, la suite de fonctions
linéaires par morceaux f, obtenue en joignant les points

(a, f(a)), (a+b;a,f(a+b;a)>,...,(a+nb;a,f(a—l—nb;a>),

par segments linéaires, est uniformément convergente vers f.
Le fait que toute fonction linéaire par morceaux inscrite dans une fonction convexe
donc elle-méme est une fonction convere. B

Lemme 4. Soit f : [a,b] — IR une fonction conveze linéaire par morceaux. Alors
f est une somme d’une fonction affine et d’une combinaison linéaire, a des coeffi-
cients positifs, et d’une translations de la fonction valeur absolue. Autrement dit,
f est de la forme

n
f(x):am+6+20k|x—xk| (2.16)

k=1
pour «, B € IR des coefficients positifs cq, ..., Cy.
Ici la fonction valeur absolue |x — x| peuvent étre remplacés par des fonctions de
la forme (x — x)" ou (x — xy) ™.
Les fonctions linéaires croissantes et convexes par morceaux peuvent étre représen-
tées par une combinaison linéaire, a coefficients positifs, et d’une fonction de la
forme (x — xp) ™.

Preuve 2.6. Soit a = zg < ... < x, = b une division de [a,b] telle que la restric-
tion de f a chaque intervalle partiel [xy, xx41] soit affine.

Si ax + 3 est la fonction affine dont la restriction a [xo, 2] coincide avec figy 1),
alors ce sera une ligne support pour f et f(x)— (ax+ B) sera une fonction convexe
croissante qui s’annule sur [xo, x1].

Ce qui montre [’existence d’une constante ¢; > 0 telle que f(z) — (ax + f) =
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c1(x — xq)" sur Uintervalle [z, 23]

En répétant l’argument, nous arrivons a la représentation suivante

n—1

f(z) :a$+B+ch(x—xk)+, (2.17)

k=1

ot tous les coefficients ¢ sont positifs.

La preuve se termine en remplagant les translatés de la fonction partie positive
par les translatés de la fonction valeur absolue.

Théoréme 2.3.1. [Inégalité de Popoviciu/ Soit f : I — IR est une fonction
continue, [ est conveze si et seulement si

M)t J0 31 (1002 2 () g (002 g (12)]

pour x,y,z € I. Linégalité ci-dessus est stricte pour r =1y = z.

Preuve 2.7. Nécessité.

Sotent x,y,z € I .Supposons que f est convexe et quex <y < z ety < rThytz Z,
Alors
r+y+z xT+=z
< z
3 - 2 =
et
rt+y+=z < y+z <5
3 - 2 =
On peut donc trouver s,t € [0,1] tels que :
$+Z:s.x+y+z+(1—s).z. (2.19)
2 3
y;z:t.x+3§+z+(l_t>‘z. (2.20)

En additionnant les deux égalités. On obtient

(x+y—22) (s+t—g> = 0.

Stx+y—22=0 doncx =1y =z donc l’égalité est vérifier.
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2.3 Applications de la formule de sommation partielle d’Abel

, 3 o 3
Sznons+t—§ cestadzres+t:§ et

f(x;z)gsf(fi%iﬁ)+(b—$f@)

f(ygz)gtf(fi%iﬁ)+wl—®ju)

(5 < 3@+ 50w

2
En sommant les trois inégalités et on multipliant par g.On obtient linégalité de

Popoviciu.

rT+y+z

le cas y > est analogue.

Suffisance. L’inégalité de Popoviciu (lorsqu’elle est appliquée pour y = z) donne
[inégalité suivante,

1

3
@)+

T+ 2y
3

x—l—y)
2 9

) > f( pour  x,y €l (2.21)

Donc, f est convexe au milieur.l

Théoréme 2.3.2. (L’inégalité de Jensen-Steffensen) Soient xy,...,x, est
une famille des points monotone dans un intervalle [a,b] et wy, ..., w, sont des
poids réels,alors

Zwk =1 et 0< Zwk < Zwk pour me{l,...,n}. (2.22)
k=1 k=1 k=1
Alors toute fonction convexe f définie sur [a,b] vérifie l'inégalité

f <i wﬂk) < zn:wkf (k) - (2.23)
k=1 k=1

Notre argument pour le Théoreme combine 'approzimation linéaire par
morceaux des fonctions convexes avec une conséquence de la formule de sommation
partielle d’Abel(également connue sous le nom de transformation d’Abel).
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Théoréme 2.3.3. [2] (Formule de sommation partielle d’Abel)
Soient (ag)p_, et (bp)i_, sont deuz familles de nombres complezes, alors

iakbk = nz [ QA — ak+1 (Z b, > + a, i b]] . (224)

Abel a utilisé sa formule pour dériver un certain nombre de résultats importants
connus aujourd’hui sous le nom de critere d’Abel de convergence des séries signées,
le théoréeme d’Abel sur les séries de puissance et la méthode de sommation d’Abel.
Dans ce qui suit nous nous intéresserons a une autre conséquence de celle-ci :

Corollaire 2.3.1. [Z] (L’inégalité d’Abel- Steffensen) Soient x1,xs, ..., 2, et
Y1, Y2, -, Yn Sont deux familles de nombres réels qui vérifient ['une des deuzr condi-
tions sutvantes

j
(a) Ty > 19> .. >, >0 et Zyk >0 pour je{L1,2,...,n},

(b) 0<z <z <...<1z, et Zyk >0 pour je{1,2,...,n},

alors .
Z Ty > 0.
k=1

Ainsi, si x1,xa,...,x, est une famille monotone et y1,yo, ...,y est une famille de
nombres réels tels que

Alors i § )
<1ISI}€i2nZL’k) ;yk < ;xkyk < <1211?§Xn xk> ;yk (2'25>

Preuve 2.8. (de l’inégalité de Jensen-Steffensen) En prenant en compte le
Lemme[3 et le Lemmel]), on peut réduire la preuve en considérant la fonction valeur
absolue. En supposant l'ordre x1 < ... < x,, on en déduit que

0<zfy <..<zf z;>.>x, >0

n
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2.3 Applications de la formule de sommation partielle d’Abel

D’apres le corollaire ,

n n
Zwkx;“ >0, et Zwkx; >0,
k=1 k=1

alors

n n
k=1 k=1

[ |

La version intégrale de [inégalité de Jensen-Steffensen peut étre établie dans
de la méme maniére, en utilisant l’intégration par parties au lieu de la formule de
sommation partielle d’Abel.

Théoréme 2.3.4. [2] (La version intégrale de l'inégalité de Jensen-Steffensen)
Soient g : [a,b] — IR est une fonction monotone et w : [a,b] — IR est une fonction
intégrable telle que

0< /xw(t)dt < /bw(t)dt =1 pour x € [a,b]. (2.26)

Alors chaque fonction convexe f définie sur un intervalle I qui inclut 'image de
g vérifie l'inégalité

([ stowtrr) < [ st (207
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Chapitre 3

Convexité et Majorisation

Ce chapitre vise a offrir un apercu de la théorie de la majorisation et les inéga-
lités qui lui sont associées. Introduit par G.H. Hardy, J.E. Littlewood, et G. Pélya
en 1929, et popularisé par leur célébre livre sur les inégalités, la relation de ma-
jorisation a attiré beaucoup d’attention non seulement des mathématiciens, mais
aussi de personnes travaillant dans divers autres domaines tels que les statistiques,
I’économie, la physique,...etc.

3.1 Lathéorie de la majorisation de Hardy—Littlewood—Pélya.
Dans ce qui suit, pour tout vecteur x = (z1,...,zx) € IRN, on notera par
> > (3.1)
les composantes de x dans 'ordre décroissant.

Définition 3.1.1. Soient deux vecteurs x et y dans IRY, on dit que x est majoré
pary (noté x <grpy) si

k
foﬁZy} Jk=1,...,N. (3.2)
j i=1
et

N N
D= U (33)
i=1 =1
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Théoréme 3.1.1. Soient z,y € IRY tels que v <ppp y, alors

> Fa) <D fl). (3.4)

Pour toute fonction convexe continue f dont le domaine de définition est un
intervalle contenant les composantes de x et y.

Inversement, si ['inégalité est vraie pour toute fonction convexe continue
dont le domaine de définition contenant les composantes de x et y, alors x <grp y.

Preuve 3.1. Pour la premiére partie, notez que nous pouvons supposer que Ty 7 Y
pour tout indices k. Alors, selon la formule de sommation partielle d’Abel, on a,

> ) -

WE
=
T
I
M-

(s, — o) = — =]
k=1 k=1 e y/ﬁ - xi
N-1 k k
Fld) = fxh)  FWia) — Fl@h) . .
= ( - ) Y — y)
; yi - xt Yer1 — xt-}—l ; ;
f(a DY) o~ .
(2 I P
N k=1 k=1
N—1 1
_ fyp) = f(=p) B Fe) — xk+1
k:l( yi - :ct yt+1 xk—i—l Z T ZHJ
Alors

N
foké

k=1

fy

N
k=1

est vérifié. Puisque S xy < Syt et par la prise en compte de Uinégalité des
trois accords.
Pour limverse, puisque lidentité et son inverse sont des fonctions convexes, on

déduit de que
N N
Sy
i=1 i=1

Aussi, en utilisant la convezité de la fonction
f = (‘T - yi)-i_)
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3.1 La théorie de la majorisation de Hardy—Littlewood—Pélya.

on obtient

c’est-a-dire,
A T <yl 4y
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

L’objectif principal de cette section est de discuter des relations entre la double
inégalité d’Hermite-Hadamard et la théorie de Choquet, cette connexion I’a conduit
a une extension partielle de la théorie de la majoration au-dela du cas classique
des mesures de probabilité, en utilisant ce que I'on appelle Mesures de Steffensen-
Popoviciu. Leur principale caractéristique est d’offrir un cadre large sous lequel
I'inégalité de Jensen-Steffensen reste disponible. En conséquence, on obtient 1’ex-
tension du membre gauche de l'inégalité d’Hermite-Hadamard a un contexte im-
pliquant des mesures de Borel signées[[] sur des ensembles convexes compacts ar-
bitraires. Une extension similaire du membre droit de cette inégalité est connue
uniquement en dimension 1, le cas de dimension supérieure étant encore ouvert.

3.2.1 Mesures de Steffensen-Popoviciu

L’inégalité de Jensen-Steffensen révéle un cas important ot I'inégalité de Jensen
fonctionne au-dela du cadre des mesures positives. Le but de tous ce qui suit est
de mieux comprendre la relation entre les mesures signées et 1'inégalité de Jensen.

Définition 3.2.2. Soit K un sous-ensemble convexe compact d’un espace réel de
Banach E. Une mesure de Steffensen-Popoviciu sur K est toute mesure boré-
lienne réelle p sur K telle que pn(K) > 0 et

/K f(@)dp(z) > 0, (3.5)

pour toute fonction convexe continue positive f : K — IR.

Puisque toute fonction convexe continue f : K — IR est le sup ponctuel de
la famille de ses minorants continus et affines (Voir chapitre 3 de [2]), il s’ensuit
qu'une mesure borélienne réelle u sur K est Steffensen—Popoviciu si, et seulement
si,u(K) >0 et

| @@+ a)duta) = 0 (3.6)

pour tout z* € E* et a € IR. ot * est une fonction linéaire continue de E et E*
est I'espace des fonctions linéaires continues sur £

Le résultat suivant nous donne une caractérisation compléte de cette classe de
mesures dans le cas ou K est un intervalle compact.

1.

Définition 3.2.1 (Mesure signée : On appelle mesure signée toute fonction d’ensembles p sur
un espace mesurable (X, A) a valeurs dans IR U {—o0} ou IR U {400} telle que pu(P) =0 et p est
o-additive.).
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

Théoréme 3.2.1. Soit ;1 une mesure borélienne réelle sur un intervalle |a,b] avec
w([a,b]) > 0. Alors p est une mesure de Steffensen—Popoviciu si, et seulement si,
elle vérifie la condition suivante de positivité des points finauz :

/t(t —x)du(x) >0 et /t (x — t)du(x) >0, (3.7)
pour tout t € [a,b].

Preuve 3.2. La nécessité de est claire. Pour la partie suffisance, notez que
tout fonction positive, continue et convexe f : [a,b] — IR est la limite uniforme
d’une suite (gn)n de fonctions positives, linéaires par morceauz et convezes. cha-
cune de ces fonctions g peut étre représentée par une combinaison finie a coeffi-
cients positifs de fonctions de la forme 1, (x —t)" et (t —x)". Ainsi

b b
[ r@uta) =t [ gu@)duta) > .
Théoréme 3.2.2. Soit p: [a,b] — IR est une fonction intégrable. Alors

/ f(@)p(a)dz > 0,

pour toute fonction positive, absolument continue et quasi-conveze f : [a,b] — IR
st et seulement si,

/xp(t)dtzo et /bp(t)dtZO. (3.9)

pour tout x € |a, b].

Les mesures absolument continues 1 = p(x)dx qui vérifient p([a,b]) > 0 et
aussi la condition (@ seront appelées mesures de Steffensen-Popoviciu fortes.

Preuve 3.3. Suffisance, puisque [ est une fonction convexe, il existe un point

o1



c E

[a,b] telle que f est décroissante sur [a,c] et croissante sur [c,b]. D’ou

/f oo = [ fom dw+/f
:/acf(x)d</a p(t)dt>—/f(x)d(/bp )
:[f(x)/mp(t)dt} - </a p(t)d )
[ dt] /f ([ o) a
:f(c)/ ()dt+ (/p )
f</ dt_|_/f (/b ))d:cZO,

comme une somme de nombres positifs.

Nécessité. En supposant xg € (a,b) et € > 0 suffisamment petit, la fonction

1, pour x € |a,xy — €]
L.= M, pour T € [xg — €,z
0, pour x € [xg, 0]

est positive, décroissante et ausst absolument continue. Donc

) b
/ p(t)dt = lin% L.(x)p(x)dz > 0.
a e a

De maniére similaire, on peut prouver que fjo p(t)dt > 0. A

Remarque 3.2.1. Comme toute fonction convexe continue f :

la,b] — IR est

absolument continue, le Théoréme implique que toute mesure de Steffen-
sen—Popoviciu forte est aussit une mesure de Steffensen—Popoviciu. Cependant, l’in-
clusion est stricte.

Exemple 3.1. (224 \)dx est un exemple de mesure de Steffensen—Popoviciu

sur Uintervalle [—1,1] si, et seulement si, A\ > —,

et c’est une mesure de Steffensen—Popoviciu forte si, et seulement si, A >

—1
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

Un exemple simple de mesures de Steffensen-Popoviciu en dimension 2 est
indiqué ci-dessous.

Exemple 3.2. Sip(z)dz et q(y)dy sont des mesures de Steffensen—Popoviciu sur
intervalles [a,b] et [c,d] respectivement, alors (p(x)+ q(y))dxdy est une mesure de
la méme type sur [a,b] X [c,d]. En fait, si f : [a,b] X [¢,d] — IR est une fonction
convexe positive, alors

r — (/jf(x,y)dy) et y — (/jf(:z:,y)dx).

Sont aussi des fonctions convexes positives et donc

[ [ o) s awpaie= [ ([ s} swaes [ ([ 1) oy =0

comme une somme de nombres positifs.

Théoréme 3.2.3. Soient p: [a,b] — IR el q : [c,d] — IR deux fonctions continues
telles qu’au moins une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

Y d
(\)p>0 et 0< / q(s)ds < / q(s)ds pour tout y € [e,d],

(i1)g >0 et 0< /xp(t)dt < /bp(t)dt pour tout = € [a,b].
Alors b
|| #ewp@awiis 2o (39

pour toute fonction [ positive, continiment différentiable et quasi-convexe f :
[a,b] X [¢,d] — IR. La condition de dérivabilité continue sur f peut étre remplacée
par celle de continuité absolue.

Preuve 3.4. En supposant que (i) est vérifié, on commence par choisir un chemin
continu x — c*(x) tel que

pour tout x € [a, b].
Alors y — f(x,y) est décroissante sur [c,c*(x)] et croissante sur [c*(z),d], ce
qut implique
of <0 :
a_y(xa y) = sur [C, c (l’)]
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a c*(z Y
-/ "ty | 1 " e, ) pla)de - io- | b [ / o (gu,w / yq<t>dt) dy] p(a)ds
L [ o)z

sous la forme d’une s mmdnmbptf

La preuve est faite.l

o4



3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

3.2.2 Le barycentre d’une mesure de Steffensen-Popoviciu

Dans tous ce qui suit,on adopte les notations suivantes :
K désignera un sous-ensemble convexe compact (non vide) d’un espace de
Hausdorff réel localement convexe F,
C(K) désignera l'espace de toutes les fonctions continues a valeurs réelles sur
K?
Conv(K) désignera I’espace de toutes les fonctions convexes continues a valeurs
réelles définies sur K.

L’espace linéaire Conv(K) — Conv(K) engendré par Conv(K) est dense dans
C(K). Nous aurons également besoin de ’espace

A(K) = Conv(K) N —Conv(K),

de toutes les fonctions aflines continues a valeurs réelles sur K.

L’enveloppe supérieure et ’enveloppe inférieure

Définition 3.2.3. Soit une fonction f dans C(K)
L’enveloppe inférieure de f est défini par

f(z) = sup{h(z) : h € A(K) et f>h},

et l’enveloppe supérieure de f est défini par

-~

flz) =inf{h(z) : h € A(K) et h> f}.
Ils sont liés par des formules de la forme

—

=D,

Il suffit donc d’étudier les propriétés d’'un type d’enveloppe, disons la partie
supérieure.

Lemme 5. L’enveloppe supérieure f d’une fonction f € C(K) est concave, bornée
et semi-continue supérieurement.En plus :

1. f < ]?et f= fAsi f est concave.

2. si f,g € C(K), alors m < 47 avec égalité si g € A(K), aussi,&}“ =af
st a > 0.

Preuve 3.5. Voire [Z].
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Le barycentre d’une mesure de Steffensen-Popoviciu

La connexion entre les points d’un ensemble convexe compact K et les fonc-
tionnelles positives sur C'(K) est rendue visible par le concept de barycentre.

Dans ce qui suit, nous montrerons que ce concept peut étre attaché non seule-
ment aux mesures de Borel de probabilité, mais aussi a toute mesure de Steffen-
sen—Popoviciu. Comme ci-dessus.

Lemme 6. Pour toute mesure de Steffensen—Popoviciu p sur K il existe et est
unique un point bar(p) dans K tel que

bar(p) = ﬁ/}(mdu(w) (3.10)

Preuve 3.6. Voire [Z].

L’inégalité généralisée de Jensen-Steffensen

L’extension de l'inégalité de Jensen au contexte de la mesure de Steffensen-
Popoviciu est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4. (L’inégalité généralisée de Jensen-Steffensen) Soit j1 une
mesure de Steffensen—Popoviciu sur [’ensemble convexe compact K. Alors

1
f(bar S—/fa:d x), 3.11
(bar(p)) N(K)K()M() (3.11)
pour toutes les fonctions convexes continues f : K — IR.

Preuve 3.7. D’apres le lemme(@, puisque f est une fonction conveze donc f = f
c’est a dire

fbar(p)) = sup{h(bar(p)) - h € A(K),h < f}

1
_ Sup{m /Khdu h € A(K),h < f}

1
< 1w J
|

L’inégalité de Jensen—Steffensen classique représente le cas particulier o p est
une mesure de Steffensen—Popoviciu forte sur un intervalle compact.
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

3.2.3 Majorisation via ’ordre de Choquet

La majoration des mesures dans le cadre des mesures de Steffensen—Popoviciu
étend le cas des mesures de probabilité de Borel discréetes.

Définition 3.2.4. Soient p et v deur mesures de Steffensen-Popoviciu sur un
compact convexe K, on dit que p est majoré par v dans l'ordre de Choquet (en

abrégé, p <cp v) si
/f Ydu(x /f Ydv(z (3.12)

pour toutes les fonctions convexes continues f : K — IR.

Lemme 7. Soient i et v deux mesures de Steffensen-Popoviciu telles que u(K) =

v(K)=1cet
/f Ydu(zx /f Ydv(x (3.13)

pour toute fonction f € Conv(K), f > 0. Alors u <cp, v.

En particulier, dpq,v <cp U et Oparv €St la plus petite mesure de Steffensen—Popoviciu
de la somme totale égal a 1 majorée par v.

Preuve 3.8. Soit \. ., = v — 1+ €9, une mesure de Steffensen—Popoviciu, dés que
e>0 et ze€ K. D’aprés linégalité de Jensen—Steffensen, si f € Conv(K), alors

/f Ydv(z /f Ydp(x) +ef(2) > ef(bar(A.2)) > emin f(x),

zeK

d’ot en posant € — 0 on en déduit que
| f@avta) = [ f@yinta

Lemme 8. Soit F' : [a,b] — IR une fonction a variation bornée telle que F'(a) = 0.
Alors pour tout f € Conv(K)

b
/ f(z)dF(z) > 0. (3.14)
Si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifier :

F(b) = 0. (3.15)
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b
/ F(z)dz =0 (3.16)
et pour tout x € (a,b)
/ F(t)dt > 0. (3.17)

Preuve 3.9. En utilisant deux fois l’intégration par parties, on obtient

/abf(x)dF(:C) =— /ab F(x)f'(z)dr = /ab(/j F(t)dt) f"(z)dx > 0,

d’otu la partie suffisante est prouvée. Pour la nécessité, notez que fax F(t)dt <0
pour certains x € (a,b) donne un intervalle I autour de x sur lequel l'intégrale
est toujours négative. En choisissant f tel que f = 0 en dehors de I, les égalités
ci-dessus conduisent a une contradiction. La nécessité des deux autres conditions
découle de la vérification notre déclaration pour f = 1,—1,x —a,a — x (dans cet
ordre). B

Corollaire 3.2.1. Soient F,G : [a,b] — IR deuz fonctions a variation bornée tel
que F(a) = G(a). Ensuite, pour que

/f AF(x /f )dG(a

Pour toute fonction convexe continue f : [a,b] — IR, il faut et il suffit que F
et G vérifient les trois conditions suivantes :

1.
F(b) = G(b). (3.18)

2. pour tout x € (a,b),

/ Rt < / Gt (3.19)

b b
/ F(t)dt = / G(t)dt. (3.20)
Preuve 3.10. [l suffit de remplacer F' par F' — G dans la preuve .I

Corollaire 3.2.2. Soit f,g € L'[a,b] deuz fonctions. Alors fdx <cp gdx si et
seulement si les conditions suivantes sont remplies :

/abf(ar)dw = /abg(x)dx; /abxf(;c)dx — /abmg(x)dx;

/z(m —t)f(t)dt < /I(x —t)g(t)dt, pour tout x € |a,b)].
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

3.2.4 Le théoréme de Choquet

Le but de cette section est de présenter une extension compléte de l'inégalité
d’Hermite-Hadamard au cadre des fonctions convexes continues définies sur des
espaces convexes compacts arbitraires (lorsque les valeurs moyennes sont calculées
via des mesures de probabilité de Borel). Cela se fait en combinant I'inégalité
généralisée de Jensen—Steffensen avec les théorémes de majoration de G. Choquet,
E. Bishop et K. de Leeuw. Nous commencons par le cas métrisable, en suivant
I’approche classique initiée par G. Choquet.

Théoréme 3.2.5. (Théoréme de Choquet : le cas métrisable) Soit j1 une
mesure de probabilité borélienne sur un sous-ensemble convere compact métrisable
K d’un espace de Hausdorff localement convexe E. Alors il existe une mesure de
probabilité borélienne A sur K tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
(a) p <cn A et X et p ont le méme barycentre,

(b) l'ensemble extK, de tous les points extrémes de K, est un ensemble de Borel
et X est concentré sur extK (c’est-a-dire \(K\extK) = 0).

Corollaire 3.2.3. (Représentation de Choquet) Soit un point x € K, il existe
une mesure de probabilité borélienne A concentrée sur extK telle que pour tout
fonctions f définies sur K on a

fz) = f(@)dA(z). (3.21)

extK

Preuve 3.11. En appliquons le Théoreme a p =9, ,on trouve

/fd5 /fd)\

Corollaire 3.2.4. (L’négalité d’Hermite-Hadamard généralisée ; le cas
métrisable) Sous les hypothéses du Théoréme nous avons

f(bar(u / f(z)du(x f(z)d\(z). (3.22)

evtK
pour toute fonction convexe continue f : K — IR.

Preuve 3.12. La partie gauche représente l'inégalité généralisée de Jensen-Steffensen.

Et pour la partie droit on appliquant le Théoreme ap=>9, N

Preuve 3.13. du Théoréme
Voir[2)].
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3.2.5 L’inégalité d’Hermite-Hadamard pour les mesures si-
gnées

En dimension 1, I'inégalité d’Hermite-Hadamard affirme que pour toute mesure
de probabilité de Borel u sur un intervalle compact [a, b] et toute fonction convexe
continue f : [a,b] — IR nous avons

f(bar(u /f Ydp(z _b_bb_ail( ).f(a)—{—%.f(b), (3.23)

L’inégalité de Jensen-Steffensen montre que I'inégalité de gauche fonctionne dans
le contexte plus général des mesures de Steffensen-Popoviciu. Malheureusement,
cela ne s’applique pas a l'inégalité de droite. Cependant, A.M. Fink a pu indiquer
quelques exemples concrets de mesures signées pour lesquelles la double inégalité
(13.23)) est vérifiée. Cela a permis de parler des mesures d’Hermite-Hadamard, c’est-
a-dire de ces mesures de Steffensen-Popoviciu de masse totale 1, pour lesquelles
I'inégalité d’Hermite-Hadamard fonctionne dans son intégralité.

Théoréme 3.2.6. Soit p une mesure borélienne réelle sur l'intervalle [a,b] telle
que p([a, b)) = 1. Alors linégalité

D) iy 4 0 / f@)dp(a (3.24)

fonctionne pour toutes les fonctions convexes continues f : [a,b] — IR si, et seule-
ment i,

b—t t—a

b—a /a (x —a)dp(z) + — /t (b — z)du(x) > 0. (3.25)

pour tout t € |a, b].

Preuve 3.14. Comme chaque fonction f admet une représentation intégrale de la
forme

b—=x T —a

b—a'f<b)+/a G(z,t) f"(t)dt,

s _J-@=ab-10)/(b—a) si a<z<t<Db
OUG("E’t)_{—(t—a)(b—x)/(b—a) s a<t<z<b

ok avec des conditions auz li-

mites homogenes y(a) = y(b) = 0. Ainsi, pour toute fonction conveze f € C?([a, b))
on a

représente la fonction de Green de l'opérateur —
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3.2 Sujets spéciaux en théorie de la majorisation

b — bar ar(p) —a b -z r—a
[ f@nte) = 5 )+ 2O = [ () - )+ )]

/(/Gxtf”()dt>du()
/ £(0) ( / a:t)du(a:))dt
- / Pyt

ot y(t f G(z,t)du(z) est une fonction continue. L’opérateur différentiel
2

d
— applzque Conv([a,b])NC?([a,b]) sur le cone positif de C([a,b]), donc linégalité

est vraie si et seulement si,y(t) < 0 pour tout t € |a,b|. Ceci termine la
preuve.l

Exemple 3.3.

1 3780 1

2_—
e gz, (@ 3

25, , 1
—(2" = —)dx

8 ( 25)

sont des exemples de mesure d’Hermite-Hadamard sur l'intervalle [—1,1] (chacun
de masse totale 1 et de barycentre 0). Remarquerez que (z* — = )dx est une mesure

Steffensen-Popoviciu forte sur lintervalle [—1,1] , ne vérifie pas la condition
et n’est pas donc une mesure d’Hermite-Hadamard.
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Conclusion

Le but de ce travail a été de faire une approche contemporaine sur les fonctions
convexes et leurs applications. Nous espérons que ce travail soit un document utile
et un point de départ pour d’autre projets de recherche.
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