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Notations principales
MEF : Méthode des éléments finis
{q}°: Le vecteur de déplacement aux nceuds.
f: Le vecteur de chargement
Kg: La matrice de rigidité globale.
Kel : la matrice de rigidité élémentaire
| : moment d’inertie
E : module de YOUNG
P : la charge concentrée.
g : la charge répartie
Mg: le moment a gauche dans 1’élément
Mg : le moment a droit dans I’élément
J :fleche
H ,V :réactions sur appuis

M : moment

o) - Déplacement horizontal au niveau de la traverse

QA,HD :Rotation en pied de poteau
&5 0. : Rotation en téte de poteau

(95: Rotation au point central de la traverse
Ki: matrice de rigidité inverse

A : matrice de passage

Cyx : coordonnées des nceuds a ’axe X
Cy:coordonnées des nceuds a ’'axe Y

Un: les valeurs aux noeuds de la fonction

Pn: valeurs des polyndmes aux nceuds des coordonnées X

an : variables généralisées qui sont les facteurs des polynémes
iii



[L]:la matrice opérateur
[D] : La matrice délasticité.
{g}*: Le vecteur de déplacement aux nceuds.

{F}°: Le vecteur des forces nodales.
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Résumeé

Un grand nombre des portiques utilisées par les ingénieurs, necessite
d’appliquer certaines méthodes de résolution. Dans ce cadre, nous
sommes intéressés a présenté une méthode numérique est celle
d’¢léments finis qui facilite la tache de calcul des portiques ayant des
propri€tés géométriques et des degrés d’hyperstatiques compliques.

A cet effet un programme de calcul a été effectué et de vérifier la
validité du modéle numérique proposé, en faisant la comparaison avec
les méthodes analytiques existantes de la résistance des matériaux.

Dans le but de savoir I'utilité de cette méthode approchée pour la
résolution des problémes des portiques soumis a des charges
quelconques des exemples concrets ont été exposés dans le dernier
chapitre de ce mémoire a savoir des portiques a traverses droites ou
inclinées a noeuds rigide.

Mots clés: portiques, EIéments finis, Résistances des Matériaux,
Traverses.

viii



Abstract

Many of the gantries used by engineers require the application of
certain solving methods. In this context, we are interested in presented
a numerical method is that of finite elements which facilitates the task
of calculating frames with geometric properties and complicated hyper
static degrees.

For this purpose a calculation program was carried out and to check
the validity of the proposed numerical model, by making the
comparison with the existing analytical methods of the resistance of
materials.

In order to know the usefulness of this approximate method for the
resolution of the problems of gantries subjected to any loads, concrete
examples were exposed in the last chapter of this thesis, namely
gantries withlinear or inclined beam with rigid.

Keywords: portal frames, Finite elements, Resistances of Materials,

Beam.
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INTRODUCTION GENERALE



Introduction générale

Durant ces derniéres décennies, la méthode des éléments finis a connu un essor important lieu
développement des ordinateurs. Avec le développement des moyens informatique, elle s’est
avérée au cours du temps plus conviviale et plus efficace.

Dans de nombreuses situations le modele adéquat peut étre obtenu en utilisant un nombre fini
de composants, alors on parlera de probléme discret. Si la subdivision doit étre poursuivie
indéfiniment, c’est -a- dire métre en jeu un nombre infini d’éléments, alors ces problémes sont
continus.

Pour étudier un systéme continu, on remplace par un systeme discret censé lui étre proche en
un certain sens.

La résolution des problémes de construction dans le domaine élastique revient généralement a
la résolution d’un systéme d’équation aux dérivées partielles avec des conditions données sur
le contour.

Il est tres difficile d’obtenir une solution analytique exacte de ces équation, pour cela
beaucoup de savants ont di recourir en premier lieu a des méthodes numeériques approchées et
peu precises.

La résolution des problémes par ces méthodes, a proposé d’autres auteurs a chercher des
méthodes plus exactes, qui peuvent supprimer certaines ambiguités dans les résultats de
calcul, notamment la suppression d’hypothéses nom conformes a la recherche, les méthodes
des éléments finis est le fruit de cette recherche.

L’idée principale de la méthode M.E.F. consiste a appliquer un procédée analogue a I’analyse
des milieux continus, tels que les parois, la résolution du systéme linéaire donne donc les
déplacements des nouds, a partir desquels, on calcul les déformations puis les contraintes dans
le milieu.

La M.E.F. consiste a utiliser une approximation simple des variables (déplacements) pour
transformer les équations aux dérivées partielles en équations algébriques.



Elle fait appel aux trois domaines suivant :

Sciences de I’ingénieure pour construire les équations aux dérivées partielles:
Méthode numérique pour consiste et recorder les équations algébriques.
Programmation et informatique pour executer efficacement les calculs sur Ordinateur.

Dans cette présente étude, on s’intéresse a 1’application de cette méthode pour résoudre
certains problémes dans I’analyse des portiques en utilisant les types d’éléments barre a deux
nceuds. Dans ce cadre, notre travail est composé de trois chapitres.

Dans le premier, nous présentons les notions et principes de la méthode des éléments finis.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons des généralites sur les généralité des portiques a
ossatures métalliques.

Le troisieme chapitre est consacré a la modélisation des problemes portiques par élements
barres sous divers chargements.



CHAPITRE |

Synthese bibliographique sur La
méthode des elements finis




Chapitre I : Synthese bibliographique sur la méthode des éléments finis

I.1) Introduction :

Pour analyser phénomeéne naturel en générale ou un probléme d’ingénierie en particulier, on
est souvent amené a développer un modéle mathématique pouvant décrire d’ une manicre
aussi fiable que possible le probleme en question.

Le développement d’un modele mathématique s’appuis généralement sur quelques postulat de
base et plusieurs hypothése simplificatrices pour aboutir a des équations gouvernantes qui
sont souvent des équations différentielle auxquelles sont ajoutées des conditions aux
limites[1].

Exemple : la théorie d’élasticité s’appuis sur le postula fondamental de 1’existence du vecteur
contrainte et les hypothéses de petites déformations, d’homogénéité et d’isotropie des
matériaux ainsi que la linéarité des relations liants les contraintes et les déformations.

La résolution analytique d’équation différentielle pose parfois des difficultés insurmontables,
et une solution exacte décrivant bien le probléme étudié n’est pas toujours facile a trouver. Le
recours aux modeles physiques et a la simulation expérimentale pour la recherche d’une
solution analogue a la solution recherchée peut s’avérer codteux et en moyens .Avec les
progres enregistrés dans le domaine de I’informatique et les performances des ordinateurs de
plus en plus grandes, il est devenu possible de résoudre des systemes d équation différentielles
treés complexes. Plusieurs techniques de résolution numérique

Ont été ainsi développeées et appliquées avec succes pour avoir des solutions satisfaisantes a
des problemes d’ingénierie tres variés.

La méthode des éléments finis est 1’une des techniques numériques les plus puissantes I'un
des avantage majeurs de cette méthode est le fait qu’ elle offre la possibilité de développer un
programme permettant de résoudre , avec peu de modification ,plusieurs types des problémes
en particulier, toute forme complexe d’un domaine géométrique ot un probléme est bien posé
avec toutes les condition aux limites , peut-étre facilement traité par la méthode des élément
finis .

Cette méthode consiste a diviser le domaine physique a traiter en sous domaines appelés
éléments finis a dimensions infinitésimales .La solution recherchée est remplacée dans chaque
élément par une approximation avec polynémes simples et le domaine peut ensuite étre
reconstitué avec 1’assemblage ou sommation de tous les éléments [2].

1.2) Historique :

C’est I’ingénieur américain Ray William Clough qui, semble-t-il a utilisé le terme de
méthode des élément finis le premier dans un article de 1960 intitulé de méthode des éléments
finis .est analysée en contrainte plane mot rigidité (Stiffness) apparaissait dans le titre de son
article Stiffness and déflection analysés of complexe structure datant de 1956

Analysés. Le mot rigidité (Stiffness) apparaissait dans le titre de son article Stiffness and
Déflection(et coécrit avec M. Turner, H. C. Martin et L. J. Topp).
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Sion veut replacer trés brievement cela dans un contexte

Plus global, on peut dire que I’analyse des structures est née vers 1850.

La RDM, recourant au calcul manuel, était développée par

Maxwell, Castigliano, Mohr.

Le concept d’¢léments finis est né vers 1940, avec des

Figures comme Newmark, Hrennikoff (1941), Mc Henry, Courant (1942)...

Son réel essor ne commence toutefois que dans les années 60 avec le développement du calcul
numérique sur ordinateur.

La méthode des éléments finis (MEF) prend ses origines dans le besoin de résoudre des
problémes complexes d’¢lasticité et d’analyse de structure en ingénierie civile et
aeronautique.

Son développement remonte aux travaux d’Alexander Hrennikoff (1941) et de Richard
Courant (1942).

Bien qu’utilisant des approches différentes, ces deux pionniers partagent la méme
caractéristique essentielle a savoir la discrétisation par maillage du domaine continu en sous-
domaines discrets, que 1’on appelle éléments. C’est Olgierd Collége qui synthétisa ces deux
Zienkiewicz de I’Imperial méthode en ce que 1’on peut appeler la méthode des ¢léments finis
et qui fit la premiére formalisation mathématique de la méthode.

Dans ses travaux, Hrennikoff discrétise le domaine En utilisant une analogie avec les treillis,
tandis que I’approche de Courant divise le domaine en sous-régions finies triangulaires pour
résoudre les equations aux dérivées partielles elliptiques du second ordre issues du probléme
de la torsion d’un cylindre[3].

On peut dire que la contribution de courant était

Une évolution s’appuyant sur vaste corpus de résultats antérieurs pour les équations aux
dérivées partielles développés par Rayleigh, Ritz et Galerkin.

Le développement de la méthode des élements finis a véritablement commenceé au milieu
d’années 1950 pour I’analyse structurale et aéronautique, et prit de I’ampleur ’Université de
Stuttgart grace au travail de John Argyris et a Berkeley grace au travail de Ray W.Clough.

Ray Clough est également 1’un des pionniers du génie parasismique et s’est vu décerné en
2008, a la Conférence mondiale de I'ingénierie sismique en chine, le titre de « légende du
génie para sismique » (“Legend of Earthquake Engineering”).

A la fin des années 50, les concepts clés de matrice de rigidité et d’assemblage d’éléments
existaient quasiment sous la forme actuelle.
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La NASA publia une demande de proposition pour le développement du logiciel d’éléments
finis NASTRAN en 1965.

La base mathématique rigoureuse de la méthode des éléments finis a été consolidée en 1973
avec la publication de force et analyse des méthodes des éléments finis.

Elle a depuis été intégrée comme une branche des mathématiques appliquées a la
modélisation numérique des systemes physiques dans une large variété de disciplines.

Pour une discussion plus approfondie des apports et contribution relatives des différents
pionniers de cette méthode [4].

1.3) Principe de la méthode des elements finis :

La démarche générale de la méthode des éléments finis est la suivante. On a une EDP a
résoudre sur un domaine Q. On écrit la formulation variation elle de cette EDP, et on se
ramene donc a un probleme de type

(8) trouverU €V tel que a(U,V)=I(V),vU eV
On va chercher une approximation de u par approximation interne.

Pour cela, on définit un maillage du domaine Q, grice auquel on va définir un espace
d’approximation Vh, s.e.v de V de dimension finie N,

(Par exemple Vh sera l'ensemble des fonctions continues sur Q et affines sur chaque maille).
Le probléeme approché est alors

(8) trouver U, €V, telquea(U,.,V,)=1(V,),VU, eV,

Soit( @1, ..., enn) une base de Vi, En décomposant U, sur cette base sous la forme

Le probléme (8n) devient

trouver u,,..., iy, tels que

N
Np
Zﬂia(¢i10h): I (Uh)’vuh eV,
i1

Ou encoure par linéarité de a et | :

Trouver pl,.. .,,uNhteIS que



Chapitre I : Synthese bibliographique sur la méthode des éléments finis

N
> ma(ene;)=1(p;).vi=1...N,
i=1

............................................. (1.03)
C’est a dire résoudre le systéme linéaire
a((pl',gol) a(¢Nh,¢l) ./11
Ba o B(pNppNN) gy Joee e (1.04)
Soit
Au=b

a(¢,.¢;) La matrice A est a priori pleine. Toutefois, pour limiter le volume de calculs, on va
définir des fonctions de base ¢, dont le support sera petit, c'est a dire que chaque fonction ¢,
sera nulle partout sauf sur quelques mailles. Ainsi les termes a(goi,¢>j)seront le plus souvent
nuls, car correspondant a des fonctions ¢, et; de supports disjoints. La matrice A sera donc

une matrice creuse, et on ordonnera les ¢, de telle sorte que A soit a structure bande, avec une
largeur de bande la plus faible possible[5].

A ce niveau, les difficultés majeures en pratique sont de trouver les ¢, et de les manipuler

pour les calculs d'intégrales nécessaires a la construction de A. Sans rentrer pour le moment
dans les détails, on peut toutefois indiquer que la plupart de ces  difficultés seront levées

gréce a trois idées principales :

Le principe d'un isolvance : On s'attachera a trouver des degrés de liberté (ou

ddl) tels que la donnée de ces ddl détermine de fagon univoque toute fonction de Vh.
Il pourra s'agir par exemple des valeurs de la fonction en quelques points.

Déterminer une fonction reviendra alors & déterminer ses valeurs sur ces ddl.

Définition des ¢ :On définira les fonctions de base par ¢ = 1 sur le i*™ ddl, et
@ = 0 sur les autres ddl.

La manipulation des ¢, sera alors tres simplifiée, et les ¢ auront par ailleurs un support réduit
a quelques mailles.

La notion de ""famille affine d'éléments' : Le maillage sera tel que toutes les

mailles soient identiques a une transformation affine prés. De ce fait, tous les calculs

6
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d'intégrales pourront se ramener a des calculs sur une seule maille "de référence", par

un simple changement de variable.
1.4) Eléments finis triangulaires
On construit quasi spontanément des éléments triangulaires an; = (P+1)(P+2)/2nceuds

(Figure 1.01), correspondant a un polynéme complet de degreé p en les variables indépendantes
xXety,

avec continuité C° du méme degré sur chacune des trois frontiéres.

4

In_
(%)

(aj

Figure 1.0 1: Eléments finis triangulaires avec continuité C°:(a) linéaire ; (b)
gquadratique;(c) cubique.

Le polyndme d'interpolation s'écrit (composante u par exemple)

u(x,y)=b +b,x+by+b,x* +bxy +b,y’ +"'+b(p+1)(p+2)/2y2 =p(x,y)p w05)

et ses termes apparaissent naturellement grace au triangle de Pascal (figure 1.02).

Trangle Degre g Mombre de ermes
1 constani 0 1
E 1 limcaire 1 4
= Ty y: quadratigque 2 i
x .rzgr ::'_r,.ll yj citbigue 3 Lok
! :r:s_t,r _'l‘jllj: .1*_?,':5 _i,r"' uartigue 1 15
7 bl lf,r T jy: *l‘"-il,r"'LI Y . y-" quintigque 0 21

Figure 1.0 2: Triangle de Pascal.



Chapitre I : Synthese bibliographique sur la méthode des éléments finis

Dans les éléments finis destinés aux calculs bases sur la convergence h on ne dépasse

pratiqguement jamais le degré 3. La matrice C peut toujours étre inversée sans difficulte.

On peut aussi dessiner aisément les fonctions d'interpolation (figure 1.03) et par suite
en chercher les équations. On vérifie que leur somme vaut 1

SN, =1
i=1

................................................ (1.06)

Figure 1.0 3: Fonctions d'interpolation du triangle quadratique.

1.5) Eléments finis rectangulaires

Placant l'origine des coordonnées au centre de I'élément rectangulaire, de dimension

2 a x 2b,on definit avantageusement les coordonnées naturelles

qui valent £1 sur les frontiéres du rectangle (figure 1.04).

En partant de l'interpolation de Lagrange a une variable indépendante, on peut, pour les

domaines rectangulaires, construire deux familles de fonctions d'interpolation.
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by, 1

f RS
L
o

é— = L
‘-o——n—-—l-—a——‘

Figure 1.0 4: Elément rectangulaire et ses coordonnées carte siennes (X, y) et naturelles
()2

Famille de Lagrange
Les nceuds sont placés aux intersections des lignes d'un quadrillage régulier (figure 1.05) et les

fonctions d'interpolation peuvent s'obtenir par le produit des polynémes de Lagrange de
chacune

des coordonnées x et y ,ou { et 1. L'élément cubique est, déja, rarement
utilisé [Fran.91].

4 3
i N, (&)=L (5)L(n)=(1-&)(1-n)/4
@ N, (&)=L ()L (n)=(1+&)(1-7)/4
| No(e)=L() L (n)=re)Aem)ia (L.08)
- 2N (Em)=L(E) L (n)=(1-&)(1+n)/4
| (&) =L(5)L(n)=én(1-5)(A-n)/4
Wy F (Em) =L (&)L (n)=-n(1+&°)(1-n) 2
' o ,77)=L§(§)L§(77):(1_§2)(1 772) .......... (1.09)
1 5
[ .. ] nEm-teum
Ol B, | NE=5EL50)
-— Ny (£,7) = L5 (E)LE () oo (L.10)
1 2

Figure 1.0 5: Famille des rectangles de Lagrange et quelques fonctions
d'interpolation : (a) élément bilinéaire ; (b) élément biquadratique ; (c)
élément bicubique.
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La figure 1 .06 montre les fonctions d'interpolation typiques de I'élément quadratique.
La fonction du nceud central s'appelle une fonction bulle, pour des raisons évidentes ; elle

s'associe a des degrés de liberté internes qui peuvent étre condensés. En tout point, la somme
des

fonctions vaut 1.

Figure 1.0 6: Fonctions d'interpolation typiques de I'élément biquadratique

L'interpolation paramétrique u = Pp comprend les termes contenus dans un losange issu du

triangle de Pascal, comme l'indique la figure 1.07. Le polyn6me est complet jusqu'au degré p,
puis

incomplet jusqu'au degré 2p. Sur des lignes X (ou {) = cste, ou Y (ou n) = cste, l'interpolation
estcompléte au degré p.

maodes de

I"élément
biguadratigue

Figure 1.0 7: Termes de I'interpolation polynomiale des rectangles de Lagrange

10
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Famille de Serendip
Ces ¢léments sont construits sans nceuds internes (figure 1.08).1ls sont donc plus simples que

les précédents et, souvent, préférés. Les fonctions d'interpolation sont faciles a visualiser. En
tout point d'un élément, leur somme est encore unité. L'élément bilinéaire est identique a celui
de la famille de Lagrange [Fran.91]

(a) (c)

Figure 1.0 8: Famille des rectangles de Serendip : (a) élément bilinéaire ; (b) élément
biquadratique; (c) élément bi cubique ; (d) fonctions d'interpolation de I'élément
biguadratique.

L'interpolation paramétrique est encore issue d'un triangle de Pascal (figure 1.09).

Tant que p<3, le polyndme, de degré p + 1, est complet au degré p. Quel que soit p, il
demeure complet au degré p sur les lignes x(ou {)= cste, ou y(ou 1) = cste. En pratique, on ne

dépasse guere p = 3.

11
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modes de
I"élément
bicubique

Figure 1.0 9: Modes de I'interpolation polynomiale des rectangles de Serendip.

{a) ib) ic)

¢

Figure 1 10: Elements tridimensionnels : (a) tétraedres a 4 et 10noeuds ; (b) briques a
8et20noeuds ;(c) prismes a 6 et 15 nceuds.

1.6) Discreétisation du domaine

La méthode des éléments finis est une méthode d*approximation par sous domaines,
donc avant toute application il faut diviser le domaine a étudier en éléments. Chaque
élement est défini géométriqguement par un nombre de nceuds bien déterminé qui

constituent en général ses sommets. (Figure 1.11)

12
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Frontiére

du domaine

Neoeud frontiére

Neend interne

Figure 1.1 1: Discrétisation du domaine — éléments triangulaires

La discretisation géométrique doit respecter les regles suivantes :

1) Un neeud d'un élément ne doit pas étre intérieur a un c6té d'un autre du méme
type. (Figure 1.12 a)

2) Aucun élément bidimensionnel ne doit étre plat, éviter les angles proches de 180°
ou de 0°. (Figure 1.12 b)

3) Deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points situés dans
leurs frontieres communes ; le recouvrement est exclu. (Figure 1.12 ¢)

4) L'ensemble de tous éléments doit constituer un domaine aussi proche que

possible du domaine donné ; les trous entre éléments sont exclus. (Figure 1.12 d)

(a) e /
(h) l.'"

Figure 1.1 2: Régles de discrétisation

Le résultat du procédé de discrétisation doit contenir deux données essentielles qui sont
les coordonnées des nceuds et les connectivités des éléments. On doit numéroter tous les
neeuds et les éléments de fagon a avoir des matrices globales a petite largeur de bande,

pour cela, la numérotation se fait selon la plus petite largeur du domaine[6].

13
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Apres avoir déefini I'élément, on peut remplacer la fonction exacte par une approximative.
On utilise souvent des polyndémes ou des fonctions faciles a mettre en ceuvre sur
ordinateur.

1.6.a) Approximation polynomiale et approximation nodale

La fonction approchée est exprimée, dans le cas unidimensionnel, par :

2

U=<Ixx*--->4qa, r=< p(x)>{A}

Cette forme d'approximation est appelée interpolation polynomiale. Si on exprime la

fonction sur tous les nceuds on obtient pour chaque nceud i de coordonnée x;:

=< p(x)> (A= Ra

....................................... (1.13)
Soit pour tous les noeuds :

<py; >{a;}
{uy=1|<..... >{..}|=U, =Ba,

< Fpj > {a,-} ............................. (1.14)

Un : représente les valeurs aux neeuds de la fonction.
p,, : Valeurs des polyndmes aux nceuds des coordonnées xi.
an: variables généralisées qui sont les facteurs des polyndmes.
L’inconvénient de cette interpolation réside dans 1’utilisation des paramétres ai comme
variable de base, des calculs supplémentaires sont nécessaires pour calculer la fonction

14
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recherchée. Afin d’éviter ces calculs, on peut mettre les valeurs de la fonction u au

nceuds comme variables de base en procédant comme suit :

A partir de I’équation (3.12), on peut tirer les a, en fonction des u, et on les remplace dans
I’équation (3.10). Ce qui donne :

u=<p(x)>p,U,=<N(x)>U

C'est la forme la plus utilisée par le fait que ses variables sont les valeurs de la fonction
Auxnceuds, la résolution donne directement ces valeurs.

Ce type d’approximation est appelée interpolation nodale, les fonctions Nisont appelées
Fonction de forme, elles sont fonction du type d’élément utilisé pour la discrétisation
géométrique.

1.7) Formulation des probléemes d’élasticité par ’approche d’éléments finis:
Pour obtenir une solution approchée d'un probléme d'elasticité, nous allons proposer
une approche de déplacement a l'aide d'un champ de déplacement inconnu.

Notre objectif dans cette partie est d'exprimer I'équation fondamentale par éléments
finis en fonction des déplacements infinis.

Principe des travaux virtuels :

Ce principe se généralise de la maniére suivante :

Le travail virtuel des charges extérieures est égal au travail virtuel interne absorbé par

la structure. 1l exprime les relations existant entre I'ensemble des charges extérieures et les
forces intérieures correspondantes satisfaisant ensemble a la condition d'équilibre, et
I'ensemble des déplacements des noeuds et les déformations correspondantes des différentes
parties satisfaisant a la condition de compatibilité.

Considérons un corps solide de volume (V) lié a un repere orthonormé au (X, y, z) en
état d'équilibre statique sous l'action des forces volumiques soient F et des forces de surface

soient p; .

Nous admettons que un point matériel a subit les déplacements U,V et W suivant les
directions x , y et z respectivement.

15
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A partir des équations différentielles d*équilibre on a:

En introduisant le travail virtuel di aux forces appliquées dans I'équation (1) on aura :

T

LO-{U} ><(ﬁ/[d]+ f)dvzo

(Théoreme de Gauss)

IV&J aa—i"dV:J‘VEU xo, XN, —LO‘X x(aa—UJdv

X

Répétant I'intégration, par partie pour chaque terme de I'équation (2) ; on obtient

[ axxa(ﬁjmx < a(ﬂjm(ﬂj to, a(ﬂ}a(ﬁj +...+azx8(ﬂj—8Uxfx—8fo _oWx f,
) sx )T sy )X sz )" \sx 57 y

+I{5U (O'XX><nX+GXy+ny+0'XZ Jrnx)+é\/(axy><nx +Nn,+Nn, +0o, ><nZ)+(SW(O'XZ><nx +o,xn, +0'2anz)}d8 =0...

....... (1.20)

5(e} =< 6(52), 6 (2 +20) (S +25) .6 (Z0) > (1.21)
Ou encore :

— [ 6(e)T X {0} X dv + [SUY X X, x [ S{UY X {F} X dv = 0o (122)

16
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Cette relation représente I’expression du théoréme des travaux virtuels qui traduit que la
variation de I'énergie totale (énergie de déformation dd aux forces internes plus énergie
potentielle d0 aux forces externes qui égale a zéro (0) c'est-a-dire le principe de conservation
d'énergie.

1.8) Formulation élémentaire des problémes d’élasticité
Considérons un seul élément de volume V¢et de surface S®du corps solide soit le

champ de déplacement inconnu pour cet ¢lément qui comporte (n) nceuds
SUF =UV W) (1.23)

(U,V,W) sont les variables du champ de déplacement.

En appliquant le principe de travaux virtuels sur cet élément (V°)

J, 6{e}" x {o} x dv® — <f{6U}T X )ét x dse + [ s{UY" x {f} x dVe> =0...... (1.24)

L’approximation nodale par interpolation sur les déplacements

(N \
| qu=mm+mw+ .......... +M%i
— L=
{g ) I NV = NV N W NV, [ (1.25)
| IV, N W, = NyWy + NoWy+.oen +N, W |

Comme on peut I’écrire sous une forme matricielle :

fU1\
Vi
Wi
U,
U N,00N,00......... N,0071} V,
{V = |ON;00N,0......... ON,O|<Wo 2 (1.26)
w OO0ON;00N,......... 00N,
Uy
Va
\W,,/
{uye =[Nl x{q}e . (1.27)
Avec:

[N] : Matrice des fonctions d'interpolations

{q}®: Vecteur de déplacements aux nceuds

17
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A partir des relations déformation -déplacement on obtient:

(@) o
(—)) 0 & 0
ow 0o 0 iU
{e} =3 , N0 = 0z {V} ......................... (1.28)
e E ol
Gito) [0 5 o
(G+5) Lz o o

Avec : [L]: est la matrice opérateur.
A partir de la loi de HOOKE :
{fo} =Dl x{e} oo (1.29)

Avec [D] : est la matrice d'élasticite :

{o} =[DIx[LIx[uT
(U} =[N]x{a}’
{e}" =[N]x{a}" =[B]x{a}’

Avec : [B]=[L]x[N]

{o}=[DIX[BIX{q}e .o (1.30)

En substituant ces relations dans I'équation (*)

On arrive a:
JI8] <[DJ[e]x{a) xa) ave+[LIN] oa) (xas+ [, [NT ofa}” xjovesia)” [,.[6] <[D]<[B]x{a}" av"
= 5{q}” (J.S'E[N]T 5{q)" {x}ds® +jv'e[N]T5{q}eT {xi}dve) .......................... 1.13

Equations fondamentale pour éléments finis en termes de déplacements

L] X LG = {38! (132)

Avec :
[K]¢: est la matrice de rigidité élémentaire

{q}®: Le vecteur de déplacement aux nceuds

18
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{F}*: Le vecteur des forces nodales
Avec :
[K]¢ = [ [BIT X [D] X [BIAVC ..o ee oo (133)

Vecteur des forces nodales :

£ = [ INT (o 3dSe + [ INTT{A3AVE + By Piveerovvees (1.34)
Avec :
(Pi):est une charge concentrée aux nceuds
1.9) Etapes de calcul des poutres par éléments finis :
Données:
Les caractéristiques geométriques (longueur, largeur)
Les caractéristiques physique (E,/L...)
Discrétisation:
Maillage du domaine en eléments finis (type d'élement souhaité) numérotation des
neeuds et des éléments
Formulation élémentaire:
Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire [K]®
Evaluation du vecteur des forces nodales (f}®
Formulation globale :
Assemblage pour plusieurs éléments (addition) :
[K16 =372 ,[K1° e, (1.35)
(FIC =305 e, (1.36)
Introduction des conditions d’appuis (déplacements imposés)
Résolution du systeme globale :
Sachant que :
[K1°{q}C ={F}° (1.37)
Détermination des déplacements aux nceuds.

Calcul des contraintes dans chaque élément (efforts internes N, T et M)

19
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Cette méthode consiste a formuler le probléme d'élasticité en fonction des
Déplacements aux nceuds.
On peut mettre en évidence les différentes étapes de calcul suivant :

a- formulation élémentaire : calcul des matrices de rigidité élémentaires et des vecteurs des
forces nodales pour chaque élément apreés la discrétisation de la structure en éléments finis
souhaités.

b- formulation globale : assemblage (addition) des matrices de rigidité élémentaires et des
Forces globales élémentaires de maniere a satisfaire les équations d'équilibre des nceuds.

c- prise en compte des conditions de déplacements imposés (condition d'appuis).
d- résolution du systéme : [K] x {q} = (F) pour la structure compléte pour déterminer les
Déplacements aux nceuds.

e- calcul des efforts internes (les contraintes) dans chaque élément.

20
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Chapitre II Généralités sur les portiques a ossatures métalliques

11.1) Generalités :

L'industrie sidérurgique s'est développée a la fin du 19°™ siécle en proposant des produits de
construction (laminés ou moulés) adaptés a la construction d'ossatures métalliques -
Charpente Métallique.

Ces €léments de construction "rigides" permettent de dégager des grands espaces utiles au sol.
La portée des éléments d'ossature peut atteindre plusieurs dizaines de metres.

En outre le poids de ces élements d'ossature, compare a ceux d'une méme structure en béton
armé (ou magonnerie) est réduit et allege considérablement les charges transmises au sol.

Associé a des éléments de peau "légers" (bardage, facades rideau ...), ces structures sont
adaptées a la réalisation de constructions telles que salles de sports, piscines, entrepots,
usines... Leur réalisation est rapide (assemblage direct d'éléments préfabriqués) et donc d'un
prix tres compétitif [7].

11.2) Terminologie :

Une charpente métallique est constituee de portiques ou fermes réalisés par I'assemblage des
poteaux, arbalétriers, entraits... Ces portiques sont reliés entre eux par des pannes (poutres).

Parnes de Lierne (bretelle) Panme

faitoge intermédiaire
Panne de rive Y !
{sabliére) - . /

Chevétre

Poutre de
couronnemert
Patelet
intermédiaire
Baionrette
dacrotére
&
|
|

Emgpannan

Poteau \ | \
| Entrait |I ". A

Arbalétrier |

Ay Baiornette de
K chéneau

Figure 11.0 1: vue de I’ensemble de la structure

Lorsqu'il existe des planchers intermédiaires, ceux-ci sont fréquemment constitués d'une
association acier -béton: les planchers collaborant. On trouve aussi des prédelles, des dalles
alvéolaires et des planchers secs.
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Détal embofement

Plancher collaborant Dalle alvéolaire Plancher sec

11.2.a-Profils associeés :

Les profils associés sont généralement des aciers laminés, les charpentes peuvent également
étre en aluminium.

Poteaux :type HEA, HEB, IPE
Potelets :type UPN, tubulaires
Arbalétriers :type IPE, poutres treillis
Pannes : type IPE, UPN, poutres treillis
Chevétres :type IPE, UPN
Couronnement :type IPE, UPN

Liernes : type T, fers plats

Baionnettes :type UPN, fers plats

Profil H Profil | Profil U Profil T Tube Corniéere

LILTo

la
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11.2.b) Assemblages :

En fonction de leur rigidité, les assemblages seront considérés encastrés ou articulé, voire
ponctuels(Systeme a corbeaux).

Encastrement au sol N ——

.

\ i
,
L

N

o k]

N

SR

N

Articulation au sol

T Liras de Mehau

Encastrement poteau - poutre

Articulation poteau - poutre l
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11.3) Contreventement des charpentes :

On appelle contreventement, I'ensemble des éléments de la charpente destinés a :
- transmettre les efforts du vent vers les fondations,

- assurer la stabilité de l'ossature face aux efforts du vent.

On distingue deux types de structures:

11.3.a) Les structures a nceuds déplagables :

Elles sont constituées (pour simplifier) par des assemblages du type articulation permettant
une liberté de mouvement de I'ensemble de la structure. lls sont contreventés dans les 3 plans.

Contreventement par croix de St André Palées triangulées

KKK

KKK

11.3.b) Les structures a nceuds non déplagables

Elles sont constituées par des assemblages de portiques a liaisons du type encastré (associees
ou non a des articulations) formant un ensemble rigide. Ces portiques sont dits de
contreventement.

Ils sont contreventés dans les 2 autres plans.

La rigidité apportée par les encastrements limite les déplacements des noeuds de la structure.

24



Chapitre II Généralités sur les portiques a ossatures métalliques

c) Exemple.

z

J

X

Poutre au vent
assurant la stabilite
horizomtale sur X

Poutre au vent sur o 1%
travée assurant ka stabilite

horizontale sur Y :
} .
= ?

Palee
irtermediaire

/ Stabilité du plon Y-Z assurée par / Pulie de rive dite nalde &
/ portique de confreventement ales de rive dite pa'ee ge

stabilité (plen X-Z)

Figure 11.0 2: vue de I’ensemble de la structure sans le bardage

Les eléments de contreventement (diagonales et Croix de St André) se comportent comme des
bielles : barretendues ou comprimées (il faut alors les verifier vis a vis du flambement).

Ils ne doivent en aucun cas étre considéres comme des dispositifs permettant I'appui
d’éléments de structure ou de peau.

Les croix de St André et les diagonales peuvent étre constituées de cables tendus, de laminés
T, tubulaire ou de fers plats[8].

11.4) Limites des prestations :

En effet, pour le calcul statique de tels ouvrages, il est courant de ne considérer que I’ossature
principale constituée de I’ensemble des €léments porteurs principaux (portique , poteaux
¢lément de contreventement...)La figure II. Donne un exemple d’une telle modélisation.

Attention, dans cet exemple, 3 palées de stabilité ont été disposées aux deux extrémités du
batiment. Cette disposition n'est pas classique. Elle a été retenue pour souligner le fait qu'il est
possible de concevoir une poutre au vent hyperstatique mais ce n'est pas la solution la plus
courante, notamment car les palées centrales constituent un obstacle au libre passage[9].
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Figure 11.0 3:Modélisation de la structure porteuse principale avec ses stabilités.

Il faut souligner qu'une modélisation 2D est souvent suffisante pour les structures industrielles
constituées de portiques supportant des actions dirigees dans leur plan et dont les
déplacements sont situes dans le méme plan (figure 11.04). L'instabilité des elements
comprimés doit cependant étre étudiée dans tous les plans ou elle risque de se développer.

Portigque courant

;PDHMUEdETWE

| Palée de stabilité

Figure 11.0 4: Modélisation des éléments principaux de la structure
porteuse.
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11.5) Type de cadres en acier :

Les charpentes en acier ont été largement utilisées dans les batiments industriels a un étage et
de faible hauteur (figure 1.1 (a)), les centrales électriques (figure 1.1 (b)), les mines de
minerai (figure 1.1 (c)), les plates-formes pétroliéres et gazieres en mer ( Figure 1.1 (d)) et
immeubles de grande hauteur a plusieurs étages (Figure 1.1 (e)). Les discussions contenues
dans ce livre porteront principalement, mais sans s'y limiter, sur les cadres en acier utilisés
dans les batiments. Selon la vue en élévation, les cadres en acier utilisés dans les batiments de
faible hauteur et de grande hauteur peuvent étre classés en (1) cadre pur (Figure 1.2), (2)
cadre a contreventement concentrique (Figure 1.3), (3) cadre a contreventement excentrique
(Figure 1.4) et (4) tube de cadre (Figure 1.5).

Un cadre pur a une bonne ductilité avec une rigidité de balancement moins bonne pour les
batiments a plusieurs étages. Renforcé avec des renforts pour un cadre pur, la rigidité du
balancement d'un cadre contreventé concentriquement est beaucoup améliorée. Cependant, sa
capacite contre les charges latérales sera facilement réduite si les contreventements en
compression sont flambés, ce qui est défavorable dans des conditions telles que les
tremblements de terre. Un cadre a contreventement excentrique est un compromis de rigidité
et de capacité de balancement entre le cadre pur et le cadre a contreventement concentrique.
Le flambage des contreventements en compression peut étre évité en introduisant la
déformation par cisaillement d'une poutre de cisaillement excentrique, qui fournit de bonnes
performances de consommation d'énergie au cadre contreventé excentriquement (Li, 2004).
Un tube de cadre est en fait un groupe de cadres avec des colonnes trés proches, ou, en raison
de la petite portée et de la rigidité relativement grande des poutres en acier, les colonnes dans
la périphérie se courbent comme un tube a paroi mince pour résister aux charges de
balancement. Parce qu'il a une bonne rigidité et une bonne capacité de charge, le tube de cadre
est généralement utilisé dans les immeubles de grande hauteur (Council on Tall Buildings,
1979). [10]

11.5.a) Type de composants pour cadres en acier :

Pour faciliter la fabrication, les composants prismatigques a section uniforme (figure 11.6(a))
sont généralement utilisés pour les cadres en acier. Cependant, pour réduire la consommation
d'acier, des poutres et des poteaux coniques (figure 11.6 (b)) sont normalement utilisés pour les
portiques en acier (figure 11.7) afin de conserver une résistance relativement uniforme pour
résister aux charges verticales dominantes (Li, 2001). Dans les batiments en acier a plusieurs
étages, le béton coulé sur place est largement utilisé pour les dalles de plancher (figure 11.8).
Pour utiliser la capacité des dalles de béton, une poutre mixte peut étre congue, et avec des
poteaux de cisaillement a téte, lI'action composite entre les dalles de béton et les poutres en
acier peut étre obtenue (Nethercot, 2003), comme le montre la figure 11.9
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’i—r-"'_ ﬂ'?

2 2

Figure 11.0 5:Cadre de portail en acier avec éléments coniques

e

e G T S o

—

——— —— ——

Figure 11.0 6: application des charpentes en acier: (a) batiment industriel & un étage: (b)
centrale électrique: (c) tour des mineurs de minerai: (d) plate-forme de distribution de
pétrole et de gaz: (e) immeuble de grande hauteur
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11.5.a-1) Types de composants pour cadres en acier

Figure 11.0 7: cadre pur
-/nm-

Figure 11.0 8:Montures a breches consenties

o ——

A
>

-

A4

e

Figure 11.0 9: Cadres a bréche excentrique

\‘_ -~ —'“

Figure Il. 10 : Structures cadre-tube
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11.6) Portiques métalliques simples

Efforts. Moments. Déformations

Charge horizontale isolée en téte
Charge verticale uniformément répartie sur la traverse
Charge horizontale uniformément répartie sur le poteau
Charge verticale concentrée au milieu de la traverse.
Dans cet article nous donnerons les valeurs des réactions aux appuis, dumoment, du

déplacement horizontal au niveau de la traverse et des anglesde rotations des portiques
simples.

Notations et Symboles

e Articulation

F Encastrement

Ffleche

__ raideur traverse _ |1
IO

h
Wi

raideur poteau

H,V  Reactions sur appuis
MMoment

o Déplacement horizontal au niveau de la traverse

0,,6, Rotation en pied de poteau

0 0. Rotation en téte de poteau

6 Rotation au point central de la traverse
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Tableau 11.0 1:Charge horizontale isolée en téte

§g:2n:: Déformée gti:;gr:qagnmn;its H v M 6 5
FALE ¢
I
4 v _ Fhr(3k+1)
A 126l
F_E MB:+F7h __Fhe 1':2th (2K +1)
{ T 12EN :
_ Fhe
® T 24El,
0, =+ Fhe (2+3K)
- h | M,=Hh=Fh 6El,
Y Fhe 2
0 - Fh/
1+K
" 8Bl 3EI1( )
_ Fhe
¢ BEI,
8 Fh
O, =—= +K
K=L.E h 3Ell( )
l, ¢
f8 4 ¢
A[ 'i MA} ;(w th 0,=0
K K F h 3k Ty
i 0'\'{;;' 2 "N, e _ Ve D (2Fn-a3vi
Wi L ®12El, 12EI1( -3
MB :i\ﬁ VEZ
M. 2|6, =-
24EI,
k:l—l.hN1:6K+l
N
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Tableau 11.0 2:Charge verticale uniformément répartie sur la traverse

Schéma Diagramme | H 1% OetF
statique Déformée | des
moments N
= P/ Prh 3
84 F ¢ - ED Mg=—— "=~ 28E] Fo_Pt (8K +3)
| | 8 f 8 0 384E|0
ﬁﬂ{’ # : : Psh
I A ! NPT
e | | 0
I, h ‘ ' b
K=l 0. =+ (2K +1)
48E
o ! A i 1
0 Mm=+% aA:—eB:+ZZé| 5o P/*h
8 ' 24El,
5 ps£
384 El,
P 7 M P/ Pth 1 p/3 N,
— - AT N = —
4N, h AN, 24El, N, 384El, "N,
__Pth 1
Mo PLNg | P 12ENN,
E 8 X
P L M, =+ | 6,=0 _ PN,
4N, h 12N Hn P 384El, N,
¥ 6El, 24N,
v - PL
6N,
M, =L N
24°N
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Tableau 11.0 3:Charge horizontale uniformément répartie sur le poteau

Diagramme
- . . - des
Schéma statique Déformée moments H Vv N Jaj oetF
Fh MB:+F7h:_MC Gk}zphzg{(gK-f—Z) 5 At (2-11K)
g y 9 " (;D 48El, |[-(7K+2)] 48E!1
n=+t— s Fhe _ Fh%
32 GC}7+48EI1(2+K) F—48E|0(2‘K)
Fht
0. =——(1£K
H,=F [ Fh [ _Fh Fht P/?h
20 Bmax_7 9A:6EI V1 = N,
H, = 1 24El,
= e
6El, ™ " 18J3El,
_ Fh
¢ 12ElL
B 4 E N,
5 { e AL VI g, -t Ny
I H :‘ N | 20 8N, 48E1,N,| . Fhee
oo D, | _5 = .
i, % | N, M =2 Fh.ie 48EI, "
K=(L/1)(00) | 1 ; ' g, -t No c_LFh? K
N,=342K N, =6+5K 48El, N, " 64 EIL N,
N,=18+11K N;=6+K ' '
N,=6+5K N, =2+5K
N,=2+K Ny =6+34K +17K]
_F Ny| Fh K| Fh(N N ] th[4 K] Fh* 1+2K
Hy=—.—-°% N Ma=——| =+ 2 Oy = T || 02— ——
8'N,| £ N, 4N, 6N, 8 = :
e N y 48EI(N, N, 16El, N,
e, MD:+T[W4_6_3] Fhe 2-3K
— 2
N 24EI,° N, | F. = Fhe ﬁ
& 192EI, "N,
- B3
N,=K+2 N,=4K+1 S
N, =6K+1 N;=2K+3
Fh (12 1
N;=K+3 Ng=6K+13 Mc:*QK(,\TQ*E]
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Tableau 11.0 4: Charge verticale concentrée au milieu de la traverse

Schéma statique Déformée Diagramme
des moments H VM 9 5et|:
Pl 3
Lid Lid Mg =——7- = Prh F='! (2K +1)
4 2 12El, 48El,
6=PL (aK+3)
£ 48EL
P/h
AT
24El,
P/ 2 2
0 E ME:JFT -0, - P/ :Péh
5 16EL,| © ~ 16EI,
_P£
48El,
wn| P Memmgirr] 0= L BB PE N,
S 8N, 16N, El, 192E1, N,
M=o Rel K P2
8 N, | 78N "EI
1 Pth
8N, El,
6. =0
3 P/
N h E MA:+ﬂ B:—l _Péh - P &
1 2 8N1 16E|0 N1 96E|1 Nl
. P?
° 4N,
ME:+%'E-
4 N
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Chapitre III : Modélisation des portiques a ossatures métalliques

I11.1) Introduction :

A I’heure actuelle, on dispose un code de calcul par la méthode des élémentsfinis
(programme) permettant le calcul numérique des systémes portiques sous divers
chargements.A cet effet tout d’abord nous effectuons une comparaison des résultats obtenus
par cette présenteméthode avec ceux donnes par les méthodes existantes dans la littérature
afin d’examiner la qualité des résultats obtenus numériquement. Par la suite nous présentons
certains exemples d’application concernant des portiques a traverses droites ou inclinées et
par I’exécution du programme en langage Maple nous exploitons les résultats des efforts
internes dans les ¢léments du portique ainsi que les déplacements des nceuds.

111.2) Développement d’un code de calcul par élément finis

Entrée des donnes (caractéristique géomeétrique et physiques)

Cordonnées des neeuds et (x Y).

Numérotation des nceuds et des éléments (la matrice deconnectivite)

Introduction des conditions d’appuis (déplacementsimposés)

Chargement (forcesnodales)

Calcul de la matrice de rigidité élémentaire deséléments

Appel aux sous programmes de calcul dedéplacements

Appel aux sous programmes de calcul des efforts internes.

Impression des résultats (déplacements aux nceuds et les efforts dans chaquebarre)

111.3) formulation en éléments finis des systemes portiques

Ce type d’élément est traité pour [’analyse des structures formées de poutres ou barres dans
un plan (portiques) les nceuds de [’élément peuvent étre des extrémités de la barre et les
inconnus (les degrés de liberté) sont : la translation suivant les directions (X, Y) du plan et la
rotation dans ce plan autour de l’axe (Z)).
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N
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|

U,

Figure 111.01 : EIément de barre a deux nceuds avec joints rigides

Nous allons traiter le cas d'un élément d’une poutre du plan (X, Y) a savoir les
caracteristiques géomeétrigques suivantes:

L : la longueur de la barre.

E : module d’élasticité longitudinal.

A : la section transversale.

(U, V) sont les déplacements suivant les directions (X, Y) respectivement, ces déplacements
sont affectés en chaque neeud de cette barre (6 degrés de liberté).

111.4) Interpolation nodale sur les déplacements:

Pour ce probleme, on se propose le model de déplacements sous forme d’'un polynome
d’approximation suivant:

UX)=o, +a,x . (111.1)
V(x) = ag + auX + agx? + agx3
La rotation (@) étant la dérivée de déplacement (V) par rapport a ()

0 (x) =Z—i= ay + 2a5x + 3AX%cnninnnnenn. (111.2)

Le vecteur de déplacement: a;
{q}° =< U, 116,,U0,V,6, >T

Sous une forme matricielle:
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(4
U@ 1 x 00 00 7|%
V=10 0 1 x x? x3“a3. ......... (111.3)
0(x)] Lo 0 0 1 2x 3x2 |a‘5‘

\a,
U (x)
V(X) ¢ =o(X)4c ). (111.4)
0(x)

= Conditions de déplacements aux nceuds let 2 :

Neeud (1) Neeud (2) :
Ul(O) =a = U1 UZ(L) =0 + aZL = UZ
X=0 Vl(O) = Qa3 = V1 X=L Vz(L) = a3 + a4L + a5L2 + af6L3 = Vz ........ (I“S)
61(0) =0y = 91 02(L) = Uy + 20{5[4 + 3a6L2 = 92

Que nous pouvant réécrire sous forme matricielle comme suit :

(Uy [l 000 0 07
Vil 10 0 1. 0 0 0 ||a
6,_10 0 0 1 ool{as
V,0711 L o0 0 0 |\
v, |[0 0 1 L I2 L3J||ta5
,) Lo 0o 0 1 21 312)\a
Ou  {q)f = [A] % {@ueueereenn. (111.6)

Pour déterminer les paramétres d’approximations{a}, il suffit d'inverser la matrice [A] ceci peut
sefaire comme suit :

r\ 11 0 0 O 0 0 U
@l -2 0 o 2 (71
a, L L 0 0 | V1
|10 1 0 0 00 [|g
Jeh :
(=10 0 1 0 00 {U
ae| lo -2 2 ¢ 2 _1i|,
0(5 1? L L? L ng
6 2 1 2 1
S0 m om0 F
de (2): {a}={q}¢*[A] .......... (17
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En substituant (6) dans la relation (4)

(x)
V(x) |=[e@)] * [A]7t * {g}¢ = [N] * {q}°.curen...... (111.8)
0(x)

Ou [N] : 1a matrice d’interpolation

X
+ B 0 0 (f) 0 0
N= 0 £ 3,\:3 T Ex} - Z\xz ; x3 3A’2 2-x3 2 —xz .r?’
l=2rt3y) - TFPe T35 —+3
, _6x , 6x° _ & 3x° 6x b , 2% , 3x°
0 gt -7+ G-7) (T+7)

............ (111.9)
111.4.a) Relation déplacement —déformation:

Les contraintes et les déformations sont des grandeurs généralisées et dans notre cas on a
deux types de déformations :

1-Une déformation longitudinale sous [ effet de la traction ou de compressiong(x)

2-Une déformation sous [’effet de la flexion &

Soit: ¢, =O|—u=a2
dx
dav
g = —W = —2a5 —6a6X

Le tenseur de déformation prend la forme :
-l 35S S
=G(x),{af" [A]" =—{Bl{a’
Avec:  [B]=G(x), [A]"
La matrice [B] peut étre écrite explicitement sous la forme:

1 1 0 0

L
[B]= ) (E_lZ_x) (E—QJ ) (E_lz_xj (E—QJ ........ (111.10)
L2 L3yLL2y L2 L3yLL2y
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111.4.b) Relation déformation — contrainte:

La loi de comportement relie le tenseur des déformations au tenseur des contraintes par la
formule suivante :  o(x) = E.&(x)

Ou E : représente le module d’Young.
A parti des relations précédentes on déduit : {er(x)} = E.[B(x)].{q}e
I11.4.c) Calcul des efforts internes (moment de flexion et effort normal) :

-D’apres la loi de la ligne élastique on a :
2
M(x) = —E1 2 (11112
dx?

-D’autre parton a :

dav
——=10 0 0 0 —2 —6XK ~tueeeen 111.12
dx2 [ ]0‘4 ( )

E=

-En remplagant (2) dans I’expression (1)

on aura:
a,
a,
a;
M(X)=—EI0 0 0 0 -2 —6x} *}uveeeeeene (111.13)
a,
s
U
M (x) = —EI& (111.14)

-D’apres la loi de Hooke :
N = EA¢,

Sous forme matricielle on obtient:

bwool Lo 1| -0l -Tear
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De la relation précédente (14) I’expression du moment s’exprime alors comme suit:

M (x) = EI[Bl{af

S R

Vi
0,
Donc: {M(x)}* =EL (i_H_Xj_(ﬂ_Q}(_glez_X}(g_gj 1
Lz L2 ){L L2 L2 L2 )L L2)/|V,
0,
Et encore:
6 12x 4 6X 6 12x 2 6X
{M(x)}¢ = EL <(§ - F) Vi (E — E) 0,1 (— =+ F) V, (E - §)92> ...... (111. 15)

L’expression de I’effort normal s’exprime comme suit:

N = EABJ{a}*
N =%(u2 ~U,) eerren(111.16)

I11.4.e) Calcul de la matrice de rigidité élémentaire:

Pour un matériau élastique, la matrice de rigidité [K]¢ est donnée par :
e U e

[T = [[8] [D][BJav

Avec : [D]=E (module de Young), dv=A dx

La matrice de rigidité élémentaire sous [’effet de la flexion composée (la traction ou
compression plus la flexion simple) devient:

(K] = EA f[B]e. (B] dx

42



Chapitre III : Modélisation des portiques a ossatures métalliques

1 0
_E Li_lfx)
0 2 3
0 CG-ZH (|- 0o o0 1 0 .
L I2 L I i
0 6 12x 4 6x 6 12x . 6
- 6 , 12x 0 -7 -2 0 (G—— G-=
Lzt
0 L2 L
2 6x
L0 GF
On arrive a:
L L
12EI 6El 12El  6EI
— 0 - =
L L2 L3 L2
o SEL 4B, B E
- L2 L L2 L
KJ= EA EA ceeeneen(111.17)
-7 0 o — 0 0
L L
12EI  6EI 12El  6EI
O - 3 - O 3 —_
L L2 L L2
o SEL E , B 4B
L L2 L L2 L

Si "I" et "A" sont constants : la matrice de rigidité élémentaire d'un élément de barre a deux neeuds

soumis a la sollicitation de flexion composée s écrit comme suit -

A 0 0 -A 0 0 |

21 6l o 121 6l

L2 L L2 L

el 0 GTI 4 0 —6% 21

[K] =Tl-A 0 6 A 0 0 |-eeeeeee(111.18)

o 12t el 12t el

L2 L L2 L

o Lo o By
i L L ]
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111.5) Exemple de comparaison :

Soit le cas d’un portique composé de deux éléments (poteau, traverse) soumis a une charge
verticale & une extrémité comme il montré en figure (111.02).

1m
B Cmimmim o > C
/.\ T 1TF
2TF
(E, 1, A)

e

Figure 111.02: portique a étudier

111.3.1Solution RDM

Calcul des efforts internes

1m
< __________________________ _>
B C
/?\ AN 1TF
! 2TF
3m i
LA
A\
Rxa : [ ]
Ma Rya
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D F=0=-R, +1tf =0

=R, =uf

DR =0=>R, +2tf =0

=R, =-2tf

> M, =0=-M_ —1x3tf +2tf x1=0
= M, =-1tf.m

Section 1-1:

0<X<3

D> F=0=R, +N, =0

= N;*=-R, =2TF

D ME=0=M,+XR, =M®
=M;® =M+ X.R, =-1+X
X=0=M}®=-1tf.m
X=3=Mf®=2tfm

Section 2-2 :

0<X<1

D F=0=-R, +Ny =0

= N =R, =1ff

DM =0=M,+XR, +R,.3=M*
=M =My +XR, +R,,3=2.(1-X)
X =0=>M =2tf.m

X =1= M =0tf.m
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1m
B< __________________________ _>C

. I

2TF

1TF

3m

AN
%

Figure 111.03:Diagramme des moments M

+2

Figure 111.04 : Diagramme des efforts normaux N
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111.3.2 Solution éléments finis

1m
D T >
%\ @ 3 1TF
3m T
; 2TF

Figure 111.05 : Discrétisation du portique

Code de calcul numérique du portique :

Discrétisation du portique en 2 éléments, 3 nceuds et de 9 degré de liberté.
disc:=[23 9]
Coordonnées des nceuds et caractéristiques géométriques de la section El , EA.

cx:z[o 0 1]cy:=[0 3 3] einer:Z[eil eil] esurf:=[ea1 eal]

Connectivité des éléments, longueurs des éléments et leurs orientations

ConZB g L(1)=3, L(2)=1,c5(1)=0, cs(2)=1, sn(1)=1, sn(2)=0

Conditions d’appuis  nfix=3, mfix=[1, 2,3] (déplacements nuls)
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- vecteur de chargement

N
l
O N~ O O O O O O

Matrices de passage pour chaque élément

0100 00
100 0 00
0 01 0 00

A1) =
0 00 0 10
0 00 -100
0 00 0 0 1
1000 0 0]
010000
001000

A(2)=
000100
000010
00000 1]

Matrice des rigidités élémentaires dans le systeme local
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feil.O. —geil. - ﬂeil.O. — geil )
9 3 9 3

O.leal.0.0. —leal.o}.

3 3
—%eil.O.%eil.geil.Oéeil}.
ke(1):=| -

—ieil.o.geil.ﬂeil.o.zeil .
. 9 3 9 3

0.—- Eeal.o.o.leal.o}.
3 3

—Eeil.o.geil.zeil.o.ieil
3 3 3 3

[[eal.0.0—eal.0.0].
[0.12¢i1.6.€i1.0 —12eil.6eil].
[0.6eil.4.€i1.0 - 6eil.2eil].
[-ea1.0.0.a1.0.0].
[0.—12ei.—6eil.0.12eil.— 6eil].
| [0.6.i1.2¢i1.0. - 6eil.4eil]
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Matrices de rigidité élémentaires dans le repere global

iei1.0. —geil. - ﬂei1.0.0.0.0.0}.
|9 3 9

O.Eeal.O.O.—leal.O.O.O.O}.
3 3
—Zeil.o.—ﬂeil.geil.o.zeil.o.o.o .
3 3 3 3

—ﬂeil.o.geil.ieil.O.Eeil.O.O.O )
9 3 9 3

ke(1) = 0.—%ea1.0.0.%ea1.0.0.0.0}.

—geil.o.geil.geil.O.ﬂeil.0.0.0 )
3 3 3 3

[0.0.0.0.0.0.0.0.0].
[0.0.0.0.0.0.0.0.0].
[0.0.0.0.0.0.0.0.0]

[0.0.0.0.0.0.0.0.0].

[0.0.0.0.0.0.0.0.0].

[0.0.0.0.0.0.0.0.0].
[0.0.0.a1.0.0-ea1.0.0].
ke(2):=|[0.0.0.0.12ei1.6ei1.0—12.eil.6eil].
[0.0.0.0.6ei1.4ei1.0 - 6eil.2eil].
[0.0.0—eal.0.0.a1.0.0].
[0.0.0.0.—12ei1. - 6ei1.0.12eil. - 6eil].
[0.0.0.0.6¢i1.26i1.0 - 6eil.4eil|
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--Matrice de rigidité globale du portique (par la technique d’assemblage)

kg :— [[0.4444444444 ¢i] O.
—0.6666666667 eil —0.4444444444 eil.
0.0.0.0.0.]

[0..0.3333333333 ¢a/.0.0.
—0.3333333333 ¢a/0.0.0.0.]

[ —0.6666666667 €il. 0.

1.333333333 €il 0.6666666667 ¢il 0.
0.6666666667 ei/.0.0.0.]

[ —0.4444444444 eil O.

0.6666666667 eil 0.4444444444 eil

+ eal 0.0.6666666667 e¢il —1. eal 0.0.
].

[0. —0.3333333333 €al 0.0.
0.3333333333 eal + 12. eil 6. €il 0.
—-12. eil 6. eil]

[ —0.6666666667 €il O..

0.6666666667 il 0.6666666667 eil

6. €i/.5.333333333 ¢i/.0.. -6. il 2. eil ]
[0.0.0. -1. eal 0.0.eal 0.0.]
[0.0.0.0. —12. eil —6. il 0.12. eil.
-6. ¢eil]

[0.0.0.0.6.¢€il2. ¢€¢il0. -6.¢€il 4. eil]]
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Matrice de rigidité inverse

L H 2.250000023 107 1.125000019 107!  9.000000114 10°®
ki .= - , -0, - - , - 0.,
eil eil eil
4.500000054 10°  9.00000011410°  4.500000054 10 4.50000005410‘8}
- eil ’ eil o eil o eil ’
3.000000032 107 3.000000032 10°® 3.00000003210°® ]
-0, . -0.,0, .0.. -0, . -0.],
| eal eal eal
| 2.562890702107° = 7.50000007910” _ 2.25000002310°°
i eil T eil ’ eil T
7.500000067 10°  2.250000023 10 7.500000067 10 7.50000006710'9}
eil ’ eil ’ eil ’ eil ’
2.25000001410°  2.25000003510°° 9.000000149 . 4.500000067
| eil T eil ’ eil o eil ’
9.000000149  4.500000067  4.500000067
eil ’ eil ’ eil ’
[0., 3.000000026 10 8,0_’ _o 3:000000026 3_000000026’0_],
eal eal eal
[_0. 0 7.50000007910°  4.500000021 o, 3:000000007 _ 4.500000021
T eil ’ eil r eil ’ eil ’
3.000000007 3.000000007]
eil ’ eil ’
[2.25000001410'8 0. _.2:25000003510° 9.000000149  _ 4.500000067
eil T eil ’ eil T eil ’
8.542969008 102* (1.170553234 10% il + 1.05349792810** eal)  4.500000067
eil eal ’ eil ’
_ 4.500000067 ]
eil ’
[_0 3.000000026 10 7.50000007910°  4.500000021 3.000000026
- eal ’ eil ’ eil ’ eal ’
3.000000007  4.500000021
eil ’ eil ’
8.542969008 1024 (3.901844111 1073 eal 4+ 3.511659732103 ¢il)  3.500000005
eil eal ’ eil ’
|o. o 7.50000007910°  4.500000021 0. 3:000000007 _ 4.500000021
T eil ’ eil T eil ’ eil ’

3.500000005  4.000000003 ”
eil ’ eil
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Résolution du systéme kg .g=f (détermination des déplacements inconnus)

610" 6.00000006410™  7.5000001010” 1510 6000000052
eil eql ’ eil el e
1499999993 8.542969008 107 (1.17035323410% eil + 1053497928 10 ea
eil eil eal
~ 9.000000134 4500000021
el il

. 10859380 107 (3.901844111107 eal +3.511659732107 eil) 2499999989
eil eal )|

=

Affichage des résultats

Déplacements des nceuds

noeud(1), 0, 0, 0

1.510°  6.000000052
eil ~ eal

noeud(2),

’

1.499999993
eil

1.000000000  1.510°

noeud(3), oa] + il
2.166666643 6.000000053
: + .
eil eal
2.499999989
eil
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Efforts normaux dans les éléments

N (1) :=2.000000017
N(2) := 1.000000000

Moments de flexion a gauche et a droite de I’élément

Mg Md

Elément1], 1.000000005, -2.000000001

Elément2
-8 .
o, - 107 el 99999991,
eal
(1100 8107
: eal eil

D’apreés les résultats obtenus pour cet exemple par les solutions analytique et numérique. On observe
bien que la qualité des résultats sont satisfaisants ce qui implique que notre modéle numérique est
valide.

111.6) Exemples de traitement

Dans cet exemple nous voulons appliquer la méthode des éléments finis au traitement des cas
des portiques possédant des traverses droites ou inclinées sous charges verticale ou
horizontale. A cet effet, nous proposons des schémas statiques pour certains portiques
comme il est montré en figures ci-dessous afin d’examiner ’effet d’orientation des traverses
sur le comportement de ces portiques.

I1l. 6. 1) Entreé des données

- Nombre des éléments NE et des nocuds NN
Type let2

- sous charge concentrée horizontalement NE=4; NN=5
- sous charge repartie verticalement NE=20; NN=21

- sous charge repartiehorizontalement NE= 19 ; NN=20
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- Chargement f:
Type let?2

- sous charge concentrée horizontalement

f(4)=P etf(i)=0 pouri=1...15eti£4

- Sous charge repartie verticalement

f(5)= f(29)= 0,5 q ; f(i)= q pour i= 8 ,11, 14, 17, 20, 23, 26 ; f(j)=0 pour j# i et j=1... 42
- Sous charge repartie horizontalement

f(1)= f(31)= 0,25 Q ; f(i)=0.5Qpour i= 4 ,7, 10, 13, 16, 19, 22,25,28 : f{j)=0 pour j# |

etj=1... 42

conditions d’appuis :

Type let?2

nfix=6

- sous charge concentrée horizontalement — mfix=[1 2,3, 13, 14, 15]

- sous charge repartie verticalement mfix=[1,2,3,61, 62, 63]

- sous charge repartie horizontalement mfix=[1,2,3,58 , 59,60]

En ce qui suit, nous présentons les schémas statiques ainsi leurs discrétisations.

Type 01 : portique a traverses droites

® ®

oe]
(@]
O

A E
— 18m —
v o7

»
>

Figure 111-06 : portique a traverses droites soumis a une charge concentrée horizontalement
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5m @

j 18m

a
« >

Figure 111-07 : portique a traverses droites soumis a une charge répartie verticalement

©
®

l 5m

v

A 4 > E

>

Figure 111-08 : portique a traverses droites soumis a une charge répartie horizontalement
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Type 02 : portiques a traverses inclinées

® ©,

0 ®

A E

).///-/ /#///
Figure 111.09 : portique a traverses inclinées soumis a une charge concentrée horizontalement

q

A

- —

Figure 111.10 :: portique a traverses inclinées soumis a une charge répartie verticalement
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C

©

B D
Q ]
—_%.
__%.

]
] A E

» =

Figure 111.11 : : portique a traverses inclinéessoumis a une charge répartie horizontalement
I11.7) Présentation des résultats

En exécutant le programme de calcul déja validé précédemment nous avons exploite les
résultats de ces cas de chargement comme ils sont illustrés aux tableaux (111.01), (111.02),
(111.03) , (111.04), (111.05)et (111.06). Lors de I’entrée des données des caractéristiques
géométriques nous avons introduit les rigidités de flexion EI et de compression ou traction
EA par unité.

Les portiques sous charge concentrée horizontalement sont discrétises en quatre éléments par
contre pour le cas de la charge répartie verticalement et horizontalement on subdivise plus sur
les traverses (application de la charge répartie verticale) et sur les poteaux (application de la
charge répartie horizontale) respectivement. Ainsi les résultats exploités sont représentés aux
niveau des joints A, B, C, D etE des portiques.
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II1.7. a) Cas d’une charge concentrée horizontalement

Tableau 111.0 1: Déplacements aux nceuds des portiques type01 ettype 02

TYPE 01 TYPE 02

Points U.(ELEA)YP [V.(ELEA)P [O.(E)/P |U.(ELEA)P |V.(ELEA)/P |O.(EI)/P
A 0 0 0 0 0 0
B 14.617 0.430 -3.288 14.442 0.426 -2.913
C 11.142 -4.118 1.115 11.505 1.452 1.128
D 7.667 -0.430 -1.458 8.029 -0.426 -1.908
E 0 0 0 0 0 0

Tableau I11.0 2:Efforts internes dans les éléments des portiques type 01 et type 02

TYPE 01 TYPE 02

Eléments N/P Mg/P Md/P N/P Mg/P Md/P
1 0.086 2.192 -0.876 0 2.3 -1.135
2 -0.386 -0.816 -0.101 0.286 -1.135 0.258
3 -0.386 -0.101 0.673 -0.323 0.258 0.4
4 -0.086 0.673 -1.256 -0.085 0.4 -1.163
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I11.7.b) cas d’une charge répartie verticalement

Figure 111.12 : discrétisation de la charge répartie g.

Tableau 111.0 3: Déplacements aux nceuds des portiques type 01 et type 02

TYPE 01 TYPE 02
Points | U.(ELEA)P |V.(ELEA)/P |O.(EN/P |U.(ELEA)P |V.(ELEA/P |O.(EN/P
A 0 0 0 0 0 0
B 6.101 45 21.7 -49.274 45 42522
C 0 356.448 0 0 509.725 0
D -6.101 45 217 49.274 45 -42.522
E 0 0 0 0 0 0
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Tableau 111.0 4: Efforts internes dans les éléments des portiques type 01 et type 02

TYPE 01 TYPE 02

Eléments N/q Mg/q Md/q N/q Mg/q Md/q
1 9 10.144 -18.824 0 5.182 -22.191
2 7.484 -18.824 -11.599 5.474 -22.191 -13.691
10 5.750 10.978 10.0877 5.474 17.808 18.308
11 5.750 10.0877 10.978 5.474 18.308 17.808
19 7.484 -11.599 -18.824 5.474 -13.691 -22.191

9 -18.824 10.144 9 -22.191 5.182
20

I1.7.c) cas d’une charge répartie horizontalement

025 T~
0.5Q —>
05 @ ——>

0.5Q —
0.5Q —

0sQq  ——>
05  ——>
osQ T~
osq  ——>

0.5Q —
0.25 ——>

Figure 111.13 : discrétisation de la charge répartie Q
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Tableau 111.0 5:Déplacements aux nceuds des portiques type 01 et type 02

TYPE 01 TYPE 02
Points | U.(E.EA)/Q | V.(ELEA)/IQ [©.(EI)/Q | U.(EL.EA)/Q | V.(ELEA)/Q [ ©.(EN/Q
A 0 0 0 0 0 0
B 29.82 -0.722 -4.638 | 57.377 2.063 -10.154
C 23.011 -2.955 1.870 52.929 7.796 4532
D 16.198 -0.722 3325 | 36.655 -2.063 -8.679
E 0 0 0 0 0 0

Tableau 111.0 6: Efforts internes dans les élements des portiques type 01 et type 02

TYPE 01 TYPE 02

Eléments N/Q Mg/Q Md/Q N/Q Mg/Q Md/Q
1 0.144 7.466 5.344 0.412 11.872 9.090
10 0.144 -1.626 -1.373 0.412 -3.166 -3.573

-0.757 -1.373 -1.048 0.396 -3.573 -2.801
11

--0.757 -0.398 -0.0729 -1.068 -0.509 1.012
14

-0.757 -0.0729 0.252 -1.491 1.012 1.222
15

-0.757 0.902 1.227 -1.491 1.643 1.853
18

-0.144 1.227 -2.557 -0.412 1.853 -5.325
19
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Suite a ces résultats illustrés aux tableaux précédant nous avons 1I’intérét de savoir les
paramétres de résistance qui sert a dimensionner les poteaux ainsi que les traverses. On
remarque dans le cas de la charge horizontale le déplacement horizontal pour le type 2 est
inférieur & celui du type 1 au point d’application de la charge P de méme le déplacement
vertical est maximal au sommet des traverses. Concernant les efforts internes sont importants
aux niveaux des traverses.

Dans le cas de la charge répartie verticalement le déplacement vertical pour le type 2 est
supérieur a celui du type 1. Le maximum des efforts normaux se situent au niveau des
poteaux par contre pour les moments au sommet des traverses.

Dans le dernier cas de la charge répartie horizontalement le déplacement vertical pour le type
2 est supérieur a celui du type 1. Le maximum des efforts normaux se situent au niveau des
traversespar contre pour les moments a la base du poteau chargé.

111.8) Conclusion

Dans ce chapitre nous avons déeveloppé la formulation en éléments finis pour des éléments de
barre a deux nceuds possédant des orientations quelconques dans le plan de la
structuretravaillant en sollicitation de flexion composée .par la suite notre modelenumérique
fait appel a des codes de calculs qui sont utilisés dans la partie de comparaison et traitement.

Aprés avoir exécute le programme de calcul, les résultats obtenus donne lieu que ce modele
est validé. Pour avoir une bonne extension du programme nous avons proposé deux types des
portiques sous 1’action des charges extéerieuresdifférentes comme il est monté dans la partie de
traitement afin d’analyser la réponse statique ainsi que la préparation des paramétres de
dimensionnement des éléments de ce type du systeme.
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Conclusion générale

Au cours de ce travail, une méthode numérique de calcul de structures utilisant une approche

par éléments finis a été réalisée.

Cela nous a permis de comprendre les techniques de programmation de la méthode, et donc
d'exploiter les résultats obtenus et de les comparer avec les méthodes analytiques pour

calculer les structures existantes et celles de la résistance des matériaux.

Le modéle numérique implémenté sur le programme de calcul a montré que les résultats
obtenus sont satisfaisants. De cela on peut dire que cette satisfaction est due de bien savoir
introduire convenablement les données du probléme ainsi que le choix du maillage du

systéme.

L’orientation des traverses du portique influe directement sur la réponse statique sous

différentes charges comme il montré en dernier chapitre.

Enfin, nous recommandons les futurs masters d’appliquer cette approche au traitement des

portiques avec joints semi rigides ou a toitures multiples
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