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Introduction Générale : 

La physique de la matière condensée et la science des matériaux jouent un rôle de plus  en 

plus important dans les applications technologiques, et ce rôle ne fera que progresser dans 

beaucoup de domaines. 

Les calculs de structures électroniques effectués par les physiciens du solide ont d’abord 

constitué un outil très efficace de compréhension des relations existant entre structures 

cristallographiques et propriétés physico-chimiques [1], ils mises au point au cours des 

dernières  décennies sont nombreuses [2], et en particulier, les méthodes ab-initio qui sont 

devenues aujourd’hui un outil incontournable dans le calcul des propriétés structurales, 

électroniques et élastiques des systèmes les plus complexes ainsi leur propriétés physique.[3] 

Nous avons utilisés la méthode de calcul à savoir la méthode linéaire des orbitales muffin-tin 

(FP-LMTO), elle est basés sur le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de densité 

(DFT) et ses deux approximations de l’énergie d’échange et de corrélation : l’approximation 

de la densité locale (LDA) et l’approximation de la densité locale(LSDA). [4] 

L’utilisation de cette méthode nous permet de déterminer les propriétés structurales 

(paramètres de maille, module de compressibilité et sa dérivé), électronique(structure de 

bandes ),élastique (constantes élastiques) et thermodynamique (capacité calorifique, dilatation 

thermique et température de Debye ) de matériau LuHf, et de vérifier l’efficacité et la 

précision des méthodes employées en comparant nos résultats aux donnée expérimentales et 

théoriques disponibles dans la littérature.    

La présent mémoire est organisé comme suit : 

 Le premier chapitre concerne l’étude bibliographique des propriétés physique de 

composés LuHf et leurs applications.  

 Le deuxième chapitre, nous rappelons le principe de la densité fonctionnelle da la 

théorie (DFT)[5] qui regarde la densité électronique comme variable fondamentale et toutes 

les propriétés physiques, notamment l’énergie totale du système d’électrons, peuvent  être 

exprimés comme une fonction de celle-ci . Cette densité peut être obtenue par la résolution de 

l’équation de Kohn et Sham [6], pour un système d’équation de Schrödinger mono 

électroniques par des approximations dite LDA [7] ou LSDA . 
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 Le chapitre trois présentes les propriétés élastiques, électronique, structurale et 

thermodynamique. 

Dans la première partie nous présentes les formules relatives aux constantes élastiques de tous 

les groupes ponctuels ainsi que les modules de rigidité. 

Enfin, une conclusion résumera l’ensemble de ce que les calculs de premiers principes, 

lorsqu’ils sont couplé aux résultats expérimentaux et analysés, auront  apporté  à la 

connaissance des divers matériaux étudiés.             
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Introduction : 

          Les terres rares sont un groupe de métaux aux propriétés voisines comprenant le 

scandium21Sc, l’yttrium39Y, et les quinze lanthanides. Ces métaux sont, contrairement à ce 

que suggère leur appellation, assez répandus dans l’écorce terrestre, à l’égal de certains 

métaux usuels. L’abondance du cérium est d’environ 48ppm [1], par contre celle du thulium 

et du lutécium n’est que de 0.5 ppm. Sous forme élémentaire, les terres rares ont un aspect 

métallique et sont assez tendres, malléables et ductiles.  

 

Figure 1 : Les terres rares [2]. 

I. Le lutétium : 

I.1.Définition : 

           Le lutécium est un élément chimique de symbole Lu et de numéro atomique 71. C’est 

le dernier élément de la série des  lanthanides et il est compté parmi les terres rares. Le 

lutécium est un métal gris argenté, mou et ductile. Ses applications sont limitées en raison de 

sa rareté et de son prix élevé. La production de cet élément demande en effet de le séparer des 

autres terres rares avec les quelles il est toujours présent [3].       



Chapitre I                                               Généralité sur le composé Lu Hf 
 

 
6 

                                                                                         

 

Figure 2 : Lutécium sublimé dendritiques et cube de  1 cm3 [3]. 

 

I.2. Découverte : 

           Le lutécium a été découvert presque simultanément et indépendamment par trois 

chimistes en 1907. C’est l’avant-dernier des lanthanides à avoir été décrit, car seul le 

prométhium, radioactif et instable, était encore inconnu. Le Français Georges Urbain, 

l’Autrichien Carl Auer von welsbach et l’Américain Charles James (en) étudiaient tous trois 

l’ytterbine découverte en 1878 par Jean Charles Galissard de Marignac et supposée composée 

d’oxyde d’ytterbium pur [4]. 

Le 4 novembre 1907, Urbain présente à l’Académie des Sciences de Paris que ses recherches 

montrent que l’ytterbine de Marignac est en réalité constituée de deux éléments distincts. Il 

propose de les nommer néo-ytterbium, « afin d’éviter les confusions avec l’ancien élément de 

Marignac », et lutécium, « dérivé de l’ancien nom de paris » [4] Un peu plus tard, le 

19décembre 1907, von Welsbach annonce que ses travaux menés de puis 1905 de 

cristallisation fractionnée des sels d’ytterbium    montrent des spectres prouvant l’existence de 

deux élément distincts. Il recommande les noms cassiopeium (Cp, d’après la constellation 

Cassiopée, correspondant au lutécium) et aldebaranium (De, d’après l’étoile Aldébaran, en 

remplacement de l’ytterbium) [5]. Parallèlement, à l’Université du New Hampshire, Charles 

James avait pu isoler des quantités importantes du compagnon de l’ytterbium durant l’été 

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Lutetium_sublimed_dendritic_and_1cm3_cube.jpg?uselang=fr
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1907, Apprenant l’annonce, parmi les trois scientifiques, il était probablement celui dont les 

recherches étaient les plus avancées [6]. 

Durant les années qui suivirent, Urbain et von Welsbach se disputèrent la paternité de la 

découverte dans un conflit exacerbé par les tentions politiques entre la France et l’Autriche-

Hongrie. En 1909, la commission Internationale des Poids atomiques donna finalement la 

préséance au lutécium de Georges Urbain (ré orthographié lutétium), tout en conservant le 

nom ytterbium pour le second élément. Jusqu’aux années 1950, de nombreux chimistes de 

langue allemande continuèrent néanmoins à user du terme cassiopeium [6]. 

I.3.Caractéristiques : 

I.3.1. Propriétés physiques : 

Le phénomène de contraction des lanthanides fait  du lutécium l’élément le plus petit de 

la série (rayon atomique de 175 pm), alors qu’il possède le numéro atomique le plus haut, En 

conséquence, il montre également la densité(9.84 g/cm3),le point de fusion (1663°C) et le 

élevés de tous les lanthanides[7]. 

 

Figure 3 : Structure cristalline du lutécium a=351,6 pm, c=557,3 pm [8]. 

Les propriétés physiques et structurelles du lutécium montrent de nombreuses similarités avec 

les métaux de transition, en particulier avec la scandium et l’yttrium. En dépit de ces 

considérations , le lanthane a long temps été placé sous l’yttrium dans les tableaux 

périodiques en tant que premier élément du bloc  d ,alors que le lutécium était indiqué comme 

dernier élément du bloc f, Ceci est du en partie à des erreurs d’appréciation de la configuration 
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électronique de ces éléments, Des études spectroscopiques plus récentes ont montré que les 71 

électrons du lutécium sont arrangés selon la configuration [Xe] 4f14 5d1 6s2.Lorsqu’il entre 

dans une réaction chimique, l’atome perd les trois électrons des orbitales s et d ,ce qui est 

inhabituel car les réactions de la plupart des autres lanthanides impliquent les électrons de 

l’orbitale f. Il est donc à présent communément admis de commencer le bloc d avec le 

lutécium et nom plus le lanthane [9]. 

I.3.2.Propriétés chimiques et composés : 

Le lutécium réagit avec la plupart des non-métaux, en particulier à des températures 

élevées. Il réagit lentement avec l’oxygène dans des conditions normales et plus rapidement 

en présence d’humidité, et brule facilement à partir de 150°C pour former des oxydes. Le 

métal se dissout facilement dans les acides faibles pour former des solutions incolores 

contenant des ions trivalents.  

Les composés de lutécium contiennent toujours l’élément à l’état d’oxydation +3. Les 

solutions aqueuses de la plupart des sels de lutécium sont incolores et forment des solides 

cristallins blancs après dessiccation, à l’exception notable de l’iodure. Les sels solubles, tels 

que le nitrate, le sulfate ou l’acétate forment des hydrates lors de la cristallisation. L’oxyde, 

l’hydroxyde, le fluorure, le carbonate, le phosphate et l’oxalate sont insolubles dans l’eau[10]. 

I.3.3 propriétés atomique : 

 Symbole : Lu 

 Numéro atomique : 71. 

 Électrons par niveau d’énergie : 2, 8, 18, 32. 

 Masse atomique : 174,967 uma. 

 Point de fusion : 1.663 °C. 

 Point d’ébullition : 3.402 °C 

I.4.Isotopes : 

Le lutécium est présent sur terre sous forme de deux isotopes : 175Lu et 176Lu.  

 Le premier est réputé stable et constitue 97.4% de l’abondance naturelle de l’élément.  

 Le second est un radionucléide primordial dont la demi-vie excède l’âge de l’univers  

3.78×1010 ans, 32 radio-isotopes synthétiques ont été caractérisés. 
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I.5.Abondance naturelle et production : 

 Le lutécium est, avec le thulium, le plus rare des lanthanides. Présent à hauteur de 0.5 

ppm dans la croute terrestre, il est néanmoins bien plus courant que certains métaux comme 

l’argent, le mercure ou le bismuth[11], On trouve le lutécium avec la plupart des autres terres 

rares, mais jamais pur, et il st d’ailleurs difficile à séparer des autre éléments. Le principal 

minerai commercial du lutécium est la monazite, de formule grossière (Ce, La, Th) PO4, qui 

contient 0.003% de lutécium. Les mines principales se trouvent en République populaire de 

Chine, aux États-Unis, au Brésil, en Inde, au Sri Lanka et en Australie. La production 

mondiale de lutécium est de l’ordre de 10 tonnes. Le lutécium pur n’a été isolé que 

récemment et reste très difficile à obtenir : c’est l’une des terres rares les plus chères. 

I.6.Utilisations : 

Elles sont très limitées, notamment du fait de son prix par rapport à d’autres lanthanides 

.Le lutécium peut être utilisé comme catalyseur lors du craquage, de l’hydrogénation et de la 

polymérisation. 

L’isotope 177Lu de période 6,7 jours est obtenu par activation neutronique de 176Lu. C’est un 

émetteur de rayonnement 𝛽− utilisé en médecine nucléaire pour le traitement de certaines 

tumeurs neuroendocrines. Il est produit à l’institut Laue-Langevin pour une société privée 

[12]. 
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II. Le Hafnium : 

II.1. Introduction :  

Un métal de transition, ou élément de transition, est, selon la définition de l’IUPAC, « 

un élément chimique dont les atomes ont une sous-couche électronique d incomplète, ou qui 

peuvent former des cations dont la sous-couche électronique d est incomplète » .Cette 

définition correspond à des éléments partageant un ensemble de propriétés communes 

lorsqu’ils sont finement divisés [14]. 

Les métaux de transition se caractérisent par la présence des états « d ». Ils se décomposent en 

trois séries 3d, 4 d, 5d. 

 Série 1 : Sc. Ti. V. Cr. Mn. Fe. Co. Ni .Cu. Zn. 

 Série2 : Y. Zr. Nb. Mo. Tc. Ru. RH. Pd. AG. Cd. 

 Série 3 : Lu. Hf .Ta .W .Re .OS .Ir .Pt .Au .Hg. 

II.2.Définition :  

Le hafnium est l’élément chimique de numéro atomique 72, de symbole Hf, le hafnium 

ressemble chimiquement au zirconium, et on le trouve dans tous les minerais de zirconium, le 

corps simple hafnium est un métal de transition tétravalent d’un aspect gris argenté.  

On l’utilise dans les alliages de tungstène pour la confection de filaments et d’électrodes, et 

comme absorbeur de neutrons dans les barres (ou croix) de contrôle de la réactivité nucléaire. 

L’abondance du hafnium dans la croûte terrestre est de 5,8 ppm. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4 : Barre de hafnium cristallisée [15]. 
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II.3.Historique : 

Le  hafnium, d’après le toponyme  Hafnia, non latin de Copenhague, a été découvert par 

Dirk Coster et George von Hevesy en 1923 à Copenhague, Danemark .peu après on prévit que 

le nouvel élément devait être  associé au zirconium en utilisant la théorie de Bohr. Il fut 

finalement découvert dans du zirconium par spectroscopie aux rayons en Norvège. 

II.4.Caractéristiques notables : 

Le hafnium résiste à la corrosion dans l’air et dans l’eau du fait de la formation d’un 

film d’oxyde, bien que l’hafnium en poudre se consume  dans l’air. Il n’est pas affecté par les 

alcalins ou les acides, à l’exception de l’acide fluorhydrique, comme le titane et le zirconium, 

les deux autres éléments stables du groupe IVB de la classification périodique, il présente 

cristallines allotropiques : hexagonale compacte à température ambiante (phase α), et cubique 

centrée  à haute température (phase β), leur température de transition se situe aux alentours de 

1750°C. 

Comme la plupart des métaux rares, le hafnium est une ressource non renouvelable, la quasi-

totalité de la ressource vient de l’épuration du zirconium. 

II.4.1. Caractéristiques physiques : 

 Rayon atomique : 0,167 nm 

 Rayon ionique : 0,081 nm 

 Coefficient de dilatation thermique entre 0 et 100°C=6,0× 10-6/K 

II.4.2.Caractéristiques mécaniques : 

 A 20°C : 

 Dureté Brinell= 1400 à 1600 MPa 

 Résistance à la traction =350 à 500 MPa 

 Limite  élastique à 0,2%=150 à500 MPa 

 Allongement = 30% à 40%  

 Module d’élasticité = 140 000 MPa 

 Résilience =6 à7 kg/cm2 

 

 A 320 °C : 
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 Résistance à la traction =280 MPa 

 Limite élastique à 0,2% =150 MPa 

 Allongement =45 % 

 Module d’élasticité = 100 000 MPa 

 Résilience =11 kg/cm2    

II.5.Isotopes : 

Le hafnium possède 36 isotopes connus , de nombre de masse variant entre 133 et 188, 

ainsi que 27 isomères nucléaires , Parmi ces isotope , cinq sont stables ,176Hf,177Hf,178Hf,179Hf 

et 180Hf et avec 174Hf ,un radio isotope à vie longue ( demi-vie de 2×  1015 années plus de 

100 000 fois l’âge de l’univers ), représentent la totalité du hafnium naturel , dans des 

proportions variant de 0,16% (174Hf) à35% (180Hf). Comme tous les éléments plus lourds que 

le zirconium, l’hafnium est théoriquement instable, et tous ses isotopes actuellement reconnus 

comme stables sont soupçonnés d’être faiblement radioactifs, se désintégrant par émission 𝛼  

en isotopes de l’ytterbium correspondants. On attribue au hafnium une masse atomique 

standard de 178,49 uma [2]. 

II.6.Utilisations : 

 Utilisation pour contrôler la recristallisation des filaments de tungstène des lampes à  

incandescence classique.  

 Dans les alliages dz fer, tantale, titane. 

 En microélectronique, le dioxyde de hafnium est utilisé comme diélectrique High-k en 

remplacement du dioxyde de silicium, notamment pour les grilles des transistors 

MOSFET. Il est par exemple usilté chez Intel depuis sa microarchitecture Coré [16-17] 

 Anode dans les torches de découpage des métaux au plasma 

 Métal utilisé par des métallos cènes destinés à la polymérisation des oléfines L’isomère 

178m2Hf serait susceptible de libérer son énergie d’excitation sous l’effet d’une 

stimulation extérieure aux rayons X, phénomène connu comme « émission gamma 

induite » dont la réalité physique demeure à ce jour encore largement débattue. 
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Figure 5 : Hafnium, soudé par faisceau d’électrons (à droite). [18]. 
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I. Théorie de la Fonctionnelle de la Densité : 

I.1. Introduction : 

La description quantique non-relativiste d'un système moléculaire ou cristallin est basée 

sur 1'équation de Schrödinger. Une introduction à ce formalisme débute nécessairement par la 

présentation de 1'équation de Schrödinger exacte ("équation à plusieurs corps") qui sera 

simplifiée ultérieurement par diverses approximations de manière à ce qu'elle puisse être 

résolue. Le traitement de ce "problème à plusieurs corps" en mécanique quantique consiste à 

rechercher les solutions de 1'équation de Schrödinger. Malheureusement, les électrons et les 

noyaux qui composent les matériaux constituent un système à plusieurs corps fortement 

interagissant et ceci rend la résolution de l’équation de Schrödinger extrêmement difficile. 

I.2. Equation de Schrödinger d’un cristal : 

Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : les ions 

(noyaux) lourds de charge positive et les électrons légers de charge négative. Le problème 

général est d’essayer de calculer toutes les propriétés de ces particules (ions + électrons) à 

partir des lois de la mécanique quantique, à l’aide de l’équation de Schrödinger: 

HΨ = EΨ………………………………………………………………………………...… (1.1) 

 

Tel que E est l’énergie de l’état fondamental du cristal décrit par la fonction d’onde  Ψ du 

cristal. H est l’Hamiltonien exact d’un cristal qui résulte de la présence des forces 

électrostatiques d’interaction : répulsion ou attraction suivant la charge des particules (ions, 

électrons). 

H𝑡𝑜𝑡 = 𝑇𝑒 + 𝑇𝑁 + 𝑉𝑒−𝑒 + 𝑉𝑁−𝑁 + 𝑉𝑒−𝑁…………………………………………..………. (1.2) 

Dans laquelle les termes  𝑇𝑒 , 𝑇𝑁 , 𝑉𝑒−𝑒 , 𝑉𝑁−𝑁 𝑒𝑡 𝑉𝑒−𝑁   correspondent respectivement : 

𝑇𝑒 = −
ħ2

2𝑚
∑ ∆𝑖𝑖  (Est l’énergie cinétique des électrons)………………………………..… (1.3) 

𝑇𝑁 = −
ħ2

2𝑀
∑ ∆𝑘𝑘  (Est l’énergie cinétique des noyaux) ………………………………..… (1.4) 

𝑉𝑒−𝑒 =
1

2
∑ Uij𝑖,𝑗≠𝑖 =

1

2
∑

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑟𝑖−r⃗⃗𝑗|𝑖,𝑗≠𝑖   (Intéraction répulsive (électron- électron)).….. (1.5) 

𝑉𝑁−𝑁 =
1

2
∑ Ukl𝑘,𝑙≠𝑘 =

1

2
∑

𝑒2ZkZl

4𝜋𝜀0|�⃗⃗�𝑘−R⃗⃗⃗𝑙|𝑘,𝑙≠𝑘    (Intéraction répulsive (noyaux-noyaux)… (1.6) 

Ve−N = ∑ Uik = − ∑
Zke2

4π휀0|�⃗⃗⃗�𝑘−r⃗𝑖|i,ki,k     (Intéraction attractive (noyaux- noyaux)…………. (1.7) 
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Avec : 

e = la charge de l’électron. 

m = la masse de l’électron. 

M = masse de noyau. 

ri, rj  définissent les positions des électrons (i) et (j ), respectivement. 

Rk, Rl définissent les positions des noyaux (k) et (l), respectivement. 

Zk, Zl : sont les nombres atomiques des noyaux (k) et (l), respectivement. 

 

L’équation de Schrödinger (1.1) contient 3(Z+1) N variables ; N étant le nombre d’atomes du 

cristal. Puisque on trouve dans 1cm3 d’un solide cristallin près de 5.1022 atomes,  en posant    

Z = 14, le nombre des variables sera égal à 2.1024 [01]. Il est plus évident qu’on ne va pas 

obtenir une solution générale à cette équation. Cela tient non seulement à des difficultés de 

calcul d’ordre technique, mais également à une impossibilité de le faire, car la mécanique 

quantique moderne ne dispose d’aucune méthode pour résoudre des problèmes concernant un 

grand nombre de particules. Pour trouver une solution de l’équation de Schrödinger d'un 

système de particules se trouvant en interaction, il est indispensable de réduire ce système à 

un système de particules indépendantes. Dans ce cas l’équation de Schrödinger peut être 

décomposée en un système d'équations, chaque équation ne décrivant que le mouvement 

d'une seule particule. Pour cela il faut faire des approximations. 

I. 3. L’approximation de Born – Oppenheimer : 

Du fait que les noyaux sont très lourds par rapport aux électrons, d’après Born et 

Oppenheimer [02], on peut négliger leurs mouvements par rapport à ceux des électrons et on 

ne prend en compte que ceux des électrons dans le réseau rigide périodique des potentiels 

nucléaires. On néglige ainsi l’énergie cinétique TN des noyaux, l’énergie potentielle noyaux -

noyaux VN-N devient une constante qu’on peut choisir comme la nouvelle origine des énergies. 

Htot = He + VN-N   ……………………………………………………………………………………………….………………..(1.8) 

tel que :  He = Te +VN-e +Ve-e………………………………………………………………(1.9) 

He est l’Hamiltonien électronique, donc on obtient une équation très simple par rapport à 

l’originale. Et le problème est réduit à la recherche des valeurs et des fonctions propres pour 

les électrons, autrement dit résoudre l’équation : 

HeΨ = EeΨ …………………………………………………………………………..……(1.10) 

Les fonctions propres ainsi obtenues conduisent directement à celles du système  

Ψsys(r, R) = χ(R) φ(r, R) …………………………………………………………….….(1.11) 
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Où  χ (R) est la fonction d’onde des noyaux et 𝜑(r, R) est la fonction d’onde des électrons avec 

les noyaux fixes dans la position R. La position des noyaux devient un paramètre et l’équation 

de Schrödinger est résolue pour un ensemble de positions fixes des noyaux. 

 L’énergie du système sera :  

Esys = Eel +VN-N ………………………………………………………………………….(1.12) 

La nouvelle équation (1.10) obtenue représente un problème à N corps dont la résolution 

rigoureuse ne peut pas être obtenue analytiquement sauf dans les cas très simples comme 

celui de l’atome d’hydrogène, pour le faire dans le cas le plus général, il faut introduire une 

autre approximation dite de Hartree-Fock.  

I. 4. L’approximation de Hartree-Fock : 

L’approximation de Hartree consiste à remplacer l’interaction de chaque électron de 

l’atome avec tous les autres par l’interaction avec un champ moyen crée par les noyaux et la 

totalité des autres électrons, c'est-à-dire que l’électron se déplace indépendamment dans un 

champ moyen crée par les autres électrons et noyaux [03]. Cela permet de remplacer le 

potentiel du type  
1

𝑟𝑖𝑗
 qui dépend des coordonnées de deux électrons par une expression 

définissant l’interaction électronique qui dépend des coordonnées de chaque électron isolé. 

Alors on peut écrire : 

H = ∑ Hii  ………………………………………………………………………………... (1.13) 

Avec : Hi = −
ħ2

2m
∆i + Ui(ri) + Vi(ri) ………………………………………………….. (1.14) 

Tel que :Ui(ri) = − ∑
Zke2

4πε0|ri−Rk
0|k  est l’énergie potentielle de l’électron (i) dans le champ de 

tous les noyaux (k). 

Rk
0  = est la position fixe des noyaux (k). 

Vi(ri) =
1

2
∑

e2

4πε0|ri−rj|j   est la champ effectif de Hartree. L’équation (1.14) s’écrit : 

Hi = −
ħ2

2m
∆i + V(r)……………………………………………………………….…….(1.15) 

 Où V(r) est le potentiel moyen du cristal possédant la périodicité du réseau, il contient le 

potentiel périodique dus aux ions et les effets dus aux interactions de l’électron avec tous les 

autres électrons.  

La fonction d’onde du système électronique à la forme d’un produit de fonction d’onde de 

chacun des électrons, et l’énergie de ce système électronique est égale à la somme des 

énergies de tous les électrons. 

Φe(r1, r2, r3, … … . rn) = Φ1(r1)Φ2(r2)Φ3(r3) … … . . Φn(rn) ………………………... (1.16) 
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E = Ee − E1 + E2 + E3 +……..+En…………………………………………………… (1.17) 

Avec : HiΦi = EiΦi  ………………………………………………………………….... (1.18) 

 HeΦe = EeΦe  …………………………………………………………………............ (1.19) 

 Le champ de Hartree permet de ramener l’équation multiple à un système d’équation d’un 

seul électron.  

[−
1

2

ħ2

m
∆i + Ui(ri) + Vi(ri)] Φi(𝑟) = 휀𝑖Φ𝑖(𝑟)……………………………………….… (1.20) 

 Mais tant que l’électron est un fermion donc la fonction d’onde totale doit être antisymétrique 

par rapport à l’échange de deux particules quelconques qui est négligé par Hartree. Pour 

corriger ce défaut, Fock [04], a proposé d’appliquer le principe d’exclusion de Pauli, donc la 

fonction d’onde électronique s’écrit sous la forme d’un déterminant de Slater [04] . 

 

𝛹𝑒 = 𝛹(r1, r2, r3, … … . . rn) =
1

√N!
|

Ψ1(r1)Ψ1(r2) … … … … … … … . Ψ1(rn)

Ψ2(r1)Ψ2(r2) … . … … … … … . . Ψ2(rn)

Ψn(r1)Ψn(r2) … … … … … … … Ψn(rn)
|…….. …(1.21) 

Ou
1

√N!
  est la constante de normalisation. 

 

Le système d’équations (1.20) se résout de manière auto cohérente dans la mesure où le 

potentiel dépend des fonctions d’onde. Cette approximation conduit à de bons résultats 

notamment en physique moléculaire, mais dans le cas des systèmes étendus comme les 

solides restes difficiles. 

I. 5. Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT) : 

En 1920, Thomas et fermi ont montré que l’énergie d’un gaz homogène d’électrons est 

fonction de sa densité électronique [05], [06]. L’idée de Hohenberg et Kohn en 1964 fut de 

généraliser cette approche à tout système électronique [01]. 

Le Formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional theory) est 

basé sur le théorème de Hohenberg et Kohn [01]. Ces derniers montrent que l’énergie totale E 

d’un système interagissant de spin non polarise dans un potentiel externe est une fonctionnelle 

unique de la densité d’électrons 𝜌(r). 

E=E (𝜌)…………………………………………………………………..……………… (1.22) 

EVext[ρ] = ⟨Ψ|H|Ψ⟩ 

               =⟨Ψ|T̂ + V̂ee + V̂ext|Ψ⟩ 

              =⟨Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ⟩ + ⟨Ψ|V̂ext|Ψ⟩ 
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EVext[ρ] = FHK[ρ] + ∫ ρ (r⃗)Vext(r⃗)dr⃗……………………………………………..……. (1.23) 

Et comme la valeur minimale de la fonctionnelle de l’énergie totale est l’énergie de l’état 

fondamental du système .Ils ont montré que la densité qui donne cette valeur minimale est la 

densité exacte de l’état fondamental d’une particule, et que les autres propriétés de l’état 

fondamental sont aussi fonctionnelles de cette densité. 

E[ρ0] = Min E[ρ]………………………………………………………………….... …(1.24) 

Reste à détermine 𝐹𝐻𝐾[𝜌].Formellement : 

 𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟)] = 𝑇[𝜌(𝑟)] + 𝑉𝑒𝑒[𝜌(𝑟)]……………………………………………………. (1.25) 

Ou : 𝑇[𝜌(𝑟)] est l’énergie cinétique du système électronique et 𝑉𝑒𝑒[𝜌(𝑟)] est le terme 

d’interactions électrons- électrons. Comme les expressions de T et de Vee n’étaient pas 

connues, Kohn et Sham [07] ont proposé les séparations suivantes : 

T[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + (T[ρ(r)] − Ts[ρ(r)]) 

                = Ts[ρ(r)] + Vc[ρ(r)]……………………………………………………….. (1.26) 

Ts[ρ(r)]  est l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons sans interaction. 

Vc[ρ(r)]  est l’énergie de corrélation qui est négligée dans l’approximation de Hartree- Fock. 

Vee[ρ(r)] = VH[ρ(r)] + (Vee[ρ(r)] − VH[ρ(r)]) 

                  = VH[ρ(r)] + Vx[ρ(r)]…………………………………………………….... (1.27) 

VH[ρ(r)]  est la composante de Hartree de l’énergie. 

Vx[ρ(r)]  est l’énergie de l’échange qui est négligée par Hartree. 

 Donc :FHK[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + Vc[ρ(r)] + VH[ρ(r)] + VX[ρ(r)] 

                                 = Ts[ρ(r)] + EH[ρ(r)] + EXC[ρ(r)]…………………………….… (1.28) 

Tel que : EXC[ρ(r)] = VX[ρ(r)] + Vc[ρ(r)]………………………….………………... (1.29) 

Ou on définit le terme d’échange et de corrélation  

 EXC[ρ(r)] = {Vee[ρ(r)] − EH[ρ(r)]} + {T[ρ(r)] − Ts[ρ(r)]} ……………………….. (1.30) 

 

 C’est un terme contenant les contributions d’échange et de corrélation à l’énergie, ainsi que la 

contribution provenant des interactions électroniques non prises en compte dans Ts et EH. 

On en déduit les équations de Kohn et Sham [07] qui permettent de résoudre le problème : 

(−
1

2
𝛻𝑖

2 + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟)) 𝛷𝑖(𝑟) = 휀𝑖𝛷𝑖(𝑟)………………………………………………… (1.31) 

Tel que : 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟) = 𝑉𝐻[ρ(r)] + 𝑉𝑋𝐶[ρ(r)] + 𝑉𝑒𝑥𝑡[ρ(r)]…………………………..… (1.32) 

Ou la densité électronique est donnée par la somme des orbitales occupées : 

ρ(r) = ∑ 𝛷i
∗(r)𝛷i(r)occup ……………………………………………………………. (1.33) 

Ou : 
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 Les 𝛷𝑖 sont les états d’une seule particule. 

 𝑉𝐻[𝜌(𝑟)] =
1

2
∫

𝑒2    𝜌(𝑟′)

4𝜋𝜀0|𝑟−𝑟′|
𝑑𝑟′(est le potentiel de Hartree des électrons)…..…. (1.34) 

 Vxc[ρ(r)] =
δExc[ρ(r)]

δρ(r)
  (est le potentiel d’échange et de corrélation)……….…. (1.35) 

 

 L’équation (1.31) peut être vue comme une équation de Schrödinger d’une seule particule où 

le potentiel externe a été remplacé par le potentiel effectif défini en (1.32). Les fonctions 

d’ondes alors obtenues n’ont pas de signification physique. Le problème de départ revient 

donc à la résolution de N équations de ce type. 

Jusqu’ici la DFT est une méthode exacte, mais pour que la DFT et les équations de Kohn et 

Sham deviennent utilisables dans la pratique, on a besoin de proposer une formulation de 

EXC[ρ(r)] et pour cela, on est obligé de passer par une approximation. 

I.6. L’Approximation de la Densité locale (LDA) : 

Pour approximer la fonctionnelle de la densité   EXC[ρ(r)] , Kohn et Sham proposaient dés 

1965  l’approximation de la densité locale (LDA) [08], qui traite un système inhomogène 

comme étant localement homogène, avec une énergie d’échange et de corrélation connue 

exactement : 

𝐸𝑥𝑐
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟)] = ∫ 𝜌(𝑟) 휀𝑥𝑐

ℎ𝑜𝑚[𝜌(𝑟)]𝑑𝑟3 …………………………………………………... (1.36) 

Ou 휀𝑥𝑐
ℎ𝑜𝑚[𝜌(𝑟)] est l’énergie d’échange et de corrélation par particule d’un gaz électronique 

uniforme de densité 𝜌 que l’on connaît sa forme. 

𝑉𝑥𝑐
𝐿𝐷𝐴(𝑟) =

𝜕𝐸𝑥𝑐
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟)]

𝜕𝜌(𝑟)
= 휀𝑥𝑐

ℎ𝑜𝑚[𝜌(𝑟)] + 𝜌(𝑟)
𝜕𝜀𝑥𝑐

ℎ𝑜𝑚[𝜌(𝑟)]

𝜕𝜌(𝑟)
……………………………...... (1.37) 

Dans le cas des matériaux magnétiques, le spin électronique fournit un degré de liberté 

supplémentaire et la LDA doit alors être étendue à l’Approximation de la Densité de Spin 

Locale (LSDA : Local Spin Density Approximation) où l’énergie d’échange et de corrélation 

Exc devient une fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas : 

 

Exc
LDA[ρ ↓. ρ ↑] = ∫ ρ(r)εxc[ρ ↑ (r). ρ ↓ (r)]dr3 ……………………………………….. (1.38) 
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I.7. L’Approximation du Gradient Généralisé (GGA) : 

Malgré la simplicité de la LDA, elle a donné des résultats fiables dans plusieurs cas, mais ils y 

avaient des cas où elle était en contradiction avec l’expérience. Pour cette raison le gradient de 

la densité d’électron a été introduit conduisant à l’approximation du gradient généralisé GGA 

ou l’énergie Exc est en fonction de la densité d’électron et de son gradient : 

Exc
GGA[ρ(r)] = ∫ ρ(r)εxc

hom[ρ(r), ∇ρ(r)]dr3……………………………………………… (1.39) 

La GGA est donnée par différentes paramétrisations, parmi elles celles de Perdew et ces 

collaborateurs [09,10]. 

I.8. Solution de l’équation de Kohn et Sham : 

Après la détermination du terme d’échange et de corrélation, il nous reste maintenant de 

résoudre l’équation de Kohn et Sham : 

𝐻𝑠𝑝𝛷𝑖(𝑟) = 휀𝑖𝛷𝑖(𝑟) …………………………………………………………..………… (1.40) 

Tel que :𝐻𝑠𝑝 = (−
ħ2

2𝑚
 ∇i

2 +
e2

4πε0
∫

ρ(r′)

|r−r′|
dr′ + Vxc + Vext)est l’Hamiltonien de Kohn et Sham 

pour une seul particule (single particule). 

(−
ħ2

2m
 ∇i

2 +
e2

4πε0
∫

ρ(r′)

|r−r′|
dr′ + Vxc + Vext) Φi(r) = εiΦi(r)……………………….……. (1.41) 

Les méthodes basées sur la DFT sont classées suivant les représentations qui sont utilisées 

pour la densité, le potentiel et les orbitales de Kohn et Sham. Plusieurs choix de la 

représentation sont faits pour minimiser le coût de calcul en termes de temps en maintenant 

suffisamment la précision. La vitesse du processeur (CPU) joue un rôle dans le calcul scf, si 

elle est minimale le temps sera plus important. Dans le cas inverse, le temps se réduira. 

Dans ce mémoire on a choisi un type de représentation, celui de (FP-(L) APW+lo) (full 

Potential –(Linearized) Augmented Plane Wave plus local orbitals) qu’on va voir en détail 

dans le chapitre qui suit. 

Dans la méthode (FP-(L) APW+lo) les orbitales de Kohn et Sham peuvent être écrits sous la 

forme : 

Φi(r) = ∑ CiaΦa(r) …………………………………………………………………..… (1.42) 

Ou Φa(r) sont les fonctions de base et les Cia sont les coefficients de l’expansion (ou de 

développement). 

 La solution de l’équation de Kohn et Sham est obtenue pour les coefficients Cia pour les 

orbitales occupées qui minimisent l’énergie totale. 

La résolution de l’équation de Kohn et Sham pour les points de symétrie dans la première 

zone de Brillouin permet de simplifier les calculs. Donc la résolution se fait d’une manière 
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itérative en utilisant un cycle d’itérations auto- cohérent illustré par le schéma de la figure 

(1.1) [11].On commence par injecter la densité de charge initiale 𝜌0 pour diagonaliser 

l’équation séculaire :  

(𝐻 − 휀𝑖𝑆) = 0………………………………………………………………………..… (1.43) 

(Tel que H représente la matrice Hamiltonien et S la matrice de recouvrement). Ensuite, la 

nouvelle densité de charge 𝜌𝑜𝑢𝑡 est construite avec les vecteurs propres de l’équation séculaire 

en utilisant la densité de charge totale qui peut être obtenue par une sommation sur toutes les 

orbitales occupées (1.42). 

Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités de charge  𝜌𝑖𝑛  et𝜌𝑜𝑢𝑡  de la 

manière suivante : 

𝜌𝑖𝑛
𝑖+1 = (1 − 𝛼)𝜌𝑖𝑛

𝑖 + 𝛼𝜌𝑜𝑢𝑡
𝑖 ………………………………………………………………(1.44) 

Ou l’indice  i  représente le nombre de l’itération (i) et le paramètre de mélange (mixage). La 

procédure des itérations est poursuivie jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. 
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Figure 6 : Schéma des calculs self consistant de la Théorie Fonctionnelle de la Densité. 
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 II. La méthode FP-LMTO : 

II.1 Introduction :  

Il existe plusieurs méthodes de calcul pour déterminer les propriétés de solides classées en 

trois catégories selon les données utilisées (des résultats expérimentaux ou des données 

fondamentales)  

 Les méthodes empiriques présentent des résultats expérimentaux.  

 Les méthodes semi-empiriques sont des techniques qui résolvent l'équation de Schrödinger 

pour les systèmes à plusieurs électrons dans lesquelles les calculs nécessitent des résultats 

purement expérimentaux et des données fondamentales c.-à-d. les méthodes semi-empiriques 

utilisent des données ajustées sur des résultats expérimentaux afin de simplifier les calculs.  

 Les méthodes ab-initio pour lesquelles les calculs nécessitent seulement des données 

fondamentales.  

 

Ces dernières années, plusieurs chercheurs ont développés des méthodes basées sur des concepts 

purement théoriques connus sous le nom « les méthodes de premier principes ».  

Il existe plusieurs méthodes de calcul des propriétés des solides et leur point commun est la 

résolution de l’équation de Kohn et Sham de façon auto cohérente. Cette dernière est l’origine de 

plusieurs méthodes numériques, parmi ces méthodes qui sont utilisées dans le calcul ab-initio, la 

méthode des ondes planes augmentées linéarités à potentiel total (FP-LAPW : Full Potentiel 

Linearized Augmented Plane Wave) et la méthode des orbitales muffin-tin linéarisées à potentiel 

total (FP-LMTO : Full Potential Linearized Muffin Tins Orbitals) qui permettent de gagner 

plusieurs ordres de grandeur dans le temps de calcul. 

II.2. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées à potentiel total 

(FP-LAPW) : 

La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (LAPW : Linearized Augmented Plane 

Wave), développée par Andersen [12], est fondamentalement une amélioration de la méthode dite 

des ondes planes augmentées (APW : Augmented Plane Wave) élaborée par Slater [13 ,14] (cette 

méthode est détaillée encore plus dans le livre de Loucks [15]). 
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II.3. La méthode des orbitales muffin-tin linéarisées à potentiel total (FP-

LMTO) : 

Dans la FP-LMTO, la maille élémentaire est divisée en deux régions : la région des 

sphères non chevauchant environnant les sites atomiques (sphères MT) et la région 

interstitielle entre les sphères où l’idée est que la densité de charge et le potentiel sont 

représentés sans aucune d'approximation de forme.  

Les fonctions de bases, la densité électronique et le potentiel sont développés en termes des 

ondes sphériques à l’intérieur des sphères MT et en séries de Fourier dans la région 

interstitielle [16].  

La densité de charge et le potentiel sont varie rapidement à l'intérieur des sphères MT, par 

contre dans les régions interstitielles sont varie lentement.  

II.3.1. Le principe de la méthode FP-LMTO : 

La densité de charge et le potentiel effectif sont augmentés par des harmoniques sphériques 

à 1'intérieur des sphères, ils sont développés d’une manière qui ne requiert pas une symétrie [17] 

𝜌𝑇(𝑟) = ∑ 𝜌𝑇(ℎ; 𝑟𝑇)𝐷ℎ𝑟𝑇ℎ ……………………………………………………………….……(2.1) 

𝑉𝑇(𝑟) = ∑ 𝑉𝑇(ℎ; 𝑟𝑇)𝐷ℎ𝑟𝑇ℎ ………………………………………………………………..……(2.2) 

II. 3.2. L’approximation Muffin-Tin (MT) : 

L'approximation Muffin-Tin consiste à découpler le cristal en deux régions : 

 Des sphères appelées sphère Muffin-Tin, englobent chaque atome où le potentiel 

est supposé à symétrie sphérique. 

 Des zones interstitielles (ZI) où le potentiel est lisse où variant très lentement  

 

Figure 7 : Représentation de potentiel Muffin-Tin «MT» 
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II.3.3. Instruction de base : 

Dans le paragraphe précédent on a décrit l’approximation Muffin-tin qui suppose que 

L’espace cristallin est divisé en sphère d’atomes centrés et la région constante c’est la région 

Interstitielle. La densité de charge et le potentiel effectif sont augmentés par des harmoniques 

Sphériques à l’intérieur des sphères :  

𝜌𝑇𝜏(г𝜏) = ∑ 𝜌𝐿𝜏(г𝜏)і⃓𝑌𝐿(г̂)𝐿 …………………………………………………………….. (2.3) 

𝑉𝜏(г𝜏) = ∑ 𝑉𝐿𝜏(г𝜏)і⃓𝑌𝐿(г̂)𝐿 ………………………………………………………………. (2.4) 

L’équation de Schrödinger est résolue en termes de principe variationnels : 

(−∇2 + 𝑉 − 𝐸𝐾𝜆)𝛹𝐾𝜆 = 0……………………………………………………………….. (2.5) 

𝛹𝐾𝜆(г) = ∑ 𝐴𝐾𝐿𝜏
𝐾𝜆 𝜒𝐿𝐾𝜏

𝐾
𝐿𝐾𝜏 (г)……………………………………………………………...(2.6) 

  Et le problème de la valeur propre est :  

∑ (⟨𝜒𝐿′𝐾′𝜏′
𝐾 |−∇2 + 𝑉|𝜒𝐿𝐾𝜏

𝐾 ⟩ − 𝐸𝐾𝜆⟨𝜒𝐿′𝐾′𝜏′
𝐾 |𝜒𝐿𝐾𝜏

𝐾 ⟩)𝐿𝐾𝜏 𝐴𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆 ……………………………….. (2.7) 

II.3.4. Fonction de base : 

L’espace est divisé en sphère muffin-tin chevauchées (où légèrement chevauchées) SR 

entourant chaque atome et la région restante c’est la région interstitielle Ωint. A l’intérieur des 

sphères, les fonctions de base sont représentées en termes de solutions numériques de 

l’équation de Schrödinger radiale pour la partie sphérique du potentiel multipliées par des 

harmoniques sphériques ainsi que leurs dérivés d’énergie prises à un certain niveau d’énergie 

εν. Dans la région interstitielle, où le potentiel est essentiellement constant, les fonctions de 

base sont des ondes sphériques prises des solutions de Helmholtz.  

(−∇2 − ε) ƒ(г, 휀) =  0 ……………………………………………………………………………. (2.8) 

Avec une certaine valeur fixe de l’énergie cinétique moyenne  ε v = k2
v 

En particulier, dans la méthode LMTO standard utilisant l’approximation de la sphère 

atomique (ASA), la valeur choisie de k2
v = 0. Dans les développements de la méthode LMTO 

pour un potentiel de forme arbitraire (full potentiel), plusieurs ensembles de bases kappa sont 

normalement utilisées afin d’augmenter la liberté variationnels des fonctions de bases tandis 

que les développements récents d’une nouvelle technique LMTO évite ce problème. La 

stratégie générale pour inclure les termes du potentiel total (full potentiel) dans le calcul est 

l’utilisation du principe variationnels. Quelques différentes techniques ont étés développées 

pour tenir compte des corrections non sphériques dans le cadre de la méthode LMTO. Elles 
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incluent les transformée de Fourier dans les régions interstitielles, les développements des 

harmoniques sphériques à un centre dans les cellules atomiques, les interpolations en termes 

de fonction de Hankel aussi bien que des calculs directes de la densité de charge dans la 

représentation tight-binding. Dans les deux arrangements, le traitement des structures 

ouvertes, par exemple, la structure diamant est compliquée et les sphères interstitielles sont 

habituellement placées entre les sphères atomiques. 

De ce fait, est développée la technique (linear-réponses LMTO) en utilisant la représentation 

des ondes planes de Fourier. Les ondes planes partielles ou orbitales muffin-tin sont définies 

dans l’espace entier :  

𝜒𝐿𝐾𝜏(г𝜏)={
𝛷𝐿𝐾𝜏

𝐻 (г𝜏)     г𝜏 < 𝑆𝜏

𝐻𝐿𝐾𝜏
𝐻 (г𝜏)       г𝜏 > 𝑆𝜏

………………………………………………………….  (2.9) 

 

 Ou 𝛷𝐿𝐾𝜏
𝐻 (г𝜏) est construite à partir de la combinaison linéaire et   avec la condition de 

L’augmentation du lissage de la sphère  

 

II.3.5. Sphères muffin-tin : 

Les fonctions de base de la méthode LMTO s’obtiennent à partir de la somme de 

BLOCH de ces ondes partielles :  

𝜒𝐿𝐾𝜏
𝐾 (г𝜏)=∑ 𝑒𝑖𝐾𝑅𝜒𝐿𝐾г(𝑟 − 𝑅 − 𝜏)𝑅 = 𝜱𝑳𝑲г

𝑯 (г)𝜹𝝉𝝉′ − ∑ 𝑒𝑖𝐾𝑅𝐻𝐿𝐾г(𝑟 − 𝑅 − 𝜏)𝑅 ………. (2.10) 

 

L’utilisation du théorème d’addition permet d’avoir la relation suivante :  

∑ 𝑒𝑖𝐾𝑅𝜒𝐿𝐾г(𝑟 − 𝑅 − 𝜏) = − ∑ 𝐽𝐿′𝑘′𝜏′(г𝜏′)𝛾𝑙′𝜏′𝑆𝐿′𝜏′𝑙𝜏
𝐾

𝐿′𝑅 (𝑘)………………………….… (2.11) 

Pour que les constantes de la structure 𝑆𝐿′𝜏′𝑙𝜏
𝐾   se stabilisent et la valeur de 𝛾

𝑙′𝜏′=
1

𝑆г(2𝑙+1)

 on 

obtient :𝜒𝐿𝐾г(г𝜏′)=
𝑘 𝛷𝐿𝐾г

𝐻 (г𝜏)𝛿𝜏𝜏′ − ∑ 𝐽𝐿′𝐾′𝜏′(г𝜏′)𝐿′ 𝛾𝑙′𝜏′𝑆𝐿′𝜏′𝐿′(𝑘)
𝑘 ………..…… (2.12) 

   L’utilisation de l’augmentation à l’intérieur de la sphère MT montre que :  

𝐽𝐿𝐾𝜏(г𝜏) → 𝜱𝑳𝑲𝝉
𝑱 (г𝝉), Ou 𝜱𝐿𝐾𝜏

𝐽
(г𝜏) est une combinaison linéaire de 𝜱v  et 𝜱᾽v  avec la 

condition d’augmentation du lissage vers la sphère. Alors.les fonctions de base dans la sphère 

MT sont réécrites sous la forme suivante :  

χLKτ
K (гτ) = ΦLKг

H (гτ)δττ′ − ∑ ΦL′K′г′(гτ′L′ )γl′τ′SL′τ′L′
k (k)……………………………... (2.13) 

Dans la région interstitielle les fonctions de base sont définies comme suit : 

χLKτ
K (гτ) = HLKг

H (гτ)δττ′ − ∑ JL′K′г′(гτ′L′ ) γl′τ′SL′τ′L′
k (k)……………………………… (2.14) 

Les formules pour les fonctions radiales numériques sont :  
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𝛷𝐿𝐾г
𝐻 (г𝜏) = 𝑎𝑙𝑘𝜏

𝐻 𝛷𝐿𝐾𝜏(г𝜏, 𝐸𝑉) + 𝑏𝑙𝑘𝜏
𝐻 ΦLKτ

∙ (гτ , 𝐸𝑉)……………………………………… (2.15) 

 

𝛷𝐿𝐾г
𝐻 (г𝜏) = 𝑎𝑙𝑘𝜏

𝐽 𝛷𝐿𝐾𝜏(г𝜏, 𝐸𝑉) + 𝑏𝑙𝑘𝜏
𝐻 ΦLKτ

∙ (гτ , 𝐸𝑉)……………………………………..(2.16) 

 

Ou 

𝑎𝑙𝑘𝜏
𝐻 = +𝑊{ΦLKτ

∙  𝐻𝐿𝐾𝜏} ………………………………………………………………. (2.17) 

 

𝑏𝑙𝑘𝜏
𝐻 = −𝑊{𝛷𝐿𝐾𝜏𝐻𝐿𝐾𝜏}………………………………………………………………… (2.18) 

 

 

𝑎𝑙𝑘𝜏
𝐽 = +𝑊{ΦLKτ

∙  𝐻𝐿𝐾𝜏}………………………………………………………………... (2.19) 

 

𝑏𝑙𝑘𝜏
𝐽 = −𝑊{𝛷𝐿𝐾𝜏𝐻𝐿𝐾𝜏}………………………………………………………………….(2.20) 

 

Avec 𝑊f,𝑔 = 𝑆2(fg − fg′) et  les coefficients 𝑎𝑙𝑘гet 𝑏𝑙𝑘𝜏 fournissent un lissage similaire avec 

𝛷𝜏𝑙𝑘.les propriétés d’ortho normalisation sont : 

 

∫ ∅𝑉𝑙𝑘𝜏
2 (г)г𝜏

2𝑑г𝜏 = 𝑊{ ∅𝑉𝑙𝑘𝜏∅𝑉𝑙𝑘𝜏
′ } = 1

𝑆𝜏

0
………………………………………………(2.21) 

 

∫ ∅𝑉𝑙𝑘𝜏
′ (г)∅𝑉𝑙𝑘𝜏(г)г𝜏

2𝑑г𝜏 = 0
𝑆𝜏

0
………………………………………………………….(2.22) 

 

II.3.6. Transformée de Fourier de la Pseudo LMTOs : 

Cette représentation sera employée pour la description des fonctions de base seulement 

à l’intérieur des régions interstitielles Ωint . La partie divergente de la fonction de Hankel est 

Substituée par une fonction lisse pour г𝑅 < 𝑠𝑅 .Cette fonction régulière sera notée comme 

�̌�𝑘𝑅𝑙
𝑘  [18] 

 

La représentation du pseudo LMTO | �̃�𝑘𝑅𝐿
𝑘

〉   sera définie dans tout l’espace d’après les 

Relations suivantes : 

 

 �̃�𝑘𝑅𝐿
𝑘 (𝑟)=∑ 𝑒𝑖𝑘𝑅

𝑅 �̃�𝐿𝑘𝜏(𝑟𝜏 − 𝑅) = ∑ �̃�𝑙ℎ𝜏(𝑘 + 𝐺)𝑒𝑖(𝑘+𝐺)𝑟
𝐺 …………………...…….(2.23) 

 

Cette représentation est identique avec la vraie somme dans la région interstitielle. 

La fonction de Hankel considérée est 𝐻𝑘𝐿(𝑟) = 𝐻𝑘𝐿(𝑟)𝑖𝑙 𝑌𝑙𝑚 (𝑟) d’énergie k2 qui est 

singulière à l’origine. La transformée tridimensionnelle de Fourier de cette fonction 𝐻𝑘𝑙(r)      

est connue de telle sorte qu’elle se comporte comme Kl-2  pour les grandes valeurs de k. la 

partie divergente de 𝐻𝑘𝑙(r) doit être remplacé à l’intérieur de certaines sphères S par une 
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fonction régulière mais lisse. Cette fonction est choisie afin que la transformée de Fourier 

converge rapidement. Dans la méthode (full-potential LMTO) de Weyrich [18], 

La fonction croissante est la fonction de Bessel JKL  et la dérivée de son énergie 𝐽𝐾𝐿
′  ainsi que 

sa dérivée radiale du premier ordre sont assorties avec la fonction de Hankel à la limite de la 

sphère. 

La transformée de Fourier converge à  K-4, les dérivées de l’énergie  𝐽𝑘𝑙(n)  sont inclues afin 

d’avoir un même lissage à la limite de la sphère jusqu’a l’ordre n. ceci à été fait en rapport 

avec le problème de résolution de l’équation de Poisson [19]. Ici la transformée de Fourier 

converge à la valeur K-(3+n) mais il y’a une augmentation de la valeur (21+2n+3) !! et ceci 

montre bien l’obligation d’éviter les grandes valeurs de n. la même procédure a été employée 

dans la méthode LMTO de Wills [20]. Par contre S.Savrasov [21] a utilisé une approche 

différente basée sur la méthode Ewald. La même idée a été mise en application par Methfessel 

et Mark Schilfgaard [22]. Au lieu de substituer la partie divergente seulement pour r < s, ils 

ont considéré la solution de l’équation : 

(−∇2 − K2)H̃KL(r) = al (
r

S
) e−r2 n2+K2 n2

i2Ylm(r)……………………………………….(2.24) 

 

La fonction de la partie droite de l’équation de Helmholtz est une fonction Gaussienne 

décroissante. Le paramètre al  est une constante de normalisation telle que : 

𝑎𝑙 = √ 
2

𝜋
(2𝑛2)𝑙+3/2 𝑆2𝑙+1

(2𝑙 − 1)‼!⁄ ............................................................................ (2.25) 

 Le paramètre le plus important est n .Il est choisi de  telle sorte qu’à r > s la fonction 

gaussienne est approximativement égale à zéro et > dépend de l ainsi que du rayon de la 

sphère s. la solution est ainsi la fonction de Hankel pour une grande valeur de r, c’est une 

fonction régulière pour une petite valeur de r et elle est lisse ainsi que ces dérivées radiales 

quelque soit r. la fonction peut être calculé suivant l’erreur comme un contour d’intégrale : 

�̂�𝐿𝑘𝜏(𝑟) =
(2𝑠)𝑙+1

√𝜋(2𝑙−1)‼
𝑟𝑙 ∫ 휀2𝑙𝑒−𝑟2 𝜀2+𝑘2 /4𝜀2 𝑑𝜀𝑛

0
…………………………………………. (2.26) 

Quand n → ∞ l’intégrale est connue comme l’intégrale de Hankel. Le résultat le plus 

important est la transformée de Fourier qui décroit exponentiellement. Son équation est 

donnée par : 

�̂�𝑘𝐿(𝑟) =
2𝑠𝑙+1

𝜋(2𝑙−1)‼
∫ 𝐾2∞

0
𝑑𝑘 𝐽𝑙(𝑘𝑟)

𝑘𝑙𝑒(𝐾2−𝑘2)/4𝑛2

𝐾2−𝑘2 ……………………………….……….. (2.27) 

Le pseudo LMTO  sont les ondes de Bloch du vecteur d’onde k, les coefficients de Fourier 

sont donnés par : 
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�̂�𝑘𝑅𝑙(𝐾 + 𝐺) =
4𝜋 𝑆𝑅

𝑙+1

𝛺𝑐(2𝑙−1)!!

|𝐾+𝐺|𝑙

|𝐾+𝐺|2−𝑘2 𝑒

(𝑘2−|𝐾+𝐺|2)

4𝑛𝑅𝑙
2

𝑌𝐿(𝐾 + 𝐺)………………………………. (2.28) 

Où 𝛺𝑐 est le volume de la cellule d’unité. Dans les calculs pratiques, le paramètre  𝑛𝑅𝐿 peut 

être choisi à partir du rapport entre la fonction de Hankel à la sphère et la solution, l’erreur |𝛿| 

est prise pour ne pas dépasser la valeur 0.03 qui entraine le nombre d’ondes planes par atome 

variant entre 150 et 250 quand 1 = 2, nécessaire pour la convergence. Pour les orbitales s et p 

ce nombre est de 2-3 fois plus petit. 

Le potentiel d’échange et de corrélation est déterminé en utilisant la transformée de Fourier 

rapide et les éléments de la matrice du potentiel interstitiel sont explicitement évalués. 

 

II.4. Fonctions lisses de Hankel de base « Smooth Hankel functions» : 

La fonction enveloppe de la méthode LMTO standard est une fonction de Hankel de 

paramètre d’énergie est (habituellement) nul ou négative multiplié par une harmonique 

sphérique. Cette fonction est désignée comme « fonction de Hankel du solide ». La résolution 

de l’équation de Schrödinger pour un potentiel constant, décroit exponentiellement à des 

grandes distances si le paramètre set négatif multiplié par une harmonique sphérique et a une 

valeur singularité à l’emplacement où il est centré. L’essentiel de la modification c’est 

d’enlevé la singularité. La fonction de Hankel est lisse et analytique dans toutes les parties de 

l’espace. 

Quand une telle fonction est utilisée pour construire la base, les paramètres peuvent (où 

doivent) être choisis de sorte que les fonctions deviennent des variantes non lisses en dehors 

de la sphère atomique centrale. Ceci accélère le calcul pour deux raisons : 

1- La base peut être plus petite. 

2- L’intégral numérique peut être fait en utilisant une maille plus brute. 

II.4.1. Propriétés de base : 

Dans le contexte de l’établissement ou du fonctionnement du calcul, l’information appropriée 

au sujet des fonctions lissées de Hankel [23,24]. Pour des grands rayons, la fonction lissée à 

chaque moment angulaire est égale à la fonction de Hankel standard correspondante, qui 

montre une décroissance exponentielle proportionnelle à exp (-ikr), spécifiée par le paramètre 

d’énergie négatif є = - k2. 

Pour des petits rayons, la fonction est courbée et le dépasse graduellement jusqu’à ce qu’elle 

approche finalement  r l prés de r = 0. Une fois multiplier par l’harmonique sphérique YL (r), 

le résultat est analytique dans toutes les parties de l’espace. De même importance est 

Rsm, désigné comme le rayon lisse associé à la fonction. Il s’avère que la fonction standard de 
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Hankel et sa variante lisse sont égales où le gaussien exp (-r 2 / R2 sm) est négligeable, c'est-à 

dire pour r > 3R sm, quand Rsm est croissant, la déviation à partir de la fonction standard 

commence à une grande valeur de r et la fonction résultante est fortement lissée. 

Spécifiquement, les valeurs près de r = 0 deviennent petites. De façon générale, deux 

paramètres distincts déterminent la forme de chaque fonction. L’énergie donne une 

décroissante à des grands rayons, et le rayon lissé détermine comment la fonction est 

fortement lissée. Pour optimiser la base pour un type d’atome donné, les deux paramètres 

devraient être ajustés. Comme un ensemble de base, ces fonctions combinent plusieurs 

avantages des fonctions de Hankel et gaussiennes. Grace au comportement de la fonction 

d’onde exponentielle à de grande valeur de r, leurs utilisations montrent que les calculs sont 

plus stables que ceux qui emploient les fonctions gaussiennes. Près de l’origine, elle a une 

forme non singulière lissée. Plusieurs quantités importantes peuvent être évaluées 

analytiquement pour ces fonctions. 

 

 II.4.2. Formalisme des fonctions de Hankel lissées : 

Les fonctions de Hankel lissées sont définies de la manière suivante. La fonction de 

Hankel habituellement pour le moment angulaire nulle est h0(r) = e-kr/ r  où k définit la 

décroissance à des grands rayons. Comme une fonction de r = |r| dans l’espace 

tridimensionnel, h0 satisfait l’équation :  

(∆ + 휀)ℎ0(𝑟) = −4𝜋𝛿(𝑟)………………………………………………………………. (2.29) 

Où 휀 = - k2est l’énergie liée à la fonction, la valeur est toujours prise pour être négative. Ainsi, 

la valeur Δ+ε appliquée à h0est partout nulle excepté à r = 0, où la fonction delta résulte une 

singularité  l/r de h0. Exprimée différemment, h0(r) la réponse de l’opérateur Δ+ε pour un 

terme de source spécifique, à savoir une fonction delta. Pour changer cette fonction standard 

de Hankel en fonction de Hankel lissée, la forme de la fonction de delta est infiniment pointue 

et en dehors pend la forme d’une gaussienne :  

(∆ + 휀)ℎ0(𝑟) = −4𝜋𝑔0(𝑟)……………………………………………………………… (2.30) 

Une normalisation convenable est donnée par 𝑔0(𝑟) = 𝐶 𝑒(𝑟2 𝑅𝑠𝑚
2 )⁄    la fonction de Hankel 

lissée s’approche de la fonction standard pour une grande valeur de r. pour r plus petit et 

atteint la rangée où g0(r) est non négligeable, la fonction se courbe plus lisse et se comporte 

comme une constante rl pour r → 0. 
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Figure 8 : Comparaison des fonctions de Hankel standard et lisse pour l=0 (lignes continues),  

l=1 (tiret) et l=2 (lignes pointillées). L’énergie 휀 = −1 et le rayon lisse Rsm=1.0. 

Pour des grands rayons les fonctions lisses et standards coïncident. Prés de l’origine, la 

fonction lisse se courbe graduellement en rl et la fonction standard a une singularité 

proportionnelle à 1/rl+1. 

 

Les fonctions lissées de Hankel sont aussi utilisées pour des moments angulaires élevés afin 

de construire des fonctions de base des états s, p, etc. ceux-ci peuvent être obtenu 

immédiatement en appliquant un opérateur différentiel YL (-∇) défini comme suit. Le 

polynôme harmonique sphérique 𝑌(𝑟) = 𝑟𝑙𝑌𝐿 est un polynôme en x, y et z, par exemple  

C(x2-y2). En substituant les dérivés partielles−𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑒𝑡 𝜕𝑧  pour x, y et z respectivement, 

l’opérateur recherché est obtenu d’une manière directe. L’application de cette opérateur à la 

fonction delta donne un dipôle, quadripôle ainsi de suite, en appliquant aussi à g0(r) donne des 

courbes en dehors de la forme gaussienne. Ainsi, les fonctions lissées de Hankel d’ordre L 

sont HL(r) = YL(−∇)h0(r)  et satisfont l’équation différentielle : 

(∆ + 𝜺)HL = −4πGl(r) = −4πyL(−∇)g0(r)…………………………………………... (2.31) 

Plusieurs quantités importantes peuvent être calculées analytiquement pour ces fonctions, par 

exemple l’intégrale du chevauchement et la valeur de la probabilité de l’énergie entre deux 

fonctions quelconques. Elles peuvent être également augmentées autour d’un certain point 

dans la cellule unité [24]. 
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II.4.3. Les avantages des fonctions enveloppe lisses de Hankel : 

La première raison de l’utilisation 111des fonctions de base des fonctions lissées de 

Hankel c’est qu’elles peuvent réduire la taille de l’ensemble de base, conduisant à un gain 

substantiel dans l’efficacité. Pour montrer ceci, notez que les fonctions de base du LMTO 

standard ne sont pas en fait optimales comme une base pour représenter le cristal ou les 

fonctions d’ondes moléculaires. Le problème principal est qu’elles sont « trop raides » dans la 

région interstitielle près de la sphère muffin-tin sur laquelle elles sont centrées. Les fonctions 

de Hankel standard résolvent l’équation de Schrödinger pour un potentiel constant. En 

approchant un noyau, le potentiel réel du cristal n’est pas constant mais décroit dès que le 

noyau est attractif. La courbure de la fonction d’onde est égale au potentiel sans l’énergie qui 

devient négative. La fonction d’onde est courbée en dehors de la sphère MT. En utilisant les 

fonctions de Hankel, cette forme typique est inhérente à chaque fonction de base. Cet effet 

peut être apprécié en inspectant la manière dans laquelle les fonctions de base du LMTO 

standard sont combinées pour décrire la fonction d’onde du cristal. Généralement, l’ensemble 

de base doit inclure quelques fonctions qui décroissent lentement ainsi que d’autres qui sont 

considérablement plus localisées. On utilise les fonctions lissées de Hankel comme des 

fonctions enveloppes qui ont un comportement correct et certaines fonctions localisées 

additionnelles peuvent être évitées. Dans la pratique, la quantité du gain dépend du type 

d’atome. Pour les moments angulaires importants, une base triplée peut être souvent 

remplacée par un ensemble doublé. Des canaux moins importants tels que les états d dans un 

atome sp peuvent être décrits par une fonction radiale au lieu de deux. Une réduction globale 

par un facteur presque de deux est possible. Dans les étapes de l’ordre (N3), le temps de calcul 

dans un cas optimal est divisé par huit. 

Le deuxième avantage principal de l’utilisation des fonctions lissées de Hankel, au lieu des 

fonctions enveloppes du LMTO standard est que les éléments de la matrice [25] pour le 

potentiel interstitiel sont représentés selon l’équation suivante : 

 

Vij
IR = ∫ Hi

∗(r)V(r)Hj(r)dr
.

IR
……………………………………………………………... (2.32) 

Peuvent être calculés plus efficacement. 

Comme décrit ci-dessus, les intégrales peuvent être obtenues par l’intégration sur la cellule 

unité complète en utilisant une maille régulière puis soustrayant les contributions à l’intérieur 

des sphères. L’inconvénient en calculant des intégrales tridimensionnelles employant une 

maille est, que l’effort de calcul peut facilement dominer toutes les autres étapes. Pour 
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maintenir l’effort maniable, la plus grande priorité, c’est de rendre les fonctions à intégrer 

aussi lisse que possible. Ceci peut être fait en utilisant les fonctions lissées de Hankel comme 

fonctions enveloppes. Par exemple, considérant le Silicium avec un rayon muffin-tin de 2.2 

Bohr. Pour la base du LMTO standard, le lissage doit être apparent seulement à l’intérieur de 

la sphère MT, demandant un rayon lisse pas plus grand que 0.6 à 0.7 Bohr. En dehors de la 

sphère centrale, les fonctions lissées et conventionnelles de Hankel sont alors identiques pour 

une précision acceptable. L’espacement demandé de la maille d’intégration est 

approximativement 0.35 Bohr. Si les fonctions se courbent au dessus à l’extérieur de la sphère 

MT, on trouve que les fonctions de base optimales ont un rayon lissé d’environ 1.4 Bohr. Pour 

ces fonctions, la maille d’intégration peut être deux fois plus brute. Par conséquent, le nombre 

de points de la maille et l’effort de calcul sont divisés par huit. On peut mentionner que dans 

l’implémentation finale, les éléments de matrice du potentiel lissé sont actuellement calculés 

dans l’espace réciproque. 

 

II.5. Augmentation dans la méthode : 

Nous allons décrire les procédures d’augmentation utilisée dans la méthode. D’une 

façon générale, la formulation du pseudo potentiel et le développement sont deux approches 

de concurrence pour présenter les détails atomiques dans la fonction d’onde près du noyau. 

Quand une formulation pseudo potentielle est utilisée, c’est implicite : bien que seulement les 

fonctions lisses soient manipulées durant le calcul, les véritables fonctions d’ondes pourraient 

être de ces dernières d’une façon bien définie. Quand l’augmentation est utilisée, les fonctions 

de base sont explicitement construites pour montrer le changement énergétique et caractère 

oscillateur près de l’atome. Dans la première étape, l’espace est divisé en deux régions, la 

région des sphères atomiques et la région interstitielle. Dans toute la région interstitielle, les 

fonctions de base sont égales pour être lissent « fonctions enveloppes » qui dans notre cas 

sont des fonctions lissées de Hankel. A l’intérieur de chaque sphère atomique, chaque 

fonction enveloppe est remplacée par une solution numérique de l’équation de Schrödinger. 

Spécifiquement, dans la méthode linéaire [21]. 

Les solutions numériques de l’équation de Schrödinger dans un potentiel sphérique et leurs 

dérivés d’énergie sont combinées pour rassembler lissement à la fonction enveloppe à la 

limite de la sphère. En comparant les deux approches, en conservant la norme de la 

formulation du pseudo potentiel [26] à un certain nombre d’avantages, une fois l’effort initial 

de construire le pseudo potentiel est complété. Les coupures du moment angulaire sont 
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généralement basses et il est facile d’obtenir une expression de la force. En raison de la 

complexité de la procédure de l’augmentation, il est souvent difficile de tirer un théorème de 

force valable. Dans la pratique, les approches de l’augmentation et du pseudo potentiel ont 

une similarité. Les deux méthodes développent un ensemble de fonctions de base lisses par le 

moment angulaire autour des différents sites, puis opérant les différents composants du 

moment angulaire indépendamment. 

II.6. Matrices du chevauchement et Hamiltonien : 

Les matrices de chevauchements et l’Hamiltonien sont séparés par les contributions 

suivantes:  

HL′K′τ′LKτ
k = HL′K′τ′LKτ

KMT + HL′K′τ′LKτ
KNMT + 𝑘2𝑂L′K′τ′LKτ

𝐾𝐼𝑁𝑇 + 𝑉L′K′τ′LKτ
𝐾𝐼𝑁𝑇 ……………………… (2.33) 

𝑂L′K′τ′LKτ
𝐾 = 𝑂L′K′τ′LKτ

𝐾𝑀𝑇 + 𝑂L′K′τ′LKτ
𝐾𝐼𝑁𝑇 …………………………………………………….. (2.34) 

Où le premier terme dans la Matrice H représente la contribution de la partie MT de 

l’Halmitonien d’un électron et le second terme est la correction non muffin-tin dans la région 

interstitielle et le quatrième terme est l’élément de la matrice du potentiel interstitiel. La 

matrice O est divisée aussi en contributions à l’intérieur des sphères et des régions 

interstitielles. 

· La partie MT des matrices de chevauchements et l’Hamiltonien sont définies par les 

équations suivantes : 

HL′K′τ′LKτ
KMT = ⟨χL′K′τ′

K |−∇2 + VMT|χLKτ
K ⟩ΩMT………………………………………………. (2.35) 

OL′K′τ′LKτ
K = ⟨χL′K′τ′

K |χLKτ
K ⟩ΩMT……………………………………………………………(2.36) 

 

II.7. La contribution d’échange et de corrélation : 

Le potentiel d’échange et de corrélation en utilisant la LDA est différent du potentiel 

coulombien parce qu’il n’est pas linéaire. A cause de ceci il faut supposer que la partie non 

sphérique de la densité de charge est petite, c'est-à-dire. 

 

𝑝𝑟(𝑟𝜏) = 𝑝𝐿=0𝜏(𝑟)𝑌00 + ∑ 𝑝𝐿𝜏(𝑟𝛹)𝑖𝑙𝑌𝐿(�̂�) = 𝑝𝜏
𝑠𝑝ℎ(𝑟) = 𝛿𝑝𝜏(𝑟𝜏)𝐿≠0 …………………… (2.37) 

Alors : 

𝑉𝑥𝑐[𝑝𝜏(𝑟𝜏)] = 𝑉𝑥𝑐[𝑝𝜏
𝑠𝑝ℎ] + |

𝑑𝑉𝑥𝑐

𝑑𝑝
|

𝑝=𝑝𝑠𝑝ℎ
[𝛿𝑝𝑟(𝑟𝜏)]2……………………………………. (2.38) 

Ou 

[𝛿𝑝𝑟(𝑟𝜏)]2 = 𝛿2𝑝𝜏(𝑟𝜏) = ∑ 𝛿𝐿
2

𝑝𝐿𝜏(𝑟𝜏)𝑖𝑙𝑌𝐿(�̂�)…………………………………………. (2.39) 
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Avec les contributions des dérivées radiales et la partie sphérique, le potentiel d’échange et de 

corrélation est donné par la relation suivante : 

  

𝑉𝑋𝐶(𝑟𝜏) = ∑  𝑉𝐿𝜏
𝑋𝐶(𝑟𝜏)𝑖𝑙𝑌𝐿(𝑟�̂�)  𝐿 ………………………………………………………… (2.40) 

En utilisant les notations suivantes pour les différentes dérivées des formules de 

l’approximation de la densité locale. 

 

𝜇𝑋𝐶 =
𝑑𝑉𝑋𝐶

𝑑𝜌 
       ;                 ŋ𝑋𝐶 =

𝑑2𝑉𝑋𝐶

𝑑2𝜌
                    ;       𝛾 𝑋𝐶  =

𝑑3𝑉𝑋𝐶

𝑑3𝜌
 ………………….. (2.41) 

 

II.8. Les fonctions d’ondes : 

La fonction d’onde décrite par l’équation (III-38) est donnée comme une expansion 

pour la méthode LMTO, cette fonction est représentée en deux régions, à l’intérieur de la 

sphère et dans la région interstitielle. A l’intérieur de la sphère MT, elle est représentée 

comme une expansion à un centre. 

 

𝛹𝐾𝜆(𝑟𝜏) = ∑ 𝐴𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆

𝐿𝐾 ΦLKτ
H (𝑟𝜏) − ∑ 𝑆𝐿𝐾𝜏

𝐾𝜆  𝛾𝑙𝜏𝐿𝐾 ΦLKτ(𝑟𝜏)………………………………… (2.42) 

Et dans la région interstitielle la fonction d’onde a la forme suivante : 

𝛹𝐾𝜆(𝑟𝜏) = ∑ 𝐴𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆

𝐿𝐾 HLKτ
H (𝑟𝜏) − ∑ 𝑆𝐿𝐾𝜏

𝐾𝜆  𝛾𝑙𝜏𝐿𝐾  JLKτ(𝑟𝜏)…………………………………..(2.43) 

Ou𝐴𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆   sont les coefficients  variationnels du problème de la valeur propre de la méthode 

LMTO 𝑆𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆  et sont leur convolution avec les constantes de la structure, c’est-à-dire : 

𝑆𝐿𝐾𝜏
𝐾𝜆 (𝑟𝜏) = ∑ 𝑆𝐿𝜏𝐿′𝜏′

𝐾  (𝑘)𝐿′𝐾′ AL′kτ′
Kλ ………………………………………………………. (2.44) 

 

II.9. Calcul de la densité de charge : 

La densité de charge comprend deux composants, la densité de charge totale à 

l’intérieur de la sphère MT et la densité de charge à l’extérieur de la sphère MT. La densité de 

charge à l’intérieur de la sphère MT est donnée comme un développement  d’harmoniques 

sphériques. 

𝜌𝜏(𝑟𝜏) = ∑ 𝜌𝐿′′𝜏(𝑟𝜏) 𝑖𝑙′′
𝑌𝐿′′(𝑟�̂�)𝐿′′ ……………………………………………………….. (2.45) 

De la même manière pour la densité de charge à l’extérieur de la sphère MT. Afin de calculer 

la densité de charge, il faut calculer les intégrales suivant la zone de Brillouin  𝑇
𝐿′𝐾′𝐿𝐾

𝜏(𝑖)
 en 

utilisant les propriétés de transformation des coefficients variationnels, ces intégrales sont 

réduites à des intégrales irréductibles de la zone de Brillouin, par exemple. 
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𝑇
𝐿′𝐾′𝐿𝐾

𝜏(𝑖)
= ∑ 2f𝐾𝜆AL′k′τ

𝐾𝜆∗
 BLkτ

𝐾𝜆
𝐾𝜆 …………………………………………………………. (2.46) 

Puis ils sont symétrisés suivant le groupe cristallin d’après l’équation suivante : 

T
l′m′k′l′k

τ(i)
= ∑ ∑ Um′m1

i∗
(γ)m1m2  T̃

l′m1k′lm2k

τ(i)
 Umm2

I
γ (γ)………………………………. (2.47) 

 

III. Les avantages et inconvénients de la méthode LMTO : 

III.1. Les avantages de la méthode LMTO :  

 En fait, Les fonctions LMTO construites sont semblables aux véritables fonctions 

d’onde du cristal si le potentiel cristallin est approximé par la forme muffin-tin 

(sphérique à l’intérieur et constant à l’extérieur), la véritable fonction d’onde du cristal 

devient une somme finie des fonctions LMTO.  

 En utilisant une base de petite taille, les calculs deviennent rapides. Plus précisément, 

la réduction de la base par la moitié qui peut sauver un sept-huitième du temps de 

machine.  

 Une autre conséquence d’utilisation d’une base de petite taille est la réduction de la 

mémoire demandée, qui peut être également importante en économisant le temps 

machine quand on calcule les grands systèmes.  

 En choisissant l’ensemble de base pour un système spécifique. L’intuition chimique 

peut être utilisée. La base peut être conçue en fonction du problème, elle peut être 

choisie pour chaque atome séparément, parfois les résultats peuvent être interprétés 

plus simplement dus aux fonctions de base atome-orienté.  

 

Parmi les caractéristiques partagées par la méthode LAPW sont : 

 Le premier avantage est la stabilité numérique dans le contexte de résoudre l’équation 

de Schrödinger. En plus, parce que chaque fonction séparée est déjà une solution de 

l’équation. 

 L’ensemble de base de la méthode LMTO peut être également bien appliqué à tous les 

atomes dans les tableaux périodiques.  

 

 

III.2. Les inconvénients de la méthode LMTO : 

En tant qu’inconvénient principal, la complexité de l’approche doit être soulignée. En 

plus du plus grand effort de l’exécution, deux conséquences principales sont comme suit :  



Chapitre II                                                         La méthode de calcul FP-LMTO 
 

 
40 

  En appliquant une méthode utilisant un ensemble de base de la méthode LMTO, un de 

paramètres considérables doit être choisi raisonnablement. Commençant par la division de 

l’espace quand les rayons de la sphère atomique sont définis et le choix de l’ensemble de 

base. Et arrivant au un des paramètres de convergence (tels que les moments angulaires de 

coupures) doivent être indiqué.  

 Il est extrêmement difficile de faire des modifications. Par exemple, considérer  

l’évaluation des éléments de la matrice optique, c.-à-d., la valeur de l’opérateur du gradient 𝛻𝑖 

entre deux fonctions d’onde. Car ceci peut être fait en quelques lignes dans l’ensemble de 

base d’onde plane. Dans l’ensemble de base de la méthode LMTO, la réalisation de cette 

tache est un projet important de programmation.  
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1. Introduction : 

Dans le cadre de la DFT, les méthodes de type abi-initio ont pour objectif principal la 

prédiction des propriétés physico-chimiques des matériaux solides dans des conditions de 

haute pression. Plusieurs modèles théoriques ont été proposés dans le but d’interprétai des 

mesures expérimentales est de prédire de nouveaux effet ainsi que de nouveaux matériaux. 

Parmi ces méthodes abi-initio, Ont va étudier le matériau Lu-Hf dans sa structure d’équilibre 

à l’aide de la méthode FP-LMTO [1]. 

2. Détail de calcul : 

Les propriétés physiques du cérium et platine sont effectués dans un premier temps par 

nos calculs des premiers principes basés sur la théorie da la fonctionnelle de la densité (DFT), 

en se basant sur la méthode des orbitales Muffin-Tin linéarisées (FP-LMTO) basée sur la 

méthode des ondes plantes linéarisées implantées dans le code Mstudio Mindlab [2]. 

L’élément Lu est de fort numéros atomique(Z=72), nous avons jugé nécessaire d’introduire le 

potentiel d’échange et corrélation et par conséquent l’approximation LSDA [3] est une 

méthode puissante pour d’écrire ce type de matériaux .D’autre part cette approximation reste 

insuffisante pour d’écrire efficacement la structure électronique de notre matériau .Il a été 

suggéré qu’un terme supplémentaire  u de correction dans l’esprit d’Hubbard [4] devait être 

rajouté à l’hamiltonien de la méthode  LDA, Al ‘aide de cette approche LDA ,nous obtenons 

des résultats satisfaisants comparés à d’autres résultats de la littérature. 

3. Propriétés Structurales du composé LuHf : 

La détermination des propriétés structurales dans la physique des matériaux joue un rôle 

important, car elle permet de  recueillir des informations sur la structure microscopique des 

matériaux et aura donc un impact relativement important sur la prédiction des autres 

propriétés .Les propriétés de l’états fondamental de nos matériaux sont obtenues en utilisant 

un calcul scalaire relativiste basé sur la méthode FP-LMTO, en traitant l’énergie d’échange et 

de corrélation par les approximations LDA et LSDA , a choix est motivé par un souci 

d’enrichissement de la base de données existante ; ce qui permettra par la suite une étude 

comparative de performances de chacune des approximations. Finalement on calcule l’énergie 
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total du système ; Les résultats obtenus sont ensuite ajustés à l’équation d’état de Murnaghan 

[5] qui est donnée par l’expression suivante : 

E(V) = E0 +
B

B′+(B′+1)
[V (

V0

V
) − V0] +

B

B′ (V − V0) …………………………….. (III.1) 

Ou B0 et B’ sont respectivement le module de compression à l’équilibre et sa dérivée par 

rapport à la pression, et V0 étant le volume à l’équilibre de la maille élémentaire. La constante 

du réseau a0 correspondant à l’état fondamental est déduite à partir de minimum de courbe 

Etout (V) et le module de rigidité B est déterminé par l’équation : 

𝐵 = 𝑉
𝜕2𝐸

𝜕𝑉2
 …………………………………………………………………………….… (III.2) 

3.1. Description des phases étudiées : 

a) Structure NaCl-B1 : 

La structure B1 n’est pas autre qu’un empilement de deux structures cubiques a face 

centré (CFC) décalée l’un par rapport à l’autre de a/2 le long d’un arrête. 

(

0 1

2

1

2
1

2
0 1

2
1

2

1

2

1

2

) 

Les vecteurs de base sont : 

Lu (0 0 0) 

Hf (1/2, ½, 1/2) 

Cette structure est visualisée sur la figure (9) 

 

Figure 9 : Composé Lu Hf dans la structure NaCl-B1 [7] 
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b) structure CsCl-B2 : 

La structure CsCl-B2 représentée sur la figure (10) les vecteurs primitifs de maille 

élémentaire sont (1, 0,0) (0, 1,0) (0, 0,1), Cette structure est visualisée sur la figure (10) 

 

Figure 10 : Visualisation de Lu Hf CsCl-B2 [8] 

c) Structure ZB-B3 : 

 La structure ZB représente sur la figure (11) les vecteurs primitifs de maille 

élémentaire sont (0,1/2,1/2) (1/2, 0,1/2) (1/2,1/2,0). Cette structure est visualisée sur la figure 

(11) 

 

Figure 11 : Visualisation de Lu Hf dans la structure ZB-B3 [9] 

 

3.2. Etude structurale de composé linaire Lu Hf : 

a) Structure B1, B2 et B3 LDA+LSDA : 
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Figure 12 : Variation de l’énergie totale en fonction du volume de la LuHf dans la phase B1, 

B2et B3 en utilisant l’approximation de la LDA +LSDA. 

 

3.3. Etat d’équilibre :  

a) Structure B2 LDA et LSDA : 

 

Figure 13 : Variation de l’énergie totale en fonction du volume de la LuHf dans la phase B2 

en utilisant l’approximation de la LDA +LSDA. 

 

 Méthode Approximation a (A°) B(GPa) B’(GPa) 
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LuHf 

 

 

FP-LMTO 

LDA  

         7 

 

56.742 

 

3.346 

LSDA  

6.5 

 

82 

 

3.122 

Tableau 1 : Le paramètre du réseau d’équilibre. Le module de compressibilité B et sa dérivé 

B’ de la LuHf dans la phase B2 dans l’approximation de la LDA +LSDA. 

Dans les figures (15) présente la variation d’énergie totale pour la phase B2 qui est la plus 

stable en fonction des différents volumes pour le composé LuHf respectivement, en utilisant 

les deux approximations (LDA, LSDA). 

3.4. Propriétés électroniques : 

L’importance des propriétés électroniques d’un matériau réside dans le fait qu’elles 

nous permettent d’analyser et de comprendre la nature des liaisons qui se forment entre les 

différents éléments des matériaux. Ces propriétés comprennent les structures des bands, les 

densités de charge et les densités d’états [13]. 

3.4.1. Structure des bandes d’énergie :   

En physique du solide, la théorie des bandes est une modélisation des valeurs d’énergie 

que peuvent prendre les électrons (S) d’un solide intérieur de celui-ci. 

De façon générale, ces électrons n’ont la possibilité de prendre que des valeurs d’énergie 

comprises dans certains intervalles, les quels sont séparés par des « bandes » d’énergie 

interdites. 

Selon la façon dont ces bandes sont réparties, il est possible de faire la distinction entre un 

isolant, semi-conducteur, semi métal, et conducteur. 

Nous avons calculé les bandes d’énergie des matériaux LuHf, en utilisant la méthode FP-

LMTO. 
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Figure 14 : Structure de bande de LuHf obtenue par l’approximation de la LSDA dans (B2). 

La figure (14) représente les structures de bonde obtenues par l’utilisation de la LSDA pour le 

composé (LuHf), On remarque qu’elles sont très similaires en allure avec seulement un léger 

déplacement de quelques bandes et que se recouvrent en point Γ pour le composé ce qui 

explique la nature métallique de ces matériaux. 

4. Propriétés thermodynamiques :  

C’est la partie de la physique qui traite des relations permettant de déterminer 

formellement les échanges (variation) d’énergie sous forme de travail mécanique et de chaleur 

dans le cadre de l’étude des transformations des 4 états de la matière. 

Nous verrons plus loin que tout système peut au point de vie énergétique être décrit par : 

 Son volume, sa masse, sa pression, sa température. 

 Son énergie potentielle, son énergie cinétique, son potentielle chimique …. 

 Ses propriétés physiques comme la capacité à absorber la chaleur à irradié …. 
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5.1 : L’étude des propriétés thermique des composés LuHf sons haute 

température et haute pression :  

Nous avons appliqué l’approximation quasi-harmonique de debye .Dans un premier 

temps, un ensemble de calcul de l’énergie totale en fonction du volume unitaire (E(V)) dans 

l’approximation statique ,a été réalisé afin de déterminer ses paramètres structuraux à la 

température ambiantes et à la pression zéro puis tirer les propriétés macroscopiques comme 

fonction de la pression et de la température des relations thermodynamique classiques, les 

propriétés thermique sont déterminées dans la gamme de température de 0 à 800K° ou le 

module de quasi-harmonique reste entièrement valable . 

5.2. Le volume (V) : 

Dans la figure (15) : nous présentons le schéma de volume(V) en fonction de la 

température de LuHf à plusieurs pressions d’équilibre. 

Le volume de la maille primitive augment avec l’augmentation de la température, mais le taux 

est plus important pour la gamme de température supérieure à 800 K° de l’autre côté avec 

l’augmentation de pression P, L’effet de l’augmentation de la température sur la pression . 

 

Figure 15 : Variation du volume avec la pression et la température pour LuHf est le volume. 
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5.3. Le module de compressibilité (B) : 

La figure (18) montre la variation de module de compressibilité par rapport à la 

température à une pression  donné on peut remarquer que le module de compressibilité est à 

peu près constant de 0 à 200K° et décroit linéairement lorsque la température augmente pour 

T>100K° la compressibilité augmente avec l’augmentation de la température à une pression 

donnée et à une  diminution de pression à une température donnée, Ces résultats sont dus au 

fait que l’effet  de la pression  croissante sur le matériau est le même que celui de la 

diminution de la température . 

   

Figure 16 : Variation du module de compressibilité en fonction de la température à 

différentes pressions pour LuHf. 

5.4. Capacité calorifique : 

La capacité calorifique est la quantité de chaleur qu’il faut fournir pour élever d’un 

degré la température d’une substance. L’accumulation d’énergie par les molécules dépende de 

plusieurs facteurs dont la température. 

Cv = (
dE

dT
)

v
 ……………………………………………………………………………… (III.3) 

La variation de la capacité calorifique Cv en fonction de la température à des pressions allant 

de 0 à 30 GPa sont représentées sur la figure (19). Il se trouve que lorsque T>400K°, la 

capacité calorifique Cv fonction de la température et de la pression. A plus haute température 
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(T>400K°) Cv tend vers la limité qu’est comme à toutes les matières solides à haute 

températures. 

On a calculé la limité de Dulong-petit les résultats 49.62334 (J/mol*K) 

 

Figure 17 : Variation de la capacité calorifique en fonction de la température à différentes 

pressions pour LuHf. 

5.5. Dilatation thermique : 

Nous prouvons pu comprendre l’origine de la dilatation thermique en considérant pour 

un oscillateur classique l’effet des termes anharmoniques de là l’énergie potentielle liée à la 

distance moyenne entre les atomes d’un pair à une température T la dilatation thermique est 

dédiée par la relation. 

〈x〉 =
−3g

4c2  kBT …………………………………………………………………………... (III.4) 

Dans la figure (18) on présent l’effet de la température sur le coefficient de dilatation 

thermique (𝛼) on montre que le coefficient de dilatation thermique (𝛼) augmente avec 

l’augmentation de la température .A une pression donnée le coefficient thermique (𝛼) 

augmente fortement avec l’augmentation de la température jusqu’à 400K° au-dessus de cette 

température (𝛼) se rapproche peu à peu à une augmentation linéaire de la température  

améliorée. 
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Figure 18 : Variation du coefficient de la dilatation thermique (𝛼) en fonction de la 

température  à différentes pression. 

5.6 : Température de debye : 

La température de debye 𝜃𝐷 est un paramètre important caractérisant les propriétés 

thermique des matières solides. 

C’est la température à laquelle le cristal se comporte classiquement parce que les vibrations 

thermiques deviennent plus importantes que les effets quantiques. 

La figure (19) montre l’évolution de la température de Debye 𝜃𝐷 est à peu prés constant de 0 

à 200K° et décroit linéairement lorsque la température augmente pour linéairement lorsque la 

température augmente pour une température fixée, la température de Debye augmente avec 

l’augmentation de la pression. 
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Figure 19 : Variation de la température de Debye en fonction de la température à différent 

pression pour LuHf. 
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Conclusion générale : 

Au cours de cette mémoire nous avons cherché à comprendre les propriétés structurales, 

électroniques et thermodynamiques du composé LuHf. 

Cette étude est réalisée par la méthode des orbitales Muffin-tin linéarisées avec un potentiel 

total (FP-LMTO) dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

implémentée dans le code Mstudio Mindlab, et  pour déterminé le potentiel d’échange et de 

corrélation on a utilisé les approximations de spin de densité local (LSDA) et approximation 

de densité local (LDA). 

Les conclusions les plus importantes sont résumées comme suite : 

1) Les propriétés structurales telles que les paramètres de maille (a), le module de 

compressibilité B ainsi que sa dérivée B’. 

2) La structure de bande d’énergie de composé  LuHf  par l’approximation LSDA, 

montre qu’il y a un chaufauchement entre la bande de valence et la bonde de 

conduction ce qui explique la nature métallique de ce composé. 

3) Les propriétés thermodynamique de notre composé LuHf sont déterminées dans la 

variation de la température de 0 à 800K° et de la variation de la pression de 0à 30GPa 

on à vie la variation du volume normalisé ainsi que le module de compressibilité, la 

capacité calorifique et la variation de la chaleur spécifique et la température de Debye. 

 

 

Nous avons trouvé de bonnes valeurs pour chacune des propriétés physiques calculées, 

L’approximation LDA et LSDA de la méthode FP-LMTO semble très adaptée pour 

l’étude des matériaux. 



Résumé: 

Le but de cette étude est d’exploiter les propriétés structurales, électroniques et 

thermodynamique du composé LuHf en utilisant la méthode  FulPontentielLinéareMiffin-Tin 

Orbital  (FP-LMTO). Cette étude s’appuiera sur la théorie de la fonctionnelle de densité 

(DFT), L’énergie d’échange et de corrélation est décrite dans l’approximation de la densité 

locale (LDA) et l’approximation spin de la densité local (LSDA) et en utilisant les paramètres 

Perdrew. 

Le calcul effectué sur les propriétés structurales telles que le module compressibilité, les 

dérivés de pression et les propriétés électroniques nones ont permis de déduire la nature 

métallique. Les propriétés thermodynamiques calculées sont la variation apparente de module 

de compressibilité, la capacité calorifique et température de Debye à partir de [0à800C°]. 

Abstract: 

The propose of This studyis to exploit structural, electronic and  thermodynamics propertces 

of LuHf compound using Full Potentiel Linear Muffin-Tin Orbital (FP-LMTO),This study  

will build on the theory of density functionl(DFT) the energy exchange and correllation is 

described in the local density approximation and local spin density (LSDA) using perdew 

settings. 

The calculation made on the structural properties such  as modulus , pressure derivactives and 

electronie properties have enabled us to deduce the nature metal ,The calculad thermodynamic 

properties are apparent change in modulus , heat capacity and the Debye température [from 0 

to 800C°]. 

 :ملخص

اليدف من ىذه الدراسة ىو التطرق لمخصائص البنيوية الإلكترونية، المرونة والترموديناميكية باستخدام طريقة 
(FP-LMTO). 

قصد حساب كمون  (LDA. LSDA)، استعممنا تقريبا كثافة الموضع (DFT)ىذه الدراسة تركز عمى نظرية 
التبادل والارتباط لحساب المنفذ لمخصائص البنيوية كمشتقات الضغط، أما الخصائص الإلكترونية لمعرفة طبيعة ىذا 
المركب ، فأظيرت عمى أنو معدن فيما يخص الخصائص الترموديناميكية المحسوبة ليا معامل الانضغاطية، السعة 

 .درجة مئوية (800)إلى  (0)الحرارية ودرجة الحرارة من 
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