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Abstract 

 

 

Buckling analysis of isotropic and orthotropic plates using the two variable refined plate 

theory is presented in this work. The theory takes account of transverse shear effects and 

parabolic distribution of the transverse shear strains through the thickness of the plate, hence 

it is unnecessary to use shear correction factors. Governing equations are derived from the 

principle of virtual displacements. The closed-form solution of a simply supported rectangular 

plate subjected to in-plane loading has been obtained by using the Navier method. Numerical 

results obtained by the present theory are compared with classical plate theory solutions, first-

order shear deformable theory solutions, and available exact solutions in the literature. It can 

be concluded that the present theory, which does not require shear correction factor, is not 

only simple but also comparable to the first-order shear deformable theory. 

 

Keywords: Refined plate theory, Buckling analysis, Isotropic plate, Orthotropic plate, Navier 

method 



 

Résumé 

 

L'analyse du flambement des plaques isotropes et orthotropes en utilisant la théorie des 

plaques raffinées à deux variables est présentée dans ce travail. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transversaux et de la distribution 

parabolique des déformations transversales de cisaillement à travers l'épaisseur de la 

plaque, il n'est donc pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. 

Les équations gouvernantes sont dérivées du principe des déplacements virtuels. La 

solution de forme fermée d'une plaque rectangulaire simplement supportée soumise à un 

chargement dans le plan a été obtenue en utilisant la méthode de Navier. 

Les résultats numériques obtenus par la présente théorie sont comparés aux solutions 

classiques de la théorie des plaques, aux solutions théoriques déformables par cisaillement 

du premier ordre et aux solutions exactes disponibles dans la littérature. 

On peut conclure que la théorie actuelle, qui ne nécessite pas de facteur de correction de 

cisaillement, est non seulement simple mais également comparable à la théorie déformable 

par cisaillement du premier ordre. 

 

Mots clés : théorie des plaques raffinées, analyse de flambement, plaque isotrope, plaque 

orthotrope, méthode de Navier 



 

 الملخص

 

 تأخذ. العمل هذا في المتغيرة المكررة الصفائح ةنظري باستخدام متجانسة الغيرو المتجانسة الصفائح التواء تحليل تقديم تم

 ليس  وبالتالي ،صفيحةال سماكة خلال  من عرضيال لقصل المكافئ والتوزيع ي العرض القص تأثيرات الاعتبار في النظرية

  على الحصول تم. الافتراضية الإزاحة مبدأ من مشتقة الحاكمة المعادلات. القص تصحيح عوامل استخدام الضروري  من

 مقارنة تتم Navier. طريقة باستخدام الطائرة داخل للتحميل ومعرضة بسيط بشكل مدعومة مستطيلة للوحة المغلق الحل

 تشوه نظرية وحلول الكلاسيكية صفائحال نظرية حلول مع الحالية  النظرية بواسطة عليها الحصول  تم التي العددية النتائج

 عامل تتطلب لا التي الحالية، النظرية أن الاستنتاج يمكن. مراجعال في المتوفرة الدقيقة والحلول ، الأولى الدرجة من القص

 .الأولى  الدرجة من القص تشوه بنظرية أيضًا مقارنتها يمكن بل فحسب، بسيطة ليست القص، تصحيح

 

 Navier طريقة ،متجانسة غير صفيحة ،متجانسة صفيحة الانثناء، تحليل المكررة، الصفيحة نظرية :المفتاحية الكلمات
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Introduction générale 

 

Le flambage des plaques rectangulaires fait l'objet d'études en mécanique des solides 

depuis plus d'un siècle. De nombreuses solutions exactes pour les plaques isotropes et 

orthotropes ont été développées, la plupart d'entre elles peuvent être trouvées dans 

Timoshenko et Woinowsky-Krieger [1], Timoshenko et Gere [2], Bank et Jin [3], Kang et 

Leissa [4], Aydogdu et Ece [5] et Hwang et Lee [6]. En compagnie d'études sur le 

comportement de flambement des plaques, de nombreuses théories des plaques ont été 

développées. La plus simple est la théorie classique des plaques (CPT) qui néglige les 

contraintes transversales normales et de cisaillement. 

Cette théorie n'est pas appropriée pour la plaque épaisse et orthotrope avec un rapport de 

module élevé. Afin de surmonter cette limitation, la théorie déformable en cisaillement qui 

tient compte des effets de cisaillement transverse est recommandée. Effets de cisaillement 

transversal par le biais de la variation linéaire des déplacements dans le plan à travers 

l'épaisseur. Cependant, les modèles se ne satisfont pas aux conditions aux limites de traction 

nulles sur les faces supérieure et inférieure de la plaque, et doivent utiliser le facteur de 

correction de cisaillement pour satisfaire les relations constitutives des contraintes de 

cisaillement transversales et des déformations de cisaillement. Pour ces raisons, de 

nombreuses théories d'ordre supérieur ont été développées pour améliorer la FSDT telles que 

Levinson [9] et Reddy [10]. Shimpi et Patel [11] ont présenté une théorie des plaques 

raffinées à deux variables (RPT) pour les plaques orthotropes. Cette théorie qui ressemble à 

une théorie d'ordre supérieur n'utilise que deux fonctions inconnues afin de dériver deux 

équations gouvernant les plaques orthotropes. 

La caractéristique la plus intéressante de cette théorie est qu'elle ne nécessite pas de facteur 

de correction de cisaillement et présente de fortes similitudes avec le CPT dans certains 

aspects tels que l'équation de gouvernance, les conditions aux limites et les expressions de 

moment. La précision de cette théorie a été démontrée pour les comportements de flexion 

statique et de vibration libre des plaques par Shimpi et Patel [11], il semble donc important 

d'étendre cette théorie au comportement de flambement statique. 

Dans ce travail, les deux RPT variables développés par Shimpi et Patel [11] ont été étendus 

au comportement de flambement de la plaque orthotrope soumise au chargement dans le plan. 

En utilisant la méthode de Navier, les solutions de forme fermée ont été obtenues. 
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Des exemples numériques impliquant le rapport côté / épaisseur et le rapport de module 

sont présentés pour illustrer la précision de la présente théorie dans la prédiction de la charge 

de flambement critique des plaques isotropes et orthotropes. Les résultats numériques obtenus 

par la présente théorie sont comparés avec des solutions CPT, des solutions FSDT avec une 

valeur différente du facteur de correction de cisaillement 
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Chapitre I 

Généralités sur les matériaux composites avancés 

 

I.1. Introduction 

Depuis le début du vingtième siècle, l’utilisation des matériaux composites multicouches 

dans différentes applications d’ingénierie a largement augmenté. Malgré les avantages que 

présentent ces matériaux "grande rigidité, résistance mécanique élevée, légèreté, réduction 

des coûts...etc.", ils apportent aussi des problèmes spécifiques liés principalement à leur 

hétérogénéité. Il est bien connu dans la littérature que la différence des propriétés 

mécaniques entre des couches adjacentes peut entrainer des contraintes très élevées aux 

interfaces. Ces contraintes inter-faciales élevées peuvent engendrer des fissurations au 

niveau des interfaces qu’on appelle délaminage, des fissures, et d’autre mécanisme 

d’endommagement en raison du changement brutal des propriétés mécaniques et 

thermiques d’une couche à l’autre. Ce problème a attiré beaucoup d’attention en raison de 

son influence significative sur la résistance et la rigidité des structures composites 

multicouches [24].  

 

À la fin des années 80, une équipe de chercheurs japonais a proposé de surmonter ces 

difficultés par une solution d’une transition continue des propriétés recherchées, en 

concevant de nouveaux matériaux qui possèdent un gradient de composition permettant de 

diminuer les fortes concentrations de contrainte par l’utilisation d’une nouvelle classe de 

matériaux composites avancés connus sous le nom de matériaux à gradient de propriétés 

"Functionally Graded Materials : FGM" dont les propriétés mécaniques varient lentement 

et continuellement dans l’épaisseur de la structure [25]. 

 

Au début, les matériaux composites avancés ont été conçus en tant que matériaux 

thermiques de barrière dans les applications aéronautiques et les réacteurs. C’est par la 

suite que ces matériaux ont été développés dans le domaine militaire, l’automobile, le 

biomédicale, l'industrie de semi-conducteur et toutes utilisations dans un environnement à 

hautes températures. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup d'attention récemment 
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en raison des avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et de 

réduire les contraintes thermiques. 

 

I.2. Concept des matériaux FGM 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés "FGM" fut proposé à la fin des années 

1980 par un groupe de chercheurs au laboratoire national d’aérospatial "National Aerospace 

Laboratory" au japon pour développer des pièces capables de résister aux sollicitations 

thermiques et mécaniques dans les systèmes de propulsion et le fuselage des navettes spatiales 

et comme un moyen de préparer les matériaux de barrière thermique pour l’isolation des 

chambres de nucléaires  [26]. Une pièce peut être qualifiée de matériau FGM lorsqu’elle est 

composée d’au moins deux matériaux ou alliages primaires qui sont distribués 

continuellement ou dis-continuellement à l’intérieur de la structure. Lorsque la distribution est 

continue, on parle alors de matériaux à gradient continu [27]. Dans ce cas, la composition et 

la microstructure du matériau changent graduellement à l’intérieur de la pièce. Cette 

distribution des matériaux permet de modifier les propriétés à l’intérieur même de la pièce. 

Des gradients de propriétés peuvent ainsi être réalisés au niveau mécanique, physique, 

chimique, etc. 

 

La variation continue des propriétés mécaniques confère au matériau un comportement 

optimisé. Les FGM sont particulièrement utilisés dans les applications de haute 

technologique: aéronautique, aérospatiale, nucléaire, semi-conducteurs, et en Génie Civil et 

trouvent également des applications biomédicales. La plupart des "FGM" sont constitués des 

céramiques et des métaux dont les propriétés mécaniques sont comparés dans le tableau I.1. 

            

             

Phase Caractéristiques mécaniques 

Céramique 

 

La face à haute température 

 

-  Bonne résistance thermique ; 

-  Bonne résistance à l’oxydation ; 

-  Faible conductivité thermique. 

Céramique-métal 

Continuité du matériau 

d’un point à l’autre 

"couches intermédiaires" 

- Élimination des problèmes de 

l'interface ; 

- Relaxer les contraintes thermiques 

Métal 

 

La face à basse température 

 

-  Bonne résistance mécanique ; 

-  Conductivité thermique élevée, 

-  Très bonne ténacité. 

Tableau I.1 : Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal. 
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Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau 

"FGM" est illustré dans la figure I.1ci-après. Il en résulte un gradient qui déterminera les 

propriétés des "FGM". Dans certains cas, on peut avoir un matériau composite avancé 

constitué d'un même matériau mais de microstructure différente [28]. 

 

 

 

 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

I.3. Différences entre FGM et matériaux composites traditionnels 

Les matériaux à gradient de propriétés attirent l'attention en termes de leurs applications 

dans les domaines industriels. Puisque les FGM ont une double propriété des deux matières 

premières qui sont mélangées ensemble et la distribution composante est graduée sans 

interruption (voir figure I.2). Par exemple, l’un des FGM qui se composent du métal et de 

céramique à la caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le 

côté en métal et la résistivité aux hautes températures du côté céramique. 

 

 

Figure I.1 : Concept des matériaux à gradient de propriétés. 
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Particules de la phase A 

Avec la matrice de la phase B 

 

 

Zone de transition 

 

 

Particules de la phase B 

Avec la matrice de la phase A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Donc ces matériaux sont donc des matériaux composites avancés avec un caractère au 

microscope non homogène. Les changements continus de leur microstructure distinguent le 

FGM des matériaux composites conventionnels. Le changement continu de la composition a 

comme conséquence les gradients dans les propriétés de FGM. Les différences dans la 

microstructure et les propriétés entre FGM et matériaux composites conventionnels sont 

illustrées schématiquement sur la figure I.3. 

 

 

 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

 

 
Figure I.3 : Caractéristiques des matériaux FGM en comparaison avec 

les matériaux composites conventionnels [32]. 

Figure I.2 : FGM "les fractions de volume graduées dans la direction verticale" [29]. 
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I.4. Historique de développement des FGM 

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été aperçu dans la nature depuis des 

millions d’années. On peut les trouver dans les tissus des plantes, des animaux et même dans 

notre corps en citant à titre d'exemple les os (voir figure I.4),  les coquilles, les noix de coco et 

les feuilles de certaines graminées comme les bambous. 

 

Tous ces exemples, ouvrent la porte vers la biométrique qui tente d'appliquer les 

caractéristiques de la conception de la nature dans les sciences industrielles et médicales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le concept de FGM est né au milieu des années quatre-vingt dans le laboratoire national 

d’aérospatial au Japon, qui fût suivit par d’autres pays : l’Allemagne, la Suisse, Les Etats-

Unis, la Chine et la Russie. En 1984 M. Niino et ses collègues à Sendai. Ont eu l’idée de 

réaliser des matériaux utilisés comme barrière thermique dans les structures spatiales et les 

réacteurs à fusion [31]. Les changements continus dans la composition, dans la 

microstructure, et même dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des 

gradients des propriétés matérielles telles que les propriétés mécaniques et la conductivité 

thermique [32]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peuvent être utilisés pour 

différentes applications, telles que les enduits des barrières thermiques pour les moteurs en 

céramique, turbines à gaz, couches minces optiques [33]. 

 

Figure I.4 : Vue microscopique d’une section transversale de l’os. 
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En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la 

technologie de base pour développement de Matériaux à Gradient de propriétés et l'étude de la 

relaxation des contraintes thermiques". L'intérêt du projet est de développer des matériaux 

présentant des structures utilisées comme barrière thermique dans les programmes 

aérospatiaux. 17 laboratoires nationaux de recherche, des universités et des entreprises ont été 

engagées dans ce projet [34]. 

 

Trois caractéristiques sont à considérer pour la conception de tels matériaux : 

➢ Résistance thermique et résistance à l'oxydation à haute température de la couche 

superficielle du matériau ; 

➢ Ténacité du matériau côté basse température ; 

➢ Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau. 

Pour répondre à un tel cahier des charges, l'idée originale des FGM a été proposée pour 

élaborer un nouveau composite profitant à la fois des propriétés des céramiques "côté haute 

températures" et des métaux "côté basse température". 

À la fin de la première étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi à fabriquer des 

petites pièces expérimentales "1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diamètre" pouvant résister à 

des températures maximales de 2000K "température de surface" et à un gradient de 

température de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux 

présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la 

fabrication de tels matériaux sont les suivantes : le système SiC/C par C.V.D., le système 

PSZ/Mo par la technique de la compaction sèche des poudres, le système TiB2/Cu par 

synthèse par auto-propagation à haute température, et enfin le système (Ni-Cr-Al-Y)/ (ZrO2-

Y2O3) par projection plasma à double torches [32]. 

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des pièces de tailles plus 

grandes et de forme plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première étape. 

Pendant les années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé 

pour les matériaux de structure fonctionnant à haute température, mais s'est aussi élargi à 

d'autres applications: biomécaniques, technologie de capteur et l’optique [35]. 

En 1992, c’est la période de l’amélioration de l’efficacité des FGM dans la conservation 

d’énergie photoélectrique, thermoélectrique, thermonucléaire [36]. 
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I.5. Les méthodes de fabrication des FGM  

Les procédés de fabrication d'un matériau à gradient de propriétés "FGM" peuvent 

habituellement être divisés en construisant la structure dans un espace  hétérogène "mélange 

graduel" et transformation de cette structure en matériau en bloc "solidification". Les 

processus de mélange graduel peuvent être classés dans les constituants, l'homogénéisation et 

la ségrégation. Les procédés élémentaires sont basés sur la fabrication par étape de structure 

en matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les avancés en technologie d'automatisation 

pendant les dernières décennies ont rendu des processus élémentaire de progression 

technologiquement et économiquement durable. Dans la procédure d’homogénéisation qui 

traite une interface pointue entre deux matériaux est convertie dans un gradient par transport 

matériel. Les procédés d'homogénéisation et de ségrégation produit un gradient continus, mais 

ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent être produits. 

 

Habituellement le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel. Le 

besoin de ces processus de consolidation doit être adapté à FGMs: les conditions de ces 

procédures doivent être choisies pour que le gradient ne soit détruit ou altéré en mode non 

contrôlée. L'attention doit être également prêtée au rétrécissement inégal de FGMs pendant la 

consolidation [36]. 

 

Ces dernières années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une 

méthode originale  pour élaborer des composites à gradient continu de composition. Cette 

méthode est basée sur une technique de Co-sédimentation de poudres en milieu aqueux. 

Chaque particule élémentaire de poudre sédimente avec une vitesse proportionnelle à la 

densité du matériau et au carré du diamètre de la particule "relation de Stokes". En contrôlant 

et en adaptant les répartitions granulométriques de chaque poudre, il est possible d'obtenir 

différents gradients de concentration dans le dépôt formé à l'issue de la sédimentation. 

 

Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matériaux à gradient de propriétés, les 

techniques les plus employées sont brièvement expliquées ci-après. 
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I.5.1. Coulage en bande "Tape Casting" 

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste à 

étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces 

et régulières. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou 

sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support 

(figure I.5), ce qui confère à la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. 

La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine l'épaisseur de la bande 

[39]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées. Après un 

raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés. 

 

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux 

composites laminaires suivant deux méthodes, soit par réalisation directe de bandes 

multicouches grâce à un système de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par 

Mistler [38], soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite 

assurée par une étape de thermo-compression [28]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.5.2. Coulage séquentiel en barbotine "Slip Casting" 

Le coulage en barbotine "slip casting" consiste à couler une suspension dans un moule 

poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson "couche de 

poudre compacte" sur la surface du moule. Après séchage, on obtient le corps en cru. Donc le 

coulage se décompose en deux étapes essentielles : 

✓ Formation du tesson ou "prise", 

✓ Consolidation du tesson ou "raffermissement". 

Figure I.5 : Principe de la méthode coulage en bande [39]. 
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La filtration, c'est à dire la formation du tesson lors du coulage, peut être considéré 

comme un processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine; Cette eau migre à 

travers la couche de tesson déjà formée, sous l'effet : 

✓ Du pouvoir de succion du plâtre "coulage classique [39] ", 

✓ Ou d'une pression appliquée sur la barbotine "coulage sous pression". 

 

Dans le cas de la fabrication de multicouches, après la formation du premier tesson, le 

dépôt de la deuxième couche s'effectue de manière telle que la barbotine ne pénètre pas dans 

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches. 

 

I.5.3. Dépôt par Electrophorèse 

Le dépôt par électrophorèse "EPD", est un processus assez rapide à faible coût, capable de 

produire les matériaux à gradient de propriétés changeant sans interruption avec la géométrie 

complexe. EPD se compose de deux processus, c’est-à-dire le mouvement des particules 

chargées en suspension dans un champ électrique entre deux électrodes "électrophorèse" et le 

dépôt de particules sur l’un des électrodes. EPD permet la conception des matériaux à 

gradient de propriétés en forme de plaque binaire en déposant d'une suspension de poudre à 

laquelle une deuxième suspension est sans interruption ajoutée pendant le processus [40]. Le 

dépôt est un contrat de poudre emballé étroit qui a besoin de l'agglomération pour réaliser les 

composants matériels entièrement denses.  

 

Depuis lors, de nombreuses applications d'EPD ont été développées pour la fabrication de 

la céramique, y compris l'application des matériaux sans interruption à gradient de propriétés 

peut être obtenu tels que le céramique-céramique ZrO2/Al2O3 et le céramique-métal, WC/Co 

puisque la composition des couches déposantes est déterminée par la suite composition de la 

suspension au moment du dépôt. Une installation générale de ce principe est illustrée sur la 

(figure I.6).  
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I.5.4. Compaction sèche des Poudres 

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. 

Chaque fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la 

compaction de l'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par 

une pression isostatique et un délaitage. La densification sera enfin l'étape finale.  

 

Ce procédé peut être envisagé pour la fabrication de pièces de formes complexes. En effet 

il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de façon industrielle [41]. 

 

I.5.5. Projection plasma 

La projection plasma consiste à introduire des particules solides "de taille inférieure à 

100m, environ" dans un jet de gaz, dont la température atteint couramment 1100°C et la 

vitesse 1000-1500m/s (figure I.7). Le dépôt est ainsi formé par l’empilement des lamelles 

solidifiées obtenues par l’impact des particules sur le substrat préalablement préparé [45]. Ce 

procédé est utilisé en particulier pour déposer des matériaux à haute température de fusion tels 

que des alliages réfractaires ou des céramiques. Les caractéristiques des dépôts réalisés par la 

projection plasma sont la résistance à l’usure et à la corrosion et ainsi à l’isolation thermique 

et électrique.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La projection plasma est devenue une méthode très utile pour fabriquer des FGM. Le 

rendement élevé du dépôt des particules sur des substrats à géométrie compliquée, les 

performances des surfaces en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les 

métaux sont les avantages essentiels de cette technique. 

Figure I.7 : Méthode de projection plasma pour former un matériau thermoélectrique 

gradué. "La composition est graduée dans la direction plane "[42]. 
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I.5.6. Frittage et Infiltration 

Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un composite à 

gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont très 

différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique [43]. 

 

Cette méthode peut être généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux 

qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par 

rapport aux autres.  

 

I.5.7. Dépôt physique en phase vapeur "PVD" 

La technique de dépôt physique en phase vapeur "physical vapor deposition" est une 

technologie prometteuse pour la production de revêtements de barrière thermique. Parmi les 

caractéristiques avantageuses de PVD que les revêtements fabriqués ont des surfaces lisses, 

sans exigence, enfin il n'y a pas de fermeture de trous de refroidissement. Toutefois, le 

principal avantage est leur résistance exceptionnelle aux chocs thermiques, ainsi que la durée 

de vie est considérablement plus longue. L'équipement utilisé pour déposer les revêtements 

d'isolation thermiques par l'intermédiaire de PVD, se compose de plusieurs récipients pour le 

chargement, le préchauffage et le dépôt plus un dispositif de rotation et la manipulation des 

échantillons ...etc. 

 

Une autre approche pour obtenir une structure à gradients est d'utiliser un mélange 

d'aluminium, l'alumine et de zircone, chimiquement contrôlés peuvent être fabriqués 

facilement par vaporisation à partir de sources multiples en utilisant un ou plusieurs pistolets  

électroniques. En ajustant les paramètres de faisceau d'électrons, différents taux de dépôt 

peuvent être obtenus pour chaque source .Si les taux d'évaporation de deux composants, par 

exemple alumine et de zircone, sont changés sans interruption, un gradient défini de 

composition est obtenu, c’est le FGM. 
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I.5.8. Dépôt chimique en phase vapeur "CVD" 

Dans la technique de dépôt chimique en phase vapeur "chemical vapor deposition", 

représenté schématiquement à la (figure I.8), un dépôt est formé sur un substrat en soumettant 

la source des gaz "par exemple, des hydrures, bromures ou chlorures" qui occupent la 

chambre de réaction, à différents types d'énergie comme la chaleur, la lumière et le plasma. 

Les FGM peuvent être synthétisés à lent pour modérer des taux de dépôt en modifiant le 

rapport de mélange de la source des gaz, ou par le contrôle de la température de dépôt, la 

pression de gaz, ou le débit de gaz. En raison de son faible taux de dépôt, CVD est largement 

utilisé pour l'infiltration de piles ou pour la fabrication de couches minces [44].  

 

  

                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

I.6. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM  

Les matériaux à gradient de propriétés "FGM" peut être produit en changeant sans 

interruption les constituants des matériaux multi phasés dans un profil prédéterminé. Les 

dispositifs les plus distincts d'un FGM sont les microstructures avec des macros -propriétés 

graduées sans interruption. Un FGM peut être définie par la variation des fractions de volume. 

La plupart des chercheurs utilisent la fonction de loi de puissance, la fonction exponentielle, 

ou la fonction sigmoïde pour décrire les fractions de volume.  

Les liaisons entre les particules doivent être assez dures à l’intérieur pour résister à la 

rupture, et également assez dures à l’extérieur pour empêcher l’usure. 

Figure I.8 : Technique de préparation d'un SiC/C FGM par le dépôt chimique 

en phase vapeur "CVD" [43]. 
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Les coordonnées x  et y  définissent le plan de la plaque (figure I.9), tandis que la 

direction de l’axe z  perpendiculaire à la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 

l’épaisseur. 

 

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les 

surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes 

d’exécution. 

 

Toutefois le module d’élasticité "Young" et le coefficient de Poisson varient de façon 

continue, dans le sens de l’épaisseur "l’axe z " soit : )(),( zzEE  == . Le module de 

Young dans le sens de l’épaisseur de la plaque en matériaux à gradient de propriétés varie en 

fonction de la loi de puissance "P-FGM" ou avec la fonction sigmoïde "S-FGM" ou bien la 

fonction exponentielle "E-FGM". 

 

I.6.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM 

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit à une fonction en loi de puissance. 

p

h

hz
zV 







 +
=

2/
)(  

Où p  est un paramètre matériel et h est l’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction 

volumique locale )(zV   a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent 

être déterminées par la loi des mélanges [45] :    

                                                                                                   

  21 )(1)()( EzVEzVzE −+=  

Figure I.9 : Géométrie d’une plaque en FGM. 

(I.1) 

(I.2) 



Chapitre I  Généralités sur les matériaux composites avancés 

  
Page 16 

 
  

Où 1E et 2E  sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure )2/( hz =

et de la surface supérieure )2/( hz −= de la plaque FGM, la variation du moule de Young dans 

la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la (figure I.10), il apparait 

clairement que la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour 1p , 

et augmenté rapidement près de la surface supérieure pour 1p . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            

   

             

I.6.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance à une 

plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur l’interfaces 

où le matériau est continu mais change rapidement [45]. Par conséquent, Chung et Chi [45] 

ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de loi de 

puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces.  

Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par : 

 

p

h

zh
zV 







 +
=

2/

2/

2

1
)(1  Pour 02 − zh /  

p

h

zh
zV 







 −
−=

2/

2/

2

1
1)(2 Pour 20 /hz   
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Figure I.10: Variation de la fraction volumique dans une plaque "P-FGM". 

 

(I.3a) 

(I.3b) 



Chapitre I  Généralités sur les matériaux composites avancés 

  
Page 17 

 
  

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé en 

utilisant les relations suivantes : 

 

2111 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 02 − zh /                                                       

2212 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 20 /hz   

 

La (figure I.11) montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I.4.a) 

et (I.4.b) représente les distributions sigmoïdes, et cette plaque FGM est appelée dans ce cas                                 

"Plaque S-FGM". 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

I.5.3. Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM 

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs 

utilisent la fonction exponentielle "E-FGM". En effet, cette fonction est impliquée dans ce 

présent travail, car les propriétés du matériau varient à travers l'épaisseur avec une distribution 

exponentielle. La fraction de volume des constituants s’écrit sous la forme (figure I.12) : 









+

= 2

1
 

)( h

z
p

ezV  

 

Et le module de Young de la plaque E-FGM peut être calculé en utilisant l’expression 

suivante : 

)()( 1 zVEzE =  
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Figure I.11: Variation de la fraction volumique dans une plaque "S-FGM". 
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I.6. Domaines d'application des FGM 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés est applicable dans un large intervalle et 

dans différents domaines. 

 

I.6.1. Aéronautique 

Les FGM permettent de produire un poids-léger des matériaux solides, durables et 

applicables dans différents domaines de structure. Ces derniers sont considérés d’une part, 

comme une technologie indispensable pour la roquette et à la construction de station spatiale, 

et d’autre part utilisables comme des barrières thermiques des avions spatiaux et des parties 

de moteur de fusée. 

I.6.2. Matières industrielles  

De nombreuses applications de FGM ont été récemment apparues pour les matériaux 

industriels. Comme les produits récents sont intensifiés en raison d'une résistance mécanique 

et thermique accrue, la demande d'un nouveau matériau pour l'outil industriel est en pleine 

croissance. Dans ce domaine, il est nécessaire d'avoir les deux résistances donc la demande de 

la FGM est une solution. 

I.6.3. Biomatériaux 

 Notre corps est soutenu par 206 os, et certains d'entre eux couvrent un cerveau et des 

organes. Si nous avons une douleur à un os ou une articulation, nous aurons des troubles dans 

notre vie. Pour résoudre ce problème, un nouveau matériau nommé FGM est apparu et peut 
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Figure I.12: Variation de la fraction volumique dans une plaque "E-FGM". 
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remplacer les os et les articulations. Non seulement la dureté et une excellente résistante à la 

corrosion et la compatibilité, mais aussi au niveau biologique. 

 

I.6.4. Energie solaire  

Les cellules photovoltaïques des piles solaires ont une bande de fréquence propre de 

réponse à la lumière dépendant des matériaux. Ces piles solaires utilisent des FGM et 

présentent une réponse optimale sur une très large bande de fréquence. De plus la 

combinaison de la génération thermoélectrique avec la génération photovoltaïque sur une pile 

solaire permet la pleine utilisation de l’énergie lumineuse et thermique du rayonnement 

solaire et donc conduit à un meilleur rendement de conversion global. 

Ces conversions thermoélectroniques utilisant les FGM laissent entrevoir la mise au point 

de générateurs à recharge de gaz ou kérosène compacts qui peuvent être utilisés dans des 

zones reculées en montagne ou dans les déserts froids ou chauds pour des instruments de 

mesure et de communication comme par exemple des stations météorologiques.  

I.6.5. Génie civil   

 Les FGM peuvent être utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une gradation 

obtenue par la variation de la fraction volumique des fibres, cette technique est visée d’être 

utilisée dans les autoroutes et les routes à très fort trafic où l’utilisation d’une chaussée souple 

en béton bitumineux est déconseillée, tels que les dallages industrielles, les pistes des 

aéroports, car elles offrent une résistance et une durabilité élevées, le but est d’optimisé 

l’épaisseur de la chaussée afin d’avoir un matériaux rigide sur la surface de roulement et un 

matériau moins rigide sur la couche de fondation. 

 

 Les FGM peuvent être utilisé dans les chaussées souples pour supprimer les couches 

d’accrochage entre la couche de la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton 

Bitumineux et éviter le glissement entre les deux couches et économiser les épaisseurs des 

couches tout en obtenant un comportement optimisé et augmentant la capacité portante de la 

chaussée et par la suite sa durabilité. 

 

I.7. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons défini au premier lieu les matériaux composites avancés 

nommés "FGM", l’historique de leur développement, leurs propriétés, leurs principales 

méthodes de fabrication, et par la suite nous avons cité les différentes lois possibles qui 
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servent à décrire la variation spatiale et progressive des propriétés matérielles du matériau 

FGM "module de Young, masse volumique et coefficient de poisson" suivant l’épaisseur 

d’une plaque, ces lois peuvent être de puissance, sigmoïde et exponentielle. Ces matériaux 

permettent la construction des structures innovantes qui peuvent être exploitées dans de 

nombreux domaines d’application dans les structures spéciales et en génie civil. 
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Chapitre II  

Différentes théories des plaques 

 

II.1. Introduction 

Les problématiques rencontrées concernent essentiellement des questions de 

dimensionnement ou de contrôle des vibrations et des contraintes. Pour mieux connaître, la 

réponse du comportement dynamique et statique de la structure, il est impératif d'approcher de 

la manière la plus correcte possible les phénomènes mis en jeu par les plaques qui sont plus 

ou moins complexes. Ainsi, un tablier d’un pont, un bâtiment, une caisse de voiture, une aile 

d'avion, un bateau… Parmi tous ces domaines d’application, on peut distinguer plusieurs 

types de plaques : des plaques membranaires, des plaques minces, modérées et épaisses dont 

les propriétés matérielles sont différentes. Dans cette étude nous nous intéresserons par les 

plaques hétérogènes en matériaux composites avancés, nommés les matériaux à gradient de 

propriétés qui sont généralement constitués par deux constituants différents.  

 

Afin de résoudre les problèmes des structures ayant comme éléments structuraux des 

poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne 

théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi 

que la méthode de résolution à appliquer. C’est en 1888 que Love utilisa les hypothèses de 

Gustav Kirchhoff, elles-mêmes inspirées des hypothèses d’Euler-Bernoulli pour fonder une 

théorie des plaques minces "également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-

Love". La théorie des plaques semi-épaisses "théorie des déformations du premier ordre" a été 

consolidée par Mindlin à partir des travaux de Timoshenko [46] et Reissner [47]. Ensuite, des 

théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothèses des théories classiques et du 

premier ordre lorsque l’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe aussi la théorie 

basée sur l’élasticité tridimensionnelle "théorie 3-D" qui ne fait aucune hypothèse restrictive 

sur les déplacements de la plaque.  

 

Nous présentons dans ce chapitre quelques modèles sur les théories des plaques 

développées dans la littérature pour améliorer l'évolution de la variation du champ des 

déplacements à travers l'épaisseur des plaques.    
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II.2. Définition d’une plaque 

Une plaque est un solide élastique dont une dimension selon l’épaisseur, est petite en 

comparaison des deux autres, et qui généralement comporte un plan de symétrie au milieu de 

l’épaisseur que nous appellerons surface moyenne (Voir figure II.1). Par convention, cette 

surface sera le plan (x-y), l’axe (o-z) correspond à l’axe transversal selon l’épaisseur. Une 

plaque peut être constituée d’un matériau homogène, ou être obtenue par l’empilement de 

différentes couches de matériaux orthotropes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Afin de traiter des problèmes de plaques élastiques, des hypothèses doivent être imposées 

pour simplifier les équations générales de l'élasticité linéaire. Dans le cas d’un problème de 

plaques en flexion on applique des charges normales à la surface moyenne, dans la direction 

de z. Ces forces appliquées provoquent une flexion dans la plaque avec un déplacement du 

feuillet moyen dans la direction de z, ce déplacement vertical est habituellement appelé flèche 

et noté par w. 

 

II.3. Modèles analytiques des plaques FGM 

L’ensemble de ces modèles sont basées sur les lois de comportement élastique de la théorie 

d’élasticité linéaire et les hypothèses fondamentales nécessaires pour caractériser le modèle 

analytique choisi. Il faut savoir que l’aspect géométrique de la plaque est défini par une 

surface de référence plane et par une épaisseur petite par rapport aux autres dimensions. Cette 

définition favorise le choix d’une cinématique spécifique par rapport à la cinématique 

générale d’un solide, le facteur de classification de ces théories est l’importance de l’épaisseur 

par rapport aux autres dimensions, cette particularité conduit à l’effet de cisaillement 

transversal à travers l’épaisseur, ce dernier est présenté dans la cinématique adaptée. Dans 

l’analyse des plaques en flexion, on peut utiliser trois théories fondamentales : 

Figure II.1 : Géométrie d’une plaque de forme rectangulaire. 
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✓ Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT), 

✓ Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), 

✓ Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) 

 

II.3.1. Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT) 

On parle d’une plaque mince, lorsque la flèche générée par les déformations de 

cisaillement reste négligeable devant la flèche générée par la courbure de la plaque. Dans le 

cas d’une plaque homogène isotrope, la part de cisaillement dans la flèche est directement 

reliée à l’élancement (L h). 

 

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothèses de Love-

Kirchhoff, selon lesquelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste 

perpendiculaire après déformation, ce qui revient à négliger les effets de déformation en 

cisaillement transverse. Le champ de déplacement associé à cette théorie est présenté dans 

l’équation (II.1). La cinématique ci-après (figure II.2) illustre l’état déformé d’une structure 

monocouche avec le modèle de Love-Kirchhoff : la section de la plaque déformée reste 

orthogonale à la surface neutre, les contraintes et déformations de cisaillement transverse sont 

nulles. Cette formulation a tendance à sous-estimer les flèches et surestimer les charge 

critique de flambement et les fréquences propres des structures modélisées, cette erreur étant 

encore plus grande pour les stratifiés fortement anisotropes. Cependant, ce modèle permet de 

décrire correctement le comportement de plaques simples fortement élancées ou avec une 

épaisseur faible par rapport à la longueur d’onde de flexion, d’où son appellation de modèle 

de "plaques minces". Ce modèle de plaque peut être référé en Timoshenko et Woinowsky-

Krieger [48] ainsi que Reddy [49]. 

 

En se basant sur les hypothèses citées ci-dessus, le champ de déplacement de la théorie 

classique est exprimé sous la forme suivante : 

),,(),,(

,),(),,(
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0
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(II.1) 
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Avec 0u et 0v  sont les composantes du champ de développement sur le plan moyen de la 

plaque )0( =z . Puisque ce modèle ne tient pas en compte l’effet de cisaillement transverse, il 

donne des résultats non précis pour les plaques épaisses. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.3.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) 

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) est une extension de la 

cinématique de la théorie classique des plaques (CPT) par une déformation de cisaillement 

transversale de la plaque dans leur hypothèse cinématique (figure II.3), dans ce cas la 

distribution des contraintes et les déformations sont constantes à travers l’épaisseur de la 

plaque, ce qui oblige l’introduction d’un facteur de correction du cisaillement pour corriger 

cette forme  de contraintes. Généralement ce coefficient est difficile à déterminer à cause de 

sa dépendance à la fois, de la géométrie, du coefficient de Poisson à travers l’épaisseur, des 

charges appliquées et des conditions aux limites. Les études sur la théorie de déformation en 

cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent être trouvées dans les références de Reissner 

[47] et Mindlin [50] qui a mené au modèle de plaque de Reissner-Mindlin. Ce modèle a été 

utilisé par suite par Reddy pour l’analyse statique en flexion, la vibration libre et le 

flambement des plaques isotropes et multicouches [49, 51]. 

Figure II.2 : Cinématique de la plaque de Love Kirchhoff (CPT) [53]. 
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La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant : 
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Avec : ),,( 000 wvu  et (
yx  , ) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des 

axes x et y, respectivement.  

 

Le champ de déplacement définis dans l’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie 

classique des plaques décrite dans la dernière section par le remplacement : 

,0

x

w
x




−=

 y

w
y




−= 0

 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

Avec ce choix de la forme des champs de déplacement, les déformations transversales sont 

constantes en (z). Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes dans chaque couche 

discontinue entre les couches. Cette mauvaise description oblige à introduire des coefficients 

correcteurs pour mieux prendre en compte clans l'écriture de l'énergie, les effets de 

cisaillement transversal [52]. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du choix 

(II.2) 

(II.3) 

Figure II.3 : Cinématique de la plaque de Reissner- Mindlin (FSDT) [49]. 
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empirique dans des situations complexes des coefficients correcteurs et l'étude du composite 

épais reste aléatoire par ce type d'approche cinématique Pour éviter l’introduction d'un facteur 

de correction, des théories de déformation en cisaillement d'ordre élevée ont été développées. 

 

D’ailleurs pour éviter l’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation 

en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.  

 

II.3.3. Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)    

À la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution 

linéaire du déplacement par l'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution 

non linéaire des champs dans l’épaisseur (voir figure II.4). Par conséquent, on tient compte 

des effets de la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale 

transversale. Ces modèles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels 

modèles peuvent être trouvées dans plusieurs références scientifiques [53, 54, 55, 56, 57].  

 

Nous avons introduit ici quelques modèles de plaques utilises pour analyser le 

comportement des matériaux composites avancés (FGM).  

 

Le champ de déplacement est généralement comme suit : 
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Où vu, et w  représentent les déplacements dans les directions yx, et z . Les composantes 

de déplacements 00 ,vu et 0w
 
sont ceux d’un point du plan moyen )0,,( =zyx . x et y  sont 

les rotations due à la flexion des plans yz et xz . Cependant )(zf est la fonction de 

gauchissement qui représente la forme de distribution des contraintes et des déformations de 

cisaillement transverse dans l'épaisseur de la plaque. Ainsi le choix de cette fonction )(zf est 

basé sur les résultats de l'élasticité tridimensionnelle ou toute autre information sur la 

distribution des contraintes de cisaillement transverse. 

 

(II.4) 
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En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque CPT est obtenue par en prenant

0)( =zf , alors que la théorie de premier ordre FSDT peut être obtenue par zzf =)( . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.4. Revue sur les différents modèles de la théorie d’ordre élevé (HSDT) 

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont proposé quelques 

contributions importantes pour le développement de modèles d’ordre élevé qui se sont 

distingués dans la littérature par l’expression de la fonction de cisaillement f (z). Les modèles 

sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement à travers l’épaisseur, 

et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans la 

configuration déformée (Figure II.4) [52, 58, 59, 60]. Nous citons en particulier : 

 

L’approche d’Ambartsumyan [61] avec : 
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22
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L’approche de Reissner [51], Panc et Kaczkowski, avec : 
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Figure II.4 : Cinématique de la plaque d’ordre élevé (HSDT) [53]. 

(II.5) 

(II.6) 
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L’approche de Levinson, Murthy [62] et Reddy [56] Avec ; 
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Dans le modèle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le 

déplacement normal w, est constant [56]. Ce modèle donne une bonne approximation pour les 

contraintes de cisaillement transverse par rapport à la solution élastique tridimensionnelle 

dans le cas homogène. La distribution des contraintes de cisaillement transverse est 

parabolique à travers l’épaisseur (elle doit être parabolique par couche pour un multicouche). 

Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Les résultats du modèle de 

Reddy sont également très proches des deux modèles d’ordre élevé proposés par Kant et 

Swaminathan [57]. 

 

Touratier propose le modèle (sinus) qui est différent des autres modèles d’ordre élevés 

puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement à travers 

l’épaisseur [60]. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite : 
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Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modèle (sinus) prennent une 

forme trigonométrique à travers l’épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle par 

rapport à la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy 1984]. En se basant sur les 

travaux de Touratier, un élément fini triangulaire à six nœuds, est construit pour les structures 

multicouches non linéaires géométriques par Polit et al. [63] et Dau et al. [64]. 

 

Malgré le fait que les modèles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de 

déformation à l’interface, les contraintes de cisaillement inter laminaire et les contraintes 

d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de l’analyse locale de 

l’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont très différentes. 

(II.7) 

(II.8) 
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Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi qu’une 

comparaison entre les différents modèles. 

 

 

 

Théories intitulé 
Fonction de cisaillement 

( )zf  

Coefficient de 

correction 

k  

Domaine de 

validité 

CPT 

Kirchhoff [69] 

Théorie classique 

des plaques 
0  --- Plaques minces 

FSDT 

Mindlin [54] 

Théorie de 

déformation en 

cisaillement du 1er 

ordre 

z  Requis 

Plaques minces 

et moyennement 

épaisses 

Ambartsumyan 

[65] 

Théorie d’ordre 

supérieur 
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Tableau II.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories 

des plaques en matériaux composites avancés. 
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D’après les différents modèles proposés de la théorie de déformation en cisaillement 

d’ordre élevé, on voit que l’approche d’Ambartsumyan [61] et l’approche de Reissner [47] 

(voir figures II.5 et II.6 ci-dessous), sont un peu loin des autres fonctions de forme présentées 

par Touratier [60], Reddy [56], Karama et al [68] et Aydogdu [69]. Elles sont servies comme 

bases pour développer les autres fonctions de cisaillement qui sont en principe plus proches 

de l’analyse 3D.  

 

Il faut remarquer que les modèles issus d'une approche monocouche équivalente 

pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les 

couches ont des propriétés différentes, même si la continuité du champ de déformation est 

assurée. Ceci présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale à l'interface des 

structures multicouches (effets de bord sur les contraintes, contraintes inter-faciales, 

délaminage, …etc.), mais pour le cas des matériaux à gradient de propriétés (FGM) cette 

approche parait très appropriée, du fait que la variation des propriétés se fait continuellement 

selon l’épaisseur.  
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Figure II.5 : Variation de la fonction de forme  f(z) des différents modèles 

en fonction de l’épaisseur z. 
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II.5. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques 

Shimpi [67] a développé un modèle raffiné pour l’analyse des plaques isotropes (RPT : 

Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle 

ne contient que quatre équations d’équilibre avec seulement quatre inconnus à trouvés au lieu 

des cinq dans le cas des théories classiques. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de 

correction de cisaillement et donne une distribution parabolique de déformation en 

cisaillement à travers l’épaisseur de la plaque. Aussi, elle présente beaucoup de similitudes 

avec la théorie classique des plaques quant aux équations du mouvement, les conditions aux 

limites et les expressions des moments. Plusieurs chercheurs ont adaptés cette théorie pour 

étudier le comportement statique et dynamique des plaques stratifiés, sandwichs et en 

matériaux à gradient de propriétés. 

 

Récemment Thai et Kim [72, 73] ont adapté le modèle raffiné, avec succès, au flambement 

des plaques orthotropes et à la vibration libre des plaques composites stratifiées et sandwichs. 

 

II.6. Approche par couche 

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les 

matériaux composites conventionnels. Il est observé que cette approche est applicable pour 

les structures en matériaux FGM. Ainsi différents modèles issus de l'approche par couche ont 

été proposés par Carrera [74], Afaq et al. [75], Reddy [56] et Di Sciuva [76]. Le multicouche 
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 Touratier [64]
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 Karama et al. [72]

 Reissner [51]

 Ambartsumyan [65]

 Aydogdu [73]

Figure II.6 : Variation de la fonction de forme  f(z) des différents modèles 

en fonction de l’épaisseur z. 
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est subdivisé en sous structures correspondant en fait à chaque couche ou chaque ensemble de 

couches. On applique à chaque sous structure une théorie du premier ordre ou un modèle 

d'ordre supérieur, imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces 

entre les différentes couches. 

 

Les modèles de ce type sont relativement couteux (l’ordre des équations de comportement  

dépend du nombre de couche), mais ils permettent l'obtention de résultats plus précis, 

notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan. D'une manière générale, les 

modèles issus de l'approche par couche peuvent être classes en deux groupes : les modèles 

couches discrètes ou chaque couche est considérée comme une plaque en imposant les 

conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux interfaces et les modèles zig-

zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est indépendante du nombre 

de couches. 

 

II.6.1. Les modèles couches discrètes 

Les modèles couches discrètes adoptent une approximation plus fine des champs suivant 

l’épaisseur du multicouche que les modèles de plaque d’ordre supérieur ou Zig-zag puisqu’ils 

proposent une cinématique par couche plutôt qu’une cinématique globale. En fait avec les 

modèles couches discrètes le multicouche est représenté par un ensemble de plaques 

structures 2D) couples par des efforts d’interface les conditions de continuité aux interfaces 

sont assurées. Le nombre de paramètres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque 

composite. Dans les travaux de Srinivas [77] et Reddy [49] on postule une cinématique du 

premier ordre ou d’ordre supérieur par couche les équations fondamentales par couche sont 

obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels les conditions aux limites sont également 

données couche par couche. 

 

D'une manière alternative les travaux de Ren [78] et Yin [79] utilisent une approximation 

des champs de contraintes par couche ou une mixte contrainte cinématique ainsi Ren [78]  

utilise un champ de contrainte dont la composante de cisaillement transversal est quadratique 

par couche et les déplacements sont considères cubiques par couche et continus aux 

interfaces. Dans la référence [80], le champ de contrainte est construit sous la forme d’un 

produit de fonctions à variables séparées par couche à partir de l’équilibre des forces et 

moments les contraintes plane s sont supposées constantes suivant l’épaisseur dans Yin [79], 
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les fonctions de contraintes sont utilisées par couche pour déterminer les contraintes inters 

laminaires elles sont approximées de façons polynomiales dans l’épaisseur. 

 

II.6.2. Les modèles zig-zag 

Afin de réduire le nombre de paramètres inconnus, Di Sciuva [74] est le premier à proposer 

le modèle zig-zag du premier ordre. Dans ce modèle, les déplacements membranaires sont les 

résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une théorie du premier ordre 

et d'une fonction zig-zag. La cinématique des modèles zig-zag satisfait a priori les conditions 

de contact et elle est indépendante du nombre de couches. 

 

Toutefois, la fonction zig-zag donne une contribution des déplacements membranaires qui 

est continue en z mais sa dérivée première est discontinue à l'interface (voir figure II.7). Les 

déformations transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de 

cisaillement transverse aux interfaces est assurée. 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

II.7. Approche quasi-3D 

Pour éviter de recourir à une analyse tridimensionnelle et de l’introduction de l’effet de 

déformation normale transverse cette particularité devient importante pour définir un état de 

contraintes correct et évaluer exactement les fréquences propres en analyse vibratoire de 

façon générale toutes les contributions et les recherches récentes sur cette approche basées sur 

la jonction d’une fonction non linéaire de la coordonnée de l’épaisseur z de telle sorte que le 

Figure II.7 : Champ de déplacement des modèles zig-zag du premier ordre [81]. 
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déplacement transversal sera exprimé et dépend d’une variation non linéaire à travers 

L’épaisseur de la plaque. 

 

En générale les théories d’ordre élevé de déformation en cisaillement transversal et la 

déformation normale suivant l’épaisseur considèrent l’effet de l’étirement de l’épaisseur 

(stretching effect) peuvent être numériquement appliquées en utilisant la formulation unifiée 

initialement proposée par Carrera [82] et récemment évoluée par Demasi [83]. 

 

De nombreux travaux basant sur la théorie d’ordre élevé avec effet d’étirement ont été 

proposés dans les littératures pour analyser le comportement statiques et dynamiques des 

structures en matériaux composites multicouches et en FGM (plaques, poutres, coques, 

…etc.), Talha [84], Carrera [85], Reddy [86], Mantari et Guedes Soares [87], Draiche et al. 

[88], Benbakhti at al. [89] et Benahmed et al. [90]. Ces théories sont assez complexes en 

termes de formulations, néanmoins elles sont très intéressantes du point de vue précision. 

 

II.8. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur les différents modèles analytiques de 

calcul des plaques épaisses en FGM, ainsi que les travaux effectués par plusieurs chercheurs 

dans ce domaine, à savoir la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de déformation en 

cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de  déformation en cisaillement d’ordre 

élevé (HSDT), la théorie des plaques raffinée (RPT) et la théorie quasi-3D de  déformation en 

cisaillement d’ordre élevé avec effet d’étirement de l’épaisseur.  

 

A travers notre lecture de la littérature en matière de théories d’ordre élevé, il apparaît que 

celles-ci sont certes intéressantes du point de vue précision, néanmoins devient assez 

complexes en termes de formulations. Le chapitre qui se suivre portera sur la présentation 

d’étude du comportement statique des plaques en matériaux composites avancés dans les 

propriétés matérielles varient selon une fonction exponentielles à travers l’épaisseur de la 

plaque (E-FGM). 
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 II.1. Introduction : 

Dans ce chapitre on va faire une modélisation analytique du comportement statique et 

des plaques composites orthotrope et isotrope utilisant la théorie raffinée (RPT), la 

théorie de déformation en cisaillement de premier ordre (FSDT) et la théorie classique 

des plaques (CPT). À l’aide de principe d’Hamilton et la solution de Navier on a pu 

arriver aux équations d’équilibre de la poutre en FGM. 

 

II.2. RPT pour plaques orthotropes : 

    Hypothèses de base de RPT : 

Les hypothèses du RPT sont les suivantes : 

• Les déplacements sont faibles par rapport à l'épaisseur de la plaque h et, par 

conséquent, les déformations impliquées sont infinitésimales. 

• Le déplacement transversal 𝑤 comprend deux composantes de flexion 𝑤𝑏 et de 

cisaillement 𝑤𝑠. Ces deux composants sont uniquement fonction des 

coordonnées x, y et du temps t. 

 ( ) ( ) ( ), , , , , ,b sw x y t w x y t w x y t= +  (III.1) 

• La contrainte transversale normale 𝜎𝑧 est négligeable par rapport aux contraintes 

dans le plan 𝜎𝑥 et 𝜎𝑦. 

• Les déplacements 𝑢 dans la direction x et 𝑣 dans la direction y consistent en 

composants d'extension, de flexion et de cisaillement. 

 0 0;b s b su u u u v v v v= + + = + +  (III.2) 

• Les composantes de flexion 𝑢𝑏 et 𝑣𝑏 sont supposées être similaires aux 

déplacements donnés par la théorie classique des plaques. Par conséquent, 

l'expression de 𝑢𝑏 et 𝑣𝑏 peut être donnée comme : 

 ;b b
b b

w w
u z v z

x y

 
= − = −

 
 (III.3) 

Les composants de cisaillement 𝑢𝑠 et 𝑣𝑠 donnent, en conjonction avec 𝑤𝑠, les variations 

paraboliques des déformations de cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 et donc des contraintes de 

cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 à travers l'épaisseur de la plaque, h, de sorte que les contraintes de 

cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 sont nulles à les faces supérieure et inférieure de la plaque. Par 

conséquent, l'expression pour nous et vs peut commencer. 

 

2

21 5 1 5
( ) ,

4 3 4 3

s s
s s

w wz z
u z z v z z

h x h y

     
= − = −          

 (III.4) 
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II.3. Cinématique 

Sur la base des hypothèses formulées dans la section précédente, le champ de 

déplacement peut être obtenu en utilisant les équations. (III.1) - (III.4) comme : 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

1 5
, , , , ,

4 3

1 5
, , , , ,

4 3

, , , , , ,

b s

b s

b s

w wz
u x y z t u x y t z z

x h x

w wz
v x y z t v x y t z z

y h y

w x y t w x y t w x y t

   
= − + −  

    

   
= − + −  

    

= +

 (III.5) 

Ce champ de déplacement explique une traction nulle sur les conditions aux limites sur 

les faces supérieure et inférieure de la plaque, et la variation quadratique des 

déformations de cisaillement transversales (et donc des contraintes) à travers l'épaisseur. 

Ainsi, il n'est pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement.  

 

Figure III.1 : Plaque rectangulaire : (a) condition aux limites et (b) forces dans le plan. 
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Figure III.2 : Les conditions de chargement de la plaque carrée pour (a) la compression 

uni-axiale, (b) la compression biaxiale et (c) la tension dans la direction x et la 

compression dans la direction y. 

 

Le champ de déformation obtenu en utilisant les relations déformation-déplacement peut 

être donné comme : 

 

0

0

0

2

2

0

5
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4

5
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b s
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−

−
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=

= + +

   
= −  

   

   
= −  

   

 (III.6) 

Où : 

 

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

2 2

2
0 0 0

22

, ,

, ,

, 2 ,

1 5
2 ,

4 3

b sb s
x x x

b sb s
y y y

b b
xy xy

s s
xy

u w w
k k

x x x

v w w
k k

y y y

u v w
k

y x x y

w z
k f z z

x y h







  
= = − = −
  

  
= = − = −
  

  
= + = −
   

  
= − = − +  

     

(III.7)

 

 

 

II.4. Constitutive équations : 

Les équations constitutives d'une plaque orthotrope peuvent s'écrire 

 

11 12

12 22

66

44

55

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

x x

y y

xy xy

yz yz

xz xz

Q Q

Q Q

Q

Q

Q

 

 

 

 

 

    
    
       
 =   
    
    
        

 (III.8) 
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Où 𝑄𝑖𝑗 sont les constantes élastiques réduites des contraintes planes dans les axes du 

matériau de la plaque, et sont définies comme : 

 

1 12 2 2
11 12 22

12 21 12 21 12 21

66 12 44 23 55 13

, , ,
1 1 1

, ,

E v E E
Q Q Q

v v v v v v

Q G Q G Q G

= = =
− − −

= = =

 (III.9) 

Dans laquelle 𝐸1, 𝐸2 sont le module de Young, 𝐺12, 𝐺23, 𝐺31 sont le module de 

cisaillement et 𝜈12, 𝜈21 sont les ratios de Poisson. Pour la plaque isotrope, ces propriétés 

de matériau ci-dessus se réduisent à 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 , 𝐺12 = 𝐺23 = 𝐺31=G, 𝜈12 = 𝜈21 = 𝜈. 

Les indices 1, 2, 3 correspondent respectivement aux directions x, y, z du système de 

coordonnées cartésiennes. 

II.5. Équation des mouvements 

L'énergie de déformation de la plaque peut s'écrire : 

 ( )
1 1

2 2
ij ij x x y y xy xy yz yz xz xz

v v
U dV           = = + + + +   (III.10) 

Substitution des égaliseurs. (III.6) jusqu’au (III.9) dans l'équation (III.10) et en intégrant 

à travers l'épaisseur de la plaque, l'énergie de déformation de la plaque peut être réécrite 

comme : 

 
( )

( )

0 0 01

2

1

2

b b b b b b

x x y y xy xy x x y y xy xy
A

s s s s s s

yz yz xz xz x x y y xy xy
A

U N N N M K M K M K dxdy

Q Q M K M K M K dxdy

  

 

= + + + + +

+ + + + +





 (III.11) 

Où les résultantes des contraintes 𝑁, 𝑀 et 𝑄 sont définies par : 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

2

, , , ,  

, , , , f 

, ,

h
b b b

x y xy x y xy
h

h
s s s

x y xy x y xy
h

h

xz yz xz yz
h

M M M z dz

M M M dz

Q Q dz

  

  

 

−

−

− −
−

=

=

=







 (III.12) 

 

 

En substituant les équations (III.11) et (III.12) à l'équation (III.10) et en intégrant à 

travers l'épaisseur de la plaque, les résultantes de contraintes sont liées aux déplacements 

généralisés (𝑢0, 𝑣0, 𝑤𝑏 , 𝑤𝑠) par les relations : 
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   −  
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(III.13)

 

 

2 2

11 12

2 2

12 22

2

66

44

55

0
1

0
84
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0

0

s

x s

s

y s

s
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sxz

M D D w x

M D D w y

M D w x y

A w yQ

A w xQ

   −  
    

= −     
     −       

     
=    

      

  

Où 𝐴𝑖𝑗 et 𝐷𝑖𝑗 sont appelées respectivement rigidité extensionnelle et flexion et sont 

définies en termes de rigidité 𝑄𝑖𝑗 comme : 

 

( ) ( ) ( )

( )

2
2

2
, 1,   , 1,2,6

5
       A   , 4,5

6

h

ij ij ij
h

ij ij

A D Q z dz i j

Q h i j

−
= =

= =



 

(III.14)

 

Le travail effectué sur la plaque par les forces appliquées peut s'écrire 

 

( ) ( )

( )
( )

2 2

0 0

2 2

2

0

1

2

     +2

b s b s

x y
A

b s

xy b s
A

w w w w
V N N

x y

w w
N dxdy q w w dxdy

x y

  +  +
= +

 

 +
− +

  





 (III.15) 

Où 𝑞 et 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 0, 𝑁𝑥𝑦 sont des forces réparties transverses et dans le plan, 

respectivement. L'énergie cinétique de la plaque peut s'écrire : 

 

( )2 2 2 2

0 0 0

2 22 2

2
2

1 1
2

2 2

1
         +  

2 84

ii b s b s
v A

b b s s

A

T u dV I u v w w w w dxdy

w w w wI
I dxdy

x y x y

= = + + + +

              
+ + +          

                 

 


 (III.16) 

Où 𝜌 est la masse volumique de la plaque et 𝐼𝑖 (𝑖 = 0, 2) sont les inerties définies par : 

 ( ) ( )
2

2

0 2
2

, 1,
h

h
I I z dz

−
=   (III.17) 



Chapitre III  Model Mathématique & Développements 

  
Page 42 

 
  

Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations de mouvement 

appropriées au champ de déplacement et l'équation constitutive. Le principe peut être 

énoncé sous forme analytique 

 ( )0
t

O
U V T dt= + −  (III.18) 

Où 𝛿 indique une variation par rapport à x et y. En remplaçant les équations (III.13) 

jusqu’au (III.17) dans l'équation (III.18) et en intégrant l'équation par parties, en 

collectant les coefficients de 𝛿𝑢0, 𝛿𝑣0, 𝛿𝑤𝑏 et 𝛿𝑤𝑠, les équations de mouvement pour la 

plaque orthotrope sont obtenues comme suit : 
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+ 

  

   
+ + = −  

    

 (III.19) 

Avec :  

 
2 2

2

2 2x y

 
 = +

 
 (III.20) 

Les conditions aux limites d'une plaque (de longueur a et de largeur b) sont données 

comme suit : 

• Limites encastrées- encastrées : 

Sur les bords x = 0 et a 

 0b s
b s

w w
w w

x x

 
= = = =

 
 (III.21) 

Sur les bords y = 0 et b 

 0b s
b s

w w
w w

y y

 
= = = =

 
 (III.22) 

• Limites simplement appuyer : 
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Sur les bords x = 0 et a 

 
2 2 2 2

11 12 11 122 2 2 2

1
0

84

b b s s
b s

w w w w
w w D D D D

x y x y

      
= = − + = − + =   

      
 (III.23) 

Sur les bords y = 0 et b 

 
2 2 2 2

12 22 12 222 2 2 2

1
0

84

b b s s
b s

w w w w
w w D D D D

x y x y

      
= = − + = − + =   

      
 (III.24) 

• Limites libres-libres : 

Sur les bords x = 0 et a 

 ( )

( )

2 2 2 2

11 12 11 122 2 2 2

3 3

11 12 663 2

3 3

55 11 12 663 2
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 (III.25) 

Sur les bords y = 0 et b 

 ( )

( )

2 2 2 2

12 22 12 222 2 2 2

3 3

12 66 222 3

3 3

44 12 66 222 3

1
0

84
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1
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D D D D
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w w
D D D

x y y

w w w
D D D

y x y y

      
− + = − + =   

      

  
− + + 

   

   
− + + = 

    

 (III.26) 

 

II.6. Flambement d'une plaque rectangulaire simplement supportée sous des 

charges de compression : 

Lorsqu'une plaque est soumise à des forces de compression dans le plan (Figure III.2), 

et si les forces sont faibles, l'équilibre de la plaque est stable et la plaque reste plate 

jusqu'à ce qu'une certaine charge soit atteinte. À cette charge, appelée charge de 

flambage, l'état stable de la plaque est perturbé et la plaque cherche une configuration 

d'équilibre alternative accompagnée d'un changement dans le comportement de 

déflexion de la charge. Les charges critiques de flambage d'une plaque rectangulaire 

orthotrope simplement supportée seront déterminées dans cet article en utilisant la 

solution Navier. Les équations régissant la plaque en cas de flambement statique sont 

données par : 
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 (III.27) 

La méthode Navier n'est appliquée que pour des conditions aux limites simplement 

prises en charge sur les quatre bords de la plaque rectangulaire, comme le montre la 

figure 1a. Les conditions aux limites simplement prises en charge sur les quatre bords de 

la plaque rectangulaire peuvent être exprimées comme suit : 

 ( ) ( ) ( ) ( ),0 , 0, , 0w x w x b w y w a y= = = =  (III.28) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,0 , 0x x y yM y M a y M x M x b= = = =  (III.29) 

Les fonctions de déplacement 𝑤𝑏 et 𝑤𝑠 suivantes sont choisies pour satisfaire 

automatiquement les conditions aux limites dans les équations (III.21) jusqu’au (III.26) 

 
1 1

1 1

sin sin

sin sin

b bmn

m n

s smn

m n

w W x y

w W x y

 

 

 

= =

 

= =

=

=




 (III.30) 

Où 𝑎 =  𝑚𝜋 /𝑎, 𝑏 =  𝑛𝜋 /𝑏 et 𝑊𝑏𝑚𝑛, 𝑊𝑠𝑚𝑛 sont des coefficients. En remplaçant 

l'équation (III.30) par l'équation (III.27), le système suivant est obtenu : 

 
11 12

12 22

0

0

bmn

smn

wk k

wk k

    
=    
    

 (III.31) 

Avec : 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

4 2 2 4 2 2

11 11 12 66 22 0

2 2

12 0

4 2 2

22 11 12 66

4 2 2 2 2

22 55 44 0

2 2

1
2 2

84

k D D D D N

k N

k D D D

D A A N

     

 

  

    

 = + + + − + 

= − +

= + +

+ + − +

 (III.32) 

Pour une solution non triviale, le déterminant de la matrice des coefficients dans 

l'équation (III.31) doit être nul, ce qui donne l'expression suivante pour la charge de 

flambement : 
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+ +
=

+ + + +
 (III.33) 

Avec : 

 ( )4 2 2 4

11 12 66 222 2D D D D D   = + + +  (III.34) 

De toute évidence, lorsque l'effet de la déformation de cisaillement transverse est 

négligé, l'équation (III.33) donne le résultat obtenu en utilisant la théorie classique des 

plaques. Elle indique que la déformation de cisaillement transverse a pour effet de 

réduire la charge de flambement. Pour chaque choix de 𝑚 et 𝑛, il existe une valeur 

unique correspondante de 𝑁0. La charge critique de flambement est la plus petite valeur 

de 𝑁0 (𝑚, 𝑛). 

II.7. Conclusion : 

Dans ce chapitre une approche analytique a été développée pour l’étude de la charge 

critique de flambement des plaques orthotrope et isotrope simplement appuyée ou nous 

avons utilisé des formulations ci-dessus pour étudier l’effet de certains paramètres sur 

l’analyse de flambement des plaques à l'aide de la théorie des plaques à deux variables 

raffinées 
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IV.1. Introduction : 

Dans ce chapitre les solutions analytiques obtenues dans le chapitre précédent pour le l’analyse 

et prédire la charge critique de flambement pour les plaques isotropes et orthotropes ont été 

obtenues par la solution de Navier. Les résultats numériques obtenus par les nouveaux modèles 

de cisaillement sont présentés, et comparés à ceux disponibles dans la littérature pour voir 

l’influence de la variation matérielle sur la charge critique de flambement. 

IV.2. Résultats numériques et discussion : 

À des fins de vérification, une plaque rectangulaire simplement supportée soumise aux 

conditions de chargement, comme le montre la figure IV.2, est considérée pour illustrer la 

précision de la présente théorie dans la prédiction du comportement de flambage de la plaque. 

Afin d’étudier les effets du rapport côté / épaisseur et du rapport module, le premier exemple 

est appliqué pour les plaques carrées isotropes et orthotropes. De nombreux facteurs de 

correction de cisaillement (k = 2/3, k = 5/6 et k = 1) sont également utilisés pour le FSDT en 

comparaison avec la théorie actuelle. Les constantes d'ingénierie suivantes sont utilisées [12] 

𝑬𝟏 𝑬𝟐⁄  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 

𝑮𝟏𝟐 𝑬𝟐⁄ = 𝑮𝟏𝟑 𝑬𝟐⁄ = 𝟎. 𝟓,   𝑮𝟐𝟑 𝑬𝟐⁄ = 𝟎. 𝟐,    𝝂𝟏𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓 

 

Pour plus de commodité, la charge de flambement non dimensionnelle suivante est utilisée : 

�̅� =
𝑵𝒄𝒓𝒂𝟐

𝑬𝟐𝒉𝟑
 

 

Où a est la longueur de la plaque carrée et h est l'épaisseur de la plaque. 

Les résultats de la charge de flambement critique d'une plaque carrée simplement supportée 

sont présentés dans les Tableaux (IV.1-IV.3) et les Fig. (IV.3–IV.6). 

 

Dans le cas de la plaque isotrope (Fig. IV.3a), les résultats obtenus par RPT et FSDT sont en 

excellent accord même si la plaque est très épaisse. Dans le cas d'une plaque carrée (a = b = 

5h), la différence maximale de RPT et FSDT avec le facteur de correction de cisaillement 5/6 

est de 0,24%, comme indiqué dans le tableau 3. 

 

Lorsque la plaque orthotrope est utilisée, la différence entre RPT et FSDT augmentera par 

rapport à l'augmentation du rapport côté / épaisseur (Fig. IV.3) et du rapport de module (Fig. 

IV.4– IV.6). 
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Comme présenté dans le tableau (IV.1), les différences entre RPT et FSDT (k = 5/6) et RPT et 

FSDT (k = 1) sont respectivement de 16,14% et 2,24% pour le même cas de plaque carrée (a = 

b = 5h et E1 / E2 = 40). Les tableaux 1 à 3 montrent que la différence de charge critique de 

flambement entre RPT et FSDT dépend non seulement des rapports côté / épaisseur et module, 

mais aussi des conditions de charge dans le plan (Fig. IV.2). En cas de plaque carrée (a = b = 

10h), la différence entre RPT et FSDT (k = 5/6) est de 9,62% pour la compression uni-axiale 

(Fig. IV.4 et Tableau IV.1), 9,36% pour la compression biaxiale (Fig. IV.5 et Tableau IV.2), et 

2,92% pour la tension dans la direction x et la compression dans la direction eux (Fig. IV.6 et 

Tableau IV.3). 

 

Tableau IV.1 : Comparaison de la charge de flambement critique non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une compression uni-axiale 

 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 
Orthotrope 

5 

RPT                     2.9512 6.3478 9.1039 10.5785 

FSDT (k = 2/3) 2.8200 5.5679 7.1122 7.7411 

FSDT (k = 5/6) 2.9498 6.1804 8.2199 9.1085 

FSDT (k = 1)         3.0432 6.6715 9.1841 10.3463 

10 

0RPT                   3.4224 9.3732 16.7719 22.2581 

FSDT (k = 2/3) 3.3772 8.8988 14.7011 18.3575 

FSDT (k = 5/6) 3.4222 9.2733 15.8736 20.3044 

FSDT (k = 1)         3.4530 9.5415 16.7699 21.8602 

20 

RPT                  3.5650 10.6534 21.3479 31.0685 

FSDT (k = 2/3) 3.5526 10.4926 20.4034 28.8500 

FSDT (k = 5/6) 3.5650 10.6199 20.9528 30.0139 

FSDT (k = 1)         3.5733 10.7066 21.3363 30.8451 

50 

RPT                   3.6071 11.0780 23.1225 34.9717 

FSDT (k = 2/3) 3.6051 11.0497 22.9366 34.4886 

FSDT (k = 5/6) 3.6071 11.0721 23.0461 34.7487 

FSDT (k = 1)         3.6085 11.0871 23.1197 34.9244 

100 

RPT                  3.6132 11.1415 23.4007 35.6120 

FSDT (k = 2/3) 3.6127 11.1343 23.3527 35.4852 

FSDT (k = 5/6) 3.6132 11.1400 23.3810 35.5538 

FSDT (k = 1)         3.6135 11.1438 23.3999 35.5996 

CPT                        3.6152 11.1628 23.4949 35.8307 
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Tableau IV.2 : Comparaison de la charge critique de flambement non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une charge de compression biaxiale 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 

Orthotrope 

E1/E2=10 E1/E2=25 E1/E2=40 

5 

RPT                   1.4756 2.8549a 3.3309a 3.4800a 

FSDT (k = 2/3) 1.4100 2.5042a 2.7332a 2.8303a 

FSDT (k = 5/6) 1.4749 2.8319a 3.1422a 3.2822a 

FSDT (k = 1)         1.5216 3.1027a 3.4933a 3.6793a 

10 

RPT                   1.7112 4.6718a 6.0646a 7.2536a 

FSDT (k = 2/3) 1.6886 4.4259 5.4351a 6.0797a 

FSDT (k = 5/6) 1.7111 4.6367 5.8370a 6.6325a 

FSDT (k = 1)         1.7265 4.7708 6.1425a 7.0690a 

20 

RPT                   1.7825 5.3267 7.6643a 9.6614a 

FSDT (k = 2/3) 1.7763 5.2463 7.3701a 8.9895a 

FSDT (k = 5/6) 1.7825 5.3100 7.5546a 9.3049a 

FSDT (k = 1)         1.7866 5.3533 7.6834a 9.5297a 

50 

RPT                   1.8036 5.5390 8.2784a 10.6576a 

FSDT (k = 2/3) 1.8025 5.5249 8.2199a 10.5111a 

FSDT (k = 5/6) 1.8036 5.5361 8.2566a 10.5810a 

FSDT (k = 1)         1.8042 5.5436 8.2812a 10.6282a 

100 

RPT                   1.8066 5.5707 8.3744a 10.8172a 

FSDT (k = 2/3) 1.8063 5.5672 8.3593a 10.7788a 

FSDT (k = 5/6) 1.8066 5.5700 8.3687a 10.7972a 

FSDT (k = 1)         1.8068 5.5719 8.3751a 10.8095a 

CPT 1.8076 5.5814 8.4069 10.8715a 
a Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,2). 
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Tableau IV.3 : Comparaison de la charge de flambement critique non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une tension dans la direction x et à une compression dans la 

direction y 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 

Orthotrope 

E1/E2=10 E1/E2=25 E1/E2=40 

5 

RPT 4.8274a  4.0258b  4.1044c  4.1525c 

FSDT (k = 2/3)  4.4175a  3.2849d  3.3001e  3.3053e 

FSDT (k = 5/6)  4.8158a  3.9241c  3.9794c  4.0075d 

FSDT (k = 1)  5.1237a  4.4488b  4.5691c  4.6073c 

10 

RPT 6.6024a  7.7863a  8.5471b  9.1638b 

FSDT (k = 2/3)  6.4032a  7.2656a  7.7820b  8.1208b 

FSDT (k = 5/6)  6.6010a  7.7748a  8.4774b  8.9039b 

FSDT (k = 1)  6.7398a  8.0651a  9.0153b  9.5197b 

20 

 RPT 7.2754a  9.2811a  11.6347b  12.8031b 

FSDT (k = 2/3)  7.2139a  9.1310a  11.2544b  12.1990b 

FSDT (k = 5/6)  7.2753a  9.2782a  11.6015b  12.6339b 

FSDT (k = 1)  7.3168a  9.3790a  11.8453b  12.9428b 

50 

RPT 7.4895a  9.8101a  12.9531b  14.4177b 

FSDT (k = 2/3)  7.4790a  9.7830a  12.8751b  14.2839b 

FSDT (k = 5/6)  7.4895a  9.8097a  12.9463b  14.3789b 

FSDT (k = 1)  7.4965a  9.8275a  12.9942b  14.4430b 

100 

RPT 7.5211a  9.8907a  13.1666b  14.6827b 

FSDT (k = /3)  7.5185a  9.8838a  13.1463b  14.6474b 

FSDT (k = 5/6)  7.5211a  9.8906a  13.1648b  14.6724b 

FSDT (k = 1)  7.5229a  9.8951a  13.1772b  14.6891b 

CPT  7.5317a  9.9179a  13.2393b  14.7732b 

 

a Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,2).  
b Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,3).  
c Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,4).  
d Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,5).  
e Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,6). 
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Fig. IV.3. L'effet des rapports côté / épaisseur et module sur la charge critique de flambement 

d'une plaque carrée soumise à une compression uni-axiale : (a) isotrope, (b) 𝐸1 𝐸2 ⁄ = 10, (c) 

𝐸1 𝐸2 ⁄ = 25 et (d) 𝐸1 𝐸2 ⁄ = 40. 

 

D'après la figure IV.3 la charge critique de flambement augmente avec l'augmentation du 

rapport 𝑎/ℎ en passant d'une plaque épaisse à une plaque mince. Le rapport 𝑎/ℎ n'influe pas 

sur la théorie classique c'est pour ça la courbe de cette dernière reste plane. 
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Fig. IV.4. L'effet du rapport de module sur la charge critique de flambement d'une plaque 

carrée soumise à une compression uni-axiale : (a) 𝑎 = 10 ℎ et (b)  𝑎 = 20 ℎ. 

 

La figure IV.4 représente la variation de la charge critique de flambement en fonction du rapport 

𝐸1 𝐸2⁄ , on peut remarquer que la charge critique de flambement pour une plaque carrée soumise 

à une compression uni-axiale augmente avec l’augmentation du rapport de module. 
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Fig. IV.5. L'effet du rapport de module sur la charge critique de flambement d'une plaque 

carrée soumise à une compression biaxiale : (a) 𝑎 = 10 ℎ et (b) 𝑎 = 20 ℎ. 

 

La comparaison suivante est effectuée pour l'orthotrope plaques rectangulaires soumises à une 

compression uni-axiale avec variation du rapport d'aspect et du rapport côté / épaisseur. Une 

théorie efficace des deux plaques raffinées à deux variables proposées par Shimpi et Patel [11] 

a été appliquée dans cet article pour le comportement au flambement des plaques isotropes et 

orthotropes. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transverse et de la distribution parabolique 

des déformations de cisaillement transverse à travers l'épaisseur de la plaque, il n'est donc pas 

nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,1)). 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,2)). 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,3)). 

 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,4)). 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,5)). 

 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,6)). 
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Les équations gouvernantes présentent une forte similitude avec la théorie classique des plaques 

à bien des égards. On peut conclure que la théorie des deux plaques à raffinement variable peut 

prédire avec précision les charges critiques de flambement des plaques isotropes 

 

IV.3. Conclusion : 

Une théorie efficace des deux plaques raffinées à deux variables proposées par Shimpi et Patel 

[11] a été appliquée dans cet article pour le comportement au flambage des plaques isotropes et 

orthotropes. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transverse et la distribution parabolique des 

déformations de cisaillement transverse à travers l'épaisseur de la plaque, il n'est donc pas 

nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. On peut conclure que la présente 

théorie raffinée (RPT) des plaques et peut prédire avec précision les charges critiques de 

flambement des plaques isotropes et orthotrope. 
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Conclusion générale 

 

Une théorie efficace des plaques raffinées à deux variables proposée par Shimpi et Patel 

[11] a été appliquée dans cet article pour le comportement de flambement des plaques 

isotropes et orthotropes. il n'est donc pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de 

cisaillement. Les équations dominantes présentent une forte similitude avec la théorie 

classique des plaques dans de nombreux aspects. On peut conclure que la théorie des plaques 

raffinées à deux variables peut prédire avec précision les charges critiques de flambement des 

plaques isotropes. 
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Abstract 

 

 

Buckling analysis of isotropic and orthotropic plates using the two variable refined plate 

theory is presented in this work. The theory takes account of transverse shear effects and 

parabolic distribution of the transverse shear strains through the thickness of the plate, hence 

it is unnecessary to use shear correction factors. Governing equations are derived from the 

principle of virtual displacements. The closed-form solution of a simply supported rectangular 

plate subjected to in-plane loading has been obtained by using the Navier method. Numerical 

results obtained by the present theory are compared with classical plate theory solutions, first-

order shear deformable theory solutions, and available exact solutions in the literature. It can 

be concluded that the present theory, which does not require shear correction factor, is not 

only simple but also comparable to the first-order shear deformable theory. 

 

Keywords: Refined plate theory, Buckling analysis, Isotropic plate, Orthotropic plate, Navier 

method 



 

Résumé 

 

L'analyse du flambement des plaques isotropes et orthotropes en utilisant la théorie des 

plaques raffinées à deux variables est présentée dans ce travail. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transversaux et de la distribution 

parabolique des déformations transversales de cisaillement à travers l'épaisseur de la 

plaque, il n'est donc pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. 

Les équations gouvernantes sont dérivées du principe des déplacements virtuels. La 

solution de forme fermée d'une plaque rectangulaire simplement supportée soumise à un 

chargement dans le plan a été obtenue en utilisant la méthode de Navier. 

Les résultats numériques obtenus par la présente théorie sont comparés aux solutions 

classiques de la théorie des plaques, aux solutions théoriques déformables par cisaillement 

du premier ordre et aux solutions exactes disponibles dans la littérature. 

On peut conclure que la théorie actuelle, qui ne nécessite pas de facteur de correction de 

cisaillement, est non seulement simple mais également comparable à la théorie déformable 

par cisaillement du premier ordre. 

 

Mots clés : théorie des plaques raffinées, analyse de flambement, plaque isotrope, plaque 

orthotrope, méthode de Navier 



 

 الملخص

 

 تأخذ. العمل هذا في المتغيرة المكررة الصفائح ةنظري باستخدام متجانسة الغيرو المتجانسة الصفائح التواء تحليل تقديم تم

 ليس  وبالتالي ،صفيحةال سماكة خلال  من عرضيال لقصل المكافئ والتوزيع ي العرض القص تأثيرات الاعتبار في النظرية

  على الحصول تم. الافتراضية الإزاحة مبدأ من مشتقة الحاكمة المعادلات. القص تصحيح عوامل استخدام الضروري  من

 مقارنة تتم Navier. طريقة باستخدام الطائرة داخل للتحميل ومعرضة بسيط بشكل مدعومة مستطيلة للوحة المغلق الحل

 تشوه نظرية وحلول الكلاسيكية صفائحال نظرية حلول مع الحالية  النظرية بواسطة عليها الحصول  تم التي العددية النتائج

 عامل تتطلب لا التي الحالية، النظرية أن الاستنتاج يمكن. مراجعال في المتوفرة الدقيقة والحلول ، الأولى الدرجة من القص

 .الأولى  الدرجة من القص تشوه بنظرية أيضًا مقارنتها يمكن بل فحسب، بسيطة ليست القص، تصحيح

 

 Navier طريقة ،متجانسة غير صفيحة ،متجانسة صفيحة الانثناء، تحليل المكررة، الصفيحة نظرية :المفتاحية الكلمات
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Introduction générale 

 

Le flambage des plaques rectangulaires fait l'objet d'études en mécanique des solides 

depuis plus d'un siècle. De nombreuses solutions exactes pour les plaques isotropes et 

orthotropes ont été développées, la plupart d'entre elles peuvent être trouvées dans 

Timoshenko et Woinowsky-Krieger [1], Timoshenko et Gere [2], Bank et Jin [3], Kang et 

Leissa [4], Aydogdu et Ece [5] et Hwang et Lee [6]. En compagnie d'études sur le 

comportement de flambement des plaques, de nombreuses théories des plaques ont été 

développées. La plus simple est la théorie classique des plaques (CPT) qui néglige les 

contraintes transversales normales et de cisaillement. 

Cette théorie n'est pas appropriée pour la plaque épaisse et orthotrope avec un rapport de 

module élevé. Afin de surmonter cette limitation, la théorie déformable en cisaillement qui 

tient compte des effets de cisaillement transverse est recommandée. Effets de cisaillement 

transversal par le biais de la variation linéaire des déplacements dans le plan à travers 

l'épaisseur. Cependant, les modèles se ne satisfont pas aux conditions aux limites de traction 

nulles sur les faces supérieure et inférieure de la plaque, et doivent utiliser le facteur de 

correction de cisaillement pour satisfaire les relations constitutives des contraintes de 

cisaillement transversales et des déformations de cisaillement. Pour ces raisons, de 

nombreuses théories d'ordre supérieur ont été développées pour améliorer la FSDT telles que 

Levinson [9] et Reddy [10]. Shimpi et Patel [11] ont présenté une théorie des plaques 

raffinées à deux variables (RPT) pour les plaques orthotropes. Cette théorie qui ressemble à 

une théorie d'ordre supérieur n'utilise que deux fonctions inconnues afin de dériver deux 

équations gouvernant les plaques orthotropes. 

La caractéristique la plus intéressante de cette théorie est qu'elle ne nécessite pas de facteur 

de correction de cisaillement et présente de fortes similitudes avec le CPT dans certains 

aspects tels que l'équation de gouvernance, les conditions aux limites et les expressions de 

moment. La précision de cette théorie a été démontrée pour les comportements de flexion 

statique et de vibration libre des plaques par Shimpi et Patel [11], il semble donc important 

d'étendre cette théorie au comportement de flambement statique. 

Dans ce travail, les deux RPT variables développés par Shimpi et Patel [11] ont été étendus 

au comportement de flambement de la plaque orthotrope soumise au chargement dans le plan. 

En utilisant la méthode de Navier, les solutions de forme fermée ont été obtenues. 
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Des exemples numériques impliquant le rapport côté / épaisseur et le rapport de module 

sont présentés pour illustrer la précision de la présente théorie dans la prédiction de la charge 

de flambement critique des plaques isotropes et orthotropes. Les résultats numériques obtenus 

par la présente théorie sont comparés avec des solutions CPT, des solutions FSDT avec une 

valeur différente du facteur de correction de cisaillement 
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Chapitre I 

Généralités sur les matériaux composites avancés 

 

I.1. Introduction 

Depuis le début du vingtième siècle, l’utilisation des matériaux composites multicouches 

dans différentes applications d’ingénierie a largement augmenté. Malgré les avantages que 

présentent ces matériaux "grande rigidité, résistance mécanique élevée, légèreté, réduction 

des coûts...etc.", ils apportent aussi des problèmes spécifiques liés principalement à leur 

hétérogénéité. Il est bien connu dans la littérature que la différence des propriétés 

mécaniques entre des couches adjacentes peut entrainer des contraintes très élevées aux 

interfaces. Ces contraintes inter-faciales élevées peuvent engendrer des fissurations au 

niveau des interfaces qu’on appelle délaminage, des fissures, et d’autre mécanisme 

d’endommagement en raison du changement brutal des propriétés mécaniques et 

thermiques d’une couche à l’autre. Ce problème a attiré beaucoup d’attention en raison de 

son influence significative sur la résistance et la rigidité des structures composites 

multicouches [24].  

 

À la fin des années 80, une équipe de chercheurs japonais a proposé de surmonter ces 

difficultés par une solution d’une transition continue des propriétés recherchées, en 

concevant de nouveaux matériaux qui possèdent un gradient de composition permettant de 

diminuer les fortes concentrations de contrainte par l’utilisation d’une nouvelle classe de 

matériaux composites avancés connus sous le nom de matériaux à gradient de propriétés 

"Functionally Graded Materials : FGM" dont les propriétés mécaniques varient lentement 

et continuellement dans l’épaisseur de la structure [25]. 

 

Au début, les matériaux composites avancés ont été conçus en tant que matériaux 

thermiques de barrière dans les applications aéronautiques et les réacteurs. C’est par la 

suite que ces matériaux ont été développés dans le domaine militaire, l’automobile, le 

biomédicale, l'industrie de semi-conducteur et toutes utilisations dans un environnement à 

hautes températures. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup d'attention récemment 
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en raison des avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et de 

réduire les contraintes thermiques. 

 

I.2. Concept des matériaux FGM 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés "FGM" fut proposé à la fin des années 

1980 par un groupe de chercheurs au laboratoire national d’aérospatial "National Aerospace 

Laboratory" au japon pour développer des pièces capables de résister aux sollicitations 

thermiques et mécaniques dans les systèmes de propulsion et le fuselage des navettes spatiales 

et comme un moyen de préparer les matériaux de barrière thermique pour l’isolation des 

chambres de nucléaires  [26]. Une pièce peut être qualifiée de matériau FGM lorsqu’elle est 

composée d’au moins deux matériaux ou alliages primaires qui sont distribués 

continuellement ou dis-continuellement à l’intérieur de la structure. Lorsque la distribution est 

continue, on parle alors de matériaux à gradient continu [27]. Dans ce cas, la composition et 

la microstructure du matériau changent graduellement à l’intérieur de la pièce. Cette 

distribution des matériaux permet de modifier les propriétés à l’intérieur même de la pièce. 

Des gradients de propriétés peuvent ainsi être réalisés au niveau mécanique, physique, 

chimique, etc. 

 

La variation continue des propriétés mécaniques confère au matériau un comportement 

optimisé. Les FGM sont particulièrement utilisés dans les applications de haute 

technologique: aéronautique, aérospatiale, nucléaire, semi-conducteurs, et en Génie Civil et 

trouvent également des applications biomédicales. La plupart des "FGM" sont constitués des 

céramiques et des métaux dont les propriétés mécaniques sont comparés dans le tableau I.1. 

            

             

Phase Caractéristiques mécaniques 

Céramique 

 

La face à haute température 

 

-  Bonne résistance thermique ; 

-  Bonne résistance à l’oxydation ; 

-  Faible conductivité thermique. 

Céramique-métal 

Continuité du matériau 

d’un point à l’autre 

"couches intermédiaires" 

- Élimination des problèmes de 

l'interface ; 

- Relaxer les contraintes thermiques 

Métal 

 

La face à basse température 

 

-  Bonne résistance mécanique ; 

-  Conductivité thermique élevée, 

-  Très bonne ténacité. 

Tableau I.1 : Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal. 
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Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau 

"FGM" est illustré dans la figure I.1ci-après. Il en résulte un gradient qui déterminera les 

propriétés des "FGM". Dans certains cas, on peut avoir un matériau composite avancé 

constitué d'un même matériau mais de microstructure différente [28]. 

 

 

 

 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

 

 

 

 

 

+ 

 

 

I.3. Différences entre FGM et matériaux composites traditionnels 

Les matériaux à gradient de propriétés attirent l'attention en termes de leurs applications 

dans les domaines industriels. Puisque les FGM ont une double propriété des deux matières 

premières qui sont mélangées ensemble et la distribution composante est graduée sans 

interruption (voir figure I.2). Par exemple, l’un des FGM qui se composent du métal et de 

céramique à la caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le 

côté en métal et la résistivité aux hautes températures du côté céramique. 

 

 

Figure I.1 : Concept des matériaux à gradient de propriétés. 
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Particules de la phase A 

Avec la matrice de la phase B 

 

 

Zone de transition 

 

 

Particules de la phase B 

Avec la matrice de la phase A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Donc ces matériaux sont donc des matériaux composites avancés avec un caractère au 

microscope non homogène. Les changements continus de leur microstructure distinguent le 

FGM des matériaux composites conventionnels. Le changement continu de la composition a 

comme conséquence les gradients dans les propriétés de FGM. Les différences dans la 

microstructure et les propriétés entre FGM et matériaux composites conventionnels sont 

illustrées schématiquement sur la figure I.3. 

 

 

 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

 

 
Figure I.3 : Caractéristiques des matériaux FGM en comparaison avec 

les matériaux composites conventionnels [32]. 

Figure I.2 : FGM "les fractions de volume graduées dans la direction verticale" [29]. 
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I.4. Historique de développement des FGM 

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été aperçu dans la nature depuis des 

millions d’années. On peut les trouver dans les tissus des plantes, des animaux et même dans 

notre corps en citant à titre d'exemple les os (voir figure I.4),  les coquilles, les noix de coco et 

les feuilles de certaines graminées comme les bambous. 

 

Tous ces exemples, ouvrent la porte vers la biométrique qui tente d'appliquer les 

caractéristiques de la conception de la nature dans les sciences industrielles et médicales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le concept de FGM est né au milieu des années quatre-vingt dans le laboratoire national 

d’aérospatial au Japon, qui fût suivit par d’autres pays : l’Allemagne, la Suisse, Les Etats-

Unis, la Chine et la Russie. En 1984 M. Niino et ses collègues à Sendai. Ont eu l’idée de 

réaliser des matériaux utilisés comme barrière thermique dans les structures spatiales et les 

réacteurs à fusion [31]. Les changements continus dans la composition, dans la 

microstructure, et même dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des 

gradients des propriétés matérielles telles que les propriétés mécaniques et la conductivité 

thermique [32]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peuvent être utilisés pour 

différentes applications, telles que les enduits des barrières thermiques pour les moteurs en 

céramique, turbines à gaz, couches minces optiques [33]. 

 

Figure I.4 : Vue microscopique d’une section transversale de l’os. 
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En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la 

technologie de base pour développement de Matériaux à Gradient de propriétés et l'étude de la 

relaxation des contraintes thermiques". L'intérêt du projet est de développer des matériaux 

présentant des structures utilisées comme barrière thermique dans les programmes 

aérospatiaux. 17 laboratoires nationaux de recherche, des universités et des entreprises ont été 

engagées dans ce projet [34]. 

 

Trois caractéristiques sont à considérer pour la conception de tels matériaux : 

➢ Résistance thermique et résistance à l'oxydation à haute température de la couche 

superficielle du matériau ; 

➢ Ténacité du matériau côté basse température ; 

➢ Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau. 

Pour répondre à un tel cahier des charges, l'idée originale des FGM a été proposée pour 

élaborer un nouveau composite profitant à la fois des propriétés des céramiques "côté haute 

températures" et des métaux "côté basse température". 

À la fin de la première étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi à fabriquer des 

petites pièces expérimentales "1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diamètre" pouvant résister à 

des températures maximales de 2000K "température de surface" et à un gradient de 

température de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux 

présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la 

fabrication de tels matériaux sont les suivantes : le système SiC/C par C.V.D., le système 

PSZ/Mo par la technique de la compaction sèche des poudres, le système TiB2/Cu par 

synthèse par auto-propagation à haute température, et enfin le système (Ni-Cr-Al-Y)/ (ZrO2-

Y2O3) par projection plasma à double torches [32]. 

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des pièces de tailles plus 

grandes et de forme plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première étape. 

Pendant les années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé 

pour les matériaux de structure fonctionnant à haute température, mais s'est aussi élargi à 

d'autres applications: biomécaniques, technologie de capteur et l’optique [35]. 

En 1992, c’est la période de l’amélioration de l’efficacité des FGM dans la conservation 

d’énergie photoélectrique, thermoélectrique, thermonucléaire [36]. 
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I.5. Les méthodes de fabrication des FGM  

Les procédés de fabrication d'un matériau à gradient de propriétés "FGM" peuvent 

habituellement être divisés en construisant la structure dans un espace  hétérogène "mélange 

graduel" et transformation de cette structure en matériau en bloc "solidification". Les 

processus de mélange graduel peuvent être classés dans les constituants, l'homogénéisation et 

la ségrégation. Les procédés élémentaires sont basés sur la fabrication par étape de structure 

en matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les avancés en technologie d'automatisation 

pendant les dernières décennies ont rendu des processus élémentaire de progression 

technologiquement et économiquement durable. Dans la procédure d’homogénéisation qui 

traite une interface pointue entre deux matériaux est convertie dans un gradient par transport 

matériel. Les procédés d'homogénéisation et de ségrégation produit un gradient continus, mais 

ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent être produits. 

 

Habituellement le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel. Le 

besoin de ces processus de consolidation doit être adapté à FGMs: les conditions de ces 

procédures doivent être choisies pour que le gradient ne soit détruit ou altéré en mode non 

contrôlée. L'attention doit être également prêtée au rétrécissement inégal de FGMs pendant la 

consolidation [36]. 

 

Ces dernières années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une 

méthode originale  pour élaborer des composites à gradient continu de composition. Cette 

méthode est basée sur une technique de Co-sédimentation de poudres en milieu aqueux. 

Chaque particule élémentaire de poudre sédimente avec une vitesse proportionnelle à la 

densité du matériau et au carré du diamètre de la particule "relation de Stokes". En contrôlant 

et en adaptant les répartitions granulométriques de chaque poudre, il est possible d'obtenir 

différents gradients de concentration dans le dépôt formé à l'issue de la sédimentation. 

 

Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matériaux à gradient de propriétés, les 

techniques les plus employées sont brièvement expliquées ci-après. 
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I.5.1. Coulage en bande "Tape Casting" 

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste à 

étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces 

et régulières. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou 

sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support 

(figure I.5), ce qui confère à la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. 

La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine l'épaisseur de la bande 

[39]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées. Après un 

raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés. 

 

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux 

composites laminaires suivant deux méthodes, soit par réalisation directe de bandes 

multicouches grâce à un système de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par 

Mistler [38], soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite 

assurée par une étape de thermo-compression [28]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.5.2. Coulage séquentiel en barbotine "Slip Casting" 

Le coulage en barbotine "slip casting" consiste à couler une suspension dans un moule 

poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson "couche de 

poudre compacte" sur la surface du moule. Après séchage, on obtient le corps en cru. Donc le 

coulage se décompose en deux étapes essentielles : 

✓ Formation du tesson ou "prise", 

✓ Consolidation du tesson ou "raffermissement". 

Figure I.5 : Principe de la méthode coulage en bande [39]. 
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La filtration, c'est à dire la formation du tesson lors du coulage, peut être considéré 

comme un processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine; Cette eau migre à 

travers la couche de tesson déjà formée, sous l'effet : 

✓ Du pouvoir de succion du plâtre "coulage classique [39] ", 

✓ Ou d'une pression appliquée sur la barbotine "coulage sous pression". 

 

Dans le cas de la fabrication de multicouches, après la formation du premier tesson, le 

dépôt de la deuxième couche s'effectue de manière telle que la barbotine ne pénètre pas dans 

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches. 

 

I.5.3. Dépôt par Electrophorèse 

Le dépôt par électrophorèse "EPD", est un processus assez rapide à faible coût, capable de 

produire les matériaux à gradient de propriétés changeant sans interruption avec la géométrie 

complexe. EPD se compose de deux processus, c’est-à-dire le mouvement des particules 

chargées en suspension dans un champ électrique entre deux électrodes "électrophorèse" et le 

dépôt de particules sur l’un des électrodes. EPD permet la conception des matériaux à 

gradient de propriétés en forme de plaque binaire en déposant d'une suspension de poudre à 

laquelle une deuxième suspension est sans interruption ajoutée pendant le processus [40]. Le 

dépôt est un contrat de poudre emballé étroit qui a besoin de l'agglomération pour réaliser les 

composants matériels entièrement denses.  

 

Depuis lors, de nombreuses applications d'EPD ont été développées pour la fabrication de 

la céramique, y compris l'application des matériaux sans interruption à gradient de propriétés 

peut être obtenu tels que le céramique-céramique ZrO2/Al2O3 et le céramique-métal, WC/Co 

puisque la composition des couches déposantes est déterminée par la suite composition de la 

suspension au moment du dépôt. Une installation générale de ce principe est illustrée sur la 

(figure I.6).  
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I.5.4. Compaction sèche des Poudres 

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. 

Chaque fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la 

compaction de l'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par 

une pression isostatique et un délaitage. La densification sera enfin l'étape finale.  

 

Ce procédé peut être envisagé pour la fabrication de pièces de formes complexes. En effet 

il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de façon industrielle [41]. 

 

I.5.5. Projection plasma 

La projection plasma consiste à introduire des particules solides "de taille inférieure à 

100m, environ" dans un jet de gaz, dont la température atteint couramment 1100°C et la 

vitesse 1000-1500m/s (figure I.7). Le dépôt est ainsi formé par l’empilement des lamelles 

solidifiées obtenues par l’impact des particules sur le substrat préalablement préparé [45]. Ce 

procédé est utilisé en particulier pour déposer des matériaux à haute température de fusion tels 

que des alliages réfractaires ou des céramiques. Les caractéristiques des dépôts réalisés par la 

projection plasma sont la résistance à l’usure et à la corrosion et ainsi à l’isolation thermique 

et électrique.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La projection plasma est devenue une méthode très utile pour fabriquer des FGM. Le 

rendement élevé du dépôt des particules sur des substrats à géométrie compliquée, les 

performances des surfaces en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les 

métaux sont les avantages essentiels de cette technique. 

Figure I.7 : Méthode de projection plasma pour former un matériau thermoélectrique 

gradué. "La composition est graduée dans la direction plane "[42]. 
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I.5.6. Frittage et Infiltration 

Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un composite à 

gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont très 

différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique [43]. 

 

Cette méthode peut être généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux 

qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par 

rapport aux autres.  

 

I.5.7. Dépôt physique en phase vapeur "PVD" 

La technique de dépôt physique en phase vapeur "physical vapor deposition" est une 

technologie prometteuse pour la production de revêtements de barrière thermique. Parmi les 

caractéristiques avantageuses de PVD que les revêtements fabriqués ont des surfaces lisses, 

sans exigence, enfin il n'y a pas de fermeture de trous de refroidissement. Toutefois, le 

principal avantage est leur résistance exceptionnelle aux chocs thermiques, ainsi que la durée 

de vie est considérablement plus longue. L'équipement utilisé pour déposer les revêtements 

d'isolation thermiques par l'intermédiaire de PVD, se compose de plusieurs récipients pour le 

chargement, le préchauffage et le dépôt plus un dispositif de rotation et la manipulation des 

échantillons ...etc. 

 

Une autre approche pour obtenir une structure à gradients est d'utiliser un mélange 

d'aluminium, l'alumine et de zircone, chimiquement contrôlés peuvent être fabriqués 

facilement par vaporisation à partir de sources multiples en utilisant un ou plusieurs pistolets  

électroniques. En ajustant les paramètres de faisceau d'électrons, différents taux de dépôt 

peuvent être obtenus pour chaque source .Si les taux d'évaporation de deux composants, par 

exemple alumine et de zircone, sont changés sans interruption, un gradient défini de 

composition est obtenu, c’est le FGM. 
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I.5.8. Dépôt chimique en phase vapeur "CVD" 

Dans la technique de dépôt chimique en phase vapeur "chemical vapor deposition", 

représenté schématiquement à la (figure I.8), un dépôt est formé sur un substrat en soumettant 

la source des gaz "par exemple, des hydrures, bromures ou chlorures" qui occupent la 

chambre de réaction, à différents types d'énergie comme la chaleur, la lumière et le plasma. 

Les FGM peuvent être synthétisés à lent pour modérer des taux de dépôt en modifiant le 

rapport de mélange de la source des gaz, ou par le contrôle de la température de dépôt, la 

pression de gaz, ou le débit de gaz. En raison de son faible taux de dépôt, CVD est largement 

utilisé pour l'infiltration de piles ou pour la fabrication de couches minces [44].  

 

  

                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

I.6. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM  

Les matériaux à gradient de propriétés "FGM" peut être produit en changeant sans 

interruption les constituants des matériaux multi phasés dans un profil prédéterminé. Les 

dispositifs les plus distincts d'un FGM sont les microstructures avec des macros -propriétés 

graduées sans interruption. Un FGM peut être définie par la variation des fractions de volume. 

La plupart des chercheurs utilisent la fonction de loi de puissance, la fonction exponentielle, 

ou la fonction sigmoïde pour décrire les fractions de volume.  

Les liaisons entre les particules doivent être assez dures à l’intérieur pour résister à la 

rupture, et également assez dures à l’extérieur pour empêcher l’usure. 

Figure I.8 : Technique de préparation d'un SiC/C FGM par le dépôt chimique 

en phase vapeur "CVD" [43]. 
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Les coordonnées x  et y  définissent le plan de la plaque (figure I.9), tandis que la 

direction de l’axe z  perpendiculaire à la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 

l’épaisseur. 

 

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les 

surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes 

d’exécution. 

 

Toutefois le module d’élasticité "Young" et le coefficient de Poisson varient de façon 

continue, dans le sens de l’épaisseur "l’axe z " soit : )(),( zzEE  == . Le module de 

Young dans le sens de l’épaisseur de la plaque en matériaux à gradient de propriétés varie en 

fonction de la loi de puissance "P-FGM" ou avec la fonction sigmoïde "S-FGM" ou bien la 

fonction exponentielle "E-FGM". 

 

I.6.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM 

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit à une fonction en loi de puissance. 

p

h

hz
zV 







 +
=

2/
)(  

Où p  est un paramètre matériel et h est l’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction 

volumique locale )(zV   a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent 

être déterminées par la loi des mélanges [45] :    

                                                                                                   

  21 )(1)()( EzVEzVzE −+=  

Figure I.9 : Géométrie d’une plaque en FGM. 

(I.1) 

(I.2) 
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Où 1E et 2E  sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure )2/( hz =

et de la surface supérieure )2/( hz −= de la plaque FGM, la variation du moule de Young dans 

la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la (figure I.10), il apparait 

clairement que la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour 1p , 

et augmenté rapidement près de la surface supérieure pour 1p . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            

   

             

I.6.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance à une 

plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur l’interfaces 

où le matériau est continu mais change rapidement [45]. Par conséquent, Chung et Chi [45] 

ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de loi de 

puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces.  

Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par : 

 

p

h

zh
zV 







 +
=

2/

2/

2

1
)(1  Pour 02 − zh /  

p

h

zh
zV 







 −
−=

2/

2/

2

1
1)(2 Pour 20 /hz   
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Figure I.10: Variation de la fraction volumique dans une plaque "P-FGM". 

 

(I.3a) 

(I.3b) 
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En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé en 

utilisant les relations suivantes : 

 

2111 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 02 − zh /                                                       

2212 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 20 /hz   

 

La (figure I.11) montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I.4.a) 

et (I.4.b) représente les distributions sigmoïdes, et cette plaque FGM est appelée dans ce cas                                 

"Plaque S-FGM". 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

I.5.3. Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM 

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs 

utilisent la fonction exponentielle "E-FGM". En effet, cette fonction est impliquée dans ce 

présent travail, car les propriétés du matériau varient à travers l'épaisseur avec une distribution 

exponentielle. La fraction de volume des constituants s’écrit sous la forme (figure I.12) : 









+

= 2

1
 

)( h

z
p

ezV  

 

Et le module de Young de la plaque E-FGM peut être calculé en utilisant l’expression 

suivante : 

)()( 1 zVEzE =  
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Figure I.11: Variation de la fraction volumique dans une plaque "S-FGM". 
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I.6. Domaines d'application des FGM 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés est applicable dans un large intervalle et 

dans différents domaines. 

 

I.6.1. Aéronautique 

Les FGM permettent de produire un poids-léger des matériaux solides, durables et 

applicables dans différents domaines de structure. Ces derniers sont considérés d’une part, 

comme une technologie indispensable pour la roquette et à la construction de station spatiale, 

et d’autre part utilisables comme des barrières thermiques des avions spatiaux et des parties 

de moteur de fusée. 

I.6.2. Matières industrielles  

De nombreuses applications de FGM ont été récemment apparues pour les matériaux 

industriels. Comme les produits récents sont intensifiés en raison d'une résistance mécanique 

et thermique accrue, la demande d'un nouveau matériau pour l'outil industriel est en pleine 

croissance. Dans ce domaine, il est nécessaire d'avoir les deux résistances donc la demande de 

la FGM est une solution. 

I.6.3. Biomatériaux 

 Notre corps est soutenu par 206 os, et certains d'entre eux couvrent un cerveau et des 

organes. Si nous avons une douleur à un os ou une articulation, nous aurons des troubles dans 

notre vie. Pour résoudre ce problème, un nouveau matériau nommé FGM est apparu et peut 
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Figure I.12: Variation de la fraction volumique dans une plaque "E-FGM". 
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remplacer les os et les articulations. Non seulement la dureté et une excellente résistante à la 

corrosion et la compatibilité, mais aussi au niveau biologique. 

 

I.6.4. Energie solaire  

Les cellules photovoltaïques des piles solaires ont une bande de fréquence propre de 

réponse à la lumière dépendant des matériaux. Ces piles solaires utilisent des FGM et 

présentent une réponse optimale sur une très large bande de fréquence. De plus la 

combinaison de la génération thermoélectrique avec la génération photovoltaïque sur une pile 

solaire permet la pleine utilisation de l’énergie lumineuse et thermique du rayonnement 

solaire et donc conduit à un meilleur rendement de conversion global. 

Ces conversions thermoélectroniques utilisant les FGM laissent entrevoir la mise au point 

de générateurs à recharge de gaz ou kérosène compacts qui peuvent être utilisés dans des 

zones reculées en montagne ou dans les déserts froids ou chauds pour des instruments de 

mesure et de communication comme par exemple des stations météorologiques.  

I.6.5. Génie civil   

 Les FGM peuvent être utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une gradation 

obtenue par la variation de la fraction volumique des fibres, cette technique est visée d’être 

utilisée dans les autoroutes et les routes à très fort trafic où l’utilisation d’une chaussée souple 

en béton bitumineux est déconseillée, tels que les dallages industrielles, les pistes des 

aéroports, car elles offrent une résistance et une durabilité élevées, le but est d’optimisé 

l’épaisseur de la chaussée afin d’avoir un matériaux rigide sur la surface de roulement et un 

matériau moins rigide sur la couche de fondation. 

 

 Les FGM peuvent être utilisé dans les chaussées souples pour supprimer les couches 

d’accrochage entre la couche de la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton 

Bitumineux et éviter le glissement entre les deux couches et économiser les épaisseurs des 

couches tout en obtenant un comportement optimisé et augmentant la capacité portante de la 

chaussée et par la suite sa durabilité. 

 

I.7. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons défini au premier lieu les matériaux composites avancés 

nommés "FGM", l’historique de leur développement, leurs propriétés, leurs principales 

méthodes de fabrication, et par la suite nous avons cité les différentes lois possibles qui 
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servent à décrire la variation spatiale et progressive des propriétés matérielles du matériau 

FGM "module de Young, masse volumique et coefficient de poisson" suivant l’épaisseur 

d’une plaque, ces lois peuvent être de puissance, sigmoïde et exponentielle. Ces matériaux 

permettent la construction des structures innovantes qui peuvent être exploitées dans de 

nombreux domaines d’application dans les structures spéciales et en génie civil. 
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Chapitre II  

Différentes théories des plaques 

 

II.1. Introduction 

Les problématiques rencontrées concernent essentiellement des questions de 

dimensionnement ou de contrôle des vibrations et des contraintes. Pour mieux connaître, la 

réponse du comportement dynamique et statique de la structure, il est impératif d'approcher de 

la manière la plus correcte possible les phénomènes mis en jeu par les plaques qui sont plus 

ou moins complexes. Ainsi, un tablier d’un pont, un bâtiment, une caisse de voiture, une aile 

d'avion, un bateau… Parmi tous ces domaines d’application, on peut distinguer plusieurs 

types de plaques : des plaques membranaires, des plaques minces, modérées et épaisses dont 

les propriétés matérielles sont différentes. Dans cette étude nous nous intéresserons par les 

plaques hétérogènes en matériaux composites avancés, nommés les matériaux à gradient de 

propriétés qui sont généralement constitués par deux constituants différents.  

 

Afin de résoudre les problèmes des structures ayant comme éléments structuraux des 

poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne 

théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi 

que la méthode de résolution à appliquer. C’est en 1888 que Love utilisa les hypothèses de 

Gustav Kirchhoff, elles-mêmes inspirées des hypothèses d’Euler-Bernoulli pour fonder une 

théorie des plaques minces "également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-

Love". La théorie des plaques semi-épaisses "théorie des déformations du premier ordre" a été 

consolidée par Mindlin à partir des travaux de Timoshenko [46] et Reissner [47]. Ensuite, des 

théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothèses des théories classiques et du 

premier ordre lorsque l’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe aussi la théorie 

basée sur l’élasticité tridimensionnelle "théorie 3-D" qui ne fait aucune hypothèse restrictive 

sur les déplacements de la plaque.  

 

Nous présentons dans ce chapitre quelques modèles sur les théories des plaques 

développées dans la littérature pour améliorer l'évolution de la variation du champ des 

déplacements à travers l'épaisseur des plaques.    
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II.2. Définition d’une plaque 

Une plaque est un solide élastique dont une dimension selon l’épaisseur, est petite en 

comparaison des deux autres, et qui généralement comporte un plan de symétrie au milieu de 

l’épaisseur que nous appellerons surface moyenne (Voir figure II.1). Par convention, cette 

surface sera le plan (x-y), l’axe (o-z) correspond à l’axe transversal selon l’épaisseur. Une 

plaque peut être constituée d’un matériau homogène, ou être obtenue par l’empilement de 

différentes couches de matériaux orthotropes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Afin de traiter des problèmes de plaques élastiques, des hypothèses doivent être imposées 

pour simplifier les équations générales de l'élasticité linéaire. Dans le cas d’un problème de 

plaques en flexion on applique des charges normales à la surface moyenne, dans la direction 

de z. Ces forces appliquées provoquent une flexion dans la plaque avec un déplacement du 

feuillet moyen dans la direction de z, ce déplacement vertical est habituellement appelé flèche 

et noté par w. 

 

II.3. Modèles analytiques des plaques FGM 

L’ensemble de ces modèles sont basées sur les lois de comportement élastique de la théorie 

d’élasticité linéaire et les hypothèses fondamentales nécessaires pour caractériser le modèle 

analytique choisi. Il faut savoir que l’aspect géométrique de la plaque est défini par une 

surface de référence plane et par une épaisseur petite par rapport aux autres dimensions. Cette 

définition favorise le choix d’une cinématique spécifique par rapport à la cinématique 

générale d’un solide, le facteur de classification de ces théories est l’importance de l’épaisseur 

par rapport aux autres dimensions, cette particularité conduit à l’effet de cisaillement 

transversal à travers l’épaisseur, ce dernier est présenté dans la cinématique adaptée. Dans 

l’analyse des plaques en flexion, on peut utiliser trois théories fondamentales : 

Figure II.1 : Géométrie d’une plaque de forme rectangulaire. 
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✓ Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT), 

✓ Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), 

✓ Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) 

 

II.3.1. Théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT) 

On parle d’une plaque mince, lorsque la flèche générée par les déformations de 

cisaillement reste négligeable devant la flèche générée par la courbure de la plaque. Dans le 

cas d’une plaque homogène isotrope, la part de cisaillement dans la flèche est directement 

reliée à l’élancement (L h). 

 

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothèses de Love-

Kirchhoff, selon lesquelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste 

perpendiculaire après déformation, ce qui revient à négliger les effets de déformation en 

cisaillement transverse. Le champ de déplacement associé à cette théorie est présenté dans 

l’équation (II.1). La cinématique ci-après (figure II.2) illustre l’état déformé d’une structure 

monocouche avec le modèle de Love-Kirchhoff : la section de la plaque déformée reste 

orthogonale à la surface neutre, les contraintes et déformations de cisaillement transverse sont 

nulles. Cette formulation a tendance à sous-estimer les flèches et surestimer les charge 

critique de flambement et les fréquences propres des structures modélisées, cette erreur étant 

encore plus grande pour les stratifiés fortement anisotropes. Cependant, ce modèle permet de 

décrire correctement le comportement de plaques simples fortement élancées ou avec une 

épaisseur faible par rapport à la longueur d’onde de flexion, d’où son appellation de modèle 

de "plaques minces". Ce modèle de plaque peut être référé en Timoshenko et Woinowsky-

Krieger [48] ainsi que Reddy [49]. 

 

En se basant sur les hypothèses citées ci-dessus, le champ de déplacement de la théorie 

classique est exprimé sous la forme suivante : 
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Avec 0u et 0v  sont les composantes du champ de développement sur le plan moyen de la 

plaque )0( =z . Puisque ce modèle ne tient pas en compte l’effet de cisaillement transverse, il 

donne des résultats non précis pour les plaques épaisses. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.3.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) 

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) est une extension de la 

cinématique de la théorie classique des plaques (CPT) par une déformation de cisaillement 

transversale de la plaque dans leur hypothèse cinématique (figure II.3), dans ce cas la 

distribution des contraintes et les déformations sont constantes à travers l’épaisseur de la 

plaque, ce qui oblige l’introduction d’un facteur de correction du cisaillement pour corriger 

cette forme  de contraintes. Généralement ce coefficient est difficile à déterminer à cause de 

sa dépendance à la fois, de la géométrie, du coefficient de Poisson à travers l’épaisseur, des 

charges appliquées et des conditions aux limites. Les études sur la théorie de déformation en 

cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent être trouvées dans les références de Reissner 

[47] et Mindlin [50] qui a mené au modèle de plaque de Reissner-Mindlin. Ce modèle a été 

utilisé par suite par Reddy pour l’analyse statique en flexion, la vibration libre et le 

flambement des plaques isotropes et multicouches [49, 51]. 

Figure II.2 : Cinématique de la plaque de Love Kirchhoff (CPT) [53]. 
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La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant : 
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Avec : ),,( 000 wvu  et (
yx  , ) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des 

axes x et y, respectivement.  

 

Le champ de déplacement définis dans l’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie 

classique des plaques décrite dans la dernière section par le remplacement : 
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Avec ce choix de la forme des champs de déplacement, les déformations transversales sont 

constantes en (z). Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes dans chaque couche 

discontinue entre les couches. Cette mauvaise description oblige à introduire des coefficients 

correcteurs pour mieux prendre en compte clans l'écriture de l'énergie, les effets de 

cisaillement transversal [52]. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du choix 

(II.2) 

(II.3) 

Figure II.3 : Cinématique de la plaque de Reissner- Mindlin (FSDT) [49]. 
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empirique dans des situations complexes des coefficients correcteurs et l'étude du composite 

épais reste aléatoire par ce type d'approche cinématique Pour éviter l’introduction d'un facteur 

de correction, des théories de déformation en cisaillement d'ordre élevée ont été développées. 

 

D’ailleurs pour éviter l’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation 

en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.  

 

II.3.3. Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)    

À la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution 

linéaire du déplacement par l'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution 

non linéaire des champs dans l’épaisseur (voir figure II.4). Par conséquent, on tient compte 

des effets de la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale 

transversale. Ces modèles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels 

modèles peuvent être trouvées dans plusieurs références scientifiques [53, 54, 55, 56, 57].  

 

Nous avons introduit ici quelques modèles de plaques utilises pour analyser le 

comportement des matériaux composites avancés (FGM).  

 

Le champ de déplacement est généralement comme suit : 
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Où vu, et w  représentent les déplacements dans les directions yx, et z . Les composantes 

de déplacements 00 ,vu et 0w
 
sont ceux d’un point du plan moyen )0,,( =zyx . x et y  sont 

les rotations due à la flexion des plans yz et xz . Cependant )(zf est la fonction de 

gauchissement qui représente la forme de distribution des contraintes et des déformations de 

cisaillement transverse dans l'épaisseur de la plaque. Ainsi le choix de cette fonction )(zf est 

basé sur les résultats de l'élasticité tridimensionnelle ou toute autre information sur la 

distribution des contraintes de cisaillement transverse. 

 

(II.4) 



Chapitre II   Différentes Théories des plaques 

  
Page 27 

 
  

En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque CPT est obtenue par en prenant

0)( =zf , alors que la théorie de premier ordre FSDT peut être obtenue par zzf =)( . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.4. Revue sur les différents modèles de la théorie d’ordre élevé (HSDT) 

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont proposé quelques 

contributions importantes pour le développement de modèles d’ordre élevé qui se sont 

distingués dans la littérature par l’expression de la fonction de cisaillement f (z). Les modèles 

sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement à travers l’épaisseur, 

et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans la 

configuration déformée (Figure II.4) [52, 58, 59, 60]. Nous citons en particulier : 

 

L’approche d’Ambartsumyan [61] avec : 
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22
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L’approche de Reissner [51], Panc et Kaczkowski, avec : 
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Figure II.4 : Cinématique de la plaque d’ordre élevé (HSDT) [53]. 

(II.5) 

(II.6) 
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L’approche de Levinson, Murthy [62] et Reddy [56] Avec ; 
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Dans le modèle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le 

déplacement normal w, est constant [56]. Ce modèle donne une bonne approximation pour les 

contraintes de cisaillement transverse par rapport à la solution élastique tridimensionnelle 

dans le cas homogène. La distribution des contraintes de cisaillement transverse est 

parabolique à travers l’épaisseur (elle doit être parabolique par couche pour un multicouche). 

Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Les résultats du modèle de 

Reddy sont également très proches des deux modèles d’ordre élevé proposés par Kant et 

Swaminathan [57]. 

 

Touratier propose le modèle (sinus) qui est différent des autres modèles d’ordre élevés 

puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement à travers 

l’épaisseur [60]. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite : 
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Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modèle (sinus) prennent une 

forme trigonométrique à travers l’épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle par 

rapport à la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy 1984]. En se basant sur les 

travaux de Touratier, un élément fini triangulaire à six nœuds, est construit pour les structures 

multicouches non linéaires géométriques par Polit et al. [63] et Dau et al. [64]. 

 

Malgré le fait que les modèles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de 

déformation à l’interface, les contraintes de cisaillement inter laminaire et les contraintes 

d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de l’analyse locale de 

l’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont très différentes. 

(II.7) 

(II.8) 
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Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi qu’une 

comparaison entre les différents modèles. 

 

 

 

Théories intitulé 
Fonction de cisaillement 

( )zf  

Coefficient de 

correction 

k  

Domaine de 

validité 

CPT 

Kirchhoff [69] 

Théorie classique 

des plaques 
0  --- Plaques minces 

FSDT 

Mindlin [54] 

Théorie de 

déformation en 

cisaillement du 1er 

ordre 

z  Requis 

Plaques minces 

et moyennement 

épaisses 

Ambartsumyan 

[65] 

Théorie d’ordre 

supérieur 












−
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22
zhz

 Non Requis 

Plaques minces 
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Reissner [51] 
Théorie d’ordre 

supérieur 
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Karama et al. 

[72] 
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Tableau II.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories 

des plaques en matériaux composites avancés. 
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D’après les différents modèles proposés de la théorie de déformation en cisaillement 

d’ordre élevé, on voit que l’approche d’Ambartsumyan [61] et l’approche de Reissner [47] 

(voir figures II.5 et II.6 ci-dessous), sont un peu loin des autres fonctions de forme présentées 

par Touratier [60], Reddy [56], Karama et al [68] et Aydogdu [69]. Elles sont servies comme 

bases pour développer les autres fonctions de cisaillement qui sont en principe plus proches 

de l’analyse 3D.  

 

Il faut remarquer que les modèles issus d'une approche monocouche équivalente 

pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les 

couches ont des propriétés différentes, même si la continuité du champ de déformation est 

assurée. Ceci présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale à l'interface des 

structures multicouches (effets de bord sur les contraintes, contraintes inter-faciales, 

délaminage, …etc.), mais pour le cas des matériaux à gradient de propriétés (FGM) cette 

approche parait très appropriée, du fait que la variation des propriétés se fait continuellement 

selon l’épaisseur.  
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Figure II.5 : Variation de la fonction de forme  f(z) des différents modèles 

en fonction de l’épaisseur z. 
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II.5. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques 

Shimpi [67] a développé un modèle raffiné pour l’analyse des plaques isotropes (RPT : 

Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle 

ne contient que quatre équations d’équilibre avec seulement quatre inconnus à trouvés au lieu 

des cinq dans le cas des théories classiques. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de 

correction de cisaillement et donne une distribution parabolique de déformation en 

cisaillement à travers l’épaisseur de la plaque. Aussi, elle présente beaucoup de similitudes 

avec la théorie classique des plaques quant aux équations du mouvement, les conditions aux 

limites et les expressions des moments. Plusieurs chercheurs ont adaptés cette théorie pour 

étudier le comportement statique et dynamique des plaques stratifiés, sandwichs et en 

matériaux à gradient de propriétés. 

 

Récemment Thai et Kim [72, 73] ont adapté le modèle raffiné, avec succès, au flambement 

des plaques orthotropes et à la vibration libre des plaques composites stratifiées et sandwichs. 

 

II.6. Approche par couche 

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les 

matériaux composites conventionnels. Il est observé que cette approche est applicable pour 

les structures en matériaux FGM. Ainsi différents modèles issus de l'approche par couche ont 

été proposés par Carrera [74], Afaq et al. [75], Reddy [56] et Di Sciuva [76]. Le multicouche 
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Figure II.6 : Variation de la fonction de forme  f(z) des différents modèles 

en fonction de l’épaisseur z. 
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est subdivisé en sous structures correspondant en fait à chaque couche ou chaque ensemble de 

couches. On applique à chaque sous structure une théorie du premier ordre ou un modèle 

d'ordre supérieur, imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces 

entre les différentes couches. 

 

Les modèles de ce type sont relativement couteux (l’ordre des équations de comportement  

dépend du nombre de couche), mais ils permettent l'obtention de résultats plus précis, 

notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan. D'une manière générale, les 

modèles issus de l'approche par couche peuvent être classes en deux groupes : les modèles 

couches discrètes ou chaque couche est considérée comme une plaque en imposant les 

conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux interfaces et les modèles zig-

zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est indépendante du nombre 

de couches. 

 

II.6.1. Les modèles couches discrètes 

Les modèles couches discrètes adoptent une approximation plus fine des champs suivant 

l’épaisseur du multicouche que les modèles de plaque d’ordre supérieur ou Zig-zag puisqu’ils 

proposent une cinématique par couche plutôt qu’une cinématique globale. En fait avec les 

modèles couches discrètes le multicouche est représenté par un ensemble de plaques 

structures 2D) couples par des efforts d’interface les conditions de continuité aux interfaces 

sont assurées. Le nombre de paramètres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque 

composite. Dans les travaux de Srinivas [77] et Reddy [49] on postule une cinématique du 

premier ordre ou d’ordre supérieur par couche les équations fondamentales par couche sont 

obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels les conditions aux limites sont également 

données couche par couche. 

 

D'une manière alternative les travaux de Ren [78] et Yin [79] utilisent une approximation 

des champs de contraintes par couche ou une mixte contrainte cinématique ainsi Ren [78]  

utilise un champ de contrainte dont la composante de cisaillement transversal est quadratique 

par couche et les déplacements sont considères cubiques par couche et continus aux 

interfaces. Dans la référence [80], le champ de contrainte est construit sous la forme d’un 

produit de fonctions à variables séparées par couche à partir de l’équilibre des forces et 

moments les contraintes plane s sont supposées constantes suivant l’épaisseur dans Yin [79], 
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les fonctions de contraintes sont utilisées par couche pour déterminer les contraintes inters 

laminaires elles sont approximées de façons polynomiales dans l’épaisseur. 

 

II.6.2. Les modèles zig-zag 

Afin de réduire le nombre de paramètres inconnus, Di Sciuva [74] est le premier à proposer 

le modèle zig-zag du premier ordre. Dans ce modèle, les déplacements membranaires sont les 

résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une théorie du premier ordre 

et d'une fonction zig-zag. La cinématique des modèles zig-zag satisfait a priori les conditions 

de contact et elle est indépendante du nombre de couches. 

 

Toutefois, la fonction zig-zag donne une contribution des déplacements membranaires qui 

est continue en z mais sa dérivée première est discontinue à l'interface (voir figure II.7). Les 

déformations transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de 

cisaillement transverse aux interfaces est assurée. 

 

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

             

 

II.7. Approche quasi-3D 

Pour éviter de recourir à une analyse tridimensionnelle et de l’introduction de l’effet de 

déformation normale transverse cette particularité devient importante pour définir un état de 

contraintes correct et évaluer exactement les fréquences propres en analyse vibratoire de 

façon générale toutes les contributions et les recherches récentes sur cette approche basées sur 

la jonction d’une fonction non linéaire de la coordonnée de l’épaisseur z de telle sorte que le 

Figure II.7 : Champ de déplacement des modèles zig-zag du premier ordre [81]. 
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déplacement transversal sera exprimé et dépend d’une variation non linéaire à travers 

L’épaisseur de la plaque. 

 

En générale les théories d’ordre élevé de déformation en cisaillement transversal et la 

déformation normale suivant l’épaisseur considèrent l’effet de l’étirement de l’épaisseur 

(stretching effect) peuvent être numériquement appliquées en utilisant la formulation unifiée 

initialement proposée par Carrera [82] et récemment évoluée par Demasi [83]. 

 

De nombreux travaux basant sur la théorie d’ordre élevé avec effet d’étirement ont été 

proposés dans les littératures pour analyser le comportement statiques et dynamiques des 

structures en matériaux composites multicouches et en FGM (plaques, poutres, coques, 

…etc.), Talha [84], Carrera [85], Reddy [86], Mantari et Guedes Soares [87], Draiche et al. 

[88], Benbakhti at al. [89] et Benahmed et al. [90]. Ces théories sont assez complexes en 

termes de formulations, néanmoins elles sont très intéressantes du point de vue précision. 

 

II.8. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur les différents modèles analytiques de 

calcul des plaques épaisses en FGM, ainsi que les travaux effectués par plusieurs chercheurs 

dans ce domaine, à savoir la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de déformation en 

cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de  déformation en cisaillement d’ordre 

élevé (HSDT), la théorie des plaques raffinée (RPT) et la théorie quasi-3D de  déformation en 

cisaillement d’ordre élevé avec effet d’étirement de l’épaisseur.  

 

A travers notre lecture de la littérature en matière de théories d’ordre élevé, il apparaît que 

celles-ci sont certes intéressantes du point de vue précision, néanmoins devient assez 

complexes en termes de formulations. Le chapitre qui se suivre portera sur la présentation 

d’étude du comportement statique des plaques en matériaux composites avancés dans les 

propriétés matérielles varient selon une fonction exponentielles à travers l’épaisseur de la 

plaque (E-FGM). 
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 II.1. Introduction : 

Dans ce chapitre on va faire une modélisation analytique du comportement statique et 

des plaques composites orthotrope et isotrope utilisant la théorie raffinée (RPT), la 

théorie de déformation en cisaillement de premier ordre (FSDT) et la théorie classique 

des plaques (CPT). À l’aide de principe d’Hamilton et la solution de Navier on a pu 

arriver aux équations d’équilibre de la poutre en FGM. 

 

II.2. RPT pour plaques orthotropes : 

    Hypothèses de base de RPT : 

Les hypothèses du RPT sont les suivantes : 

• Les déplacements sont faibles par rapport à l'épaisseur de la plaque h et, par 

conséquent, les déformations impliquées sont infinitésimales. 

• Le déplacement transversal 𝑤 comprend deux composantes de flexion 𝑤𝑏 et de 

cisaillement 𝑤𝑠. Ces deux composants sont uniquement fonction des 

coordonnées x, y et du temps t. 

 ( ) ( ) ( ), , , , , ,b sw x y t w x y t w x y t= +  (III.1) 

• La contrainte transversale normale 𝜎𝑧 est négligeable par rapport aux contraintes 

dans le plan 𝜎𝑥 et 𝜎𝑦. 

• Les déplacements 𝑢 dans la direction x et 𝑣 dans la direction y consistent en 

composants d'extension, de flexion et de cisaillement. 

 0 0;b s b su u u u v v v v= + + = + +  (III.2) 

• Les composantes de flexion 𝑢𝑏 et 𝑣𝑏 sont supposées être similaires aux 

déplacements donnés par la théorie classique des plaques. Par conséquent, 

l'expression de 𝑢𝑏 et 𝑣𝑏 peut être donnée comme : 

 ;b b
b b

w w
u z v z

x y

 
= − = −

 
 (III.3) 

Les composants de cisaillement 𝑢𝑠 et 𝑣𝑠 donnent, en conjonction avec 𝑤𝑠, les variations 

paraboliques des déformations de cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 et donc des contraintes de 

cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 à travers l'épaisseur de la plaque, h, de sorte que les contraintes de 

cisaillement 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 sont nulles à les faces supérieure et inférieure de la plaque. Par 

conséquent, l'expression pour nous et vs peut commencer. 

 

2

21 5 1 5
( ) ,

4 3 4 3

s s
s s

w wz z
u z z v z z

h x h y

     
= − = −          

 (III.4) 
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II.3. Cinématique 

Sur la base des hypothèses formulées dans la section précédente, le champ de 

déplacement peut être obtenu en utilisant les équations. (III.1) - (III.4) comme : 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

1 5
, , , , ,

4 3

1 5
, , , , ,

4 3

, , , , , ,

b s

b s

b s

w wz
u x y z t u x y t z z

x h x

w wz
v x y z t v x y t z z

y h y

w x y t w x y t w x y t

   
= − + −  

    

   
= − + −  

    

= +

 (III.5) 

Ce champ de déplacement explique une traction nulle sur les conditions aux limites sur 

les faces supérieure et inférieure de la plaque, et la variation quadratique des 

déformations de cisaillement transversales (et donc des contraintes) à travers l'épaisseur. 

Ainsi, il n'est pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement.  

 

Figure III.1 : Plaque rectangulaire : (a) condition aux limites et (b) forces dans le plan. 
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Figure III.2 : Les conditions de chargement de la plaque carrée pour (a) la compression 

uni-axiale, (b) la compression biaxiale et (c) la tension dans la direction x et la 

compression dans la direction y. 

 

Le champ de déformation obtenu en utilisant les relations déformation-déplacement peut 

être donné comme : 
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 (III.6) 

Où : 
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(III.7)

 

 

 

II.4. Constitutive équations : 

Les équations constitutives d'une plaque orthotrope peuvent s'écrire 
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 (III.8) 
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Où 𝑄𝑖𝑗 sont les constantes élastiques réduites des contraintes planes dans les axes du 

matériau de la plaque, et sont définies comme : 

 

1 12 2 2
11 12 22

12 21 12 21 12 21

66 12 44 23 55 13

, , ,
1 1 1

, ,

E v E E
Q Q Q

v v v v v v

Q G Q G Q G

= = =
− − −

= = =

 (III.9) 

Dans laquelle 𝐸1, 𝐸2 sont le module de Young, 𝐺12, 𝐺23, 𝐺31 sont le module de 

cisaillement et 𝜈12, 𝜈21 sont les ratios de Poisson. Pour la plaque isotrope, ces propriétés 

de matériau ci-dessus se réduisent à 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 , 𝐺12 = 𝐺23 = 𝐺31=G, 𝜈12 = 𝜈21 = 𝜈. 

Les indices 1, 2, 3 correspondent respectivement aux directions x, y, z du système de 

coordonnées cartésiennes. 

II.5. Équation des mouvements 

L'énergie de déformation de la plaque peut s'écrire : 

 ( )
1 1

2 2
ij ij x x y y xy xy yz yz xz xz

v v
U dV           = = + + + +   (III.10) 

Substitution des égaliseurs. (III.6) jusqu’au (III.9) dans l'équation (III.10) et en intégrant 

à travers l'épaisseur de la plaque, l'énergie de déformation de la plaque peut être réécrite 

comme : 
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 (III.11) 

Où les résultantes des contraintes 𝑁, 𝑀 et 𝑄 sont définies par : 
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 (III.12) 

 

 

En substituant les équations (III.11) et (III.12) à l'équation (III.10) et en intégrant à 

travers l'épaisseur de la plaque, les résultantes de contraintes sont liées aux déplacements 

généralisés (𝑢0, 𝑣0, 𝑤𝑏 , 𝑤𝑠) par les relations : 
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(III.13)
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Où 𝐴𝑖𝑗 et 𝐷𝑖𝑗 sont appelées respectivement rigidité extensionnelle et flexion et sont 

définies en termes de rigidité 𝑄𝑖𝑗 comme : 

 

( ) ( ) ( )

( )

2
2

2
, 1,   , 1,2,6

5
       A   , 4,5

6

h

ij ij ij
h

ij ij

A D Q z dz i j

Q h i j

−
= =

= =



 

(III.14)

 

Le travail effectué sur la plaque par les forces appliquées peut s'écrire 
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 (III.15) 

Où 𝑞 et 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 0, 𝑁𝑥𝑦 sont des forces réparties transverses et dans le plan, 

respectivement. L'énergie cinétique de la plaque peut s'écrire : 
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 (III.16) 

Où 𝜌 est la masse volumique de la plaque et 𝐼𝑖 (𝑖 = 0, 2) sont les inerties définies par : 

 ( ) ( )
2

2

0 2
2

, 1,
h

h
I I z dz

−
=   (III.17) 
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Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations de mouvement 

appropriées au champ de déplacement et l'équation constitutive. Le principe peut être 

énoncé sous forme analytique 

 ( )0
t

O
U V T dt= + −  (III.18) 

Où 𝛿 indique une variation par rapport à x et y. En remplaçant les équations (III.13) 

jusqu’au (III.17) dans l'équation (III.18) et en intégrant l'équation par parties, en 

collectant les coefficients de 𝛿𝑢0, 𝛿𝑣0, 𝛿𝑤𝑏 et 𝛿𝑤𝑠, les équations de mouvement pour la 

plaque orthotrope sont obtenues comme suit : 
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 (III.19) 

Avec :  

 
2 2

2

2 2x y

 
 = +

 
 (III.20) 

Les conditions aux limites d'une plaque (de longueur a et de largeur b) sont données 

comme suit : 

• Limites encastrées- encastrées : 

Sur les bords x = 0 et a 

 0b s
b s

w w
w w

x x

 
= = = =

 
 (III.21) 

Sur les bords y = 0 et b 

 0b s
b s

w w
w w

y y

 
= = = =

 
 (III.22) 

• Limites simplement appuyer : 
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Sur les bords x = 0 et a 
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 (III.23) 

Sur les bords y = 0 et b 
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 (III.24) 

• Limites libres-libres : 

Sur les bords x = 0 et a 
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Sur les bords y = 0 et b 
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 (III.26) 

 

II.6. Flambement d'une plaque rectangulaire simplement supportée sous des 

charges de compression : 

Lorsqu'une plaque est soumise à des forces de compression dans le plan (Figure III.2), 

et si les forces sont faibles, l'équilibre de la plaque est stable et la plaque reste plate 

jusqu'à ce qu'une certaine charge soit atteinte. À cette charge, appelée charge de 

flambage, l'état stable de la plaque est perturbé et la plaque cherche une configuration 

d'équilibre alternative accompagnée d'un changement dans le comportement de 

déflexion de la charge. Les charges critiques de flambage d'une plaque rectangulaire 

orthotrope simplement supportée seront déterminées dans cet article en utilisant la 

solution Navier. Les équations régissant la plaque en cas de flambement statique sont 

données par : 
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 (III.27) 

La méthode Navier n'est appliquée que pour des conditions aux limites simplement 

prises en charge sur les quatre bords de la plaque rectangulaire, comme le montre la 

figure 1a. Les conditions aux limites simplement prises en charge sur les quatre bords de 

la plaque rectangulaire peuvent être exprimées comme suit : 

 ( ) ( ) ( ) ( ),0 , 0, , 0w x w x b w y w a y= = = =  (III.28) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,0 , 0x x y yM y M a y M x M x b= = = =  (III.29) 

Les fonctions de déplacement 𝑤𝑏 et 𝑤𝑠 suivantes sont choisies pour satisfaire 

automatiquement les conditions aux limites dans les équations (III.21) jusqu’au (III.26) 
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 (III.30) 

Où 𝑎 =  𝑚𝜋 /𝑎, 𝑏 =  𝑛𝜋 /𝑏 et 𝑊𝑏𝑚𝑛, 𝑊𝑠𝑚𝑛 sont des coefficients. En remplaçant 

l'équation (III.30) par l'équation (III.27), le système suivant est obtenu : 
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Avec : 
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 (III.32) 

Pour une solution non triviale, le déterminant de la matrice des coefficients dans 

l'équation (III.31) doit être nul, ce qui donne l'expression suivante pour la charge de 

flambement : 
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 (III.33) 

Avec : 

 ( )4 2 2 4

11 12 66 222 2D D D D D   = + + +  (III.34) 

De toute évidence, lorsque l'effet de la déformation de cisaillement transverse est 

négligé, l'équation (III.33) donne le résultat obtenu en utilisant la théorie classique des 

plaques. Elle indique que la déformation de cisaillement transverse a pour effet de 

réduire la charge de flambement. Pour chaque choix de 𝑚 et 𝑛, il existe une valeur 

unique correspondante de 𝑁0. La charge critique de flambement est la plus petite valeur 

de 𝑁0 (𝑚, 𝑛). 

II.7. Conclusion : 

Dans ce chapitre une approche analytique a été développée pour l’étude de la charge 

critique de flambement des plaques orthotrope et isotrope simplement appuyée ou nous 

avons utilisé des formulations ci-dessus pour étudier l’effet de certains paramètres sur 

l’analyse de flambement des plaques à l'aide de la théorie des plaques à deux variables 

raffinées 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre IV 

Résultats & discussions 
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IV.1. Introduction : 

Dans ce chapitre les solutions analytiques obtenues dans le chapitre précédent pour le l’analyse 

et prédire la charge critique de flambement pour les plaques isotropes et orthotropes ont été 

obtenues par la solution de Navier. Les résultats numériques obtenus par les nouveaux modèles 

de cisaillement sont présentés, et comparés à ceux disponibles dans la littérature pour voir 

l’influence de la variation matérielle sur la charge critique de flambement. 

IV.2. Résultats numériques et discussion : 

À des fins de vérification, une plaque rectangulaire simplement supportée soumise aux 

conditions de chargement, comme le montre la figure IV.2, est considérée pour illustrer la 

précision de la présente théorie dans la prédiction du comportement de flambage de la plaque. 

Afin d’étudier les effets du rapport côté / épaisseur et du rapport module, le premier exemple 

est appliqué pour les plaques carrées isotropes et orthotropes. De nombreux facteurs de 

correction de cisaillement (k = 2/3, k = 5/6 et k = 1) sont également utilisés pour le FSDT en 

comparaison avec la théorie actuelle. Les constantes d'ingénierie suivantes sont utilisées [12] 

𝑬𝟏 𝑬𝟐⁄  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆 

𝑮𝟏𝟐 𝑬𝟐⁄ = 𝑮𝟏𝟑 𝑬𝟐⁄ = 𝟎. 𝟓,   𝑮𝟐𝟑 𝑬𝟐⁄ = 𝟎. 𝟐,    𝝂𝟏𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓 

 

Pour plus de commodité, la charge de flambement non dimensionnelle suivante est utilisée : 

�̅� =
𝑵𝒄𝒓𝒂𝟐

𝑬𝟐𝒉𝟑
 

 

Où a est la longueur de la plaque carrée et h est l'épaisseur de la plaque. 

Les résultats de la charge de flambement critique d'une plaque carrée simplement supportée 

sont présentés dans les Tableaux (IV.1-IV.3) et les Fig. (IV.3–IV.6). 

 

Dans le cas de la plaque isotrope (Fig. IV.3a), les résultats obtenus par RPT et FSDT sont en 

excellent accord même si la plaque est très épaisse. Dans le cas d'une plaque carrée (a = b = 

5h), la différence maximale de RPT et FSDT avec le facteur de correction de cisaillement 5/6 

est de 0,24%, comme indiqué dans le tableau 3. 

 

Lorsque la plaque orthotrope est utilisée, la différence entre RPT et FSDT augmentera par 

rapport à l'augmentation du rapport côté / épaisseur (Fig. IV.3) et du rapport de module (Fig. 

IV.4– IV.6). 
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Comme présenté dans le tableau (IV.1), les différences entre RPT et FSDT (k = 5/6) et RPT et 

FSDT (k = 1) sont respectivement de 16,14% et 2,24% pour le même cas de plaque carrée (a = 

b = 5h et E1 / E2 = 40). Les tableaux 1 à 3 montrent que la différence de charge critique de 

flambement entre RPT et FSDT dépend non seulement des rapports côté / épaisseur et module, 

mais aussi des conditions de charge dans le plan (Fig. IV.2). En cas de plaque carrée (a = b = 

10h), la différence entre RPT et FSDT (k = 5/6) est de 9,62% pour la compression uni-axiale 

(Fig. IV.4 et Tableau IV.1), 9,36% pour la compression biaxiale (Fig. IV.5 et Tableau IV.2), et 

2,92% pour la tension dans la direction x et la compression dans la direction eux (Fig. IV.6 et 

Tableau IV.3). 

 

Tableau IV.1 : Comparaison de la charge de flambement critique non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une compression uni-axiale 

 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 
Orthotrope 

5 

RPT                     2.9512 6.3478 9.1039 10.5785 

FSDT (k = 2/3) 2.8200 5.5679 7.1122 7.7411 

FSDT (k = 5/6) 2.9498 6.1804 8.2199 9.1085 

FSDT (k = 1)         3.0432 6.6715 9.1841 10.3463 

10 

0RPT                   3.4224 9.3732 16.7719 22.2581 

FSDT (k = 2/3) 3.3772 8.8988 14.7011 18.3575 

FSDT (k = 5/6) 3.4222 9.2733 15.8736 20.3044 

FSDT (k = 1)         3.4530 9.5415 16.7699 21.8602 

20 

RPT                  3.5650 10.6534 21.3479 31.0685 

FSDT (k = 2/3) 3.5526 10.4926 20.4034 28.8500 

FSDT (k = 5/6) 3.5650 10.6199 20.9528 30.0139 

FSDT (k = 1)         3.5733 10.7066 21.3363 30.8451 

50 

RPT                   3.6071 11.0780 23.1225 34.9717 

FSDT (k = 2/3) 3.6051 11.0497 22.9366 34.4886 

FSDT (k = 5/6) 3.6071 11.0721 23.0461 34.7487 

FSDT (k = 1)         3.6085 11.0871 23.1197 34.9244 

100 

RPT                  3.6132 11.1415 23.4007 35.6120 

FSDT (k = 2/3) 3.6127 11.1343 23.3527 35.4852 

FSDT (k = 5/6) 3.6132 11.1400 23.3810 35.5538 

FSDT (k = 1)         3.6135 11.1438 23.3999 35.5996 

CPT                        3.6152 11.1628 23.4949 35.8307 
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Tableau IV.2 : Comparaison de la charge critique de flambement non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une charge de compression biaxiale 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 

Orthotrope 

E1/E2=10 E1/E2=25 E1/E2=40 

5 

RPT                   1.4756 2.8549a 3.3309a 3.4800a 

FSDT (k = 2/3) 1.4100 2.5042a 2.7332a 2.8303a 

FSDT (k = 5/6) 1.4749 2.8319a 3.1422a 3.2822a 

FSDT (k = 1)         1.5216 3.1027a 3.4933a 3.6793a 

10 

RPT                   1.7112 4.6718a 6.0646a 7.2536a 

FSDT (k = 2/3) 1.6886 4.4259 5.4351a 6.0797a 

FSDT (k = 5/6) 1.7111 4.6367 5.8370a 6.6325a 

FSDT (k = 1)         1.7265 4.7708 6.1425a 7.0690a 

20 

RPT                   1.7825 5.3267 7.6643a 9.6614a 

FSDT (k = 2/3) 1.7763 5.2463 7.3701a 8.9895a 

FSDT (k = 5/6) 1.7825 5.3100 7.5546a 9.3049a 

FSDT (k = 1)         1.7866 5.3533 7.6834a 9.5297a 

50 

RPT                   1.8036 5.5390 8.2784a 10.6576a 

FSDT (k = 2/3) 1.8025 5.5249 8.2199a 10.5111a 

FSDT (k = 5/6) 1.8036 5.5361 8.2566a 10.5810a 

FSDT (k = 1)         1.8042 5.5436 8.2812a 10.6282a 

100 

RPT                   1.8066 5.5707 8.3744a 10.8172a 

FSDT (k = 2/3) 1.8063 5.5672 8.3593a 10.7788a 

FSDT (k = 5/6) 1.8066 5.5700 8.3687a 10.7972a 

FSDT (k = 1)         1.8068 5.5719 8.3751a 10.8095a 

CPT 1.8076 5.5814 8.4069 10.8715a 
a Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,2). 
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Tableau IV.3 : Comparaison de la charge de flambement critique non dimensionnelle de 

plaques carrées soumises à une tension dans la direction x et à une compression dans la 

direction y 

a/h Théories 
Isotrope 

ν=0.3 

Orthotrope 

E1/E2=10 E1/E2=25 E1/E2=40 

5 

RPT 4.8274a  4.0258b  4.1044c  4.1525c 

FSDT (k = 2/3)  4.4175a  3.2849d  3.3001e  3.3053e 

FSDT (k = 5/6)  4.8158a  3.9241c  3.9794c  4.0075d 

FSDT (k = 1)  5.1237a  4.4488b  4.5691c  4.6073c 

10 

RPT 6.6024a  7.7863a  8.5471b  9.1638b 

FSDT (k = 2/3)  6.4032a  7.2656a  7.7820b  8.1208b 

FSDT (k = 5/6)  6.6010a  7.7748a  8.4774b  8.9039b 

FSDT (k = 1)  6.7398a  8.0651a  9.0153b  9.5197b 

20 

 RPT 7.2754a  9.2811a  11.6347b  12.8031b 

FSDT (k = 2/3)  7.2139a  9.1310a  11.2544b  12.1990b 

FSDT (k = 5/6)  7.2753a  9.2782a  11.6015b  12.6339b 

FSDT (k = 1)  7.3168a  9.3790a  11.8453b  12.9428b 

50 

RPT 7.4895a  9.8101a  12.9531b  14.4177b 

FSDT (k = 2/3)  7.4790a  9.7830a  12.8751b  14.2839b 

FSDT (k = 5/6)  7.4895a  9.8097a  12.9463b  14.3789b 

FSDT (k = 1)  7.4965a  9.8275a  12.9942b  14.4430b 

100 

RPT 7.5211a  9.8907a  13.1666b  14.6827b 

FSDT (k = /3)  7.5185a  9.8838a  13.1463b  14.6474b 

FSDT (k = 5/6)  7.5211a  9.8906a  13.1648b  14.6724b 

FSDT (k = 1)  7.5229a  9.8951a  13.1772b  14.6891b 

CPT  7.5317a  9.9179a  13.2393b  14.7732b 

 

a Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,2).  
b Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,3).  
c Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,4).  
d Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,5).  
e Le mode pour la plaque est (m, n) = (1,6). 
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Fig. IV.3. L'effet des rapports côté / épaisseur et module sur la charge critique de flambement 

d'une plaque carrée soumise à une compression uni-axiale : (a) isotrope, (b) 𝐸1 𝐸2 ⁄ = 10, (c) 

𝐸1 𝐸2 ⁄ = 25 et (d) 𝐸1 𝐸2 ⁄ = 40. 

 

D'après la figure IV.3 la charge critique de flambement augmente avec l'augmentation du 

rapport 𝑎/ℎ en passant d'une plaque épaisse à une plaque mince. Le rapport 𝑎/ℎ n'influe pas 

sur la théorie classique c'est pour ça la courbe de cette dernière reste plane. 
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Fig. IV.4. L'effet du rapport de module sur la charge critique de flambement d'une plaque 

carrée soumise à une compression uni-axiale : (a) 𝑎 = 10 ℎ et (b)  𝑎 = 20 ℎ. 

 

La figure IV.4 représente la variation de la charge critique de flambement en fonction du rapport 

𝐸1 𝐸2⁄ , on peut remarquer que la charge critique de flambement pour une plaque carrée soumise 

à une compression uni-axiale augmente avec l’augmentation du rapport de module. 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

5

10

15

20

25

30

35

40
(a)

Orthotropic : a/h = 5 , G12 = G13 = 0.5 E2

                     G23 = 0.2 E2, n12 = 0.25

N

E1/E2

 CPT

 FSDT (k=5/6)

 RPT

0 5 10 15 20 25 30 35 40

5

10

15

20

25

30

35

N

E1/E2

 CPT

 FSDT (k=5/6)

 RPT

Orthotropic : a/h = 10, G12 = G13 = 0.5 E2

                     G23 = 0.2 E2, n12 = 0.25

(b)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

5

10

15

20

25

30

35

40
(c)

Orthotropic : a/h = 20, G12 = G13 = 0.5 E2

                     G23 = 0.2 E2, n12 = 0.25

 CPT

 FSDT (k=5/6)

 RPT

N

E1/E2



Chapitre IV         Résultats & discussions 

  
Page 52 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV.5. L'effet du rapport de module sur la charge critique de flambement d'une plaque 

carrée soumise à une compression biaxiale : (a) 𝑎 = 10 ℎ et (b) 𝑎 = 20 ℎ. 

 

La comparaison suivante est effectuée pour l'orthotrope plaques rectangulaires soumises à une 

compression uni-axiale avec variation du rapport d'aspect et du rapport côté / épaisseur. Une 

théorie efficace des deux plaques raffinées à deux variables proposées par Shimpi et Patel [11] 

a été appliquée dans cet article pour le comportement au flambement des plaques isotropes et 

orthotropes. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transverse et de la distribution parabolique 

des déformations de cisaillement transverse à travers l'épaisseur de la plaque, il n'est donc pas 

nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,1)). 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,2)). 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,3)). 

 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,4)). 
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Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,5)). 

 

 

Figure. IV.7. Formes de mode de flambement de la plaque carrée orthotrope (mode (1,6)). 
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Les équations gouvernantes présentent une forte similitude avec la théorie classique des plaques 

à bien des égards. On peut conclure que la théorie des deux plaques à raffinement variable peut 

prédire avec précision les charges critiques de flambement des plaques isotropes 

 

IV.3. Conclusion : 

Une théorie efficace des deux plaques raffinées à deux variables proposées par Shimpi et Patel 

[11] a été appliquée dans cet article pour le comportement au flambage des plaques isotropes et 

orthotropes. 

La théorie tient compte des effets de cisaillement transverse et la distribution parabolique des 

déformations de cisaillement transverse à travers l'épaisseur de la plaque, il n'est donc pas 

nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement. On peut conclure que la présente 

théorie raffinée (RPT) des plaques et peut prédire avec précision les charges critiques de 

flambement des plaques isotropes et orthotrope. 
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Conclusion générale 

 

Une théorie efficace des plaques raffinées à deux variables proposée par Shimpi et Patel 

[11] a été appliquée dans cet article pour le comportement de flambement des plaques 

isotropes et orthotropes. il n'est donc pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de 

cisaillement. Les équations dominantes présentent une forte similitude avec la théorie 

classique des plaques dans de nombreux aspects. On peut conclure que la théorie des plaques 

raffinées à deux variables peut prédire avec précision les charges critiques de flambement des 

plaques isotropes. 
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