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Abstract

In This work an analysis of the propagation of waves of functionally graduated
plates is presented by using a high order hyperbolic (HSDT) shear deformation
theory. This theory has only four variables, which is less than the theory of first
order shear deformation (FSDT). Therefore, a shear correction coefficient is not
required. Unlike other conventional shear deformation theories, the present work
includes a new field of displacement which introduces indeterminate integral
variables.

The properties of materials are supposed classified in the direction of the
thickness according to two simple distributions of a power law in terms of
volume fractions of constituents. The governing equations of the wave
propagation in the functionally graded plate are derived by employing the
Hamilton’s principle. The analytical dispersion relation of the functionally
graded plate is obtained by solving an eigenvalue problem. The convergence
and the validation of the proposed theoretical numerical model are performed to
demonstrate the efficacy of the model.

Parametric studies will be presented to underline the influence of the various
parameters (material power index , length thickness ratio , porosity index ) on

wave propagation .

Keywords: wave propagation; phase velocity; vibration; functionally graded

plate; plate theory; porosity



Résumeé

Dans cette mémoire, une analyse de la vibration et de la propagation des ondes
des plagues fonctionnellement gradué est présentée en utilisant une théorie de la
déformation en cisaillement d’ordre élever (HSDT). Cette théorie ne comporte
que quatre variables, ce qui est inférieur a la théorie de la déeformation par
cisaillement de premier ordre (FSDT). Par conséquent, un coefficient de
correction de cisaillement n’est pas requis. Contrairement aux autres théories
classiques sur la déformation par cisaillement, le présent travail comprend un
nouveau champ de déplacement qui introduit des variables intégrales
indeterminées et un nouveau champ mathématique est développé par la
reformulation de la régle de mélange pour incorporer la phase de porosité dans
les propriétés du matériau, éventuellement survenant a I’intérieur des matériaux
a gradient fonctionnel (FGM) lors de la fabrication.

Les propriétés des matériaux sont supposées étre classées dans le sens de
I’épaisseur selon deux distributions simples d’une loi du pouvoir en termes de
fractions volumiques des constituants. Les équations qui régissent la propagation
des ondes dans la plaque fonctionnellement graduée reposant sur des appuis
simples sont derivées en utilisant le principe de Hamilton. La relation de
dispersion analytique de la plaque a gradation fonctionnelle est obtenue en
résolvant un probleme de valeur propre. La convergence et la validation du
mode¢le proposé sont discutées en détail pour démontrer I’efficacité des modéles
Proposeés.

Des études paramétriques seront présentées pour souligner I’influence des
différents paramétres (indice de puissance matériel , rapport d’épaisseur

longueur , indice de porosité) sur la propagation des ondes .

Mots clés : propagation des ondes ; plagues fonctionnellement gradués ;

vibration libre ; porisité ; déformation de cisaillement d’ordre élevées .
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Introduction générale

Les matériaux composites sont obtenus par la combinaison artificielle de différents
matériaux afin d'obtenir des propriétés que les composants individuels en eux-mémes ne
peuvent pas atteindre. Avec leurs hautes résistances et une rigidité combinée a une faible
densité et leur capacité d'adaptation a des applications spécifiques, ces matériaux offrent des
avantages par rapport aux matériaux traditionnels. Cependant, leur comportement sous des
applications pratiques a haute température est une préoccupation ; ces matériaux composites
stratifiés présentent une disparité entre les propriétés mécaniques a travers une interface en
raison de la liaison de deux matériaux distincts. En conséquence, les constituants des
composites matrice-fibres sont susceptibles de se désagréger a des charges thermiques
extrémement ¢levées. De plus, des fissures sont susceptibles de s’initier aux interfaces et de se
transformer en sections de matériau plus faibles. Des problémes supplémentaires incluent la
présence de contraintes résiduelles dues a la différence entre les coefficients de dilatation
thermique de la fibre et de la matrice dans les matériaux composites. Ces problémes sont évites
ou réduits par Un concept de couche intermédiaire graduée dans lequel la contrainte thermique
a effectivement été éliminée par une couche intermédiaire & gradient de composition. Ce
concept, on lui a donné le nom de matériaux a gradient de propriétés FGM dans les structures
en matériaux fonctionnellement gradué en faisant varier progressivement la fraction volumique
des constituants plut6t qu'en les modifiant brusquement a travers une interface.

Les structures fonctionnellement graduées sont celles dans lesquelles les fractions volumiques
de deux matériaux ou plus varient continuellement en fonction de la position le long de
certaines dimensions de la structure afin de remplir les fonctions souhaitables pour des
applications spécifiques en particulier les avions, les véhicules spatiaux, D’optique, le
biomécanique, 1’électronique, la chimie, la mécanique, la construction navale et autres
ouvrages de génie civil, (Koizumi 1993, Ait Atmane 2011, Ould Larbi 2013, Tounsi 2013,
Hebali et al, 2014 Al-Basyouni 2015 Bennai 2015, Ait Yahia. 2015, Larbi Chaht 2015,
Boukhari 2016) Par exemple, des structures de plaque de barriére thermique pour des
applications a haute température peuvent étre formées a partir d'un mélange de céramique et
du métal. La composition varie d'une surface riche en céramique a une surface riche en métal,
avec une variation souhaitée des fractions volumiques des deux matériaux entre les deux
surfaces. La céramique constituant le matériau assure la résistance aux températures élevées en
raison de sa faible conductivité thermique. Le changement progressif des propriétés des
matériaux peut étre adapté a différentes applications et environnements de travail.

Les matériaux fonctionnellement gradué ont principalement éte utilisés dans des
environnements soumis a des températures élevées, notamment des chocs thermiques, une
situation qui se produit lorsqu’un corps est soumis a un échauffement ou a un refroidissement
transitoire élevé dans un court intervalle de temps.
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Le développement de l'utilisation des matériaux a gradient de propriétés dans les structures
nécessite une bonne compréhension du comportement mécanique des structures FGM afin
d'offrir un profil optimum aux concepteurs.

Actuellement, plusieurs travaux concernant I'étude du comportement mécanique des plaques
FGM sont annoncés sur 1’analyse de la vibration libre, le flambement et la flexion des plaques
et sur I’étude de 1'effet thermique sur le comportement non linéaire des plaques FGM. Reissner
(1945), Cranch (1956), Ambartsumyan (1969) et Bresse (1859) ont été les innovateurs de la
recherche dans I’é¢tude du différent comportement des structures en matériaux isotropes sous
différentes contraintes. Avec le développement du concept de FGM, de nombreux travaux ont
été étudiés et publiés dans la littérature.

Reddy (2000) a développé des formulations théoriques et leurs modéles en éléments finis pour
des plaques FGM ¢épaisses en se basant sur une théorie de cisaillement des plaques d’ordre
supérieur (HSDPT) pour étudier la réponse dynamique non linéaire sous 1’effet d’une pression
uniforme. Sur la base de la théorie des plaques de Reddy, Cheng et Batra (2000) présente les
résultats de flambement et les vibrations d'une plaque FGM simplement appuyée polygonale.
Ensuite la méme analogie membranaire a été appliquée a I'analyse des plaques FGM et des
coques sur la base d'une théorie de troisieme ordre des plagques par Reedy (2002).

Vel et Batra (2004) ont proposé une solution exacte tridimensionnelle des vibrations libres et
forcées, pour des plaques rectangulaires en FGM simplement appuyées. Zenkour (2006) a
présenté une théorie généralisée de la déformation par cisaillement dans laquelle les
déplacements de la membrane sont étendus sous forme de fonction trigonométrique sur toute
I'épaisseur. Malek zadeh (2009) a étudié I'analyse des vibrations libres de plaques épaisses dans
les FGM sur des fondations élastiques a deux parameétres. Par la suite, de nouvelles fonctions
de forme ont été proposées par Ait Atmane et al. (2010) Benachour et al. (2011) et Ait Amar
Meziane et al. (2014). Ait Atmane et al. (2015) ont présenté un modéle de déplacement en
cisaillement calculé pour I'analyse vibratoire des plaques FG avec des porosités. Beldjelili et
al. (2015) ont analysé la réponse en flexion hygro-thermo-mécanique de plaques S-FGM
reposant sur des fondations élastiques variables en utilisant une théorie de plaque
trigonomeétrique a quatre variables. Tounsi et al (2016) ont développé une nouvelle théorie non
polynomiale a trois inconnus pour le flambement et les vibrations des plaques sandwich FG.
La propagation des ondes d'éléments structurels tels que les plaques ou les poutres a été étudiée
dans différents secteurs tels que I'aéronautique, la médecine, lI'acoustique des batiments, etc.
Ait Yahia et al. (2015) ont discuté sur la propagation des ondes dans les plaques
fonctionnellement graduées avec des porosités, en employant diverses théories des plaques de
déformation par cisaillement d'ordre supérieur. Boukhari et al. (2016) ont introduit une théorie
de la déformation par cisaillement pour la propagation des ondes de plaques FG. Ebrahimi
(2016a) a étudié¢ I'analyse de la propagation des ondes d’une quasi-3D nano poutre FG dans un
environnement thermique en se basant sur la théorie de la contrainte gradué non locale.
Ebrahimi (2016b) a introduit une théorie de contrainte gradué non locale pour I'analyse de la
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propagation des ondes dans des nano plaques non homogénes. Han et al. (2001) ont proposé
une méthode analytique-numérique pour analyser les caractéristiques des ondes dans les
cylindres en FGM. Sun et Luo (2011a) ont également étudié la propagation des ondes et la
réponse dynamique des plaques FG, de forme rectangulaire encastrée, soumis a une charge
impulsive.

Pour tenir Compte les effets thermiques et les propriétés du matériau dépendant de la
température, Sun et Luo (2011b) ont étudié la propagation des ondes d'une plaque
fonctionnellement gradué en utilisant une théorie de déformation par cisaillement d'ordre
supérieur.

Lors de la fabrication des pieces FGM, des porosités peuvent apparaitre dans ces éléments lors
du processus de frittage. Ceci est d0 a la grande différence de température de solidification ;
Ces derniéres années, certaines études sur 1’effet de porosité dans les structures FG ont été
publiées dans la littérature ; Wattanasakulpong et al. (2012) ont également donné une
discussion sur les porosités qui se développent a l'intérieur des échantillons en FGM fabriqués
par une technique d'infiltration séquentielle en plusieurs étapes. Wattanasakulpong et al. (2014)
ont étudié les problémes linéaires et non linéaires de la vibration des poutres

FGM

ayant des porosités. Simsek et Aydin (2012) ont examiné la vibration forcée des microplaques
FG avec des effets de porosité sur la base de la théorie de couple de contrainte modifiée. Jahwari
et Naguib (2016) ont étudié les plagues poreuses FG viscoélastiques avec une théorie des
plaques d'ordre supérieur et un modéle statistique de distribution cellulaire. Ait Yahia et al.
(2015) ont étudié la propagation des ondes dans les plaques FG en prenant en compte I'effet de
porosité. Mouaici et al. (2016) ont proposé une solution analytique pour la vibration des plaques
FG présentant des porosités. L'analyse était basée sur la théorie de la déformation par
cisaillement avec prise en compte de la position exacte de la surface neutre. Récemment, Ait
Atmane et al. (2016) étudient I'effet de stretching et de la porosité sur la réponse mécanique
d'une poutre FG reposant sur des fondations élastiques. Akbas SD (2017) a étudié les effets
thermiques sur le comportement vibratoire des poutres FG avec porosité. Benadouda et al.
(2017) ont présenté une théorie efficace de la déformation par cisaillement pour la propagation
des ondes dans les poutres de matériaux FG avec des porositeés.

L’objectif de ce travail est d'é¢tudier le comportement vibratoire et la propagation des ondes
dans des plaques FGM reposant sur des appuis simples en utilisant une nouvelle théorie
déformation par cisaillement d'ordre supérieur. Employant un nouveau champ de déplacement
de variable intégrale a travers I'épaisseur de la plaque, I'addition du terme d'intégral dans le
champ de déplacement mene a une réduction des nombres d‘inconnus; pour tenir en compte
effet de la porosité qui peuvent se produire a l'intérieur des matériaux a gradient de propriétés

(FGM) au cours de leur fabrication, on a développé un nouveau modele qui donne une nouvelle

3
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forme de répartition de la porosité en fonction de I'épaisseur de la plaque ; ce modéle a été
validé et comparer avec d’autre modeles de distribution de porosité. Les équations régissant la
propagation des ondes dans la plaque FGM sont obtenues en utilisant le principe d’Hamilton.
Les relations de dispersion analytiques des plaques FGM sont obtenues en résolvant un

probleme aux valeurs propres.

Le présent travail de thése est organisé en quatre chapitres :

Dans le chapitre I, en présente les matériaux a gradient de propriétés, 1’histoire de leur
développement, leurs méthodes de fabrication, ainsi que leurs domaines d’application.

Le chapitre Il, les différentes théories des plaques ont été étudiées et analysées.

Ensuite dans le chapitre Ill, on va procéder au développement de la solution analytique des
plaques en FGM qui prend en considération 1’effet de cisaillement transverse pour l'analyse du
comportement vibratoire des plaques FG simplement appuyées en tenant compte 1’effet de la
porosité utilisant un champ de déplacement a quatre variables intégrales.

Dans le quatrieme (1V) chapitre , une application numérique et une étude comparative des
résultats de la propagation des ondes et du comportement vibratoire des plagques
fonctionnellement graduées a été illustré afin de vérifier 1’efficacité de la théorie utilisée , qui
prend en considération l'effet de déformation par cisaillement transverse ainsi une étude
paramétrique sera faite pour étudier L'effet de I'exposant de la fraction volumique et les autres
parameétres sur les plaques FGM simplement appuyé, les propriétés matérielles varient selon
I'épaisseur de la structure FGM seulement selon une distribution de puissance (P-FGM) et
sigmoide (S-FGM); une validation du modele de porosité proposé, tout en le comparant avec
ceux trouvés dans la littérature, L'effet de la fraction volumique de porosité sur les plaques
FGM est présente sous forme graphique.

Le présent travail se termine par une conclusion générale ou 1’on souligne 1’efficacité de cette
théorie dans la résolution des problémes de la vibration libre et la propagation des ondes dans

les plaques FGM ainsi par les perspectives envisagées pour des travaux futurs.
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Chapitre I : Généralités Sur Les Matériaux a Gradient De Propriétés

I.1. Introduction :

De nombreux milieux naturels présentent des variations unidirectionnelles et continues

de leurs propriétés €lastiques. Les tissus vivants, la crolite terrestre, les océans ou encore 1’0s
cortical en font partie. Tirant leur inspiration de la Nature qui les entoure, les scientifiques
(chercheurs et ingénieurs), se sont penchés sur les avantages que présentent ce type de
matériaux en terme de comportement mécanique et c’est ainsi que I’on vit apparaitre, dans
les années 1980, les matériaux a gradients de propriétés (Functionally Graded Materials «
FGM »). lls permettent par exemple de reproduire les propriétés structurales et matérielles
des tissus biologiques tels que 1’os a différentes étapes de son évolution (croissance,
vieillissement ou pathologie).
Les matériaux a gradient de propriétés (FGM), sont considérés comme des matériaux
composites, produits par un changement non interrompu de leurs fractions volumiques dans
la direction de leur épaisseur. Ce type de matériau a récemment suscité un grand intérét de la
communauté scientifique, en raison des avantages qu’il offre, par la diminution de la disparité
dans les propriétés réduisant ainsi les contraintes thermiques [Zhong, 2007]. La variation
continue des propriétés mécaniques confére au matériau un comportement optimisé. Les
FGM sont particulierement utilisés dans les applications de haute technologique:
aéronautique, aérospatiale, nucléaire, semi-conducteurs, et en Génie Civil et trouvent
également leurs applications dans le domaine de la biomédicale [Baron, 2008].

1.2. Concept des matériaux a gradient de propriétés :

Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux (navettes spatiales ou des
avions hypersoniques) sont souvent soumis a des températures élevées. Les piéces les plus
exposées sont le cone d’entrée, les bords d’attaque des ailes ainsi que centaines surfaces
inférieures. Pour cette raison les matériaux constituant les parois de ces piéces doivent étre
capables de supporter sur une dizaine de millimétres un chargement thermique induit par des
températures d’atmosphere environnant les 1800°C. Il n’ya aucun matériaux monolithique
capable de résister a une telle contrainte thermique [Koizumi, 1992].

La solution envisagée est la mise en ceuvre de matériaux composites et notamment
I’utilisation les matériaux a gradient de propriétés. On peut imaginer un matériau dont la face
exposée a tres haute température posséderait des propriétés de résistance aux fortes
sollicitations thermiques et a 1’oxydation, tel que la céramique, et dont la face intérieure serait
tres bonne conductrice de la chaleur et posséderait une bonne résistance mécanique et une
meilleure ténacité, comme le métal.
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Cependant, si1’on considére un simple assemblage de ces deux matériaux, ils présentent
immédiatement une rupture due aux contraintes thermiques exercées a I’interface entre les
deux types de matériaux ayant des propriétés thermiques différentes. L’idéal serait de
supprimer cette interface en créant une transition continue entre les deux faces.

C’est ainsi qu’est né le concept de matériau a gradient de fonction dans les années 1980
par un groupe de chercheurs au laboratoire national d’aérospatial (National Aerospace
Laboratory, STA) au japon. Le FGM consiste en 1’association de deux matériaux aux
propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue
de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux.

Généralement, les « FGM » sont des matériaux constitués de plusieurs couches
contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont
également considérés comme une composante des matériaux FGM [Kokini, 1990]. Ils sont
donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes.

La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les propriétés

mécaniques sont comparés dans le tableau I.1.

La face a haute température Céramique - Bonne résistance thermique
- Bonne résistance a
I’oxydation ; - Faible conductivité
thermique.

Continuité du matériau d’un Céramique-métal  -Elimination des problémes de

I'interface ;

oint a I’autre . .
P -Relaxer les contraintes thermiques.

« couches intermédiaires »

La face a basse température - Bonne résistance mécanique ; -
Meétal Conductivité thermique élevée,
- Trés bonne ténacité.

Tableau 1.1: comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un
matériau « FGM » est illustré dans la figure 1.1. 1l en résulte un gradient qui déterminera les
propriétés des « FGM ». Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme
matériau mais de microstructure différente [Boch, 1986].
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Figure 1.1 : Concept des matériaux a gradient de propriétés.

La figure 1.2 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection

thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il

montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes en

changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.
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Décollement

Rupture . 0
L [ T TAE S

Compression /[ Traction

Barriere thermique conventionnelle Contraintes thermiques
induites

Compression | Traction

Matériaux a gradient de propriétés Contraintes thermiques induites

Figure 1.2 : Protection thermique.

1.3. Histoire de développement des matériaux a gradient de propriétés :

Le concept de "Matériaux a Gradient de propriétés” a été développé dans le laboratoire
national d'aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collégues & Sendai. L'idée est de
réaliser des matériaux utilisés comme barriere thermique dans les structures spatiales et les
réacteurs a fusion [Koizumi, 1992]. Les changements continues dans la composition, dans la
microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des
gradients des propriétés matérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité
thermique [Koizumi, 1997]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peut étre utilisés
pour différentes applications, telles que les enduits des barriéres thermiques pour les moteurs
en céramique, turbines a gaz, couches minces optiques, [Croce, 2004].

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la
technologie de base pour développement de Matériaux a Gradient de propriétés et I'étude de
la relaxation des contraintes thermiques". L'intérét du projet est de développer des matériaux
présentant des structures utilisées comme barriere thermique dans les programmes
aerospatiaux. 17 laboratoires nationaux de recherche, des universités et des entreprises ont été

engagées dans ce projet [Koizumi, 1997].
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Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux et les murs thermiques
speciaux sont appelés a travailler a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un
gradient de température de I'ordre de 1300 °C. A cette année-la, aucun matériau industriel
n'était connu pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques [Koizumi, 1992].

Trois caractéristiques sont & considérer pour la conception de tels matériaux:
-Résistance thermique et résistance a I'oxydation & haute température de la couche superficielle
du matériau;

-Ténacité du matériau coteé basse température.
-Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Pour répondre a un tel cahier des charges, I'idée originale des F.G.M a été proposée
pour élaborer un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (coté
haute températures) et des métaux (coté basse température).

A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites pieces expérimentales (1-10mm d'épaisseur et 30 mm de diametre) pouvant résister a
des températures maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de
température de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux
présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la
fabrication de tels matériaux sont les suivantes : le systeme SiC/C par C.V.D., le systeme
PSZ/Mo par la technique de la compaction séche des poudres, le systétme TiB2/Cu par
synthése par auto-propagation a haute température, et enfin le systeme (Ni-Cr-Al-
Y)/(ZrO2Y20z) par projection plasma a double torches [Okamura, 1991].

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des piéces de tailles plus
grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiere étape.
Pendant les années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé
pour les matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s'est aussi €largi a
d'autres applications: biomécaniques, technologie de capteur, optique, [Okamura, 1991].

Le concept des matériaux a gradient de propriétés tient son intérét non seulement dans
I’élaboration des nouveaux matériaux réfractaires performants pour leurs éventuelles
utilisations dans le domaine aérospatial, mais egalement dans le développement de divers
matériaux fonctionnels, employés dans les domaines de I’optique et de 1’¢lectronique. A cet
effet, un deuxiéme projet a été lancé pour la recherche et développement des matériaux FGM
en qualité de matériaux fonctionnels « Recherche sur les matériaux de conservation d’énergie
avec la structure a gradient de propriétés ». Ce programme vise développer la technologie des
FGM dans le but d’améliorer leur efficacité¢ énergétique pour des applications dans le

nucléaire, photovoltaique et thermoélectrique.
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1.4. Motivation

Les avances significatives dans les techniques de fabrication et de transformation au cours
de la derniere décennie ont permis de produire FGM utilisant des procédés qui permettent
d’offrir une grande latitude dans la confection de la microstructure et la com-position
matérielle. Dans I’avenir, les FGM avec des formes et des propriétés complexes, y compris
deux et trois dimensions de gradient, seront produits a I’aide de la fabrica- tion avec une
technique qui nécessitant 1’ordinateur. Ce potentiel signifie que le concepteur ne se limite
plus aune palette de matériaux homogeénes existants, bien que beau- coup de recherches
ont ¢été¢ consacrées a I’analyse de ce matériau, les ingénieurs et autres professionnels sont
engagés dans le processus de conception avec les FGM manque un cadre unifié pour la prise
de décisions concernant la facon de faire les meilleurs choix possible, basé sur ce menu de
matériel avec les composants disparates et les profils du matériel composé. L objectif des
recherches est de développer une méthodologie solide pour I’adaptation de la composition
spatiale d’un matériau a gradient évalué lors de 1’ap- plication d’une haute température ou
haute flux de chaleur. La méthodologie proposée est prévue d’une maniére significative de
notre capacité de concevoir les composants du (FGM) pour une variété de la mécanique et
les applications aérospatiales ou les condi- tions de fonctionnement sont severes.

Continuous Layered

Material 2

Material 1 Material 1

Figure 1.3 — Schéma montrant deux géométries : I’architecture sur la gauche est
discréte tandis que celle de droite est continue.
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1.5. Classification

Peut-étre les FGM sont mieux classifiés selon le traitement, comme illustré dans figure I1-
4, qui sépare les FGM en deux catégories : ceux par des processus constructifs et ceux
produits par les processus transporter-basés [9]. En résumé, les processus constructifs se
fondent sur le placement des phases dans une structure par 1’ingénieur des méthodes. Les
processus Transporter-basés se fondent sur des réactions ou des processus well-timed et
sont congus pendant la fabrication matérielle. Beaucoup de revétements de protec- tion
(par exemple, revétements d’isolation thermiques) se rangent dans I’ancienne caté- gorie.
La carburation de ’acier se range dans la dernicre catégorie. Naturellement, une approche
de conception dans laquelle une gradation est formée in situ, par un processus
transporterbasé, serait plus simple et généralement plus souhaitable qu’une approche

constructive.

Constructive Processes Transport-Based Processes
Infiltration and
Powder . h
g BB Coating Mass Transport Segregation
HEICANN Related Processes
— Conventional - — Diffusion from — Transport-Based
| Liquid Ph ERMR Spy Surface: Steel Porous Preform
S:i?\ltjéring ad — Thermal Spray Carburization Preparation
B lnﬁl“-ation - Laser Claddlng and Nltrldallon - Macrosegfegation
L Reactive — Electroforming — Other and Segregative
Bowdir V. D i Surface Mass Darcian Flow
— Vapor Deposition | Transport Grading Processes
Deformation/ o DS Conk o]
Lamination —  Martensitic — Interdiffusion gi'nterig;'or —
ThanshRTIESon Reactive Processing
Settling and
Thermal Processes Centrifugal
Separation

Figure 1.4 : Classification des matériaux FGM selon [6].
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I.6. Champs d’utilisation

1.6. 1.Aéronautique

Le concept de FGM a été initialement congu pour ce champ. Possédant deux proprié- tés
contradictoires, comme la conductivité thermique et de propriété barriere thermique dans un
matériau, il permet de produire le poids-léger et des matériaux solides.

Surtout, ce sera une technologie indispensable pour la roquette et a la construction de
station spatiale. Les FGM sont également applicables a un mur externe de 1’avion spatial

et des parties de moteur de fusee.

1.6. 2.Matiéres industrielles

De nombreuses applications de FGM ont été récemment réalisées pour les matériaux
industriels. Comme les produits récents sont s’intensifier en raison d’une résistance ac- Crue
et la résistance thermique et énergiques de réduction et de la forme, la demande d’un
nouveau matériau pour 1’outil industriel sont en pleine croissance. Dans ce domaine, il est
nécessaire d’avoir les deux résistances a I’usure et la ténacité ; ainsi, nous pouvons dire
que lademande de la FGM est une solution. D’ailleurs, comme les besoins n’pour la coupe
a sec et ne pas utiliser de liquide de coupe augmenter en contrepartie de I’environ- nement,
le développement d’une autolubrifiant et outil de haute résistance thermique est attendu.
Une production a I’essai de 1’outil industriel a ét¢ menée avec succés a I’aide de diamants
(a Pextérieur) et ’acier (a I’'intérieur), et le développement est maintenant prévu pour un

outil a grande vitesse dans n’importe quelle taille ou forme.

1.6. 3.0ptoélectronique

Il'y a tant de variations dans les moyens de communication. Maintenant, les outils de
communication utilisant les fibres optiques ont besoins de nouveaux progrés ainsi que
des informations de plus en plus de volume. Une idée est une lumiere de longueur
d’onde systeme multiplex de communication utilisant des filtres optiques, en particulier, en
utilisant un indice de réfraction filer le classement. Il a une structure que 1’indice de
réfraction des ondes transmettant le sens varie avec la fréquence en continu le long lon-
gueur d’onde. Avec le filtre, la réfraction inutile peut étre évitée dans une certaine mesure.
Application des FGM aux fibres optiques plastiques peuvent assurer une transmission a
haute vitesse. Par conséquent, il sera capable de se propager systéme de communication
optique jusqu’au niveau des ménages.

13
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1.6. 4. Biomatériaux

Notre corps est soutenu par 206 os couvrant le cerveau et d’autres organes. Si nous
avons une douleur a un os ou une articulation, nous aurons des troubles dans notre vie.
Pour résoudre ces problémes, on a besoin d’un nouveau matériau qui peut remplacer les 0s
et les articulations et a une longue vie a été souhaité. La technologie FGM est appli- cable
aux os artificiels, des articulations et des dents. La technologie de classification de structure
est utilisée dans la recherche pour la prévention du cancer aussi.

I.6. 5.Autres

Téléphone cellulaire est I’'un des moyens d’outils de communication pratique. Il de-
vient de plus mince et plus petit. La technologie FGM est applicable dans ce domaine
aussi. Pour la minimisation de la taille et I’efficacité de transmission, une permittivité-
technologie de classification peut étre appliquée lors de la production des substrats.

De méme, dans d’autres domaines tels que le champ de I’électronique et domaine de la
chimie, les FGM sont également applicables. Les fibres optiques entiérement faites de
polymere fluoré ont été développées.

1.7. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés :

Le processus de fabrication des matériaux a gradient de propriétés peut étre divisé en
¢tablissant la structure dans 1’espace non homogene « gradation » et la transformation de cette
structure en matériau en bloc « consolidation ». Il existe de nombreux procédés d'élaboration
des FGM, les paragraphes suivants s’attachent a décrire les principales méthodes

d’élaboration des FGM utilisées dans ’industrie.

1.7.1. Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) :

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste a
étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces
et régulicres. L ¢étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou
sabot.

La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support
(figure 1.3), ce qui confere a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur.
La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I'épaisseur de la bande
[Lostec, 1997]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs controlées (25-
1000 pm). Aprés un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite
découpés.
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" ; sabot
film plastique ‘

suspension

bande crue

support

Figure 1.5 : Principe de la méthode coulage en bande [Lostec, 1997].

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux
composites laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes
multicouches gréace a un systéme de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par
Mistler [Mistler, 1973] ; soit par empilage de couches élaboréees séparément, dont la cohésion
est ensuite assurée par une étape de thermo-compression [Boch, 1986].

1.7.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) :

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste a couler une suspension dans un moule
poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de
poudre compacte) sur la surface du moule. Apres séchage, on obtient le corps en cru.

Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles:
-formation du tesson ou "prise™.
-consolidation du tesson ou "raffermissement”.

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considéré
comme un processus d'élimination d'une partie de I'eau de la barbotine; Cette eau migre a
travers la couche de tesson déja formée, sous l'effet:

-du pouvoir de succion du platre (coulage classique [Moya, 1992]).
-ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).

Dans le cas de la fabrication de multicouches, apres la formation du premier tesson, le

dépot de la deuxiéme couche s'effectue de maniere telle que la barbotine ne pénetre pas dans

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.
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1.7.3. Compaction séche des Poudres :

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier.
Chaque fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la
compaction de I'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par
une pression isostatique et un déliant age. La densification sera enfin I'étape finale [Bishop,
1993].

Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de pieces de formes complexes. En effet il
s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de fagon industrielle.

1.7.4. Projection plasma :

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement
de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se
fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres
utilisée pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du
dépot des particules sur des substrats a geométrie compliquée, les performances des surfaces
en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages
essentiels de cette technique [Steffens, 1990].

1.7.5. Frittage et Infiltration :

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un composite
a gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont trés
différentes. La premiere étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités
avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution
de la contrainte thermique [Takahashi, 1990].

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiguement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns

par rapport aux autres.
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1.8. Domaines d’applications des matériaux a gradient de propriétés :

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est applicable dans des hombreux

domaines, comme il est illustré dans la figure [.4. 1l a été initialement congu pour ’industrie

de l'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la

conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau. Actuellement, elles

permettent la production des matériaux légers, forts et durables, et elles sont applicables dans

un large intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de

conversion d'énergie, nucléaire et semi-conducteurs.

Aérospatial

Ingénierie

Composants de moteur-
fuseée
Corps des avions spatiaux

Outils de coupe

Eléments de moteur

L’énergie
nucléaire

Composants des réacteurs
nucléaires
Pastilles de combustible

Optiques

Fibres optiques
Lentilles

Matiéres
biologiques

Implants
Peau artificielle

Chimique

L'échangeur de chaleur
Tube de chaleur
Récipient de réaction

Electronique

Semi-conducteur a bande graduée
Capteurs

Conversion d'énergie\<

Générateur thermoélectrique
' Convertisseur thermoionique
; Pile a combustible

Produits

Matériaux de constructions
Corps de voiture
Verres de fenétre

Figure 1.6 : Les principaux domaines d’application des FGM.
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1.9. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plagues FGM :

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en I’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre
ces matériaux de maniére a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures
non-uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un FGM peut étre définie
par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de
volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la

rupture, et également assez dures a 1’extérieur pour empécher 1’usure.

N

Plaque FGM ANt y
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Figure 1.7 : Géométrie d’une plaque en FGM.

Les coordonneées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z perpendiculaire
a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur.
Les propriétés du materiau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déeterminés selon les demandes

d’exécution.
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Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagcon continue,

dans le sens de I’épaisseur (1’axe z ) soit: E = E(z),y=v(z). Le module de Young dans le sens

de I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la
fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).
1.9.1. Propriétés matérielles de la plague P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

V(2) = % (Z+:/ z)p (1.1)

Ou p est un paramétre matériels et h est I’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction
volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent
étre déterminées par la loi des mélanges [Bao, 1995] :

E(2) = En+(Ec ~En)V(2) (1.2)

Ou Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure

(z ==h/ 2)et de la surface supérieure(z = h / 2)de la plaque FGM, la variation du moule de
Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.6, il
apparait clairement que la fraction volumique change rapidement prés de surface inférieure

pourp <1, et augmenté rapidement pres de la surface supérieure pourp >1.
0.5
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Figure 1.8 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.
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1.9.2. Propriétés matérielles de la plague S-FGM :

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une
plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 1’interfaces
ou le matériau est continu mais change rapidement [Bao, 1995]. Par conséquent, Chung et chi
[Shyang-ho, 2003] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions
de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les

interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

Vi) = = (h/2+z)p Pour —h/2<z< 0 13
1(2) = AT our —h/2<z< (1.3.2)
1 (h/2—2\P
Vao(z) = 1 — E(W) PourO<z<h/2 (1.3.b)

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé
par :

E(z) = Vi(2)Ec +[1- Vi(z2)]JEm Pour-h/2<z<0 (1.4.2)

E(z) = Va(z)Ec +[1- V2(z)]Em PourO0O<z<h/2 (1.4.b)

La figure 1.7 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (1.4.a)
et (1.4.b) représente les distributions sigmoides, et cette plaqgue FGM est appelée
(Plague S-FGM).
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Figure 1.9: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.
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Chapitre I : Généralités Sur Les Matériaux a Gradient De Propriétés

1.9.3. Les propriétés matérielles de la plague E-FGM :

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [Delale, 1983] :
E(z) =EceB#*N/2) (1.5.a)

Avec

B =In () (1.5.b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est
représentée dans la figure 1.8.
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Figure 1.10 : Variation du module de Young dans une plague E-FGM.
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Chapitre I : Généralités Sur Les Matériaux a Gradient De Propriétés

1.10. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM »,
I’histoire de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication
et leurs domaines d’application
La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés permet
de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux domaines

d’application a savoir les structures spéciales et de génie civil.
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Chapitre II : Théorie des plaques

11.1. Introduction :
Afin de résoudre les problemes des structures ayant comme éléments structuraux des

poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne
théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi
que la méthode de résolution a appliquer.

C’est en 1888 que Love utilisa les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes
inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces
(également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques
semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été consolidée par Mindlin a partir
des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).
Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothéses des théories
classiques et du premier ordre lorsque 1’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe
aussi la théorie basée sur 1’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait aucune
hypothése restrictive sur les déplacements de la plaque.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modeéles sur les théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer I'évolution de la variation du champ des

déplacements a travers I'épaisseur des plaques.

11.2. Les modéles analytiqgues des plagues FGM :

11.2.1 La théorie classigue des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) :

On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les déformations de

cisaillement reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque. Dans le
cas d’une plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est directement
reliée a 1’élancement ( L/ h).

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothéses de
LoveKirchhoff, selon les quelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste
perpendiculaire aprés déformation (figure 11.1), ce qui revient a négliger les effets de
déformation en cisaillement transverse.

Ce modele de plaque peut étre référé en Timoshenko et Woinowsky-Krieger
[Timoshenko, 1959], [Reddy, 1997], [Reddy, 1999],
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Chapitre II : Théorie des plaques

En se basant sur les hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement basé sur est donné par :

u(x,y,z,t)=uex,y,t)— z — % (1.1.8)
VOOV Z )= Vo (X y ) — Z —% (I1.1.b)
w(X,Y,z,t)=wo(X,y,t) (1.1.c)

Avec (Uo,Vo ,Wo ) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z = 0).

Figure 11.1 : lllustration de la plaque de Love Kirchhoff [Reddy, 1997].

Puisque ce mod¢le ne tient pas en compte 1’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats imprécis pour les plagues épaisses.

11.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie
classique des plaques en tenant compte de 1’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les

contraintes et les deformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque, ce qui oblige
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Chapitre II : Théorie des plaques

I’introduction d’un du facteur de correction. Les études sur la théorie de déformation en
cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent étre référées dans [Reissner, 1945],
[Mindlin, 1951] qui a mené au modeéle de plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi que Timoshenko

et Woinowsky-Krieger [Timoshenko, 1959], [Reddy, 1997], [Reddy, 1999]. La théorie du
premier ordre est basé sur le champ de déplacement suivant :

u(xy,z,t)=uox,y,t)+zoe«(x,y,t) (1.2.a)
VXY, z,t)=vo(X, y,t) +Zoy(X Y, (11.2.b)
w(X,V,Z,t)=wo(X,y,t) (11.2.c)

Avec : (Uo,Vo,Wo) et (ox0y) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes X et y, respectivement.

Le champ de déplacement définis dans 1’expression ci-dessus permet de reprendre la
théorie classique des plaques décrite dans la derniere section par le remplacement
6W0 . 6W0

R

} 7 -

Figure 11.2 : Hlustration de la plaque de Reissner-Mindlin [Reddy, 1997].
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Chapitre II : Théorie des plaques

D’ailleurs pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de

déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.

11.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) :
A la différence de la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la

distribution linéaire du déplacement par I'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une
distribution non linéaire des champs dans 1’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des
effets de la déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale
transversale. Ces modeéles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels
modeles peuvent étre trouvees dans [Hildebrand, 1949], [Naghdi, 1957], [Reissner, 1975],
[Reddy, 1984], et [Kant, 2002]). Nous avons introduit ici quarts modeéles de plaque utilisés

pour analyser le comportement des matériaux a gradient de propriétés.

Figure 11.3: lllustration de la plaque d’ordre élevé [Reddy, 1997].

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit :

u(x,y,z) =ux,y) _zaw(’a—x(x'y) +1(2) ox (X ,Y) (11.3.2)
V(X Y, 2)=vo(x,y) - ZaWOa—y(x’” + (2) gy (X ,Y) (11.3.b)
W (X, Y, Z) =Wo(X,Y) (11.3.)

27



Chapitre II : Théorie des plaques

Avec : (Uo,Vo,Wo) et (ox,¢y) sont les déplacements en membrane et les rotations autour
des axes x et y , respectivement, f (z) est une fonction de cisaillement transverse caractérisant
les théories correspondantes. En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque
(CPT) est obtenue par en prenant f (z) = 0, alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut
étre obtenue par f (z) = z.

Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement de la troisieme de Reddy
(TSDT) [Reddy, 1997], [Reddy, 1999] sont obtenus par :

— 4 2
f(z)—z(l—ﬁz) (11.4)

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce
modeéle donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par
rapport a la solution d’élasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans
I’épaisseur. Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

[Touratier, 1991] propose le modele sinus (SSDT) qui est différent des autres modeles d’ordre
supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

dans 1’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci-dessous :

f(z)= % sin (%) (11.5)

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modéles (sinus) prennent
une forme cosinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modéle par rapport
a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé

(The exponentiel shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al.

[Pindera, 1994] est obtenue en prenant :

f(2) =2e 2@ Et¢,=0 (11.6)
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Chapitre II : Théorie des plaques

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par [Ait Atmane, 2010] est

obtenue en prenant :

f cosh(3) (h/T) sinh(% z)
@ _[cosh(g)—l] ‘ [cosh(g)—l]

etd;=0 (11.7)

I1.3. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé :
Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont propose

quelques contributions importantes pour le développement de mode¢les d’ordre élevé qui se
sont distingués dans la littérature par ’expression de la fonction de cisaillement y(z). Les
modéles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers
I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans
la configuration déformée (Figure 11.3) [Whitney, 1973] ; [Nelson, 1974] ; [Lo, 1977];
[Touratier, 1991]. Nous citons en particulier :

- L’approche d’ Ambartsumyan [Ambartsumyan, 1969] avec ;

z h?  z?
f@)=5G-7) (11.8)
- L’approche de Reissner [Reissner, 1945] avec ;
5 472
f(Z) _Ez(l_ﬁ (11.9)

- L’approche de Levinson, Murthy [Murthy, 1981] et Reddy Avec ;

472

f(2)=z(1-— (11.10)

3h?

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w, est constant [Reddy, 1984]. Ce modele donne une bonne
approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution
élastique tridimensionnelle dans le cas homogéne [Duong, 2008].

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers
I’épaisseur (elle doit étre parabolique par couche pour un multicouche). Les conditions aux
limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Les résultats du modéle de Reddy sont également

trés proches des deux modeles d’ordre €élevé proposés par [Kan, 2002].
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Touratier propose le modele (sinus) qui est différent des autres mod¢les d’ordre élevés
puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers

I’épaisseur [Touratier, 1991] .La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite:

_ (D" (2n+1)
f(2) = —sm( ) ——Zn ooy (—) (11.11)
2,2 4,4 6,6
=Z(1_nz+nz_7'tz+m+m)

3! h2 5! h# 7! ho

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modeéle (sinus)
prennent une forme Co sinusoidale a travers 1’épaisseur de la plaque. La précision de ce
modele par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy ,1984]. En se
basant sur les travaux de Touratier, un élément fini triangulaire a six nceuds, est construit
pour les structures multicouches non linéaires geométriques par [Polit, 1997] et [Dau,
2006].

Récemment, [Afaq et al, 2003] proposent un modéle exponentiel avec une cinématique

plus riche. La fonction de distribution de cisaillement transverse est de la forme Suivante:

f(2) = ze~ 2/ W)* (11.12)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et
impair de la variable z, alors que la fonction (sinus) de [Touratier, 1991] ne permet qu’un
développement en puissance impair.

Malgré le fait que les modeles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et
de déformation a ’interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de 1’analyse locale de
I’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont tres différentes
[Duong, 2008].

Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi

qu’une comparaison entre les différents modéeles.
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Distribution de | Coefficient
Fonction de cisaillement Yuzet de Domaine de validité
Théorie intitulé t2) Ve o correction de
¥2suivantz | cisaillement
CPT.Kirchoff | Théorie classique
[Kirchoff, 1850a] et| ~ des plaques 0
[Kirchoff, | ] Plaques minces
1850b]
Théorie de constante Requis Plaques minces et
FSDT Midlin déformation moyennement
[Midlin, 1951] des plaques du z épaisses
ler ordre
Ambartsumian Théorie d’ordre Plaques minces et
[Ambartsumian, supérieur i i Quadratiques | Non Requis moyennement
1958] z (h‘ z ‘j épaisses
24 3
Reissner [Reissner, | Théorie d’ordre
1975] supérieur c 4 Plaques minces et
—z(1— zﬂj Paraboliques [Non Requis epaisses
4 3h*
TSDPT, Touratier Théorie de
[Touratier, 1991] |  déformation h Nz Paraboliques |Non Requis | Plaques minces et
trigonométrique o (? épaisses
des plaques
ESDPT Karamaet |  Théorie de ze 2"
al. [Karama, deformation Paraboliques [Non Requis | Plaques minces et
2003] exponentielle des épaisses
plaques
PSDPT, Levinson Théorie de
[Levinson, 1980], déformation Paraboliques |Non Requis | Plaques minces et
Reddy[ Reddy, paraboligue des 4z° épaisses
1984] plaques z(1- Ehg]
Aydogdu [Aydogdu,|  Théorie de
2009] déformation _Eliz;'h}“ Paraboliques  |[Non Requis Plaques minces et
exponentielle des| zat (=) o> 0 épaisses
plaques
Elmeiche, Tounsi et| Théorie raffinée
al [Elmeiche, 2011] |  des plaques By (hz
(ﬁ) sin [ﬁ)z Paraboliques [Non Requis | Plagues minces et

épaisses
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Théorie des plaques

Aite atmane et al

Théorie raffinée

I1
[Aite atmane, des plaques cosh (Ej
Z
2010] cosh (%] -1
Esinh[gj Paraboliques |Non Requis | Plagques minces et
1 h o
— épaisses
I1
cosh (E) -1
Shimpi [Shimpi, | Théorie raffinée
2002] des plaques 2 Paraboliques  |Non Requis | Plaques minces et

épaisses

Tableau 11.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des plaques

11.4. Conclusion

isotropes et FGM

Dans ce chapitre, nous avons donné un apercu sur la théorie des plagues ainsi que les modéles

analytiques des plaques FGM a savoir la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de

déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de déformation en

cisaillement d’ordre ¢levé (HSDT). Sa formulation est basée sur les hypotheéses de chaque

théorie dans une approche bidimensionnelle d’élasticité suivie par les équations cinématiques

d’un point quelconque dans la plaque en fonction des déplacements généralisés. Le tenseur de

déformation de Von Karman dans le cas des grands déplacements est utilisé pour obtenir les

relations déformation déplacement. Le tenseur de contraintes pour les plagues en matériau a

gradient de propriétés est obtenu en introduisant le champ de déformation dans la loi de Hooke

généralisée et enfin pour terminer la définition du principe des travaux virtuel et 1’énergie

potentielle totale minimum.
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Chapitre 111 : Analyse théorique de la propagation des ondes dans les plaques en FGM.

I11.1. Introduction :

Nous expliquerons ensuite un autre phénomeéne important qui se produit normalement dans les
structures mécaniques en raison de I'interaction de plusieurs ondes et en particulier I'interaction
entre l'incident et les ondes réfléchies. Ce phénomene conduit a la génération de nouvelles
ondes, normalement appelées ondes stationnaires. La caractéristique de base d'une onde
stationnaire est que pour différentes fréquences d'onde, I'onde résultante sera axée en position
spatiale et seule son amplitude change avec la fréquence de I'onde.

Les ondes stationnaires sont tres courantes dans les structures mécaniques ou métalliques. Par
exemple, dans les structures en batonnets métalliques, lorsqu'une onde incidente interagit avec
une frontiére libre, elle génére une onde réfléchie, dont I'amplitude est la méme que celle de
I'onde incidente. En revanche, si cette onde interagit avec une frontiére axée, alors I'onde
réfléchie est négative par rapport a I'onde incidente. Cette interaction va également générer une
onde stationnaire. Cependant, son profil de I’onde sera assez différent par rapport au cas
précédent.

La propagation des ondes dans de tels milieux 2D ou de dimension supérieure est classée
différemment en fonction de la nature et de la direction de la propagation des ondes et celles-ci

sont expliquées en détail dans la partie suivant.

I111.2. Théorie et formulation :

La plaque a gradation fonctionnelle (FG) est composée d'un mélange de composants en
céramique et en métal comme indiqué sur la Fig.1.

Les caractéristiques des matériaux de cette plague changent a travers I'épaisseur de la plaque
avec différentes distributions de loi de puissance des fractions volumiques des constituants des

deux matériaux comme :

e Distribution de la loi de puissance :

z 1\P
P(z) =P, + (P. — P,,) (Z“LE) (1.1)
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Chapitre 111 : Analyse théorique de la propagation des ondes dans les plaques en FGM.

e Ladistribution de la loi sigmoide est definie comme deux fonctions de loi de puissance :

h AP
g1(z) =1 —%(2,12) Pour 0 <z < h/2 (111.2a)
2
h, P
—+z
gz(z)=1—%<2h ) Pour —h/2<z<0 (111.2b)
2

Ceramic rich surface

> X

h/2

Metal rich surface

Fig 111.1 Coordonnées et géométrie de la fonction plaque graduée.

P(z) = 91 (@)Pc + [1-g1(2)]Pm  pour—h/2 <z <0 (111.3a)
P(z) = 92(2)Pc + [1-22(2)]Pm  pour —h/2 <z <0 (111.3b)

Ou P désigne la caractéristique effective du matériau telle que le module de Young E et la
densité de masse p les indices m et ¢ désignent respectivement les composants métalliques et
céramiques ; et p est I'exposant de la loi de puissance. La valeur de p égale a zéro indique une
plague entierement en céramique, tandis que p infini représente une plague entiérement
métallique. Etant donné que les influences de la variation du coefficient de Poisson v sur le
comportement des plaques FG sont tres faibles, il est supposé constant pour des raisons de

commodité.
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Chapitre 111 : Analyse théorique de la propagation des ondes dans les plaques en FGM.

111.3. Equations fondamentales :

111.3.1. Cinématique et déformations :

Dans cet article, des suppositions simplificatrices supplémentaires sont faites au HSDT
conventionnel afin que le nombre d'inconnues soit réduit. Le champ de déplacement du HSDT
conventionnel est donné par (Mahi et al.2015, Bakhadda et al.2018).

u(x,y,z,t) =uy(x,y, t) — z% + f(2) @, (x,y,t) (111.4a)
v(x,y,2z,t) = vo(x,y,t) — Zaa_u;, + f (@), (x,y,1) (111.4b)
w(x,y,z,t) = wy(x,y,t) (I.4c)

Ou uy, vy, Wo, @5, @, sont cing déplacements inconnus du plan median de la plaque, f(z)
désigne la fonction de forme représentant la variation des déformations et contraintes

transversales de cisaillement dans I'épaisseur. En considérant que
o = [0(x,y)dx and @, = [0(x,y)dy (111.5)

Le champ de déplacement du présent modéle peut étre exprimé sous une forme plus simple
comme (Bourada et al. 2016, Besseghier et al. 2017, Khetir et al. 2017, Sekkal et al. 2017a,
Menasria et al. 2017, Yazid et al. 2018)

u(x,y,2,t) = uo(x,y,t) — 222 + ky f(2) [ 0(x,y, t)dx (111.6a)
v(x,y,z,t) = vo(x,y,t) — Zaa—M;’+ ky, f(z) [ 0(x,y,t)dy (111.6b)
w(x,y,z,t) =wy(x,y,t) (111.6¢)

Dans ce travail, une étude comparative entre différentes théories de déformation par
cisaillement d'ordre supérieur est réalisée, les différentes fonctions de forme sont présentées ci-
dessous. Il convient de noter qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser le facteur de correction de
cisaillement dans la théorie (Youcef et al.2018, Zamanian et al.2017, Shokravi 2017c, d, Zarei
et al.2017, Arani et Kolahchi 2016, Kolahchi et al.2016b , Madani et al.2016, Bouderba et
al.2016, Bellifa et al.2016).
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On peut voir que le champ de déplacement dans I'Eq. (5) n'introduit que quatre inconnues
(ug, vy, Wy et 0). Les déformations non nulles associées au champ de déplacement dans I'Eq.
(5) sont :

gx gJ(C) k£ kﬁlz y )/0
eyt={e) b +z{ kb4 f(2)] kD {yyz} = g(z){ {f} (111.7)
)Z 0 b b yx Vyx
xy yxy kxy kxy
Ou:
o [ e R il
Ex ox ky azxz
gr=1 22 b, Jkhi=4{ -T2 (111.8a)
0 b I
Vay dug %J k2, L o
\ 9y + ox -2 6x6§)
kS ( k.0 .
ks = ) k,0 {yyz}= {kz | de}
9 4 oy k, [6d
kiy)  kigy J0dx +ho 5z fody) D 1 [0 dx

g(z) = df(z)/0z (111.8b)
Et les intégrales définies dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une méthode de

type Navier et peuvent étre écrites comme suit :

d , 926 ] oy 029 _ 4108 _ prd8
afedx—Am ,af@dy—B m,f@ dX—Aax ,fedy—Bay (III9a)
A =—-1/k}, B'=—-1/k: ,k;=xk?, k,=1x3 (111.9b)

Ou k; et k, sont les nombres d'ondes de propagation des ondes respectivement dans les
directions des axes x et y.

Pour les FGM élastiques et isotropes, les relations constitutives peuvent étre exprimées comme :

Ox Ci1 Cip 0 0 0 Ex
Oy Ci2 Gy 0 0 O0]]8&
Txyp =10 0 Cos 0 0 |<Vxy (111.20)
lyz 0 0 0 C4,4 0 Vyz
Txz 0 0 0 0 Cssl Yz
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OU (0 0y, Txys Tyzr Txz) €1 (Ex) €y, Yxys Yyzr Yxz) SONE les composantes de contrainte et de
déformation, respectivement. Utilisation des propriétés du matériau définies dans les équations.

(1) - (2), les coefficients de rigidite, C;;, peuvent étre donnés comme :

E(z)
Ci1 =Cyp = m
vE(z)
C12 = m (|||.11)
E(z)
Cqa = Cg5 = Cgp = 20+

111.3.2. Equations de mouvement :

Le principe de Hamilton est utilisé ici pour déterminer les équations du mouvement (Zemri
et al. 2015, Mouffoki et al. 2017, Sekkal et al. 2017b, Meksi et al. 2018, Bouhadra et al. 2018,
Belabed et al. 2018)

J,(8U + 8V — K)dt = 0 (IN.12)
Ou 6U est lavariation de I'énergie de déformation ; §V est la variation du travail externe effectué

par la charge externe appliquée a la plaque ; et §K est la variation de I'énergie cinétique. La

variation de I'énergie de déformation de la plaque est donnée par :

8U = [ [0,8e, + 0,88, + Tuy8¥xy + Ty28Y¥ys + TxrVi|dV (111.13)
= f [N, 8€2 + Ny8e) + Ny, 8y9y + MPSkE + MPSkD + MBSk, + MSskS + MSskS
A

+ M3, 8KSy + S5,8Y5, + S5,8Y3,]dA =0
Ou A est la surface supérieure et les résultantes des contraintes N, M et S sont définies par :

(Ni ,MP, Mf) = f_hlifz(l, z,0)odz, (i=xy,xy) (111.14)

h/2
(5355) = | e(taty)d
~h/2

La variation du travail externe peut étre exprimée comme :

_ _ 00&68w0 0 %OSWO Oaﬂaswo
8V = — [, adwodA — [, (NQ TR 20 4 oNg, TR0 T 4 NO X0 ZHe) gA - (111.15)
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Ou q et (N Ny, N. y) sont transverses et dans le plan charges appliquées, respectivement.

Pour les problémes de vibration libre et de propagation des ondes, le travail externe est nul. La

variation de I'énergie cinétique de la plaque peut étre exprimée comme :

8K = [[usu+v8v+wswlp(z)dV (111.16)

8K f{lo u05u0+V08V0+W08W0]

OSWO aWO . . aSWO aWO .
-1 (uo Uy + v 3y + _6y Vo )
9866 06 080 006
(k A) Uy —+a—6u0 + (k, B) | vy M +6_8V°

W, 08w, awoazswo) NGLELL: NCLEL:
( ox  dy dy Tk | (aA) 9x 0x + (k2B dy dy

N awoase 900 95w, o dw, 050 90 a5W,
—J2| (kiA) + (k;B") }

x ox | ox 0x By oy oy ay

Ou la convention point-exposant indique la différenciation par rapport a la variable temporelle
t; p(2) est la densité de masse donnée par les équations. (1) - (2); et (I;,/;, K;) sont des inerties

de masse exprimées par :

(o, 11, 1,) = f h/2(1 z,z*)p(z)dz (111.17)
h/2

Gtk = [ Gonf fp@ddz
~h/2

En remplacant les égaliseurs. (13), (15) et (16) dans Eq. (12), on peut déduire ce qui suit :

ON, 0Ny, ) oW, 98
5u0: Ox + W:IO Ug — 11 E‘l‘KlA]l &
Ny ON, W 96
(SVO:W-FG—YZIOVO—Ila—y KZBlla
62Mb aZMb aZMb
Swy : 42— I
0x? 0x dy dy?

Ovo

= I,W, + ], (a“°+—)—1 V2, + J, (klA’ ° 1k, B’ ) (111.18)
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92Ms 9SS ass
P s _ s _ ’ ’ y y UOXZ ' yz
86+ —k;M§ — k,M$ — (k A’ + k,B") axay T ky A’ —% + ;B 3xdy
0 , 0% ., 0%0 ., 0%0
= —]1 (klA E + kz B E) - kz <(k1A )2 a? + (sz )2 a_yz
0%, 0%,
+]J, | k1A xZ +k,B ay?

Remplacer I'équation. (6) dans I'EQ. (10) et les résultats ultérieurs dans I'équation. (14), les

résultantes des contraintes sont obtenues en termes de déformations sous la forme compacte

suivante :
N A B B®] ¢
MPt=|B D DS {kb},S=ASy (111.19)
Ms BS DS HSI'k®
Dans lequel :
N = {Ny, Ny, Ny}, MP = (M2, M2, M2}, M5 = {M$, M5, M.} (111.20a)
e=1{e0,e%y0 ) kb = (k2 kb, k2 Y ks = (K&, kS, kS, ) (111.20b)
A1 Az 0] By Bz O Dy Dy O
A = A12 A22 0 ,B = BlZ BZZ O ,D = D12 DZZ 0 (I”ZOC)
[0 0 Agl 0 0 B 0 0 Dg
[Bi1 Bi, 0 Diy Dy, 0 Hi, Hy; 0
BS = Bisz BZSZ 0 ,DS = Disz DSZ O ,HS = Hfz ng 0 (|||20d)
|0 0 B 0 0 D 0 0 HE
t t Aj 0
s= (2550 = 0o = ' 4 | (11.20¢)
et les composants de rigidité sont donnés comme :
A11 Bll D11 Blsl Dlsl Hlsl h/2 1
Ay, By, D1z By, Dif, Hipp= f—h/z Ci1(1, 2,22, f(2), 2f *(2) 11_]1, dz  (lll.21a)
Aes Bss Des Bgs Dgs Hee 2
(A22, B2, Dy, B3y, D33, Hyp) = (A11, B11, D11, Biy, D1y, Hit) (111.21b)
h/2
A, = A = iy Cialg(2)]?dz (111.21c)
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Présentation de I'Eq. (19) dans Eqg. (18), les équations du mouvement peuvent étre exprimées
en termes de déplacements (u,, vy, Wy, 0) et les équations appropriées prennent la forme
A11di1ug + Asedazto + (Arz + Ase)dizug — Bi1dyi11wo — (Biz + 2Bge)d122Wo
+ (Bés (k1 A’ + K B'))di220 + (Birky + Bizk,)d, 0
= IyBo — Lydy Vo + J; A'k,d,0 (111.22a)
Azadazvo + Ased11Vo + (A1z + Age)dioUy — Baadaaawo — (Biz + 2Bge)di22Wo
+ (Bgs (ky A’ + ky B'))d12,6 + (B3 ky + Bi,k1)d,0
= Iy¥y — I,dyV + J1B'k,d,0 (111.22b)
By1di11uo + (Bia + 2Bee)diaaUo + (Biz + 2Bee)d112V0 + Bazda22V0 — D11d1111Wo —
2(Dyp + 2Dg6)d1122Wo — Dppdppzowo + (Diky + Diky)d 160 + Z(Dése(k1A’ +
k2B'))d11220 + (Df;ky + D33k;)d;20 (111.22¢)

= IgWy + 11 (dqilg + d3¥g) — I,(dy1Wo + d32Wp) +]2(k1A’d11é + k; B'dzzé)

62 d 63 d 84
gy ax;0x;’ gyt — 9x;0xj0x;’ jim — 0x;0xj0x0xm

d (111.23)

2
d; = — (i,j,1,m =1,2)

111.3.3. Relations de dispersion :

Nous supposons des solutions pour (u,, vy, w, et 6,) représentant des ondes se propageant

dans le plan (x — y) avec la forme :

uy(x,y,t) U - elitkix+roy—wt)]

vo(x,y,t) _Jv- elitkix+iy-wt)] (11.24)
wo(x,y,t) W - elikix+rzy—wt)] '
B,(x,y,t) X - eliCerx+ioy-wb)]

Ou:
U;V; W et X Sont les coefficients de I'amplitude des ondes, k, et x, sont les nombres d'onde

de propagation des ondes respectivement le long des axes x et y, w est la fréquence, Vi = —1

I'unité imaginaire. Remplacer I'équation. (24) dans Eq. (23), le probleme suivant est obtenu

Si1 Si2 S1z Suia my; 0 Mz Myy U 0
Si2 Sa2 S23 Saa| w2| O M2z M2z Moy vi_Jo (111.25)
S13 S23 S33 Sz Myz Mpz Mzz M3y w 0
S1a S2a S34 Sua Mig Mag Mzq Moy X 0
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Ou:
S11 = — (A1 + Agei3)
S12 = —K1kz(A12 + Ags)
Si3 = K. 1(By1kf + Byok3 + 2Begk3)
Sia = Kq.i(ky By + kyBi, + (ki A’ + kyB")Biek3)
Sy2 = —(Agekf + Azzk3)
Sa3 = K.i(Bgyk5 + Bioki + 2Bggk?)
Spa = K2.1(kyB3, + kyBi, + (ki A’ + kyB')Bggk?)
S33 = —(D11ki + 2(D1p + 2Dg6)Ki 8% + Doz f*)
S3a = —ky (D1} + DI,x5) + 2(ky A" + kyB')Dégii ks — ky(Diyx3 — Dik7) (111.26)
Saa = —ky(Hi1ky + Hiykp) — (ki A" + ko B HEskT 15 — ky (H ky — Hizkes)
— (kyA)ASsK? — (kpB) A4S

My, = —lo,Myz = ikl My = — i1k A'ky
Myy = —ly, Myz = i.Kyl, Myy = —i.J1k, B’k
M3y = — LK1y, M3y = — LKLy
maz = —Iy — Iz("% + K%)

M3y = J; (k1A’K% + sz’K%),mau = i-]1k1A’K1
My, = 1. J1 kB2, my3 =]2(k1AIK% + sz’K%)
My = —Ky((k1A")?Kf + (kB3
Les relations de dispersion de la propagation des ondes dans le faisceau a gradation

fonctionnelle sont données par :

I[K] — w2[M]| =0 (111.27)
Les racines de I'Eq. (27) peut étre exprimé comme :
w1 = Wi (k), wz = Wp(k), w3 = W3(k), ws = Wy(K) (111.28)

Ils correspondent respectivement aux modes d'onde M,, M,, M5 et M,. Les modes d'onde M, et
M, correspondent a lI'onde de flexion, les modes d'onde M, et M5 correspondent a l'onde
d'extension.

La vitesse de phase de propagation des ondes dans la plague a gradation fonctionnelle peut étre

exprimée comme :

c, = YW = 1,2,3,4) (111.29)

K
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111.4. Conclusion :

L'analyse de propagation des ondes implique d'effectuer une analyse spectrale, qui fournit la
nature du comportement des ondes. Il fournit également les gammes de fréquences dans certains
matériaux ou les réponses d'onde sont retardées ou méme bloquées. De nombreux
métamatériaux acoustiques sont congus sur la base d'une analyse de propagation des ondes.
L'analyse dynamique en génie des structures releve de deux classes différentes : I'une
impliquant un chargement basse fréquence et I'autre impliquant un chargement haute fréquence.
Les problémes de basse fréquence sont classés comme des problémes de dynamique structurale
tandis que ceux impliquant une charge a haute fréquence entre dans la catégorie des problémes
de propagation des ondes.

Dans les problemes de dynamique structurelle, le contenu fréquentiel de la charge dynamique
est de I'ordre de quelques centaines de hertz et le concepteur sera surtout intéressé par les effets
a long terme (ou en régime permanent) de la charge dynamique sur les structures, Par
conséquent, les premiers modes normaux et les fréquences propres sont suffisants pour évaluer
les performances de la structure.

La plupart des problémes de structure dynamiques reléveront de cette catégorie. En revanche,
pour les problemes de propagation des ondes, le contenu fréquentiel de la charge d'entrée est
tres élevé (de I'ordre du kilohertz ou plus) et donc les effets a court terme (réponse transitoire)
deviennent trés critiques. De nombreux modes d'ordre supérieur participeront a I'amplification
de la réponse dynamique. Le type de charge d'impact et de souffle appartient a cette catégorie.
Le phénoméne multimodal de propagation des ondes rend un parametre trés important : les
informations de phase.

Une bonne discussion de I'analyse spectrale du mouvement pour la propagation des ondes est

donnée dans le chapitre suivant.
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Chapitre [V : Validation des résultats et discussion

1V.1. Introduction :

Les plaques font partie des éléments structurels les plus couramment utilisés. L utilisation de
plus en plus importante, montre la nécessité impérative de I’étude de leur comportement
statique et dynamique et devient donc d'une grande importance et aide les ingénieurs a
concevoir de meilleures structures. C'est pour cette raison que le comportement des plaques est,
depuis plus de cent ans, le sujet de recherches exhaustives.

Ce travail de mémoire de fin d’étude a pour but I’analyse de la propagation des ondes dans des
plaques fonctionnellement graduées simplement appuyées. Dans la présente analyse ont tient
en compte l'effet de déformation de cisaillement transversal a travers 1’épaisseur tout en
remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres, plusieurs
variations ou la distribution des contraintes de cisaillement est considérée selon la forme de la
fonction utilisée, a savoir la variation sinusoidale, de troisieme ordre, hyperbolique,
exponentielle, ...etc. Il apparait clairement que les courbes de dispersion des différentes plaques
FG parfaites et imparfaites est présenter en utilisant différentes théories de plaques de

déformation par cisaillement.

1V.2. Résultats numériques et discussion :

Dans ce chapitre, une plaque FG en SizN4 / SUS304 ; dont les propriétés des matériaux sont :
E = 348,43 GPa,p = 2370 kg/m3,v = 0,3 pour Si3N4 et E = 201,04 GPa, p 8166 kg/

m3, v = 0,3 pour SUS304 ; sont choisis pour ce travail.

L'épaisseur de la plaque FG est de 0,02 m. Les analyses basées sur les TSDT, SSDT, HSDT et
ESDT actuels sont effectuées en utilisant MAPLE.
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(a) mode m, (b) Mode (M,)
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Fig.1 Les courbes de dispersion des différentes FGM plaques.

La figure 1 trace les courbes de dispersion des différentes plaques FG parfaites en utilisant la
théorie des plaques de déformation par cisaillement Sinusoidale. On peut voir que les
fréquences de dispersion prédites par la théorie des plagues proposée augmentent a mesure que
le nombre de propagation des ondes augmente.
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(a) Mode m, (b) Mode m,
11 12

—=—P=0
—e—P=0.5
—a—p=1
—v— P=2
0'0 T T T T T oo T T T T T
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 05 10 15 2.0 25 3.0
x(10? rad/m) (10 rad/m)
(c) Mode m;, (d) Mode m;
20 T T T T T T T T T T T T T T T
1.8 | m-mm o 12 —=—p=0
_ —— p:OS
16 +E_85 - ol =1 -
—_—— P =
- ' i —y—p=2
14 apoq p
g2 _\ D 1 g T 1
€ £
] ey SN ! '
008} —— 20
0.6 | - 4 E
04 4
2+
02} i
0.0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 05 10 15 20 25 3.0
k(10 rad/m) (102 rad/m)

Fig.2 Les courbes de vitesse de phase des différentes FGM plaques.

La figure 2 montre les courbes de vitesse de phase des différentes plaques FG parfaites prédites

en utilisant la théorie des plaques de déformation en cisaillement sinusoidale.

On peut voir que la vitesse de phase de la propagation des ondes dans la plaque FG parfaite
diminue lorsque l'indice de loi de puissance p augmente pour le méme nombre d'onde k.
La vitesse de phase pour les modes d'onde d'extension M; et M, de la plaque (p = 0) est une

constante, mais ce n'est pas une constante pour la plague (p # 0).

Dans le cas de la plaque homogene (p = 0), la vitesse de phase prend le maximum parmi celles

de toutes les plaques FG.
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(a) mode m, (b) mode m;
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Fig.3 Les courbes de dispersion des différentes plaques a gradation fonctionnelle imparfaites
utilisant SSDT

La figure 3 montre les courbes de dispersion de différentes plaques FG imparfaites avec (p =
2). On voit que la porosité a un effet sur la fréquence de propagation des ondes en plaque FG
pour les grands nombres d'ondes (k) et surtout pour le mode d'onde d'extension M,. En effet,

les fréquences sont réduites lorsque la porosité augmente.
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(a) mode m, (b) mode m;
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Fig.4 Les courbes de vitesse de phase des différentes plaques a gradation fonctionnelle
imparfaites utilisant SSDT

La figure 4 montre les courbes de vitesse de phase de différentes plaques FG imparfaites avec
p = 2. On peut voir sur la figure 4 que la vitesse de phase de la plaque FG diminue & mesure
que la porosité augmente, sauf pour le mode d'onde de flexion M5, ou un comportement opposé

est observé.

De plus, on voit que I'influence de la porosité sur la vitesse de phase pour les modes M; et M,
est également évidente a un nombre d'onde plus faible. L'influence de la porosité sur la vitesse
de phase pour les modes d'onde de flexion M, et M5 est tres faible a un nombre d'onde plus

faible, mais I'influence est évidente lorsque le nombre d'onde augmente.
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(a) mode m, (b) mode m,
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Fig.5 Les effets de I'indice de loi de puissance et de la porosité sur la fréquence de
propagation des ondes dans les plaques FG parfaites et imparfaites en utilisant SSDT pour le

nombre d'onde k = 10 rad/m

Pour étudier les influences de I'indice de loi de puissance des constituants du matériau (p) et
de I'indice de volume de porosité (a) sur la fréquence et la vitesse de phase, les résultats des
plaques FG parfaites et imparfaites sont présentés sur les Fig. 5, respectivement, en utilisant
SSDT pour le nombre d'onde k = 10 rad/m.

On voit que lorsque l'indice de loi de puissance p > 1, a la fois la fréquence et la vitesse de
phase diminuent avec I'augmentation de la porosité contrairement au cas ou l'indice de loi de

puissance est inférieur a 1. Cependant, on observe que l'augmentation de la puissance l'indice
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de loi conduit a réduire la fréquence et la vitesse de phase et ce quelle que soit la valeur de la

porosite.

1V.3. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse de la propagation
des ondes dans les plaques fonctionnellement graduées en utilisant diverses théories d’ordre
élevé. Ces théories, n'exigent pas de facteur de correction de cisaillement, et donnent une
description (TSDT, SSDT, HSDT, ...etc.) de la contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur
tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres des

plaques FGM.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Une nouvelle théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur est utilisée pour
analyser la propagation des ondes d'une plague fonctionnellement graduée a I'aide de diverses
théories de la plaque de déformation par cisaillement d'ordre supérieur. Cette théorie intégre
un nouveau champ de déplacement qui introduit des variables intégrales indéterminées. Le codt
de calcul peut donc étre réduit grice au nombre réduit d’inconnues et aux relations de
dispersion de la propagation des ondes dans la plaque FG.

La fréquence propre et la propagation des ondes d'une plaque FG poreuse avec un nouveau
modele de distribution de la porosité, La loi du mélange modifiée couvrant les phases de
porosité est utilisée pour décrire approximativement les propriétés des plagques FGM
imparfaites ; pour traiter un tel probleme de plaque FGM en vibration avec des conditions aux
frontieres sous forme d'appui simple sur tous les cotés, Les équations du mouvement sont
obtenues en appliquant le principe d’Hamilton. Les solutions apparaissent en utilisant les
relations de la dispersion, et les fréquences fondamentales et les vitesses de phase sont trouvées
en résolvant un probléme aux valeurs propres. Les propriétés du matériau sont supposees varier
selon la direction de I'épaisseur de la plaque et la régle du mélange qui a été reformulée afin
d'évaluer les caractéristiques des matériaux avec les phases de porosité. Dans ce travail, Toutes
les études comparatives effectuées dans cette étude ont montré que les résultats obtenus pour
I’analyse de comportement des plaques FGM parfaits et poreuses sont presque identiques a
ceux obtenus avec d'autres théories de déformation par cisaillement. il peut étre conclu que la
théorie utilisée a montré sa précision pour la détermination des caractéristiques vibratoires et
de propagation des ondes dans les plagues FGM ainsi le nouveau modele mathématique qui a
été développé par la reformulation de la régle de mélange pour incorporer la phase de porosité
dans les propriétés du matériau couvre tres bien les phases de porosité dans les plaques FG
imparfaits. Et que l'influence de I’indice de la fraction volumique du matériau, le rapport
d’¢épaisseur, le nombre d’onde et ’indice de volume de porosité sur les fréquences et la

propagation des ondes dans la plaque FG sont significatifs.

En effet, on constate que pour un méme nombre d'ondes, les fréquences de la propagation des
ondes et les vitesses de phase dans les plaques parfaites sont maximales pour les plagques

homogénes en céramique et réduites quand la plaque est en FGM quel que soit le mode de
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vibration, On peut conclure que les fréquences naturelles augmentent quand la raideur du

matériau augmente, ceci est expliquer par la variation de I'indice de puissance mateérielle. - Pour

les modes d'ondes d'extension pour une plaque en céramique (p=0) La vitesse de phase est
constante,

- La fréquence naturelle et la vitesse de phase du mode fondamentale diminue avec
I'augmentation de 1’indice de puissance matériel et augmentation du rapport épaisseur et la
plaque devient mince ;

- Pour le mode fondamental les fréquences et les vitesses de phase d’une plaque S-FGM sont
supérieurs a ceux de la plague P-FGM avec un indice de puissance matériel (p=2).

La fréquence de la propagation d'ondes est largement affectée par la présence de la porosité

lorsque I’indice de porosité () soit élevée et surtout pour le mode d'onde fondamentale. En

effet, les fréquences sont augmentées lorsque la porosité augmente ; de méme pour la vitesse
de phase que soit I’indice matériel ; Par contre, pour le 4°™ mode de vibration c'est tout a fait
le contraire ; pour le mode d'onde de flexion, on constate aussi que lorsque l'indice de loi de
puissance est supérieur a 1 (p>1), la fréquence et la vitesse de phase diminuent avec

I'augmentation de la porosité contrairement au cas ou l'indice de loi de puissance est inférieur

al

En perspective a ce travail, nous envisageons d’appliquer la présente théorie :

- Tenir compte I’effet de 1’étirement de 1’épaisseur

- Introduisant I’effet des déférentes approches des fondations élastiques.

- FEtude de I’effet d’hygrothermique sur le comportement mécanique des structures FGM -
développe un modeéle élément fini pour étudier le comportement des structures FG en

introduisant des théories de déformation par cisaillement et I’effet de stretching.
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