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Résumé

Résumé

Une analyse de flambement thermique des plaques rectangulaires épaisses
fonctionnellement graduées selon la théorie non linéaire de Von Karman est présentée. Les
propriétés materielles de la plaque fonctionnellement graduée sont supposées étre variées
d’une facon continue a travers 1’épaisseur selon une loi de distribution polynomiale de la
fraction volumique des constituants. Les formulations des équations d'équilibre et de stabilité
sont dérivees on utilisant la théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé basée sur
differents types de fonctions de forme. Une méthode analytique pour la détermination de la
température critique de flambement sous élévation de température uniforme (U), linéaire (L)
et non linéaire (NL) a travers I'épaisseur d'une plaque FG est développée. Le présent travail
donne des résultats comparatifs de la température critique de flambement pour différents
types de fonctions de forme. L'exactitude de la formulation présentée est verifiee en
comparant aux résultats fournis par la littérature.

Mots-clés : flambement thermique, la théorie HPT, fonction de forme



Abstract

ABSTRACT

A thermal buckling analysis of functionally graded thick rectangular plates according
to von Karman nonlinear theory is presented. The material properties of the functionally
graded plate, except for the Poisson’s ratio, were assumed to be graded in the thickness
direction, according to a power- law distribution, in terms of the volume fractions of the metal
and ceramic constituents. Formulations of equilibrium and stability equations are derived
using the high order shear deformation theory based on different types of shape functions.
Analytical method for determination of the critical buckling temperature for uniform increase
of temperature, linear and nonlinear change of temperature across thickness of a plate is
developed. Numerical results were obtained in Maple software using combinations of
symbolic and numeric values. The paper presents comparative results of critical buckling
temperature for different types of shape functions. The accuracy of the formulation presented

is verified by comparing to results available from the literature.

Key words: thermal buckling, HPT theory, shape function
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Liste des abréviations, symboles et notations

Nous donnons ci-dessous les principales notations, symboles et abréviations utilisées

dans cette mémoire.
FGM : Les matériaux a gradient de propriéteés.
CVD : Le dépbt chimique en phase vapeur.
PVD : Le dép6t physique en phase vapeur.
2D, 3D : Bidimensionnelle et tridimensionnelle respectivement.
E : Le module de Young.
E (z) : Module de Young en fonction de « z ».
Ec: Module de Young de la céramique.
Em : Module de Young du métal.
G : Le module de cisaillement.
G(z) : Module de cisaillement en fonction de « z ».
v : Le coefficient de Poisson.

v(z) : Coefficient de Poisson en fonction de « z ».

V : La fraction volumique.

o Lamasse volumique.

a : Le coefficient de dilatation thermique.

P. et P,, sont les propriétés correspondantes de la céramique et du métal, respectivement.
p : Paramétre du matériau (I'exposant de la fraction volumique qui prend des valeurs
supérieures ou égales a zéro).

a : Longueur de la plaque suivant la direction de x.

b : Largeur de la plaque suivant la direction de y.

h : I’épaisseur de la plaque suivant la direction de z.

a’h : L’élancement.
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Liste des abréviations, symboles et notations

u,v,,w Les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque.

ug : Le déplacement de membrane dans la direction a.

W : La fleche de la plaque.

W, : Larotation due a la flexion (sans cisaillement).

@, : Larotation de la normale au plan moyen autour des axes X,, .

72 : La déformation de cisaillement transverse mesurée sur le plan moyen.
Y (z) :La fonction de gauchissement suivant 1’épaisseur de la plaque.

O : Dérivée partielle.

ietj  Sontdes nombres naturels.

dx, by, Les rotations autour des axes X, y

&x, &,  Déformation dans la direction x, y

oy ,0y,0,. Les contraintes normales.

Yx2» ¥y, - Les déformation de cisaillement.

T, Ty, - leS contraintes de cisaillement.

T(z): Un champ de température (Chargement thermique).
Qj;; - Les coefficients de rigidité.

N, M, etS: Les résultantes des contraintes.

Ay, By, etc : les termes de la matrice de rigidité de la plaque.
[L] : La matrice symétrique.

{ } : Vecteur colonne.

[1: Matrice.
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INTRODUCTION GENERALE

Les demandes sur les matériaux composites et leur application dans des éléments
structuraux ont exigés la prévision précise des caractéristiques de la réponse des plaques
fonctionnellement graduées (FGM) utilisées dans des situations ou des gradients importants
de température sont rencontrés. Les matériaux fonctionnellement graduées (FGM) sont
congus de telle sorte que les propriétés matérielles varient de fagon progressive et continue a
travers 1’épaisseur selon une distribution en loi de puissance de la fraction volumique des
constituants (Markovié (2008)). Puisque les principales applications des matériaux en FGM
sont dans des milieux a haute température, la plupart des recherches sur ces matériaux ont été
limitées a 1’analyse des contraintes thermomécaniques, le flambement thermique, la rupture
mécanique et 1’optimisation. Les matériaux FGM, qui contiennent le métal et le céramique,
améliorent les propriétés thermo-mécaniques entre les couches en raison des quelles le
décollement des couches devrait étre d évité au changement continu entre les propriétés des
constituants en variant un pourcentage de la fraction volumique de deux matériaux ou plus,
FGM peut étre formé de sorte qu’il réalise une propriété désirée de gradient dans des

directions spécifiques.

Le comportement thermo élastique d'une plaque rectangulaire FG en céramique-métal a
été présenté par Praveen et Reddy a l'aide d'un élément fini rectangulaire de quatre nceuds
base sur la théorie de déformation de cisaillement du premiére ordre (FPT), y compris I'effet
non linéaire de Von Karman's (Praveen et Reddy (1998)). Selon la formulation de Praveen et
Reddy,( Reddy (2000)) a étudié l'analyse statique des plagques rectangulaires FG avec
I’utilisation de la théorie de déformation de cisaillement de troisieme ordre (TSDT). Basant
sur la théorie (TSDT), il a défini le champ de déplacement établi de 1’élément fini d’une
plaque avec les huit-degrés de liberté par nceud. La formulation explique 1’accouplement
thermo mécanique et la non-linéarité géométrique de Von karman’s. Woo and Meguid
(courtisez(2001)) étudiées les déformations non linéaires des plaques minces et des coques
FG utilisant la théorie classique non linéaire de Von karman’s sous chargement thermo-
mécanique, les auteurs ont comparé les contraintes et les déplacements pour céramique, métal
et les plagques FG et ont conclu que les déplacements de la plagque FG avec une petite fraction
de volume en céramique, sensiblement plus petite que les déplacements du plaque métal.( MA
et Wang (2003)) ont recherché de grandes déformation par la flexion et le flambement de la
plaque circulaire FG simplement appuyée axisymétrique utilisant la théorie de la plague non

linéaire du Von Karman. (Lanhe (2004)) a derivé des équations d’équilibre et de stabilité
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d’une plague FG rectangulaire modérément épaisse simplement appuyée sous 1’effet des
charges thermiques utilisant la théorie (FPT). La température de flambement est dérivée pour
deux types de chargement thermique — la température uniforme augmente et les gradients
augmentent a travers 1’épaisseur de la plaque. (Chi et Chung (2006)) ont obtenu une solution
de forme close d’une plaque rectangulaire FG modérément épaisse simplement appuyée sous
la charge transversale utilisant la théorie classique des plaques (CPT) et la série de fourrier. lls
ont suppose que le module élastique varie dans la direction d’épaisseur de la plaque, selon la
variation de la fraction volumique des constituants. Le coefficient de Poisson demeure
constant. La solution analytique de forme close est prouvée en compare les résultats
numériques avec la méthode d’élément fini. (Chung et che (2007) ont analysés une plaque
rectangulaire FG modérément épaisse, €élastique, simplement appuyée, sous les changements
de température linéaires dans la direction d’épaisseur de la plaque .ils ont assumés que le
module de Young d’élasticité et le coefficient de Poisson sont constants dans toute la plaque
cependant, le coefficient de dilatation thermique varie selon la variation de la fraction de
volume du constituants, basés sur la loi de puissance ou la fonction exponentielle dans la

direction d’épaisseur.

Dans le présent travail, une solution analytique est développée pour I’étude de la
stabilité au flambement thermiques des plaques épaisses en FGM en utilisant une théorie de
déformation de cisaillement d’ordre supérieur (HPT) avec plusieurs formes de fonction
(parabolique, exponentielle, sinusoidale, hyperbolique, ...etc.) et en donne une description de
la contrainte de cisaillement a travers I’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte
de cisaillement nulle sur les bords libres. Une comparaison entre les théories d’ordre élevé
sera établie en se basant sur le tenseur de déformation de Von Karman qui prend en compte la
non linéarité géométrique. L’approche de I'énergie sera utilisée pour déterminer les équations
d’équilibre et les charges critiques de flambement seront aussi calculées a partir des ces

équations.

Le présent travail de mémoire s’articule autour deux aspects essentiels qui refletent

toute notre démarche, a savoir les aspects :

e Théorique

e Analytique
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L’aspect théorique comprend deux chapitres :

Dans le premier chapitre, lapremiere partie sera consacréee a une recherche
bibliographique sur les matériaux a gradients de propriétés tous en déefinissant leur concept et
leur caractéristiques, ainsi que leurs domaines d’application, puis nous definissons les lois qui
régissent ces matériaux. La deuxiéme partie sera dédiée a la présentation des différentes

théories applicables aux plaques FGM.
Dans le deuxiéme chapitre, on présente généralités sur le phénoméne du flambement.
L’aspect Analytique en son role est scindé en deux chapitres :

Dans le troisieme chapitre, une analyse de flambement thermique des plaques
simplement appuyées en FGM a été présenté en détail en utilisant la théorie de la plaque de
déformation de cisaillement d’ordre élevé (HPT). La charge critique de flambement est

déterminée pour les trois cas de chargement thermique retenus.

Au quatrieme chapitre une validation des résultats numériques déja élaborées est faite,

tout en les comparants avec ceux trouvées dans des études précédentes.

Le présent travail se termine par une conclusion générale ou on souligne 1’efficacité de
cette nouvelle théorie des plagues en FGM dans la résolution du probléme de flambement

thermique. En dernier lieu le travail contiendra les perspectives ouvertes par cette étude.
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CHAPITRE I : Les matériaux a gradients de propriétés

Premiéere partie : Apercu historique et généralités
I.P1.1. Introduction :

Les matériaux a gradient de propriétés (Functionnally Graded Materials : FGM) ou les
matériaux fonctionnellement gradués sont une nouvelle classe de matériaux composites dont la
microstructure et la composition varient graduellement et continiment avec la position de maniére
a optimiser les performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent. Ils sont
considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions désirées sont intégrées, des la
conception, au cceur méme de la matiére.

A chaque interface, le matériau est choisi selon les applications spécifiques et les charges
environnementales. Ces matériaux possédent de multiples avantages qui peuvent les rendre
attractifs du point de vue de leur potentiel d’application. Il peut s’agir de I’amélioration de la
rigidité, de la tenue a la fatigue, de la résistance a la corrosion ou de la conductivité thermique en
plus d’avoir une gradation des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des
performances telles que la réduction des contraintes locales (Miyamoto et al. 1999, Suresh et
Mortensen 1998) ou encore 1’amélioration du transfert de chaleur (Ochsner et al. 2008). Ce
nouveau concept marque le commencement d’une révolution dans les domaines de la science et de
la mécanique des matériaux. L’intérét particulier et grandissant envers les matériaux a gradient
fonctionnel, pensés et concus pour la premiére fois au Japon, est mis en évidence par les
innombrables conférences et publications de qualit¢ dédiées a 1’analyse, la conception et la
fabrication de ces matériaux.

Une question s’impose : Comment ce concept a-t-il germé, et comment I’étude des FGM a-
t-elle été lancée ? Au environ de 1984-1985, dans une université Japonaise, deux chercheurs I’un
dans le domaine de I’aéronautique et I’autre dans le domaine des sciences des matériaux révent de
concevoir un engin spatial dont le revétement pourrait résister a un environnement thermique trés
sévere. Il n’existe alors pas de matériau métallique ni de matériau composite capable de répondre a
la fois aux exigences environnementales telles que décrites tout en gardant d’excellentes propriétés
mécaniques. Ils échangent alors 1’idée du concept FGM, autrement dit d’un matériau avec une
gradation continue dans la direction de 1’épaisseur, passant d’une face totalement métallique vers
une face totalement céramique. En 1987, le programme national de recherche et de développement
sur les FGM a vu le jour au Japon. Beaucoup de chercheurs des institutions publiques et de
I’industrie ont uni leurs efforts pour créer un nouveau type de matériau, principalement pour

permettre de construire 1’enveloppe extérieure d’une navette intercontinentale commerciale.
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Le probleme principal a résoudre étant le flux de chaleur énorme frappant la majorité des
surfaces qui sont exposées a la friction par 1’air lors de la période de rentrée de la navette dans
I’atmosphere terrestre et en méme temps, de protéger ’intérieur contre un surchauffement. Certes,
un revétement céramique aurait pu protéger le fuselage contre les températures qui se développent
a la surface, mais on add craindre 1’action des trés grandes contraintes thermo élastiques aux
interfaces entre fuselage métallique et sa protection céramique, se rendant compte des différences
entre les modules de Young et les conductivités thermiques des deux matériaux. L’idée fit alors de
produire une transition douce, donc graduelle entre métal pur et céramique pure appelée matériaux
a gradient fonctionnel (FGM). En 1990 a eu lieu la premiére conférence internationale sur les FGM
a Sendai-city au Japon. En 1992, les matériaux a gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi
les dix premieres technologies de pointe au Japon et actuellement dans le mondeentier.

La réussite dans le domaine des matériaux intelligents ne sera possible que par une forte
synergie entre les différents secteurs industriels et scientifiques. Certes, le concept FGM a été
proposé a 1’origine pour répondre aux exigences du domaine de 1’aéronautique et de I’aérospatial
mais ces matériaux sont utilisés dans la fabrication des outils industriels qui exigent une grande
rigidité, une grande dureté et une résistance thermique importante. Ills ont également des
applications en optoélectronique, particulierement dans la fabrication des fibres optiques capables
de transmettre I’information a de trés grandes vitesses. Leur application dans les systémes de
conversion de 1’énergie solaire en énergie électrique sera probablement effective dans un futur
proche dans notre pays qui a un potentiel énorme dans ce domaine. Les FGM sont également les
biomatériaux idéaux pour réparer ou combler les déficiences osseuses éventuelles de notre
squelette. Cette technologie est aussi applicable dans les centrales nucléaires ou la température
peut atteindre des valeurs considérables. Actuellement, des lanceurs en FGM sont testés et les
résultats sont prometteurs.

Outre les applications citées précédemment, les FGM trouvent aussi leurs applications
dans les semi- conducteurs et en génie civil (Baron et Naili 2008).

Les poutres et les plaques constituent des eléments de base dans les structures aérospatiales,
marines et terrestres, ¢’est pourquoi un intérét particulier leur est porté, et bien comprendre leur
comportement sous diverse sollicitations est une étape cruciale dans 1’analyse structurale. Etant
donné que les matériaux a gradient fonctionnel ont été pensés et congus pour résister a des
conditions thermiques séveres, le travail de recherche proposé est justement consacré a 1’étude de

I’instabilité thermique des plaques FGM.
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I. P1.2. Concept des matériaux fonctionnellement gradues :

Les matériaux a gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites
dont les propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue (figure 1. P1.1) ou
discrete (figure 1. P1.2) a travers I’épaisseur. Grace a la structure spéciale de ces matériaux, il est
possible d’éviter les concentrations de contraintes au niveau des interfaces (provoquant le
délaminage) et d’améliorer les propriétés mécaniques et thermiques des piéces par association de

matériaux.

Figure I. P1.1 : Variation continue des Figure I. P1.2 : variation discréte des

propriétés matérielles. propriétés matérielles.

La variation continue des propriétés (figures 1. P1.3) trouve son application lorsque, par
exemple, la face supérieure est exposée a une haute température alors que la face inférieure est
exposée a une basse température. Dans ce cas, la face supérieure est a 100% céramique et la face

inférieure est a 100% meétal, avec une transition graduelle entre les deux.
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Phase céramique

Matrice en ceramique
avec inclusions
metalliques

Zone de transition

Matrice métallique
avec inclusions &n
ceramique

Phase metallique

Figure I. P1.3 : Variation continue de la microstructure (schématisée).

En ajustant la microstructure de transition d’une fagon appropriée, il est possible d’obtenir
une distribution optimale de la température, de la déformation et des contraintes. Cette possibilité
d’ajustement est demandée lors de la conception des structures thermiques aéronautiques et
spatiales (moteurs, tuyeres, revétements thermiques, etc.). Ce concept a aussi été utilisé pour
améliorer la résistance a la fatigue thermique et la durée de vie des revétements pare-feu ((Jian,
Hashida et al. 1995), (Kawasaki et Watanabe 1997)).

I. P1.3. Histoire du développement architectural du concept FGM :

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes. Le changement continu dans la
composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des matériaux
composites conventionnels comme c¢’est illustré dans la (figure I. P1.4) (Koizumi. M (1996)). 1l en
résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on peut
avoir un FGM constitue d'un méme matériau mais de microstructure différente (Boch. P Chartier.
Huttepain. M (1986)).
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Le concept FGM peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et
fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes de cing ans ont été conduits au cours des années 80
et 90 afin de développer I'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les
applications de hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique)
ainsi que pour des applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermogélectriques et
thermo-ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la conception architecturale
du FGM et de ces perspectives.

Propriétés o Résistance mécaniaue o ° o
L
-—-"‘-f

o Conductivité thermique

Eléments constituants:

. Q @ 000
Structure céramique O 8@ * .: g. g.g.
, <.> > COOWO
métal ® Qo QQ.. COOBC®
microporosité O %OOQ gs §§ %é%g
: <
b O | | OZw20g  Celece
Mateériaux exemple FGM NON-FGM

Figure I. P1.4 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison

avec les matériaux composites conventionnels (Koizumi 1996).

I. P1.3.1. Pour des utilisations structurales (intégration du caractere réfractaire et de la
dureté) :

La véritable lancée de ce matériau & commencer en 1987. A cette époque-la, le
gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé « étude fondamentale de la relaxation des
contraintes thermiques des matériaux a hautes tempeératures en utilisant des structures graduees »
pour un budget total de 1.215 millions de Yens sous l'auspice de I’agence des sciences et
technologie. L'intérét du projet est de développer des matériaux présentant des structures utilisées

comme barriére thermique dans les programmes aérospatiaux.
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Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux travaillent a des températures de

surface de 1800°C ainsi qu'a un gradient de température de I'ordre de 1300°C.

A cette année-la, aucun matériau industriel n'était connu pour supporter de telles
sollicitations thermomeécaniques. Trente organisations de recherches entre instituts, universités et
compagnies nationales ont participées au programme en tant que membres des trois importants
ateliers « conception, traitement et évaluation ». Le souci été de développer I’architecture
fondamentale des FGM ainsi que leurs applications.

Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :

1. Résistance thermique et résistance a I'oxydation a haute température de la couche

superficielle du matériau.
2. Ténacité du matériau c6té basse température.
3. Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Pour répondre a un tel cahier des charges, I'idée originale des FGM a été proposée pour
élaborer un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (coté hautes
températures) et des métaux (coté basse température) (figure 1. P1.4).

I. P1.3.2. Pour des utilisations fonctionnelles (la conversion directe de I'énergie thermique en

énergie électrique) :

Puisqu'on s'est attendu a ce que le concept FGM s'applique aux matériaux aussi bien pour des
usages fonctionnels que pour des applications structurales, un nouveau projet de cing ans a été
lancé en 1993 dans le but d'appliquer le concept FGM au développement de 1’énergie de
conversion des matériaux thermoioniques et thermoélectriques. Les convertisseurs TIC (en
conversion ionique) et TEC (en conversion électrique) peuvent produire de 1’énergie électrique
directement a partir de I'énergie thermique par I'écoulement d'électron produit dans l'espace ou
dans un solide sous un différentiel a hautes températures. La (figure 1. P1.5) montre ce programme
continu. Dans ce systeme hybride de conversion directe d'énergie, un TIC et un TEC sont
combines, et I'énergie solaire est utilisée comme source de chaleur pour créer un gradient de
température de ~2000°K a ~300°K. La conception et l'optimisation des champs gradués sous un

potentiel électronique et élastique devraient mener a une efficace conversion avec la relaxation de
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la contrainte thermique. Ainsi le développement de Il'architecture du FGM qui combinerait les

propriétés structurales et fonctionnelles est un autre but de ce programme.

C/C heat reservoir

Mo radiation
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TIC emitter
TiC/Mo

Re graded coating graded coating

Al203 seal
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Figure I. P1.5 : Un schéma illustrant le systeme de conversion direct hybride d'énergie (Ichiro
chiota (1996)).

I. P1.3.2.1. La conception et le traitement de composants gradués par TIC et TEC :

Afin de développer des TIC et TEC efficaces et durables, ou une combinaison de ces deux
dispositifs, un systéeme optimisé, avec une faible perte de température et moins de dégradation, doit
étre assemblé utilisant les matériaux et dispositifs a haute performance par TIC et TEC. Ceci exige
de résoudre divers problémes d'interface concernant le transfert de chaleur, jonction des matériaux,

contrainte thermique, contact électrique, et isolation sous des conditions thermiques extrémes.
A/ un réservoir de chaleur gradué(C/C) :

Afin de réaliser une accumulation de chaleur et un transfert efficace a partir des rayons
solaires, un FGM composeé d'un alignement gradué des fibres de carbone en 3D et une technique
d'infiltration de lancement a été développée par Nippon Oil Company Ltd. (Ichiro chiota (1996)).

-10 -
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Les fibres de carbone sont fortement anisotropes concernant la conduction thermique suivant et
perpendiculairement & leur longueur. Par consequent, I'alignement gradué des fibres est congu pour

avoir une densité plus élevée des fibres le long du flux thermique dans les couches internes.

Une piece tissée de fibres de carbone avec une texture graduée a été infiltrée par un
lancement sous pression isostatique chaude (HIP) pour graphiter le lancement et pour densifier la
structure. La (figure 1. P1.6 (a)) montre 1’alignement gradué des fibres de carbone, tandis que la
(figure 1. P1.6 (b)) est une photo d’un réservoir de chaleur gradu¢ et dense en C/C selon la
technique (HIP). Des rayons solaires sont concentrés dans ce réservoir par un grand miroir
parabolique, et les parois latérales et celles du fond sont uniformément chauffées a 1380°C et a

1680°C respectivement.

Solar Rays

NyY P/
! @#n

.
@ , (b)
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wlelejem
slnlniam

Figure I. P1.6 :(a) Un schéma de I'alignement gradué des fibres de carbone dans un réservoir a
chaleur, (b) un réservoir a chaleur graduée de C/C (Ichiro chiota (1996)).

Le reservoir a chaleur est couvert d’un bouclier de radiations fais d'un cylindre fortement
poli en monocristal Mo (figure 1. P1.6). Un flux thermique éleve de 1450°C peut étre transporte du
fond du réservoir jusqu’a la surface arriere de I'électrode d'émission du TIC par les rayons de
chaleur.

B/un émetteur gradué TIC (TIC/MO/W/Re) :

Le carbure titanique est un matériau prometteur pour la reception de la chaleur de I'émetteur

TIC en raison de son point de fusion élevee (3000° C) et son emissivité élevee (0,9), qui permet
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I'absorption efficace de la chaleur d'une bande du spectre solaire a températures élevées. Un enduit
gradué de TIC/Mo avec une contrainte thermique basse a été développé en utilisant une technique
de jet de plasma en double-pistolet développée a l'institut de recherche national sur les métaux au
japon (Ichiro chiota (1996)). Il n'a été observé aucune fissure dans cet enduit gradué apres
chauffage a 1800°C.

L'enduit a eté formé par le coté arriére de I’électrode d’émission Mo/W/Re (Ichiro chiota
(1996)). W et Re ont été déposés sur un substrat MO par CVD. La couche graduée est formée a
travers I’inter-diffusion de ces éléments a 2300°C par traitement thermique. W peut agir en tant
que barriere de diffusion pour Re par la création d’une graduation compositionnelle stable au-dela
de 2000°C.

La (figure 1.P1.7) montre la section transversale graduée de cet émetteur en FGM développé
par la firme Tokyo Tungsténe Co. Ltd. le changement linéaire du coefficient de dilatation
thermique pour Re-W et le petit changement pour W-MO relaxent efficacement la contrainte

thermique.

Figure 1. P1.7 : Changements microstructuraux de I'émetteur gradué en TiC/Mo W/Re
(Ichiro chiota (1996)).

L'électrode du collecteur a été fagconnée au laboratoire électrotechnique en pulvérisant
I'oxyde de niobium selon une basse fonction de voltage de 1,38 eV sur I’électrode MO. Le
dispositif TIC avec un maximum de puissance de sortie de 8 W/cm? obtenue a un différentiel de
température d’émetteur-collecteur de 1600°C-760°C et une température du réservoir de 330°C est
assemblée a Mitui Engineering & Ship Building Co.Ltd. (Ichiro chiota (1996)).
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C/Matériel thermoélectrique gradué en PbTe :

Pour les dispositifs TEC tels que Bi3Te2, PbTe, et SiGe, exposés dans le procédure d’ichiro
(1996), les calculs théoriques suggerent qu'il soit possible d'améliorer I'efficacité de conversion
d’un pourcentage considérable par la graduation des compositions. La (figure I. P1.8) compare le
maximum de puissance de sortie d'un PbTe gradué ayant trois différentes concentrations (A-
couche 3.51x1025/m3, b-couche 2.6x1025/m3, c-couche 2.26x1025/mq), fabriqué a l'institut
national de recherche sur les métaux au japon, a celui des compositions homogenes de chaque
couche (théorique). Le PbTe avec une graduation du dopant Pbl2 a été préparé en stratifiant des
poudres avec trois compositions différentes dudopant, suivies du pressage a chaud. La puissance
de sortie a été mesurée en tenant I'électrode de basse température a la température ambiante. 1l a
été montré que l'échantillon de FGM posséde une puissance maximum de 253 W/m pour

AT=486°K, 11% plus grande que la puissance la plus élevée des échantillons non-gradués en

stratifiée.
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Figure 1. P1.8 : Puissance maximum efficace en fonction de la différence de la température pour un
FGM trois-couches (Ichiro chiota (1996)).

D/Une électrode symétriquement graduée MoSi2/Al203/Ni/Al20s/MoSiz2 pour un TEC SiGe :

Dans le cas du dispositif TEC, MoSi> est prometteur comme électrode a hautes températures

pour les matériaux thermoélectriques tels que SiGe parce qu'il a un point de fusion élevée
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CHAPITRE I : Les matériaux a gradients de propriétés

(2030°C), avec une résistivité appropriée de (1.7 10*Q-cm a 1000 °C), et une excellente résistance
a l'oxydation. Cependant, sa dureté mécanique (3-4 MPA.mY2) est faible. Pour fagonner des
électrodes dures, une électrode symétriquement graduée de MoSi2/AI203/Ni/Al203/MoSi2

(représenté sur la figure 1.P1.9) a été fabriquée a I'université d'Osaka a I’aide d’une combinaison

d’auto propagation d’une synthése a hautes températures et de HIP (SHS/HIP).

Cette structure symétriqguement graduée produit une contrainte residuelle compressive de 100
MPA a la couche externe de MoSi2 due a une dilatation thermique inadéquate entre les couches
externes et internes, ayant pour résultat le renforcement du MoSi2 jusqu'a 5,8 MPA m1/2. Al203
agit en tant que barriére de diffusion contre le Ni a environ 800 °C. Un apercu des expériences
avec la diffusion de Ni dans une structure de FGM a températures élevées suggére qu'a 800°C il y
aura peu de formation de couches réactives pendant au moins 10 années. Cette électrode
symétrique en FGM a été jointe a SiGe par la firme (Mitsubishi Heavy Industries Ltd) en utilisant
des inters couches en poudres Ge et W et des feuilles Zr-Ni a 1000°C (Ichiro chiota (1996)).

Figure 1. P1.9: Photo des électrodes symétriques graduées de MoSi2/AI203/Ni/Al203/MoSi2
fabriquees a l'université d'Osaka pour un dispositif de SiGe (Ichiro chiota (1996)).

E/Matériau radiatif gradué AIN/W :

Pour l'utilisation des dispositifs TIC et TEC ou leur combinaison dans l'espace, le
refroidissement par rayonnement est exigé. Au Sumitomo Electric Industries, Ltd. Au japon, un
matériau radiatif unique fait d'un composé d’une matrice en céramique AIN contenant une

dispersion graduée des particules fines de W, fabriqué par frittage a 1800°C. L’ AIN dense possede
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une conductivité thermique élevée (200 W/mK), il est transparent aux longueurs d'ondes du visible
a I’infrarouge. D'autre part, W a une émissivité élevée (0,9) pour les ondes infrarouges. Une partie
de la chaleur écoulée, conduite a partir du TEC vers AIN, peut étre reflétée par les particules W,
comme illustré sur la (figure 1. P1.10) Une émissivité élevée de 0,97 a été calculée et mesurée
quand une forte concentration de particules de W ont été dispersees pres de l'interface avec TEC, et

la concentration a été graduellement diminuée vers 1’autre extrémité.

Suivant les indications de la (figure 1. P1.11) la structure graduée AIN/W, qui peut satisfaire
a la fois une conduction thermique élevée et une émissivité élevee, possede différentes

caractéristiques comparées aux matériaux conventionnels (Ichiro chiota (1996)).

Dans ce programme, la nouvelle enquéte a été effectuée principalement sur les sujets

suivants :
1. Modélisation et évaluation des matériaux thermoélectriques gradués ;

2. Synthése des graduations p et n type (BisTez, PbTe, et SiGe) avec une efficacité de

conversion plus élevée ;

3. Lafabrication des segments et des cascades de TEC avec des pertes d'énergie

faibles au niveau des interfaces ;

4. fabrication des TIC avec les électrodes graduées qui ont une efficacité de

conversion au-dessus de 15%.

5. Stabilité des structures graduelles de propriétés aux températures élevées.
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Figure 1. P1.10 : Schématisation d’un matériau trés radiatif composé d’une matrice AIN contenant
une dispersion graduelle des particules fines W (Ichiro chiota (1996))
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Figure I. P1.11: La relation entre la conduction thermique et 1’émissivité (Ichiro chiota (1996)).
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. P1.4. Méthodes d’élaboration des FGM :

L’obtention des qualités désirées nécessite de plus D’intervention de techniques
sophistiquées et subtiles comme [’utilisation de lasers, de plasmas, I’implantation ionique, de

dépdts en phase vapeurs, etc.

Les procédés de fabrication d’un matériau a gradient évalués peuvent habituellement
étre divisés en construisant la structure dans un espace hétérogéne (mélange graduel) et la

transformation de cette structure en matériau en bloc (solidification).

Les processus de mélange graduel peuvent étre classés suivant ses constituants,
I’homogénéisation et la ségrégation. Les procédés ¢lémentaires sont basés sur la fabrication
par étape de structure en matériaux graduels précurseurs ou poudres. Les avancés en
technologie d’automatisation durant les dernieres décennies ont rendu des processus
élémentaires de progression technologiqguement et économiquement durables. Dans la
procédure d’homogénéisation qui traite une interface pointue entre deux matériaux est
convertie dans un gradient par transport matériel. Les procédés d’homogénéisation et de
ségrégation produisent un gradient continu, mais ont des limitations au sujet des types de

gradients qui peuvent étre produits.

Habituellement, le séchage et la solidification suivent les étapes du mélange graduel. Le
besoin de ces processus de consolidation doit adapter aux FGM :

e Des conditions de procédure choisie pour ne pas altérer ou détruire le gradient en

mode non controlé.
e Préter attention a tout rétrécissement inégal du FGM pendant la consolidation.

Ces dernieres années, les travaux menés au laboratoire ont permis de développer une
méthode originale pour élaborer des composites a gradient continu de composition. Cette
méthode est basée sur une technique de Co-sédimentation de poudres en milieu
proportionnelle a la densité du matériau et au carré du diamétre de particule. En contrdlant et
en adaptant les répartitions granulométriques de chaque poudre, il est possible d’obtenir

différents gradient de concentration dans le dépot formé a I’issu de sédimentation.

Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés,

les techniques les plus employées sont brievement expliquées ci-dessous :
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I. P1.4.1. Coulage en Bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) :

Le coulage en bande consiste a couler une barbotine de poudres fines en suspension
aqueuse ou non-aqueuse (la plupart des travaux commerciaux utilisent le procédé non-
aqueux) sur un support plan en couches minces et réguliéres. Selon les cas, c'est soit la lame
(doctor-Blade) qui est animée d'un mouvement de translation, soit le support qui se déplace

sous la lame (figure 1. P1.12).

Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrélées (25-1000um).

Apres un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés.

Le solvant doit avoir un point d’ébullition trés bas et une viscosité faible. Il doit étre
soluble avec le liant le plastifiant et les autres ajouts, mais ne doit étre ni soluble ni réactif
avec la poudre céramique. Le liant donne une grande résistance mécanique au produit cru en
permettant son maniement. Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisser sa
viscosité .Les liants (Plastifiants et dé floculant) doivent étre totalement dégagés pendant le
délainage.

: : sabot
film plastique ‘

suspension

bande crue

support

Figure I. P1.12 : Principe de la méthode coulage en bande.

L'un des plus anciens travaux sur I'étude de cette technique a eté publié par Howatt et al.
En 1947, et depuis d'autres travaux ont été réalisés (Boch. P Chartier. Huttepain. M (1986)).
Ce procédé est devenu une technique économique pour la production des substrats céramiques

de type AI203 et surtout pour les condensateurs a base de BaTiO3. On peut dailleurs
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remarquer qu'il s'agit déja de F.G.M puisqu'il faut empiler des couches conductrices (métaux

rares) avec des couches diélectriques (BaTiO3 principalement).

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux

composites laminaires suivant deux méthodes :

> Réalisation directe de bandes multicouches grace a un systéeme de lames multiples

c’est le cas des tri-couches élaborées par Mistler(1973).

» Empilement des couches élaborées séparément dont la cohésion est ensuite assurée par
une étape de thermo compression (Boch. P Chartier. Huttepain. M (1986)).

I. P1.4.2. Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting) :

Le coulage en Barbotine (Slip Casting) consiste a couler une suspension dans un moule
poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de
poudre compacte) sur la surface du moule .Aprés séchage, on obtient le corps en cru .Donc le

coulage se effectué en deux étapes essentielles :
» Formation du tesson ou « prise ».
» Consolidation du tesson « raffermissement ».

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considéré
comme un processus d'élimination d'une partie de I'eau de la barbotine ; Cette eau migre a

travers la couche de tesson déja formée, sous I'effet :
» du pouvoir de succion du platre (coulage classique) ;
» ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).

Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson, le
dépdt de la deuxieme couche s'effectue de maniere telle que la barbotine ne pénétre pas dans

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.

I. P1.4.3. Compaction Séche des Poudres :

Cette technique consiste a verser successivement dans un moule en acier les poudres, et

a chaque fois qu’une poudre est versée une faible compression est exercée.
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Ensuite la compaction de I’ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi
généralement par une pression isostatique et un délainage. La densification sera enfin 1’étape
finale (Bishop, a et al (1993)). Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de piéces de

formes complexes.

En effet il s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de fagcon

industrielle.

I. P1.4.4.Dépot par Electrophorése :

Le dépot par électrophorése est un procéde dans lequel une suspension colloidale stable
est placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépot se fait par le mouvement des
particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou I'anode selon le signe de la charge
des particules due a un champ électrique. L'élaboration des F.G.M peut se faire donc par le
dépbt séquentiel des matériaux (Abdizadeh H (1997)).

I. P1.4.5.Projection Plasma :

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se
transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement
de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se
fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection
plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres utilisée pour
fabriquer des FGM L'équipement relativement simple, le rendement élevé du dépbt des
particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces en
fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages
essentiels de cette technique (Steffes.H.D. DvorakM.Wewel. (1990)).

.P146.C.V.D.etP.V.D:

Les dép6ts chimique ou physique en phase vapeur sont des technigues dans lesquelles
les atomes du matériau sont déposes sur la surface du substrat. Les techniques de C.V.D. et P.

V. D. peuvent étre utilisées pour faconner un F.G.M sur des substrats de formes compliquées.

I. P1.4.7. Frittage et Infiltration :

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d’un composite
a gradient de fonction composé de deux materiaux dont les températures de fusion sont trés

différentes :
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> La premiere étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute température

de fusion avec un gradient de porosité.

> La seconde étape est de remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par

infiltration.
> Le résultat est excellent pour la diminution de la contrainte thermique.

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de
matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns

par rapport aux autres.

I. P1.4.8. Frittage Laser Différentiel :

Le rayonnement thermique du laser permet le contrdle de la température et la
focalisation du point a chauffer. La différence de l'intensité de I'irradiation sur différents
points du matériau, provoque un frittage différentiel le long de la piece, ce qui résulte en des
microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. Cette technique a été
utilisée pour élaborer un F.G.M de PSZ/Mo. La( figure 1. P1.13) montre schématiquement la

disposition du procédé utilisé par ces auteurs.

Oscillating mirror
— | Focusing lens

YAG-Laser
300w

/
/ Gas outlet

Yacuum 1 Y { Con(roller]

Coolant ’

Figure I. P1.13 : Disposition du procédé frittage laser différentiel.
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I. P1.4.9.Implantation lonique :

C'est une technique avancée pour la fabrication des F.G.M permettant de réaliser
seulement des épaisseurs fines (<lum) sur différents substrats (plastiques, céramiques, et
métaux). Le traitement s'effectue par les faisceaux énergétiques d'ions ou via des gaz réactifs.
Les couches fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut étre treés finement
contr6lé (Abdizadeh H (1997)).

I. P1.4.10. Dépot par Centrifugation :

La technique consiste a verser une suspension colloidale relativement diluée dans des
flacons cylindriques, le tout est soumis a une centrifugation. La sédimentation s'opére et le
liquide surnageant est retiré. Ce procéde est répété pour obtenir des multicouches (figure. I.
P1.14) (Abdizadeh H (1997)).

Centnfiugation Liguide iu.\jrgea.nt Ligquide surmageant est retiré

L

—

Couche ¢ Gusﬂ:'dée

Suspension aqueuse

/_
Suspension aqueuse avec une phase
solide de composition différente

Y
¥

Mouvelle couche

consolidée Stratifié composite vert

Figure I. P1.14 : Schéma du procédé dép6t par centrifugation (Abdizadeh H
(1997)).

I. P1.5. Propriétés physiques et mécaniques des FGM :

La plupart des « FGM » sont constitués de céramique et de métal dont les propriétés

mécaniques sont comparées dans le tableau I. P1.1.
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Tableau I. P1.1: comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

-Bonne résistance thermique ;
La face a haute température Céramique -Bonne résistance a I’oxydation ;
-Faible conductivité thermique.

Continuité du matériau d’un point a . . .
-Elimination des problémes de l'interface

I’autre L . :
Céramique-métal | °

« couches intermédiaires » -Relaxer les contraintes thermiques.

-Bonne résistance mécanique ;
La face a basse tempeérature Métal -Conductivité thermique élevée,
-Tres bonne ténacité.

I. P1.5.1. Propriétés physiques du métal :

Définition : L’Aluminium est un métal blanc qui aprés polissage peut devenir

réfléchissant.

» Propriétés physiques : L’Aluminium a une température de fusion relativement
basse d’environ 660°. Il en résulte une facilité de fusion qui présente un avantage
certain pour les opérations de fonderie. L’Aluminium est trés ductile, on peut
aisément le mettre en forme. La masse volumique de 1I’Aluminium est de 2700
kg/m3. L’utilisation de I’Aluminium s’impose donc dans les domaines
aéronautiques et du transport.

> Propriétés mécaniques : Les propriétés mécaniques des métaux présentent un

grand intérét dans la vie quotidienne, elles peuvent étre classées en deux groupes :
- Celles qui se rapportent a la résistance mécanique du métal :

e Reésistance a la traction.

e Résistance a la pénétration (dureté).

- Celles qui concernent les modifications de forme que le métal peut subir sans se
briser :

e Lamalléabilité (mises en feuilles).
e Laductilité (mise en fils).
> Propriétés des alliages d’aluminium : L’ Aluminium a pour propriétés une :

e Température de travail élevée.
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I.P15.2.

e Tres bonne résistance a la corrosion.

o Légereté.

e Tres bonnes solidités, dureté et rigidité.

e Bon rapport force/poids.

e Bonnes propriétes de protection contre les interférences électromagnétiques.
e Bonne conductivité thermique.

e Conductivité électrique élevée.

e Bonnes caractéristiques de finition.

e Entiérement recyclable.

Résistance a la corrosion : Grace a la couche d’oxyde qui se forme en surface, les
alliages d’Aluminium résistent a la corrosion. On peut rendre cette couche
protectrice d’oxyde plus épaisse par galvanisation. L’Aluminium et ses alliages
peuvent étre utilisés sans protection supplémentaire comme revétement extérieur de
batiments. Par contre dans les milieux corrosifs, les alliages d’ Aluminium peuvent
subir les effets de la corrosion. Des piqures, de la corrosion sous contrainte, de la
fatigue corrosion, voire de la corrosion généralisée peuvent se développer. Pour des

conditions données, la sévérité de I’attaque dépend de 1’alliage utilisé et de son état.

Propriétés physiques de la céramique :

Définition : La céramique résulte des terres et des roches broyées (matériaux
géologiques) ou bien d’une argile qui sera modelée puis cuite sous haute
température (transformation irréversible) ce qui fait perdre au matériau sa plasticité
donc il ne peut plus se réhydrater.

Propriétés physiques : La céramique a une facilité de fusion qui présente un
avantage certain pour les opérations de fonderie. La masse volumique de la
céramique est de 3800 kg/m3. L’utilisation de la céramique s’impose dans les
domaines de I’habitat et du design, I’industrie céramique et métallurgique,
aeronautique et spatial, médicale et dans les revétements.

Propriétés mecaniques : Les propriétés méecaniques du céramique dépendent des :

e Matiéres premiere employées.
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e Méthodes de fabrication qui fixent les microstructures finales et déterminent
la répartition des différentes phases en présence.
e Un module de YOUNG élevé (Liaisons, covalente, ioniques).
e Une dureté élevée (Abrasif, outils de coupe, surfaces de frottement qui doivent

résister a ’usure, résistance mécanique élevée, bonne tenue a chaud, rigidité

élevée).

e Une trés bonne résistance a la compression non a la traction (Résistance a la

compression = 200 MPa).

I. P1.6. Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués :

Adérospatial

Composants de moteur-

Corps des avions spatiaux
Ingénierie Chimique
. Qutils de coupe
Elements de moteur L'échangeur de chaleur
Tube de chaleur
Récipient de réaction

L énergie
nucléaire

Composants des réactenrs
nucléaires
Pastilles de combustible

Electronigue

Semi-conducteur 3 bande gradude
— Capteurs
Optigues

T
Conversion d'énergie

Fibres optiques

Lentilles
Génédrateur thermodlectrique
Convertisseur thermoionique
Pile & combustible
Matiéres

biologiques

Implants
Peau anificielle

Produits

Matériaux de constructions
Corps de voiture
Verres de fendtre

Figure I. P1.15 : Les principaux domaines d’application des FGM
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Le concept des matériaux a gradient évalués FGM est applicable dans des nombreux et
larges intervalles de domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de conversion
d’énergie, aéronautique, aérospatiale, nucléaire et semi-conducteurs. Ainsi, ces matériaux ont
deux propriétés contradictoires : la conductivit¢ thermique et [’isolation thermique.

Actuellement, ils permettent la production des matériaux légers, résistants et durables.

Les principaux domaines d’application des FGM sont :

o Génie civil : ponts & poutre en caisson, les cheminées, les fondations élastiques (ces
structures de plaques peuvent étre trouvées dans différents types d’applications
industrielles telles que radiers), réservoirs de stockage, les piscines, les tunnels, Les grands

vitrages dans les zones chaudes.

I. P1.7.Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM :

Les matériaux a gradient fonctionnel « FGM » consistent en 1’association de deux ou
plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une
transition idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des
porosités entre ces matériaux de maniere a optimiser les performances de la structure qu’ils
constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures
non- uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace.

Un des parameétres clé & déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition
multi phase a travers 1’épaisseur.
La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des

mélanges correspondant au modele de Voigt (Shen 2009).

n
p= z PiVi (1.P1.1)
i=1
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Avec Pi et Vi sont respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du

constituant i, avec :

n
Z Vi=1 (1.P1.2)
i=1

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituants : de la céramique et
du métal inoxydable en général. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :

Avec : P=PVvi+PV, (1.P1.3)

V) + V=1 (1. P1.4)

Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des

chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction

sigmoide pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre

assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a 1’extérieur pour

empécher 1’usure.

>
Plaque en FGM /

E=E(2)
1=0(z)

hA2 /

Figure I. P1.16: Les dimensions de la plaque FGM.

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z est

perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur.
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Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur
les faces supérieures et inférieures sont difféerentes. Ils varient de fagon continue, suivant
1’épaisseur
(Paxez) soit: E=E(z) et v=v(2) .

Jin et Batra (1996) indiquent que I’effet du coefficient de poisson sur les déformations est
négligeable comparativement a celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de
Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, Le module de Young dans la
direction de 1’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM),

la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

I. P1.7.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obeit a une fonction en loi de puissance comme

suit :

g@)=(2+:/2j (I. P15)

Ou P est un paramétre du matériau et h est I'épaisseur de la plaque. Une fois que la

fraction de volume local 2(z) est définie, les propriétés matérielles d'une plaque P-FGM

peuvent étre déterminées par la loi des mélanges :

S(z)=9(z)s, +[1-9(2)]s, (1.PL6)

ou Siet 52 sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ou

(z=h/2)

densité) de la surface inférieure et de la surface supérieure (z=-h/2)ge 1a plaque

FGM. La variation de ces propriétés dans la direction de I’épaisseur de la plague P-FGM est
représentée sur la (figure 1. P1.17) il apparait clairement que la fraction volumique change

rapidement prés de la surface inférieure pour 7 ~ et augmente rapidement prés de la surface

supérieure pour 7 <1,
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Figure I. P1.17 : Variation du module Young dans une plaque P-FGM.

I. P1.7.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM :

Si I’on rajoute une plaque P-FGM d'une simple fonction de loi de puissance a une
plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur I’interface
des deux matériaux Par conséquent, Chung et chi ont défini la fraction de volume de la plaque
FGM en utilisant deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des

contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies

par :
p

gl(z):l—%(h/hz/zzJ pour 0<z<h/2 (1. PL.7.3)
p

gz(z)=%(hlhzlgzj pour —h/2<2z<0 (1. PL7.b)

En utilisant la loi des mélanges, la propriété S de la plague S-FGM peut étre calculé
S(z)=g,(2)S, +[1-g,(z)ls, pour 0<z<h/2 (1. P1.8.a)

S(2)=9,(2)S, +[1-g,(z)}S, pour —h/2<z<0 (1. P1.8.b)

-29.-



CHAPITRE I : les matériaux a gradients de propriétés

La (figure I. P1.18) montre que la variation du module de Young selon les équations (1.
P1.8.a) et ( 1. P1.8.b) avec des distributions sigmoides, donc la plaque FGM est ainsi appelée
(Plague S-FGM).

Muodule de voung

Zm

Figure I. P1.18 : La variation du module de Young dans une plaque S-FGM.

I. P1.7.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM :

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés

matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par [Delale 1983] :

S(z)= Ae®t'? (1. P1.9.3)

Avec

A=S, o polp[X (1. P1.9.b)
h s,

La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est

représentée dans la (figure 1. P1.19).
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Figure I. P1.19 : La variation du module de Young dans une plague E-FGM.

I. P1.8. Conclusion :

Dans cette partie, nous avons défini les matériaux a gradients fonctionnel « FGM »,
I’histoire de leur développement, leurs propriétés et leurs domaines d’application, et les
différentes méthodes d’élaboration de ces matériaux, et ensuite on s’est intéresser aux
différentes lois possibles qui servent a décrire la variation des propriétés matérielles du

matériau suivant 1’épaisseur d’une plaque FGM.
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Deuxieme Partie : Investigation sur les différentes théories des plaques

1.P2.1. Introduction :

Afin de résoudre les problemes des structures ayant comme éléments structuraux des
poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne
théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi

que la méthode de résolution a appliquer.

Durant ces dernieres années, plusieurs modéles bidimensionnels ont été developpés
pour la modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses.

IIs peuvent étre regroupes en fonction du type d'approche adopté :
e Approche monocouche équivalente.
e Approche par couche.

e Approche développement asymptotique.

1.P2.2. Les Différents Modéeles des structures composites dans 1’élasticité bidimensionnelles:

I. P2.2.1. Approche monocouche équivalente :

Dans I'approche monocouche équivalente, le nombre d'équations ne dépend pas du
nombre de couche, la plaque multicouche est homogénéisée et est donc considérée comme

une seule couche.

Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plagues minces en passant
par les modeles du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de nombreux
auteurs ont développé des théories de plaques a partir de cinématiques ou champs de

contraintes plus raffines. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modeéles.

1.P2.2.1.1. Les modeéles classiques Love-Kirchhoff (théorie classique des plaque
stratifiées CLPT) :

En commence par le model le plus simple est le plus général appelé model de Love-
Kirchhoff. Ce modele est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant

I'épaisseur (E. Reissner & Y. Stavsky (1961)). L'hypothése adoptée est celle de Love-
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Kirchhoff (G. Kirchhoff (1850)) des contraintes planes, les déformations dues au cisaillement
transverse sont négligées. La normale a la surface moyenne de la plaque reste perpendiculaire
et droite a celle-ci aprés déformation (Figure. 1. P2.1).

Up

Figure I. P2.1 : Cinématique de Love-Kirchhoff.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit alors,

{uq(xl, X, X%y =2)= U (X, %, )— 2w (¥, %,)  ,a=12 (1.P2.1)
US(X]_,XZ,XS = Z): W(Xl,XZ)

Avec :
ug . Le déplacement de membrane dans la direction o .
W : La fleche de la plaque.

W, . Larotation due a la flexion (sans cisaillement).

I. P2.2.1.2. Les modeles Reissner-Mindlin (théorie de déformation en cisaillement du
premier ordre FSDT) :

Le cisaillement transverse ne peut étre négligé, sa prise en compte est adoptée par

Mindlin dont I'nypothese cinématique est la suivante :
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La normale reste droite mais non perpendiculaire a la surface moyenne (a cause de
I'effet du cisaillement transverse) dans la configuration déformée (Figure. I. P2.2). Le champ
de déplacements de Reissner-Mindlin s'écrit :

U, (X, X, %, = 2) =02 (X, X, )~ 2, (X, %, ) (1.P2.2)
U3(X1,X2,X3 = Z): W(Xl’xz)

Avec,

¢, : Larotation de la normale au plan moyen autour des axes x,, ,

y0 = (Wya + %) : La déformation de cisaillement transverse mesurée sur le plan moyen.

Figure. 1. P2.2 : Cinématique de Reissner-Mindlin.

Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales

v% sont constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes a n’importe quel

point suivant 1’épaisseur et ¢a évitent la discontinuité entre les couches dans les composites
conventionnels. Cette mauvaise description d’uniformité de distribution des contraintes oblige
a introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte, dans I'écriture de
I'énergie, les effets du cisaillement transversal (J.M. Whitney (1973)). Les résultats obtenus
dépendent essentiellement du choix empirique dans des situations complexes des coefficients
correcteurs et I'étude des plaques épaisses reste aléatoire par ce type d'approche cinématique.

La (figure. 1. P2.3) montre la variation de la forme de fonction ainsi que sa dérivée par
rapport a I’épaisseur de la plaque. Cette variation est plus authentique pour le cas des plaques
stratifiés ou au niveau de I’interface il y a une discontinuité de distribution des propriétés alors

que pour les FGM ce probléme est résolu.
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N.{mm)

Figure. 1. P2.3: Variation de la fonction de gauchissement suivant 1’épaisseur.

I. P2.2.1.3. Les modeéles d'ordre supérieur :

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent des
théories a un ordre supérieur. Les modeles sont basés sur une distribution non linéaire des
champs suivant I'épaisseur. Ces modéles permettent de représenter le gauchissement de la
section dans la configuration déformée (Figure. 1.P2.4) (L. Liberscu (1967), J.M. Whitney
(1973), M. Touratier (1991), Viet.Tung. Nguyen (2004)). La plupart des modeles d'ordre
supérieur utilisent un développement en série de Taylor des champs de déplacements qui

s'écrivent de la forme :

ui (Xl’ X2’ X3) = UIO(X].’ X2)+ Z(I)IO(I) (Xl’ X2)+ ZZ(I)IO(Z) (Xl’ X2) (I P23)
+ 2207 (X, X, )+ 2407 (%, X, ) + ...

Partons de ce principe, nous pouvons utiliser différents ordres, en fonction de la
complexite du probleme et de la précision souhaitée. La plupart des études sont basees sur un

développement en 3éme ordre, assurant ainsi un niveau minimum de complexité. La valeur de

¢‘J?(i)détermine la nature de la théorie. Ainsi, la théorie du premier ordre de Reissner-Mindlin

est obtenue en posant : )V =0pour j =2,3,4 et $2¥ =0.
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En principe, ces modéles d'ordre supérieur sont plus précis que les modeéles du premier
ordre. La précision augmente avec l'ordre de développement, c'est a dire avec le nombre de
parametres supplémentaires. Cependant, les conditions aux limites sur les bords sont difficiles
a satisfaire et le nombre de variables de déplacement indépendantes dépasse celui des modéles
classiques. Pour réduire le nombre de paramétres de déplacement, plusieurs simplifications
sont proposées. On impose souvent les conditions de nullité des contraintes de cisaillement

transverse aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Le développement en série de
Taylor est utilisé avecp?® = 2@ =p2® =0, ¢°@,a={1,2}. Le champ de déplacement
devient :

{ua(xlv Xy X3 = Z): ug (X1’ Xz)_ W, +1//(Z)]/Z(Xl, Xz) (1.P2.4)
u3(X1'X2'X3 = Z):W(Xl'xz)

:
—

Figure .I. P2.4 : Cinématique de la théorie d’ordre supérieur.

Voici quelques contributions importantes de développement de modeles d'ordre

supérieur qui se sont distingués dans la littérature et qui différent par la fonction de

cisaillement (//(z) ;

e L’approche d’Ambartsumyan (1945) avec :

z(h* z?
"”(Z)ZE(T_?j (1.P2.5)

e [’approche de Reissner (1945) :

(1.P2.6)
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5 47°
= 1=
w(z) z( hzj

e L’approche de Reddy (1987) avec :

2
o(2)= z(l—%j (1.P2.7)

Dans le modéle de Reddy (1987), le champ de déplacement membranaire est cubique et
le déplacement normal w est constant. Ce modéle donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique suivant I'épaisseur. Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

e L’approche de Touratier (1991) avec :

T

w(z)="sin (%j (1.P2.8)

Touratier propose le modele "sinus™ qui est différent des autres modeles d'ordre
supérieur puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

suivant I'épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme suit :

h . (m) h& (-1 (m o 722 o't 2 7°
= gin| % =2 L I S N AN (1.P2.9)
v(2) Sm( ) n§(2n+1)!(hj TR IO T

Les différents termes du développement correspondent aux différents modeles cites

précédemment. Suivant la troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie
Reissner-Mindlin ou les modéles d'ordre supérieur (aux coefficients pres). Les contraintes de
cisaillement transversal déterminées par le modele "sinus" prennent une forme sinusoidale
dans I'épaisseur de la plaque. La précision de ce modeéle par rapport a la solution exacte est
meilleure que la théorie de (J.N. Reddy (1984)).

Récemment, Afaq et al. (2003) propose un modeéle exponentiel avec une cinématique

plus riche.

La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :
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w(z)= e ) (1.P2.10)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et
impair de la variable z alors que la fonction "sinus" [Touratier] ne permet qu'un

développement en puissances impaires.

e L’approche de Aydogdu (2005) avec ;

w(2)=2a " >0 (1.P2.11)

h : étant I'épaisseur de la plaque FGM.

Il faut remarquer que les modeles issus d'une approche monocouche équivalente
pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les
couches ont des propriétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est
assurée. Ceci présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale a l'interface des
structures multicouches (effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .). Mais pour le cas
des matériaux FGM cette approche parait tres appropriée, du fait que la variation des

propriétés se fait continuellement selon I’épaisseur.

I. P2.2.2. Approche par couche :

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les
matériaux composites conventionnels. Les équations (I.P.3) et (I.P.4) montrent aussi que
cette approche est applicable pour les matériaux FGM. Ainsi différents modeles issus de
I'approche par couche ont été proposés (A. Chabot (1997), E. Carrera (2000), K.S. Afaq
(2003), J.N. Reddy (1984), M. Di Sciuva (1987)). Le multicouche est subdivise en sous
structures (correspondant en fait a chaque couche ou chaque ensemble de couches). On
applique a chaque sous structure une théorie du premier ordre ou un modele d'ordre supérieur,
imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces entre les différentes
couches. Les modéles de ce type sont relativement coliteux (I’ordre des équations de
comportement dépend du nombre de couche), mais ils permettent I'obtention de résultats plus

précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

D'une maniére générale, les modéles issus de I'approche par couche peuvent étre classes

en deux groupes :
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e Les modeles couches discretes ou chaque couche est considérée comme une
plaque en imposant les conditions de continuité en déplacements ou en

contraintes aux interfaces.

e Les modeéles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de
contact est indépendante du nombre de couches. (Figures. 1. P2.5 et I. P2.6).

: b x

Premier ordre Ordre supérieur Premier ordre Ordre supérieur

O Interfaces -
— v Fonction

...................

Q Interfaces
- — - Champ de déplacement sans effet Zig-Zag

Figure. 1. P2.5 : Champs de déplacements Figure. 1. P2.6 : Champs de déplacements des
des cinématiques. Viet.Tung. Nguyen (2004) modeles zig-zag, approche cinématique.
modeles couches discretes, approche Viet.Tung. Nguyen (2004)

I. P2.2.2.1. Les modeéles zig-zag :

Afin de réduire le nombre de paramétres inconnus, Di Sciuva est le premier a proposer
le modéle zig-zag du premier ordre M. Di Sciuva (1987). Dans ce modele, les déplacements
membranaires sont les résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une
théorie du premier ordre et d'une fonction zig-zag (avec I'emploi de la fonction d'Heaviside).
La fonction zig-zag donne une contribution des déplacements membranaires qui est continue
en z mais sa dérivée premiere est discontinue a l'interface (voir Figure. 1. P2.7). Les
déformations transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de

cisaillement transverse aux interfaces est assurée.
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Linéaire Zig-Zag Linéaire + Zig-Zag
o

/ _____________ LN

4

Figure. I. P2.7 : Champs de déplacements des modéles zig-zag du premier ordre.
Viet.Tung. Nguyen (2004).

L'avantage principal du champ de déplacement des modeles zig-zag réside dans la
bonne modélisation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la
vérification des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et I'ordre
des équations fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours a des coefficients de

correction pour le cisaillement transverse est évite.

En se basant sur le concept de M. Di Sciuva (1984), plusieurs auteurs ont réalisé des
améliorations significatives pour le modéle zig-zag. L'amélioration principale est
I'introduction d'une distribution non linéaire des déplacements. On superpose le champ zig-
zag (linéaire par morceau) a un champ de déplacement d'ordre supérieur (souvent cubique)
(voir Figure. I. P2.8). Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les surfaces

supérieure et inférieure des plaques pour réduire le nombre de paramétres.
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Non Lingaire Zip-Zag Non Lineaire -+ Zig-Zag

2=}

———

o AN

Figure. 1. P2.8 : Champs de déplacements des modéles zig-zag d'ordre supérieur.
Viet.Tung. Nguyen (2004).

Dans les travaux de (M. Karama (1998), C. Ossadzow & M. Touratier (2001)), la
fonction sinus de (M. Touratier (1991)) est combinée avec la fonction zig-zag pour raffiner les

effets de cisaillement.

Récemment, Afaq et al. (2003) combine le modele exponentiel avec I'effet zig-zag pour

une cinématique plus riche.

Les résultats numériques de tous ces travaux montrent que le modeéle zig-zag assure un
bon compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les modéles
zig-zag ont des limites de validation dans I'analyse du délaminage. En effet rien de physique
ne pousse a penser que ces modeles quelque peu artificiels peuvent prévoir les délaminages,
par exemple. Le calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations
constitutives des modeles zig-zag devient moins précis quand le rapport d'élancement
diminue. Un autre inconvénient des modeles zig-zag, tout comme pour les modeles d'ordre
supérieur est la continuité de type C! demandée qui complique leur implémentation

numérique.

. P2.2.2.2. Les modeéles couches discrétes :

Les modeles couches discrétes adoptent une approximation plus fine des champs
suivant I'épaisseur du multicouche que les modeles de plaque d'ordre supérieur ou zig-zag
puisqu'ils proposent une cinématique par couche plutét qu'une cinématique globale (voir
Figure. 1. P2.5). En fait, avec les modeles couches discrétes, le multicouche est représenté par
un ensemble de plaques (objets 2D) couples par des efforts d'interface.
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Les conditions de continuité aux interfaces sont assurées. Le nombre de parameétres

inconnus dépend du nombre de couche de la plagque composite.

Dans les travaux de (S. Srinivas & A.K. Rao (1973), J.N. Reddy (1987), M. Tahani &
A. Nosier (2003)), on postule une cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par
couche. Les équations fondamentales par couche sont obtenues en utilisant le principe des

travaux virtuels. Les conditions aux limites sont également données couche par couche.

D'une maniére alternative, les travaux de (] J.G. Ren (1986), C. Kassapoglou (1987),
W.L. Yin (1994)) utilisent une approximation des champs de contraintes par couche ou une
mixte contrainte cinématique. Ainsi J.G. Ren (1986) utilise un champ de contrainte dont la
composante de cisaillement transversal est quadratique par couche et les déplacements sont
considéres cubiques par couche et continus aux interfaces. Dans (C. Kassapoglou & P.A.
Lagace (1987)), le champ de contrainte est construit sous la forme d'un produit de fonctions a
variables séparées, par couche, a partir de I'équilibre des forces et moments. Les contraintes
planes sont supposées constantes suivant I'épaisseur. Dans (W.L. Yin (1994)), les fonctions de
contraintes sont utilisées par couche pour déterminer les contraintes inter laminaires. Elles

sont approximées de far¢cons polynomiale dans I'épaisseur.

Nous passons a présent a une famille de modeles couches discretes particuliéres, les
modeles multi particulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui propose le
modele local dans (N.J Pagano (1978)). Le modele local a été construit a partir de la
formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner et d'une approximation polynomiale des

champs de contraintes par couche.

Les polyndmes sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique

pour les contraintes de cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales.

La formulation variationelle d'Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de ces
champs de contraintes conduit a une cinématique du multicouches a 7n champs en (X ; y),
n’étant le nombre de couches de la plaque. Ces champs cinématiques contiennent des
composantes correspondantes a des moments du second ordre qui n'ont pas un sens physique

trés clair.

La formulation mixte d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique
linéaire généralisé du modele. Ce modele pose quelques difficultés au niveau des conditions
aux limites et reste assez lourd compte tenu du nombre élevé de champs cinématiques

intervenants. Ce modele a été le point de départ pour un ensemble de travaux menés a 'ENPC
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dont l'objectif est de proposer une série de simplifications permettant d’alléger tout en

conservant un bon niveau de prédictibilité Viet. Tung. Nguyen (2004).

1.P2.3. Modeles éléments finis des structures multicouches :

Les solutions analytiques fournies par les approches décrites précédemment ne
concernent que des cas de géomeétrie, chargement et empilement simples. Pour les cas
complexes plusieurs méthodes numeériques ont été développées. Parmi ces méthodes on a la
méthode des éléments finis, outil d'ingénierie dominant pour l'analyse des structures. Les
éléments finis sont généralement classés suivant le type de description géométrique (2D, 3D),
la méthode de construction et le choix du type d'inconnues principales du modele

(déplacements, contraintes, mixtes, hybrides).

. P2.4. Conclusion :

Dans cette partie on a décrit les différentes théories des plaques & savoir 1’approche

monocouche équivalente, I’approche par couche et I’approche développement asymptotique.

Nous concluons aussi que 1’approche monocouche équivalente est mieux adaptée pour
les matériaux FGM car il n’y a pas de changement brusque dans les caractéristiques
mécaniques contrairement aux composites conventionnels ou le délaminage est un probléme a

ne pas écarter.

Donc en a eu recoure au modéle monocouche équivalent pour les plaques épaisses pour
différentes théories d’ordre ¢€levé ou la prise en compte du cisaillement transversal est

nécessaire pour une étude plus exacte.
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CHAPITRE Il : Le phénomene du flambement

LE PHENOMENE DU FLAMBEMENT

11.1. Introduction :

Dans le génie civil les plaques sont largement utilisées ; dans le (batiment, les ponts,...
etc.). Contrairement aux poutres et les colonnes, qui ont des longueurs plus grandes que les
deux autres dimensions, et ils sont donc modélise en tant que éléments linéaires, les plaques
d'acier ont des largeurs comparables a leur longueur et ainsi sont modélises comme des
éléments non- linéaires (surface plane).

Tout comme les longues colonnes qui subissent des instabilités (forme de
flambement), les plaques en compression ont aussi tendance a se déformer dans leur
surface plane. La forme dépend de I'appui et les conditions de chargement dans les deux
directions de la longueur et la largeur.

Toutefois, contrairement aux colonnes, les plaques continuent a porter des charges,
méme aprés un flambage. Cette propriété suscite d'un grand intérét pour 1’ingénierie en

structure, puisque sa peu jouer dans I’intérét de la stabilité.

11.2.1. Définition de la stabilité :

Le flambement est un phénomene rencontré dans la structure. C’est le résultat de 1’effet
des forces de compression. L'exigence selon laquelle un corps doit étre en équilibre semble
insuffisante. Méme du point de vue purement pratique. Il est souhaitable pour les structures
d’étre dans un état d'équilibre stable.

L'état d'équilibre stable est défini comme la capacité de la structure de rester en position
et de soutenir la charge appliqué, méme si elles sont forcées Iégerement hors de sa position
par une perturbation.

On considére une colonne soumise a une force concentrée (P) agissant le long de son

axe central. La charge (P) est continuellement augmentée, passant de zéro a une valeur
critique particuliére de la charge (Pcr) correspondant a une valeur (Gcr) de la contrainte

normale inférieure a la contrainte de rupture, il se produit une déformation latérale (figure
11.1.a).

Les courbes de deformation latérale de la charge (P) en fonction de (A), et de (P) et de
(y) sont representés dans les (figurell.1.b) et (figurell.l.c).
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Figure 11.1 : comportement charge-déformation de colonne soumis a une compression

axiale ; (b) courbe P-A, (c) courbe P-y

11.2.2. Méthodes d'analyse de la stabilité :

L’analyse de la stabilit¢ pour la détermination du mode de la perte de la stabilité
structurelle et la charge correspondante est appelée charge critique.

La structure reste au repos avant et aprés flambement, sauf dans les cas ou la perte de la
stabilité est due a la transition de I'état de repos a un état de mouvement appelé I'instabilité
cinématique ou dynamique. Parmi les méthodes classiques disponibles pour la résolution des

problemes de flambement sont les suivants:

v L’approche de travail.
v L’approche de I'énergie.

v L’approche cinétique ou dynamique.

11.3. Flambement thermique :

L'effet de la température sur une structure peut se manifester de deux fagons. D'une part,
les propriétés élastiques de la structure dépendent de la température, donc la raideur de la
structure aussi. En effet, l'augmentation de la température induit, en général, un
assouplissement des matériaux et une diminution de la limite élastique. D'autre part, une
variation non-uniforme ou rapide de la température, peut donner lieu a des contraintes

thermiques, qui peuvent provoquer un flambement thermique.
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En plus de la dégradation des propriétés des materiaux, le flambement thermique est
probablement le phénomeéne le plus important issu de I'effet de I'élévation de la température
sur les structures & paroi mince. Il a été reconnu, au début des années cinquante, comme étant
I'un des problémes les plus graves lié a I'échauffement aérodynamique.

L'une des causes fondamentales du flambement thermique est le blocage de la dilatation
thermique. Sous certaine condition aux limites, une structure ne peut se dilater librement sous
une élévation uniforme de la température, ce qui crée des contraintes thermiques capables
d'agir comme des forces de compression pouvant nuire a la stabilité de la structure. La
seconde cause du flambement thermique est la variation non-uniforme de la température. En
effet, quand une structure uniforme est soumise & un échauffement thermique non-uniforme,
ou le contraire, la température varie d'un point a l'autre de la structure. Cette derniére, donne

lieu a des contraintes thermiques internes qui peuvent aussi nuire la stabilité de la structure.
I1.4. Flambement mécanique :

Le flambement mécanique signifie généralement une défaillance catastrophique dans les
systemes de mécanique des structures. Cependant, le flambement contrélé de films minces sur
des substrats conformes a été utilisé de maniere avantageuse dans divers domaines tels que la
fabrication micro-nano, l'optique, la bio-ingénierie et la métrologie, ainsi que des études de

mécanique fondamentale.
11.5. Flambement des plaques :

Le flambement d'une plaque implique la flexion dans deux plans .Un élément de plaque
peut porter une charge supplémentaire au-dela de la charge critique. Cette force de réserve est
appelée la résistance apres flambement. L'importance relative de la résistance apres
flambement a la charge de flambement dépend de divers parametres tels que les propriétés
dimensionnelles, les effets d’imperfection, I'importance des effets non linéaires géométriques,
les conditions aux limites, les types de chargement, et le rapport de contrainte de flambement
ainsi que la limite d’élasticité.

La premiére solution d'un probléeme de stabilité de plaque plane simplement appuyeée
été donnée par Bryan (1891), Euler a présenté I'analyse de la stabilité d'une colonne au début
du XXe siecle. Timoshenko a étudié le flambement avec divers des conditions aux limites.
Bon nombre sont donnés par Timoshenko et Gere (1961). Traitement de l'analyse de la

stabilité de plaque plane est trouvé par Bleich (1952) et Timoshenko et Gere (1961).
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11.5.1. Approche du Flambement :

Le voilement est un phénoméne d'instabilité relatif aux plaques sollicitées dans leur
plan. Sous l'effet d'efforts de compression, les plaques se déforment perpendiculairement au

plan des efforts.

bards simnpécmsent

Systéeme statigque
et position non déformée

Position
déformée

Figure 11.2 : Flambement d'une plaque.

11.5.2. Plaque rectangulaire simplement appuyée sur les quatre cotes :

Considérons une plaque rectangulaire parfaitement plate, simplement appuyé sur les
quatre cotes et soumis a une force de compression uniforme Ny par unité de longueur dans la
direction x (figure 11.3).L’équation d'équilibre pour une telle plaque est donnée par :

Etude et analyse du flambement d'une plaque homogéne soumise a un chargement

thermique Ou w désigne la déviation dans la direction z de tout point (X, y)
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Ou w deésigne la déviation dans la direction z de tout point (x,y)
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Figure 11.3: Flambage de la plaque sous une compression uni-axial.

11.5.3. Modes du flambement des plaques :

En abordant les structures a parois minces, (Plaques, coques, profilées, etc...) on doit
immédiatement considérer les phénomenes de flambement qui y sont inhérents. Les structures

a parois minces peuvent étre soumises aux flambements local, distorsionnel et global.

11.5.3.1. Le flambement local :

C'est un mode impliquant seulement la flexion hors-plan de plaque sans déformation
des lignes a la jonction des plaques et il est caractérisé par I'onde de flambement relativement

courte des plaques individuelles.

11.5.3.2. Le flambement distorsionnelle :

Comme suggere le terme, est un mode de flambement impliquant le changement de
forme de la section transversale; les lignes d'intersection des plaques se déplacent

relativement. L'onde du flambement distorsionnel est de valeur moyenne.
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11.5.3.3. Le flambement global :

Les sections dans le flambement global se déplacent comme des corps rigides sans
aucune distorsion et I'onde de flambement global est la plus longue par rapport aux deux

autres modes de flambement précédents.

11.5.4. L'interaction entre les modes de flambement :

Sa peut se produire, pour le calcul, on examine souvent les interactions entre les
flambements local et distorsionnel, local et global ou distorsionnel et global.

Les modeéles d'éléments finis de plaque et de coque surbaissée déformable en
cisaillement avec la rotation dans le plan ont été appliqués avec succes a l'analyse linéaire
des structures a parois minces. On peut déterminer la contrainte de flambement élastique
en considérant l'influence du cisaillement a travers I'épaisseur des parois. Les résultats
s'accordent bien avec la théorie classique des plaques lorsque le rapport largeur-épaisseur
est grand. Bien que I'analyse linéaire du flambement soit suffisante dans la plupart des cas
pratiques et utile pour la conception des barres a parois minces, quelques structures qui
sont trés sensibles a l'imperfection, ne sont pas proprement traitées par celle-ci. Dans ces
cas, il faut recourir a I'analyse non-linéaire. La modélisation des structures a parois minces
par éléments de plaque et de coque permet de tenir compte de la distorsion de la section
transversale et de I’interaction entre les modes de flambement.

La méthode des éléments finis est depuis longtemps connue comme une méthode
puissante pour l'analyse structurelle. De nombreux types de coques sont utilisés pour I'analyse
non-linéaire des structures composeées de plaques ; ce qui permet la simulation de la distorsion

de la section transversale et des phénomeénes de flambement de la structure.

11.6. Quelques exemples sur le flambement :

11.6.1. Flambement d'une plaque raidie sous compression longitudinale et pression
hydrostatique :

Cette vue montre les formes de flambement local qui se sont développées dans le
panneau. Du fait que la plaque était en compression biaxiale sous I'influence de la flexion des
raidisseurs transversaux, les panneaux individuels n'ont pas flambé selon la forme d'onde
circulaire habituelle. Cet effet est plus marqué au centre du panneau ou la compression

transversale est la plus grande.

=49 -



CHAPITRE I : Le phénomene du flambement

Figure 11.4 : Flambement d’une plaque raidie.

11.6.2. Ruine de la semelle comprimée d‘une poutre en caisson :

Essai de flexion sur un caisson avec raidisseurs transversaux. Le panneau comprimeé a
flambé. Notez la déformation des angles du caisson. Ceci a contribué a réduire I'efficacité de
I'effet de plaque

o

Figure 11.5 : Ruine de la semelle comprimée d'une poutre en caisson.
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11.6.3. Ruine locale d'un profil creux rectangulaire :

Flambement par flexion-torsion d'une b6me comprimée. Remarquez la distorsion de la
section transversale souple. L'essai faisait partie d'un programme d'étude d'un systéeme de

treillis spatial en éléments minces.

Figure 11.6 : Ruine locale d'un profil creux rectangulaire.

11.6.4. Voilement local d'une semelle de poutre :

Notez la faible longueur de l'onde du flambement : la demi-longueur d'onde est

pratiqguement égale a la longueur de paroi en console (demi-largeur de la semelle).

Figure 11.7 : Voilement local d'une semelle de poutre.
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11.6.5. Flambement d'une coque cylindrique comprimée :

Flambement d'une coque cylindrique raidie radialement soumise a une compression

axiale et a une pression hydrostatique. Les traits blancs montrent la position des anneaux

raidisseurs.

Figure 11.8 : Flambement d'une coque cylindrique comprimée.

11.6.6. Flambement de Réservoir :

Lors des séismes récents plusieurs réservoirs de stockage (figures 1.B.2, 1.B.3) ont
flambé ce qui a engendré de nombreuses ¢tudes concernant 1’effet du fluide sur la réponse de
la structure. Les types de flambage observés montrent soit un flambage de type patte
d’¢éléphant soit un flambage en pointes de diamant [CLO82], les cloques sont toujours situées
en bas de la coque. Les différences proviennent des dimensions des réservoirs en cause, I’un a

un rapport R/t de 1650, I’autre un rapport R/t de 775.

Figure 11.9: Réservoir flambeé aprés séisme (mode en pointe de diamant)
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11.7. Conclusion :

La résistance au flambement d'un élément ou d'un composant de section, peut étre
ameliorée de plusieurs fagons.

Pour une forme de flambement donnée, une réduction du rapport d'élancement se
traduira par une charge ultime plus élevée. Ceci sera normalement réalise en augmentant
les dimensions de la section droite ; cela peut aussi étre fait en répartissant le matériau de
maniere différente le long du centre de gravité, tout en gardant a la section droite une
section constante ; en faisant cela ; cependant, on petit changer la réponse de la section
et/ou de I'élément, de telle sorte que d'autres formes de flambement puissent devenir
critiques. En particulier, une diminution d'épaisseur de composants de section droite, afin
de mieux repartir le matériau, a souvent pour conséquence un voilement, prépondérant d'un
point de vue calcul.

Une autre maniére d'améliorer la résistance au flambement d'un élément est de lui
fournir des maintiens de meilleure qualité ou supplémentaires, afin de modifier le mode de
flambement. La charge critique élastique d'un poteau en compression axiale bi articulg,
par exemple, est augmentée d'un facteur 4 si on ajoute un appui simple a mi-hauteur, de
telle sorte que le poteau flambe dans un mode en deux demi-ondes sinusoidales. De la
méme maniére une poutre simplement appuyée, soumise a de la flexion par rapport a son
axe le plus fort, est renforcée vis-a-vis 'du déversement en empéchant les rotations de
flexion et/ou de torsion a ses supports d'extrémités, ou, plus simplement, en mettant un
obstacle a tout déplacement latéral de la semelle en compression au moyen d'un
entretoisement adéquat. La resistance ultime d’une plaque mince comprimée peut étre
améliorée de facon appréciable en fixant des raidisseurs longitudinaux et éventuellement
transversaux ; a condition qu'ils soient assez rigides, la plaque flambera entre les
raidisseurs, pour une contrainte critique élastique plus élevée. Le fait de raidir des
structures en coques produira, de la méme maniere, une augmentation de la résistance.

Bien que la résistance de calcul soit plut6t reliée a la contrainte ultime qu'a la contrainte
critique élastique, les commentaires ci-dessus peuvent, qualitativement étre étendus a la

capacité porteuse ultime.
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CHAPITRE 11 : Analyse du flambement Thermique des Plaques Epaisses en FGM

Analyse du Flambement Thermique des Plaques Epaisses en FGM
Premiere partie : Formulations théoriques

I11.P1.1. Introduction :

L’utilisation croissante des matériaux avancés dans les éléments de structures a éveillée
I’intérét des chercheurs a 1’étude de la réponse des plaques fonctionnellement graduées (FG).
Les FGM sont des matériaux ou les propriétés varient continuellement a travers I’épaisseur a
partir de la surface de la céramique exposee a de fortes températures a celle du métal. Les
propriétés mécaniques varient graduellement a travers 1’épaisseur suivant une simple loi de
puissance. Du moment ou la plupart des applications des FGM se sont concentrées dans des
environnements a température élevée, les recherches ont été limitées a 1’analyse des
contraintes thermiques, le flambement thermique, les fractures mécaniques et 1’optimisation.
Plusieurs investigations sur le flambement thermique des plaques fonctionnellement graduées
ont étés publiées et ont vues le jour ces dernieres années. Les proprietés utilisées dans des
domaines a fort gradient thermique.

Le but de ce chapitre, est d’étudier I’instabilité¢ thermique du flambement des plaques
épaisses fonctionnellement graduées, en utilisant la théorie de la plaque de déformation de
cisaillement d’ordre élevé (HPT). Les propriétés matérielles effectives sont estimées en

utilisant la loi de mélange.

Par conséquent, les équations qui régissent le comportement de la plague FG peuvent
étre simplifiées. En se basant sur la présente théorie et le principe des travaux virtuels, les
équations qui gouvernent la plaque sont obtenues. Trois cas de chargement thermique sont

retenus a travers 1’épaisseur de la plaque, uniforme, linéaire et non linéaire.

111.P2.2.Description du probléme :

TZ Ceramic
H
1%
.
k4

* I I

Figure 111.P1.1: Systéme d’axe et géométrie pour les plaques rectangulaires en FGM
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Considérerons une plaque rectangulaire en FGM de longueur a et de largeur b et
épaisseur h. Elle est soumise a une charge thermique T (x,y,z), On suppose que les
propriétés matérielles (module de Young et le coefficient de dilatation thermique) de la plaque
varient sans interruption dans la direction de I’épaisseur selon une simple distribution de loi

de puissance en fonction de la fraction volumique des matériaux constituants.
La plaque est appuyée sur quatre bords définis dans le systeme (X, v, z).

Le module d'élasticité E, le coefficient de dilatation thermique « et le v du coefficient

de Poisson sont assumés par (Praveen, et Reddy(1998)).

1 z\?
E(z) :Em+Ecm(E+E) ,

Ecn=E.—Ep,
1 z\P
a(z)=am+acm(i+z), a1
A = A — Ay
1 z\f
T(z):Tm-l'ATcr(E'i'ﬁ) ’
AT.,.=T.—-T,,,
v=(3+3)
“\2 ' h

Ou les indices "c" et "m" se rapportent a la céramique et au métal, respectivement et
E,, et a,, définissez le module élastique (le module d"Young) et le coefficient de dilatation
thermique de métal ; E, et a, indiquez le module d'Young et le coefficient de dilatation

thermique du céramique, et p l'indice de fraction de volume.
La valeur de p égale a zéro représente entierement la plague en céramique.

L'hypothése ci-dessus de loi de puissance se reflete une régle simple des mélanges
employés pour obtenir les propriétés efficaces de la plague du céramique-métal. La loi des

mélanges s'applique seulement a la direction d'épaisseur.

La densité de la plaque varie selon la loi de puissance, et I'exposant peut étre varié pour

obtenir différent distributions des matériaux composants par épaisseur de plaque.
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Notez que la fraction de volume du métal est haut prés du surface inferieure de la

plaque, et cela de la haute en céramique prés de la surface supérieure.

En outre, (Eq.111.1) indique que la surface inferieure de la plaque (z =— h/2) est riche

en métal tandis que la surface supérieure (z = h/2) de la plaque est riche en céramique.
Pour la simplicité, le v est constant assumé a travers I'épaisseur de la plaque.
111.P1.3.champ de déplacement et équations constitutives :

Les déplacements d'un point matériel situé a (x, y, z) dans la plaqgue FGM pourrait

mieux étre illustré comme (Zenkour (2006)) :

{ux(x,y,z) = u—zZ—‘:+llJ(Z)(Px (111.2)

ow
uy(x,y,z) =v - Z@ + Y (2)@,

u,(x,y,z) =w

u,v et w sont les déplacements du milieu de la surface le long des axes x,y et z,

respectivement, et ¢, et ?, sont les rotations au autour des axes x,y pour expliquez I'effet

du cisaillement transversal.
Les coefficients de ¢, ou ?, qui est donné par le ¥ (z) devrait étre en fonction de z. Tous

les deplacements géneralisés (w,v,w, @,, gpy) sont des fonctions de (x, y).

Le déplacement de la théorie classique de la plaque mince (CPT) pouvez facilement

soyez obtenu par ¥ (z) =0.

Les déplacements de la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre de la

plaque (FPT) sont obtenus par ¥ (z) =z.

Les déplacements de la théorie de déformation de cisaillement de la plaque d’ordre
élevé (Reddy 2000) sont obtenus par ¥ (z) =(z(1 — 4z%/3h?).

En outre, la théorie de déformation de cisaillement de la plaque d’ordre élevé (HPT) est
obtenue par Tableau I11.P1.1:
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Tableau I11.P1.1: forme de fonction de déformation de cisaillement définie par

différents chercheurs :

Nombre de
forme de
fonction (F)

Nom des chercheurs

Forme de Fonction ¥ (z)

F1 Ambartsumain (1958) (z/2)(h2/4 — z*/3)
Kaczkowski , Panc et

F2 Reissner (1961) (52/4)(1 — 42°/3h%)

£3 Levy, S'Eiigé(;l;ouratier (h/m)sin(wz/h)

F 4 Mantari, et Al (2012) sin(mz/h)e®s™?/M/2 4 (mz/2h)
F5-F6 Mantari et Al (2012) tan(mz) — zmsec?(mh/2),m = {1/5h,m/2h}

Karama, et Al
E7 (2003), zexp(—2(z/h)?),zexp(—2(z/h)?/Ina),Va > 0
Aydogdu (2009)

F8 Mantari, et Al (2014) 2.2.8572@/M* | 0,028z

F9 El Meiche, et Al (2011) | §[(h/m)sin(mz/h) —z],§ = {1,1/ cos(m/2) — 1},
F10 Soldatos (1992) hsin h(z/h) — z cos h(1/2)

h(z?/h?) — h(m/4)[1
F11 Akavci et Tanrikulu zsech(z"/h") — zsech(w/4)]
(2010) — (m/2)tanh(m/4)]
F12 A"a"Ci(gélT;)””k“'“ (31/2)htanh(z/h) — (31/2)zsech?(1/2)
zcos(1/2) hsin(z/h)
F13 Mechab, et Al (2010) a

—1+cos(1/2) -1+ cos(1/2)
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Les équations non linéaires déplacement-déformation de Von Karman sont formulées

comme suit :
gxx ng kxx nxx
{eyy} ={&yt+zikyyr +P(2) {nyy} (111.3)
Exy Sgy kxy Nxy
& &°
_ yz) _ yz (11.4)
€2 = 0; {exz} - IIJ(Z)’Z {ng}
Avec :
0o _ 1.9 0o _ 1.5 0o _ 0o _
Exx TUx T 2 Wx » &y =Vy + 2 Wy o &z = Py, Exz = Py

0 _
Evy =V, +U, +W, W
xy T Va Ty TWaWy (111.5)

Kix = =Wy, kyy = —W,,, kxy = —2w,xy

Nex = PxoNyy = Py Nay = Py x + Py

Composantes des vecteurs contraintes :

I/ (b)

Figure 111.P1.2: Composantes des vecteurs contraintes dans un systéme d'axes (X, Y, z).

Les relations constitutives linéaires sont :

{axx} _ k@) [1 v {sxx - aT}

Oyy) 1-v*ly 1l(&y, —aTl (111.6)

{02012, 04y} = %{é‘w €120 Exy)

Ou la plaque est sujette a un chargement thermique T (x, y, z).
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Les résultantes d'effort et de moment de la plaque FGM peuvent étre obtenues en

intégrant (Eq.111.6) par rapport a I'épaisseur, et sont écrits comme :

h* h* h*
=[_ odz M= [_ ozdz §= - o¥(2)dz

4
N,

Figure 111.P1.3: Forces par unités de longueur

AL

4_) »

~ 7

“) ___—__x__ M
M,,QZ/ /: J(;I“—’ -
ey 4
A

Figure 111.P1.4: Moments par unités de longueur

N; A By Cy) (& . [Ar
Ml =B, D Fi|ik¢+-—=|Br (111.7)
Si Ck Fk Gk ﬁi CT
ny Ak Bk Ck 82}1
M =
xy 2(1+v) gk ?k gk kxy (|“8)
Sxy k Fr Gl 1y

et
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{sz} _H {e?cz} (111.9)

Qy2)  20+v) g},
Oui = 1,2 et
£9 = &3, + vey, £9 =gy, +vey,

ky = ky +vky,  ky, =ky, + vk,

N = Max T VNyy Ny = Nyy + Vg,

Dans (Egs.111.7-9),N,,N,, et N, et M,, M, et M,, sont les composantes de base
des efforts et des moments résultants; S,,S,,et Sy, sont les efforts supplémentaires
couplés liés aux effets de cisaillement transversaux ; et Q,, et @,, sont des résultantes
transversales d'effort de cisaillement. Les coefficients Ay, By, Cy, ... €tc. sont définis par :

+h/2
(A BuD = [ E@1.2,7)dz
—h/2
+h/2
{Ckl Fk; Gk} = f—h/Z II)(Z)E(Z){l, z, ¢(Z)} dz

(111.11)
+h/2

(Ar, By, Cp} = f_m a(2)E(Z)T(x,y,2){1,2,¥(2)} dz

+h/2
Hy = f E(2)($(2),,)?dz

~h/2
I11.P1.3. Les équations d’équilibre et stabilité :

Toute I'énergie potentielle d'une plagque soumise a un chargement thermique est définie
comme (Najafizadeh et Heydari (2004)).

V=U,+U,+U, + Uy (11.12)

Ou u,, ,U,,U.etU; sont lI'énergie de déformation de la membrane, énergie de
déformation de la flexion, et 1’énergic de déformation couplée ainsi que 1’énergie de

déformation thermique, respectivement.

L’énergie de déformation pour la plague FGM basée sur le HPT est définie comme

donné ci-dessous dans (Eq.111.13).

1
V= E,UJ [0xx(£xx — @T) + 6,y (£yy — @T) + Oryry + Oys8y, + G184, ]dv (111.13)
v
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Les équations d'équilibre et de stabilite des plaques en FGM peuvent étre dérivées en

utilisant la proche variationel. V est exprimé par la série de Taylor est :
— 12 13
AV = 8V + 8V + 267V + - (11.14)

Les équations d'équilibre peuvent étre dérivées a l'aide du premiére variation de 8V.
Les équations d'équilibre non linéaires liées au HPT sont :
Nyx+Nyyy, =0
Nyyx+ Ny, =0
Mysx +2Myy ey + My + NoW o + Nyw oy, + 2N, W, = 0 (111.15)
Sxxt Sayy = Qx; =0
Siyx+Syy —Qy; =0

Pour établir les équations de stabilité, la condition 52V = 0 employée pour dériver les

équations de stabilité des problemes de flambement des plaques sont également utilisés ici.

La charge externe agissant sur la configuration originale est considérée pour étre la
température de flambement critique de I'équation (§2V = 0) est satisfaisante. Ajouter a cela

I'état d'équilibre stable d'une plaque sous I’effet d’une charge thermique peut étre indiquée par

0

1%, w? 9,% ¢,0).

Les équations de stabilités de la plaque peuvent étre décrites par le critére de 1’équilibre
adjacent. Supposons que 1’état d’équilibre de la plaque FG sous le chargement thermique est

définit en termes des composantes de déplacement(u®, v°,w?, ¢,°, (pyo). Les composantes
de déplacement d’un état adjacent stable différe par(ul,vi,wl, ¢, (Pyl) par rapport a la

position d’équilibre. Ainsi, le déplacement total d’un état adjacent est donné par :
u=u’+ul, @, =@+ ¢;
V=V VL ey =93t ey (111.16)
w=w’+wl!

Yyl 1wl itrai 5 i i
Ou u',v',w ¢1}c et ¢; sont arbitrairement les déplacements de petites augmentations.
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En substituant les équations de stabilité de tous les déplacements ci-dessus donné dans
(Eq.111.16) dans I’équation 8V = 0 et intégrant par parties, et par la suite égalant & zéro

séparément les coefficients(su®, 8 v°, sw°, 8¢,°, 5¢,°).

Les équations de stabilité sont obtenues pour la théorie de déformation de cisaillement comme

suit :
Ni,+Ni,, =0
Ni,,+Nj, =0
Ml 2M1 Ml N@ 1 NO 1 ZNO 1 _ 0 (”Il?)
X,XX + xy,xy + V,yy + aWxx + yWyy + xyWixy =

ShetSky— Q=0
Skyx+S3y—Q3, =0
La ou I’indice « 1 » désigne 1’état de stabilité et « 0 » 1’état de condition d’équilibre.
Les termes N3, Njet N, sont les efforts de pré-flambement résultants qui sont définis
par :

o_ Ar o _ Ar o _
Ny =T, N9=-L N =0 (111.18)

111.P1.4. Solutions exactes pour le flambement thermique des plaques en FGM :

Les plaques rectangulaires sont généralement classées par rapport au support utilisé
(conditions d’appuis). Nous nous intéressons dans ce qui suit a la solution exacte pour le

flambement thermique des plaques en FGM simplement appuyées.

Les conditions aux limites suivantes sont retenues pour la présente théorie de

déformation de cisaillement.
vi=wl=@;=Ni=M;=S;=03ax=0 ,a

1 (111.19)

ul=wl=¢@;=N}=M;=S;=0ay=0,b

En suivant la procédure de la solution de Navier, nous assumons la solution suivante

sous la forme de (u',v',wl, ¢!, ¢;) cela remplit les conditions aux limites,
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ul Urlnn cos(Ax) sin(uy)]

vl V,l,m sin(Ax) cos(uy)
j wil Ymn=13 Wiy sin(Ax) sin(uy) (111.20)
| Px | X1, cos(Ax) sin(uy)
k‘l’;) Y1, sin(Ax) cos(uy)

ol A=mz/a, p=nz/b; m et n sont des nombres de mode ; UL, V1, Wi, X1, etyl.,

ont des parametres arbitraires a déterminés.
En substituant (Eq.111.20) dans (Eq.111.17) on obtient :
[L]{£} =0 (111.21)
Ou {2} est un vecteur donné par :
{Q}' = {Upn, Vit Wit Xins Yo} (111.22)

Ou[L] est une matrice symétrique donnée par:

_L11 L, Ls L. Lg |
L, L Ly Ly Ly
[L]: Ly Ly Lss Ly L
L, Ly Lsy Ly Ly
[Lis Ly L Ly Les

et L,.; =Lg, des éléments de la matrice [L] sont donnés par :

Ly = —Ax[22% + (1 — v)p?]
Ly, = —ApA(1 +v)
Lyz = 24B (4% + p?)

Lis = —Ci[22% + (1 — v)p?]
Lis = —AuCr(1+v)

Ly, = —Ai[(1 —v)2% + 2pu?] (111.23)
Ly = 2uB,(A* + p?)

Lyy = Lys

Lys = —Ci[(1 —v)A% + 2p?]
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L3z = —2(2% + p?)[D(A* + p?) — Ar(1 + V)]
L3y = 2AF (4 + p?)
L35 = 2uF (A% + p?)
Ly = —G[22% + (1 —v)p?] — H (1 - v)
Lys = —ApG(1 +v)
Lss = —G[(1 —v)A% + 2p%] — H, (1 - )

Pour une solution non triviale, le déterminant de la matrice |L| de 1’équation (I11.21)

devrait étre nul.

Cette équation (|L| =0) est énoncée pour la détermination de la charge critique la plus basse.
Dans le suivant, les solutions de I'équation| L| =0 pour les différents types de la charge
thermique sont présentées. La plaque est simplement appuyée dans la flexion et fixée
rigidement dans I'extension. Le changement de température est varié seulement dans la

direction d'épaisseur.

11.P1.5. Flambement thermique des plaques FGM sous une variation de température

uniforme :
La température uniforme initiale de la plaque est T;. La température est d’une maniére

uniforme pour atteindre une valeur finale de température T pour la quelle la plaque flambe.

La variation de températureest AT =Ty —T;.

En Substituant I’équation (Eq.111.23) dans I’équation|L| =0, la variation de température
critique de flambement AT en utilisant les théories de déformation de cisaillement est

obtenue comme suit :

_ m?(m%s?+m?)[P1a?(1-v)+Pn? (n?s2+m?))

AT = a?Ar(1+v)[P1a2(1-v)+P, w2 (n2s2 +m?)] (111.24)
ou Py = AgHy, Py =2(AxGy — CP)
Py = P.D; — BiH,
Py = PyDy — 24, F§ — 2B (ByGy — 2F,Cy) (111.25)

+h/2
Ap = f a(z)E(z)dz,s = a/b
~h/2
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la temperature critique de flambement T,., est la plus petite valeur du A T qui est obtenu
quand m = 1etn = 1. Par conséquent,

_ (s + D[P1a’(1 - v) + P, (s? +1)]

_ (111.26)
a?Ar1(1+v)[P1a%2(1 —v) + P,m2(s% + 1)]

TCT
Pour la théorie classique de la plaque (CPT), la température critique de flambementT,.
donnée par :

. 7% (s® + 1)(Ax Dy — By) (111.27)
T a2l A (1 +v)

I11.P1.6. Flambement thermique des plaques FGM soumise a une variation de

température graduée a travers |'épaisseur :

Pour une plague de FGM, le changement de température n'est pas uniforme. La
température varie selon la loi de variation de puissance. Habituellement, la température
s'éleve beaucoup plus haut sur le c6té en céramique que cela dans le c6té en métal de la

plaque. Dans ce cas, la température par I'épaisseur est donné par
T(z) = ATVP + T, (111.28)

Ou T, est la température de la surface riche en métal et le Sest I'exposant de loi de puissance
(0 <B<).

Semblable au cas précédent de chargement, résolvant I'équation| L| =0, la différence de
la température de flambement AT=T (h/2) —T (—h/2) utilisant les théories de la plaque de
déformation de cisaillement peuvent étre déterminées, et alors nous pouvons obtenir la

température critique de flambement T, comme :

_ m%(s2+41)[P1a?(1-v)+ P2 (s2+1)] TmAT1

cr a?Ap;(1+v)[P1a2(1-v)+ P2 (s2+1)] A (|||29)
ou
Arp = ff,f’/zza(Z)VBE(Z)dz (111.30)

En outre, la température critique de flambement T, pour la théorie classique de la
plaque, est déduit comme :
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T = 7% (s*+1)(AkDk—Bx) _ TmAri (11.32)
cr azAkAT2(1+v) Ar2

Notez que la valeur de S =1 représente une variation linéaire de la température a
travers I'épaisseur. Tandis que pour des valeurs de £ qui différent de l'unité nous aurons une

variation non linéaire de la température a travers I'épaisseur.

111.P1.4. Conclusion :

Dans cette partie, 1’analyse du flambement thermique des plaques épaisses
fonctionnellement graduées FGM simplement appuyées sous chargement thermique
uniforme, linéaire et non linéaire est présentée en utilisant la théorie de déformation de
cisaillement d'ordre élevé basée sur différentes formes de fonction (parabolique,
exponentielle, sinusoidale, hyperbolique, ...etc.). Les présentes théories prennent en compte
I’effet de cisaillement transversal et donnent une distribution correcte des contraintes de

cisaillement transversales suivant 1’épaisseur de la plaque.
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Analyse du Flambement Thermique des Plaques Epaisses en FGM

Deuxieme partie: Validation et comparaison des résultats

I11.P2.1. Introduction :

L’intérét de ce chapitre est de présenter les résultats numériques pour valider le modele
proposé et vérifier l'exactitude de la présente théorie (la théorie de déformation de
cisaillement a ordre élevé (HPT)) a base des différentes formes de fonction de gauchissement
P (z) (parabolique, exponentielle, sinusoidale, hyperbolique, ...etc.) qui permet d’une part de
prendre en compte le cisaillement transverse dans 1’étude et 1’analyse de [I’instabilité
thermique des plaques épaisses en FGM simplement appuyée.

Dans cette section en basant sur le développement présenté dans le chapitre précédent.
La théorie présentée est variationelle, elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement,
et donne une description correcte de la contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en

remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres.
111.P2.2. Résultats numériques :

Dans cette partie, différents exemples numériques sont présentés et discutés pour
vérifier 1’exactitude et I’efficacité des présentes théories pour prédire la variation de
température critique de flambement des plagues en matériaux a gradient de propriétés (FGM)
simplement appuyées sous une variation de température uniforme, linéaire et non linéaire a
travers 1’épaisseur.

Afin de valider les résultats, une comparaison avec les travaux connus dans la
littérature scientifique a été réalisée.

Dans le but d’obtenir des résultats numériques, une plaque fonctionnellement graduée
composée d’ Aluminium et d’ Alumina (Al/Al203) est considéree.

Les propriétés matérielles utilisées dans les exemples numériques, étaient les suivantes :

v Metal E,, =0,7.105 [MPa],v,, = 0.3, a,, = 23x107°[°C1],
v Céramique E. = 3,8.10° [MPa],v.=0.3,a, = 7.4x107¢[°C™1],

La theorie présentée en ce chapitre est vérifiée par les exemples du plaque carré (a/b =1), qui
était considéré par (Javaheri (2002), Bouiadjra et Al (2012) et Akavci (2014)).
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En basant sur différentes formes de fonction (tableau. 111.P1. 1), Les résultats obtenus et les
courbes d’étude ont été confrontés et comparés avec ceux de la littérature. On essayera dans
ce chapitre de décrire la relation entre la présente théorie de déformation de cisaillement
(HPT : noter par F3) et les differentes théories de déformation de cisaillement a ordre élevé et

du premier ordre (FPT) et la théorie classique pour les plaques (CPT).

Nous considérons les différentes formes de fonction de gauchissement qui permet d’une part
de prendre en compte le cisaillement transverse, et d’autre part d’en approcher la forme de

distribution suivant 1’épaisseur.

Pour les variations de température linéaire et non linéaire a travers 1’épaisseur, la température

augmente de 5°C dans la surface de la plaque riche en métal T,,, = 5°C.
111.P2.2.1 Etude comparative :

Tableau 111.P2.1 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p et le rapport de dimension a/b pour une variation uniforme de
température et a/h=100.

o a/h=100

p Théories alb =1 alb =2 a/b =5
F3(HPT) 17.0894 42.6876 220.6729

o  Reddy(2000) 17.0894 42.6875 220.6706
FPT 17.0894 42.6875 220.6704
CPT 17.0991 42,7477 222.2883
F3(HPT) 7.9400 19.8359 102.6365

1 Reddy(2000) 7.9400 19.8358 102.6356
FPT 7.9400 19.8358 102.6355
CPT 7.9437 19.8594 103.2690
F3(HPT) 7.4634 18.6365 96.1183

10 Reddy(2000) 7.4634 18.6366 96.1213
FPT 7.4644 18.6427 96.2820
CPT 7.4692 18.6731 97.1005

Dans le tableau 111.P2.1 la variation de la température critique de flambement obtenue par la
présente méthode de déformation de cisaillement sinusoidale est comparée avec celle qui est
basée a la fois sur la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FPT) et la
théorie classique des plaques (CPT) d’une part et les travaux de Reddy (2000) qui sont basé
sur la theorie de déformation de cisaillement parabolique. Pour cela, une variation uniforme
de température a été retenue. A partir de ce tableau, il est clair que les résultats ont une trés

grande concordance.
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Tableau 111.P2. 2 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p et le rapport de dimension a/b pour une variation linéaire de
température et a/h=100.

o a/h=100

p Théories alb =1 [ alb =2 [ a/b =5
F3(HPT) 24.1789 75.3753 431.3459

0 Reddy(2000) 24.1789 75.3751 431.3412
FPT 24.1789 75.3751 431.3409
CPT 24.1982 75.4955 434.5767
F3(HPT) 5.5138 27.8242 183.1140

1 Reddy(2000) 5.5138 27.8242 183.1123
FPT 5.5138 27.8242 183.1122
CPT 5.5209 27.8683 184.3002
F3(HPT) 4.3653 24.1648 161.4674

10 Reddy(2000) 4.3653 24.1650 161.4729
FPT 4.3670 24.1757 161.7575
CPT 4.3757 24.2297 163.2080

Dans le tableau 111 P2.2, une autre étude comparative est conduite pour 1’évaluation de la
température critiqgue de flambement entre la présente théorie et ceux de la littérature. La

plaque est sujette a une variation linéaire de température a travers 1’épaisseur.

A partir de ces résultats, on constate 1’existence d’une grande concordance.

Tableau 111 P2.3 : Temperature critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p, le rapport de dimension a/b et de I’exposant de température 8 pour

une variation non linéaire de température et avec a/h=10.

a/h=10
p Théories alb =1 alb =3
B =2 | B =5 B =2 | B =5
F3(HPT) 48414 9.6829 20.0164 40.0328
0 Reddy (2000) 4.8410 9.6821 20.0066 40.0133
FPT 4.8408 9.6817 19.9919 39.9838
CPT 5.1147 10.2294 25.6336 51.2673
F3(HPT) 2.1068 4.3182 8.9711 18.3880
1 Reddy (2000) 2.1066 4.3179 8.9673 18.3802
FPT 2.1065 4.3178 8.9615 18.3684
CPT 2.2072 45241 11.0921 22.7355
F3(HPT) 1.6766 2.8844 6.5362 11.2448
10 Reddy (2000) 1.6770 2.8851 6.5402 11.2515
FPT 1.6974 2.9202 6.8510 11.7862
CPT 1.8092 3.1126 9.0951 15.6470
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Tableau 111.P2.4 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p, le rapport de dimension a/b et de I’exposant de température § pour

une variation non linéaire de température et avec a/h=5.

a’h=5
p Théories alb =1 alb =3
B =2 | B =5 B =2 | B =5
F3(HPT) 16.7416 33.4833 48.6540 97.3080
0 Reddy (2000) 16.7353 33.4706 48.5388 97.0776
FPT 16.7270 33.4541 48.1978 96.3955
CPT 20.5039 41.0078 102.5796 205.1592
F3(HPT) 7.4586 15.2878 22.9714 47.0843
. Reddy (2000) 7.4561 15.2827 22.9214 46.9819
FPT 7.4529 15.2762 22.7734 46.6785
CPT 8.8709 18.1827 44.4106 91.0281
F3(HPT) 5.5369 9.5255 14.3554 24.6965
10 Reddy (2000) 5.5400 9.5308 14.3463 24.6810
FPT 5.7630 9.9144 15.7723 27.1342
CPT 7.2736 12.5134 36.4172 62.6510

En plus, dans les tableaux (111.P2.3 et 111.P2.4) une autre comparaison intéressante entre les
résultats de la présente théorie et ceux de la solution analytique développée par Reddy (2000),
et celle de FPT et CPT. Ces tableaux présentent la différence de température critique pour
différentes valeurs du rapport (a/b), de I’exposant de températuref, et de I’indice de
puissance p sous un chargement de température non linéaire (a/h=5 et a/h=10).

Ces tableaux indiquent que nos résultats sont trés satisfaisants.

Dans les tableaux 111.P2.5 et 111.P2.6, I11.P2.7, une autre étude comparative est conduite pour
I’évaluation de la température critique de flambement entre la présente théorie (HPT) a base
des différentes formes de fonction de gauchissement (z) (parabolique, exponentielle,
sinusoidale, hyperbolique, ...etc., Noter de F1, F2,...., F13) et ceux de la littérature (Bouiadjra
et Al, (2012), Javaheri (2002), Akavci (2014)). La plaque épaisse en FGM est sujette a une
variation uniforme (tableau 111.P2.5), linéaire (tableau I11.P2.6) et non linéaire (tableau

[11.P2.7) de température a travers 1’épaisseur.

Utilisant les rapports ,a/h = 10,a/b = 1 et p=0, on remarque I’existence d’une grande
concordance entre les résultats de la présente théorie a base des différentes formes de
fonction ¥ (z) et ceux de (Bouiadjra et Al, (2012), Javaheri (2002), Akavci (2014)).une
déviation insignifiante a été notée dans la forme de fonction marquée comme F4. 1l est noté
I’évaluation de la température critique de flambement T¢r augmente avec 1’augmentation du
rapport (a/b), et elle diminue avec 1’augmentation de rapport (a/h), prouvant que 1’effet des

formes de fonction est inversement proportionnel a 1’épaisseur de plaque.
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Tableau I11.P2.5 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p et le rapport de dimension a/b pour une variation uniforme de
température et (a/h=5, a/h=10 et m=n=1).

alh=5 alh=10

p | Source alb=1 | alb=2 | alb =5 alb=1 | ab=2 | ab=5
B-2012 1618.680
3-2002 1617.484
AK-2014 1618.750

F1  5583.442 10959.448 23192.800 1618.681 3747312  12872.652

F2  5583.442 10959.448 23192.800 1618.681 3747312  12872.652

F3 5585559 10971.195 23351.112 1618.820  3748.159  12891.308

F4  5621.881 11128.293 24554.451 1621.682  3764.011  13119.689

o F5 5583426 10959.286 23189.151 1618.681  3747.307  12872.361

F6  5587.882 10970.575 23065.303 1619.120  3749.487  12883.915

F7  5590.910 10995.856 23580.381 1619.225 3750450  12928.084

F8  5591.659 10999.186 23608.379 1619.283  3750.774  12932.982

F9  5591.659 10999.186 23608.379 1619.283  3750.774  12932.982

F10  5583.400 10958.981 23181.701 1618.681  3747.302  12871.799

F11  5591.409 10983.034 23086.289 1619.429 3751109  12900.319

F12  5584.615 10966.460 23297.570 1618.752  3747.766  12884.026

F13  5583.510 10960.024 23204.664 1618.684  3747.333  12873.662
B-2012 758.390
3-2002 757.891
AK-2014 758.424

F1 2671531 5398.066 12201.408 758.395  1775.555 6406.862

F2 2671531 5398.066 12201.408 758.395  1775.555 6406.862

F3  2672.409 5403.230 12280.777 758.450  1775.899 6415.235

F4  2687.462 5472.168 12882.413 759.588  1782.344  6517.540

, F5 2671524 5397.995 12199.578 758.395  1775.553 6406.732

F6  2673.373 5402.958 12137.451 758.570  1776.440 6411.918

F7  2674.629 5414.066 12395.630 758.611  1776.831 6431.733

F8  2674.939 5415.529 12409.648 758.634 1776963  6433.930

FO  2674.939 5415.529 12409.648 758.634  1776.963 6433.930

F10 2671514 5397.861 12195.841 758.395 1775551 6406.479

F11  2674.835 5408.433 12147.980 758.692  1777.099 6419.278

F12 2672.017 5401.149 12253.939 758.423 1775.740 6411.967

F13 2671559 5398.320 12207.357 758.396  1775.563 6407.316
B-2012 692.690
3-2002 692.519
AK-2014 692.570

F1 2276788 4205.548 7964.373 692.694  1562.032  4840.685

F2  2276.788 4205.548 7964.373 692.694  1562.032  4840.685

F3 2275519 4203.601 8011.792 692.544  1561.350  4839.654

F4  2290.659 4265.870 8477.768 693.799  1568.105  4929.058

o F5 2276857 4205.716 7963.455 692702  1562.066  4840.864

F6 2285447 4231.109 7961.675 693.549  1566.244 4871915

F7 2276487 4209.521 8092.708 692597  1561.714  4849.198

F8  2276.720 4210.599 8103.084 692.615  1561.814  4850.812

FO  2276.720 4210.599 8103.084 692.615  1561.814  4850.812

F10  2277.006 4206.087 7961.620 692.717  1562.141 4841265

F11  2286.626 4234.654 7962.595 693.664  1566.815  4876.290

F12 2275691 4203.457 7994.618 692570  1561.457  4838.988

F13  2276.584 4205.060 7967.439 692.672  1561.928  4840.175
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Tableau 111.P2.6 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p et le rapport de dimension a/b pour une variation linéaire de
température et (a/h=5, a/h=10 et m=n=1et T,, = 5°).

> [source alh=5 alh=10
alb=1 alb =2 alb =5 ab=1 | ab=2 a/b =5

B-2012 3227.360
3-2002 3224.968
AK-2014 3227.510

F1  11156.885 21908.895 46375.601 3227.364 7484624 25735303

F2  11156.885 21908.895 46375.601 3227.364 7484624  25735.303

F3 11161117 21932.391 46692.225 3227.640 7486319  25772.617

F4  11233.762 22246.586 49098.902 3233.365 7518023  26229.378

o F5 11156852 21908.572 46368.301 3227.363 7484616  25734.721

F6  11165.765 21931.151 46120.607 3228.241 7488976  25757.830

F7  11171.821 21981.711 47150.762 3228.451 7490.901  25846.167

F8  11173.319 21088.372 47206.759 3228.567 7491550  25855.963

F9  11173.319 21988.372 47206.759 3228.567 7491550  25855.963

F10  11156.801 21907.961 46353.401 3227.364 7484605  25733.597

F11  11172.819 21956.069 46162.578 3228.859 7492219  25790.637

F12  11159.229 21922.920 46585.139 3227.506 7485533  25758.051

F13  11157.020 21910.049 46399.328 3227.368 7484667  25737.324
B-2012 1412.960
3-2002 1412.023
AK-2014 1413.020

F1  5000.989 10114514 22873.951 1412.968 3320615  12006.476

F2  5000.989 10114.514 22873.951 1412.968 3320615  12006.476

F3  5002.635 10124.198 23022.805 1413.071 3321261  12022.180

F4  5030.867 10253.490 24151.154 1415.205 3333348 12214.049

, F5 5000976 10114.380 22870.518 1412.967 3320612  12006.231

F6  5004.443 10123.687 22754.003 1413.295 3322275  12015.958

F7  5006.798 10144.520 23238.207 1413.373 3323.009  12053.121

F8  5007.381 10147.264 23264.499 1413.416 3323257  12057.241

F9  5007.381 10147.264 23264.499 1413.416 3323257  12057.241

F10  5000.956 10114.129 22863.511 1412.968 3320.608  12005.758

F11  5007.186 10133.956 22773.750 1413.525 3323512 12029.762

F12 5001901 10120.295 22972.472 1413.021 3320962  12016.051

F13  5001.042 10114.989 22885.109 1412.969 3320631  12007.327
B-2012 1218.630
3-2002 1218.328
AK-2014 1218.420

F1 4025755 7443.641 14104519 1218.639 2750160  8569.143

F2 4025755 7443.641 14104519 1218.639 2750160  8569.143

F3  4023.504 7440.189 14188.549 1218.372 2757.952 8567.316

F4 4050334 7550.535 15014.289 1220.596 2760.923  8725.746

F5 4025876 7443.938 14102.892 1218.652 2759.221  8569.461

0 k6 4041.009 7488.936 14099.738 1220.154 2766.624 8624.486

F7 4025220 7450.681 14331.938 1218.467 2758.597 8584.229

F8 4025632 7452.592 14350.324 1218.498 2758774  8587.089

F9 4025632 7452.592 14350.324 1218.498 2758774  8587.089

F10  4026.140 7444595 14099.641 1218.680 2750.354  8570.171

F11  4043.188 7495.218 14101.369 1220.358 2767.635  8632.239

F12  4023.810 7439.935 14158.116 1218.418 2758.142 8566.137

F13 4025392 7442.776 14109.953 1218.600 2758976  8568.240
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Tableau 111.P2.7 : Température critique de flambement T¢r d’une plaque FG en fonction de
I’indice de puissance p, le rapport de dimension a/b et de I’exposant de température § pour

une variation non linéaire de température et avec (a/h=5, a/h=10 et m=n=1et T,, = 5°c).

a’/h=5 a/h=10
Source a/b=1 a/b=5 a/b=1 a/b=5
p B=2 B=5 B=2 B=5 B =2 =5 g =2 L=5
B-2012 16730.0  33470.0 4840.0 9680.0
Z-2010 167416  33483.3 4841.4 9682.9

AK-2014 16738.8  33477.7 --- --- 4841.2 9682.5 --- ---
F1 16735.3  33470.6 69563.4 139126.8 4841.0 9682.0 38602.9  77205.9
F2 16735.3  33470.6 69563.4 139126.8 4841.0 9682.0 38602.9  77205.9
F3 16741.6  33483.3 70038.3 140076.7 4841.4 9682.9 38658.9  77317.8
F4 16850.6 ~ 33701.2 73648.3 147296.7 4850.0 9700.0 39344.0 78688.1
FS5 16735.2  33470.5 69552.4 139104.9 4841.0 9682.0 38602.0 77204.1

0 F6 16748.6  33497.2 69180.9 138361.8 4842.3 9684.7 38636.7 77273.4

F7 16757.7 335154 70726.1 141452.3 4842.6 9685.3 38769.2  77538.5

F8 16759.9  33519.9 70810.1 141620.3 4842.8 9685.7 38783.9  77567.8

F9 16759.9  33519.9 70810.1 141620.3 4842.8 9685.7 38783.9  77567.8

F 10 16735.2  33470.4 69530.1 139060.2 4841.0 9682.0 38600.4  77200.7

F11 16759.2  33518.4 69243.8 138487.7 4843.2 9686.5 386859  77371.9

F12 16738.8  33477.6 69877.7 139755.4 4841.2 9682.5 38637.0 77274.1

F 13 167355  33471.0 69598.9 139198.0 4841.0 9682.1 38605.9 77211.9
B-2012  7450.0 15280.0 --- --- 2100.0 4310.0 --- ---
Z-2010 7458.6 15287.8 --- --- 2106.8 4318.2 --- ---

AK-2014  7457.5 15285.6 --- --- 2106.7 4318.1 --- ---
F1 7456.1 15282.8 34103.5 69901.7 2106.6 4317.9 17900.8  36691.1
F2 7456.1 15282.8 34103.5 69901.7 2106.6 4317.9 17900.8  36691.1
F3 7458.5 15287.8 34325.5 70356.5 2106.7 4318.2 179242 36739.1
F4 7500.6 15374.1 36007.7 73804.7 2109.9 4324.7 18210.3 373255
F5 7456.1 15282.7 34098.4 69891.2 2106.6 4317.9 17900.4  36690.4
F6 7461.2 15293.3 33924.7 69535.1 2107.1 4318.9 179149  36720.1
F7 7464.8 15300.5 34646.6 71014.8 2107.2 4319.1 17970.3  36833.7
F8 7465.6 15302.3 34685.8 71095.1 2107.3 4319.3 17976.5 36846.3
F9 7465.6 15302.3 34685.8 71095.1 2107.3 4319.3 179765  36846.3

F 10 7456.0 15282.7 34088.0 69869.7 2106.6 4317.9 17899.7  36689.0
F11 7465.3 15301.7 33954.1 69595.4 2107.4 4319.6 179355  36762.3
F12 7457.5 15285.6 34250.4 70202.7 2106.7 4318.1 179151 36720.4
F 13 7456.2 15282.9 34120.2 69935.8 2106.6 4317.9 17902.1  36693.7

B-2012  5540.0 9530.0 --- --- 1670.0 2880.0 --- ---

Z-2010 5536.9 9525.5 --- --- 1676.6 2884.4 --- ---

AK-2014  5537.3 9526.2 --- --- 1676.7 2884.5 --- ---
F1 5540.0 9530.8 19409.8 33392.1 1677.0 2885.0 11792.3  20287.2
F2 5540.0 9530.8 19409.8 33392.1 1677.0 2885.0 11792.3  20287.2
F3 5536.9 9525.5 19525.5 33591.0 1676.6 2884.4 11789.8  20282.9
F4 5573.8 9589.0 20661.8 35545.9 1679.7 2889.7 12007.9  20658.0
F5 5540.1 9531.1 19407.6 33388.2 1677.0 2885.1 11792.8  20287.9
F6 5561.1 9567.2 19403.2 33380.7 1679.1 2888.6 11868.5 20418.2
F7 5539.2 9529.6 19722.8 33930.5 1676.7 2884.6 11813.1  20322.9
F8 5539.8 9530.5 19748.1 33974.0 1676.8 2884.7 11817.0  20329.7
F9 5539.8 9530.5 19748.1 33974.0 1676.8 2884.7 11817.0  20329.7
F 10 5540.5 9531.7 19403.1 33380.5 1677.0 2885.1 11793.8  20289.6
F11 5564.0 9572.1 19405.5 33384.6 1679.3 2889.1 11879.2  20436.6
F12 5537.3 9526.2 19483.6 33519.0 1676.7 2884.5 11788.2  20280.1
F13 5539.5 9530.0 19417.3 33404.9 1676.9 2885.0 117911 20285.1

10
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111.P2.2.2. Etude paramétrique

Dans cette section, afin d’étudier les effets des différents paramétres de la plaque et du
chargement thermique sur la réponse de la plaque en terme de température critique de

flambement, divers résultats sont présentés sur les figures 111.P2-1 a 111.P2-3.

La variation de la température critique de flambement T d’une plaque FG AI/AL2O3
simplement appuyée et soumise a trois différents chargements thermiques est illustrée aux
figures 111.P2-1 a 111.P2-3 en fonction de I’indice de puissance p, du rapport (a/h) et du

rapport de dimension (a/b) respectivement.

A partir de ces figures, on constate que la température critique de flambement T¢r augmente
rapidement avec 1’augmentation de la valeur p, ainsi quand p > 5 , le rapport (a/h) est

constant et avec un rapport (a/b) variable.

Les différentes formes de fonction n’exercent pas un effet significatif sur ce comportement
ou les courbes obtenues en employant F3, F10, F12, et F13 qui peuvent étre clairement vus
dans (Figure 111.P2 .1 a).

Pour p=0 (plaque entiérement en céramique) la température critique de flambement T¢r prend

des valeurs trés important par rapport a un indice p > 10 (plaque entierement en céramique).

Aussi, il est a noter que la différence de température critique de flambement T¢r décroit avec
I’augmentation des valeurs du rapport (a/h) et inversement par rapport au rapport de
dimension (a/b).

Dans la (Figure 111.P2.1 b) il peut étre clairement vu dont I’augmentation du rapport (a/h),
indépendamment de la valeur de p, donc les courbes a approchez asymptotiquement a zéro,
qui est conforme au fait que les plaques minces ont plus bas résistance pendant le changement

de température.

La température critique de flambement T. de la plaque entierement en céramique est
supérieure a celle en FGM. Ceci s’explique par le faite que, la plaque en céramique est plus

rigide que les autres dans un environnement thermique.

Les différences entre les types de chargement décroissent avec 1’augmentation de (a/h) parce

que la plaque devient de plus en plus mince.
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Figure 111.P2.1(a): Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de température uniforme, d’une plaque FG (a/h=10) en fonction de I’indice de
puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/b) et pour différentes formes de fonction
(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.1 (b) : Différence de température critique de flambement T, due a une

variation de température uniforme, d’une plaque FG (a/b=1) en fonction de I’indice de

puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/h) et pour différentes formes de fonction

(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.2 (a) : Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de température linéaire, d’une plaque FG (a/h=10) en fonction de I’indice de

puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/b) et pour différentes formes de fonction

(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.2 (b) : Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de température linéaire, d’une plaque FG (a/h=5) en fonction de I’indice de
puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/b) et pour différentes formes de fonction
(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.2 (c) : Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de température linéaire, d’une plaque FG (a/b=1) en fonction de I’indice de
puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/h) et pour différentes formes de fonction

(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.2 (d) : Différence de température critique de flambement T, due a une

variation de temperature linéaire, d’une plaque FG (a/h=5, a/h=10, a/b=1) en fonction de

différentes valeurs de I’indice de puissance p et pour différentes formes de fonction

(F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.3 (a) : Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de température non linéaire, d’une plaque FG (a/h=10,8 = 3) en fonction de
I’indice de puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/b) et pour différentes formes
de fonction (F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.3 (b) : Différence de température critique de flambement T, due a une
variation de temperature non linéaire, d’une plaque FG (a/b=1,8 = 3) en fonction de I’indice
de puissance p et pour différentes valeurs du rapport (a/h) et pour différentes formes de
fonction (F3, F10, F12, F13).
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Figure 111.P2.3 (c) : Différence de température critique de flambement T, due a une

variation de température non linéaire, d’une plaque FG (a/h=10, a/b=1) en fonction de

I’indice de puissance p et pour différentes valeurs de () et pour différentes formes de

fonction (F3, F10, F12, F13).
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La variation de la température critique de flambement T¢r en fonction des rapports (a/h) est
(a/b) d’une plaque FG sollicitée par différents chargement thermique est indiquée sur les
figures 111.P2-1 a 111.P2-3. 1l est a constaté que mise a part le type de chargement, la
difféerence de température critique de flambement T¢ décroit avec I’augmentation des
valeurs du rapport (a/h) et la réduction des valeurs du rapport (a/b). En plus, les valeurs de

Ter augmentent avec celles du parametre du non linéarité g.

Figure 111.P2.3. Prouve qu’avec une variation de température non-linéaire, les valeurs de la
température critique de flambement T augmentent et pour la valeur p=0. Pour de plus
grandes valeurs de p, les courbes de la variation de la température critique augmentent
legerement plus lentement, quand p=5 ou p=10. Pour la valeur B > 6 , les courbes

commencent a aller dans les différentes directions et leur séparation est clairement vue.

111.P2.3. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse du
flambement thermique des plaques FGM sous chargement thermique. La stabilité au
flambement thermique des plaques fonctionnellement graduées sujettes aux variations de
température uniforme, linéaire et non linéaire a travers 1’épaisseur a été étudiée sur la base de
la théorie de déformation de cisaillement d’ordre supérieur et la théorie non linéaire de Von
Karman. Les propriétés matérielles de la plaque fonctionnellement graduée sont supposees
étre variées d’une facon continue a travers 1’épaisseur selon une loi de distribution
polynomiale de la fraction volumique des constituants. Une trés bonne corrélation a été
trouvée entre les résultats de la présente méthode et ceux de la littérature. Plusieurs études
paramétriques ont été menées pour montrer les effets des différents paramétres sur la
température critique de flambement.

Finalement, il est a noter que la solution proposée est non seulement fiable mais aussi
une approche facile pour simuler le comportement au flambement des plaques FG.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Basé sur les résultats présentés, il peut conclure que les différentes formes de fonction
données dans le tableau Il soient acceptables pour I'analyse et I’étude de la stabilité au
flambement thermiques des plaques épaisses en FGM. Les résultats obtenus par la procédure
analytique élaborée sont presque identiques avec les résultats donnés dans la littérature. Les
différentes formes de fonctions ont un effet significatif plus grand dans les plaques épaisses
en FGM et donnent une description correcte de la contrainte de cisaillement a travers
I’épaisseur de la plaque. Ce travail montre que la fraction de volume des constituants de
métal/céramique et le rapport (a/b), ont un effet sensiblement plus grand sur la résistance
thermique on utilisant la théorie de déformation a ordre supérieur. On lui montre également
que les plus grandes valeurs de la température critique se produisent quand la valeur du
parameétre (p) est basse, alors que la température critique de flambement diminue ou
disparaissent completement avec l'augmentation de la valeur (p). Aussi, la température
«Tcr» diminue avec 1’accroissement du rapport (a/h) et inversement par rapport au rapport
(a/b).

L’étude paramétrique menée a démontrée que la géométrie de la plaque représentée par
rapports d’épaisseur, le type de la charge thermique ainsi que le parametre du non linéarité
thermique ont une trés grande influence sur la température critiqgue de flambement. Le
mélange de la céramique et de métal avec variation continue de la fraction volumique peut
éliminer les problemes d'interface des plaques sandwiches et les distributions des contraintes

sont ainsi lisses.

Toutes les études comparatives ont démontrées que les charges critiques de flambement
obtenues en utilisant la présente théorie d’ordre élevé et les autres théories de déformation de
cisaillement sont presque identiques. Par conséquent, on peut dire que la théorie proposée est

précise et simple pour résoudre les problémes d’instabilité des plaques FGM.

Dans l'application de technologie, 1’étude de ce phénomeéne est trés essentielle pour
choisir des paramétres de matériau appropriés pour s’assurer que ces plaques FGM ne remet

pas l'intégrité structurale en question une fois soumise a champ de température élevé.

En perspective, il est prévu d’appliquer la présente théorie d’ordre élevé qui n'exige pas
de facteur de correction de cisaillement pour le calcul de différentes formes de structures et

des plaques fonctionnellement graduées sous la combinaison des différents types de
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chargement (mécanique, thermique, hygrothermique, vibratoire) et en tenant compte les

changements dans les propriétés matérielles des matériaux constitutives da a la température.

Finalement, cette étude peut servir comme une base de données pour les futurs
chercheurs dans le but de développer et d’approfondir les connaissances dans le domaine
d'utilisation des matériaux a gradient de propriétés (FGM) pour les applications dans les

domaines civils.
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