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Résumeé

Dans ce mémoire, nous présenterons I'analyse des vibrations libres d'une plaque FG reposant
sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak-Kerr, en utilisant la théorie d'ordre élevé
pour étudier I'effet couplé de ces fondations variables, supposées avoir deux parameétres
variantes simultanément. Les résultats de I'analyse des vibrations libres de la plaque FG seront
exposeés. L'objectif de ce mémoire est de présenter et de discuter les résultats de I'analyse des
vibrations naturelles des plaques FGM en prenant en compte I'effet de la porosité. Trois profils
de distribution de la porosité en gradient fonctionnel pour les plaques FGM, a savoir la
distribution uniforme (UD) et non-uniforme, logarithmique- non uniforme, seront analysés afin

d'évaluer I'effet de cette dispersion.

Mots clés : Vibration libre; Matériaux fonctionnellement graduées; Porosité; Principe
d’Hamilton ; Fondation Elastique.



Abstract

In this thesis, we present the analysis of the free vibrations of an FG plate resting on a
Winkler-Pasternak-Kerr type elastic foundation, using a higher-order theory to study the
coupled effect of these variable foundations, assumed to have two parameters varying
simultaneously. The results of the free vibration analysis of the FG plate will be presented. The
objective of this thesis is to present and discuss the results of the natural vibration analysis of
FGM plates by taking into account the effect of porosity. Three functional gradient porosity
distribution profiles for FGM plates, namely uniform, non-uniform, and logarithmic non-

uniform distributions, will be analyzed to evaluate the effect of this dispersion.

Keywords: Free vibration; Functionally graded materials; Porosity; Hamilton’s principle;

Elastic foundation.
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Introduction générale

Introduction générale

Ces derniéres années, le monde industriel a connu un développement notable, porté par les
avancées scientifigues qui permettent de concevoir de nouveaux procédes et
techniquessoutenant évolution industrielle. Les matériaux constituent un axe principal de
recherche etinnovation, car toute piece, composant ou structure repose essentiellement sur les
matériauxutilisés. Par conséquent, innovation dans ce domaine contribue a une révolution dans

lemonde de la construction et de I’ingénierie.

Une nouvelle catégorie de matériaux est apparue, connue sous le nom de « matériaux a
gradient de propriétés » (Functionally Graded Materials - FGM). En 1984, les Japonais ont
introduit pour la premiere fois cette nouvelle philosophie de matériaux intelligents capables de
résister a des gradients de température trés importants. Depuis, des recherches sur les FGM sont

activement menées dans différents pays a travers le monde.

Ce sont des matériaux composites hétérogenes a 1’échelle macroscopique, généralement
constitués d’un mélange de métal et de céramique. Ces matériaux se caractérisent par une
variation progressive de la composition volumique a travers leur épaisseur, ce qui entraine un
changement continu des propriétés mécaniques d’une face a I’autre. Cette particularité élimine
les problémes liés aux interfaces traditionnelles et réduit les concentrations de contraintes
thermiques, ce qui les rend idéaux pour une utilisation dans des environnements a haute
température tels que 1’aéronautique, 1’espace, les réacteurs nucléaires et 1’automobile,Ces
matériaux sont largement utiliseés dans divers domaines tels que la mécanique, le génie civil, ce
qui a conduit au développement de modeles de calcul précis pour analyser la réponse des
plaques fabriquées a partir de ces matériaux. Ces modeles reposent sur différentes théories

d’analyse des plaques, notamment :

- La théorie classique des plaques (Classical Plate Theory - CPT), qui néglige les effets de

cisaillement transverse et est précise uniqguement pour les plagues minces.

- La théorie de déformation de cisaillement de premier ordre (First-Order Shear Deformation
Theory - FSDT), qui prend en compte les effets de cisaillement transverse mais nécessite un

facteur de correction de cisaillement.
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- Les théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé (Higher-Order Shear Deformation
Theories - HSDT), qui offrent une plus grande précision sans besoin de facteurs de correction,

mais sont plus complexes au niveau des équations.

Pour surmonter la complexité des théories HSDT, une théorie simplifiée appelée «théorie
raffinée des plaques » (Refined Plate Theory - RPT) a été développée. Elle utilise seulement
deux variables et integre les effets de cisaillement sans nécessiter de facteurs de correction, ce

qui la rend a la fois pratique et precise.

Lors de la conception des matériaux a gradient fonctionnel (FGM), il est crucial de
déterminer la répartition des composants, comme le métal et la céramique, a travers 1’épaisseur
pour atteindre la performance souhaitée. Plusieurs méthodes existent, notamment le gradient
exponentiel (E-FGM), le gradient sigmoide (S-FGM) et le gradient de la loi de puissance (P-
FGM). Le gradient exponentiel permet une transition rapide ou lente mais peut causer des
concentrations de contraintes, tandis que le gradient sigmoide offre une transitiondouce
réduisant ces concentrations. Le modele P-FGM, utilisé dans cette étude, est le plus courant
grace a sa flexibilité et sa facilité a contréler la distribution des composants, assurant une
transition fluide des propriétés et une réduction des contraintes. Il permet aussi d’intégrer des
effets comme la porosité liée a la fabrication, ce qui est essentiel pour étudier le comportement
mécanique réel des matériaux. Pour ces raisons, le modele P-FGM a été choisi pour sa précision
et sa capacité a représenter ’impact de la porosité sur la performance globale des structures

fabriquées.

Cependant, le processus de fabrication de ces matériaux peut entrainer I’apparition de pores
ou de vides fins a I’intérieur de la structure, connus sous le nom de porosité, un phénoméne qui
affecte de maniére significative les propriétés mécaniques et chimiques des matériaux. Un
milieu poreux est un matériau contenant des vides partiellement ou totalement remplis d’un
fluide (gaz ou liquide), et ces pores influencent la résistance et la solidité du matériau, tout en
lui conférant des propriétés uniques telles que la perméabilité, 1’échange thermique et la
capacité a réagir électrochimiquement. Cela rend les matériaux poreux utiles dans des
applications telles que la filtration, le contr6le des fluides et le stockage temporaire. Bien que
la porosité réduise la rigidité et la résistance par rapport aux matériaux denses, elle améliore
des caractéristiques comme 1’échange thermique et I’efficacité catalytique grace a

I’augmentation de la surface spécifique.
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Dans ce travail, nous étudions I’effet de la porosité des plaques a gradient fonctionnel (FGM)
reposant sur des fondations élastiques de type Winkler, Pasternak ou Kerr. La présente étude
se concentre sur 1’analyse précise du comportement de la vibration libre de ces plaques. Les

€quations gouvernantes ont été dérivées en appliquant le principe d’énergie d’Hamilton.

Des solutions analytiques ont été obtenues pour les plaques fonctionnellement graduées en
utilisant la méthode de Galerkin. Pour résoudre les équations résultant de ces théories, la
méthode de Galerkin est employée ; il s’agit d’une technique numérique qui transforme les
équations différentielles en un systéme d’équations algébriques pouvant étre traité avec
précision par calcul. De plus, le modele de fondation élastique de type Kerr est intégré afin de
décrire I’interaction des plaques avec leur support de maniére plus réaliste comparée aux
modeles traditionnels, ce qui améliore la compréhension du comportement des plaques sous
différentes charges et conditions environnementales. Ces méthodologies fournissent un cadre
solide pour I’analyse et la conception des structures fabriquées a partir de matériaux a gradient
fonctionnel, avec une possibilité de contrdle précis de la distribution des composants du
matériau. Les résultats numeriques des déformations sont présentés sous conditions aux limites

simplement appuyées.

La précision de cette étude a été confirmée par la comparaison des résultats obtenus avec
ceux disponibles dans la littérature scientifique. De plus, I’effet de plusieurs parameétres
importants, tels que le coefficient de porosité, le rapport d’élancement, 1’indice du matériau,

ainsi le parametre de la fondation, a éte analysé.
Ce mémoire se compose de cing chapitres :

Dans le premier chapitre, une premiére partie rappellera des généralités sur les matériaux
FGM, en discutons I’histoire de leur développement, ainsi que leurs domaines d’application.

Leurs propriétés effectives, également les différents modéles des plagues FGM.

Dans Le deuxieme chapitre, nous presentons les différentes théories des plaques, la théorie
classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT), la théorie de déformation de
cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(HSDT), la théorie raffinée de déformation des plaques (RPT), la théorie des plaques
tridimensionnelles (Elasticité 3D) et la théorie de déformation des plaques quasi-3D.

Le troisieme chapitre, nous présentons une modélisation des plaques reposées sur la

fondation élastique type élastique (Winkler- Pasternaket et Kerr), et Nous avons présenté
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plusicurs études portant sur I’influence des fondations sur divers types de structures, Nous

avons également abordé la porosite et son effet sur les différents types.

Le quatrieme chapitre,nous présentons les équations gouvernantes qui ont été dérivées en
appliquant le principe d’hamilton. Les équations résultant de ces théories ont été résolues en
utilisant la méthode de Galerkin, ce qui a permis d’obtenir les solutions analytiques pour les
plaques a gradient fonctionnel. Le cinquiéme chapitre est réservé pour comparer, valider et
commenter les résultats numériques élaborés pour les plaques précitées. Les résultats sont
obtenus en utilisant la programmation sur le logiciel Maple, ils sont présentés sous forme de

tableaux et de graphes, en fin ces résultats seront discutes.

Enfin, nous achevons notre travail par une conclusion générale relative aux résultats obtenus

incluant des perspectives pour des travaux futurs.



Chapitre |
Géneralités sur les matériaux
composites avances FGM



Chapitre | Geénéralités sur les matériaux composites avances FGM

I.1.Introduction

Dans le contexte du développement accéléré des sciences et technologies modernes, les
exigences croissantes concernant les matériaux d'ingénierie constituent un défi majeur pour les
chercheurs et les ingénieurs. Les applications contemporaines dans des domaines tels que
I'aérospatiale, la biomédecine, I'électronique avancée et les technologies énergétiques nécessitent
des matériaux aux propriétés supérieures et multifonctionnelles, ce qui est difficile a réaliser avec

des matériaux traditionnels ou méme des composites simples.

C'est dans cette optique que les Matériaux a Gradient Fonctionnel (FGM) ont émergé comme
une catégorie distinctive de matériaux avances représentant une avanceée qualitative dans le
domaine de la science des matériaux. Le concept de ces matériaux a été développé pour la premiére
fois au Japon dans le cadre d'un programme spatial visant a développer des matériaux capables de

résister a des températures élevées et a des gradients thermiques extrémes.

Les FGM constituent une révolution dans la conception des matériaux car ils dépassent le
concept traditionnel des matériaux composites en éliminant les frontieres nettes entre leurs
composants et en les remplacants par une variation graduelle et continue de la composition et de la
structure. Cette approche innovante permet de personnaliser les propriétés du matériau selon des
exigences fonctionnelles spécifiques, permettant ainsi d'obtenir des performances supérieures dans

diverses conditions opérationnelles.
1.1.1.Définition de Matériaux a gradient fonctionnel (FGM)

Selon les recherches et études menées dans ce domaine, les matériaux a gradient fonctionnel
peuvent étre definis comme des matériaux avancés présentant une évolution progressive et

contr6lée de leur composition ou de leur structure microscopique dans une ou plusieurs directions.

Le professeur Masayasu Koizumi, I'un des pionniers de ce domaine, définit les matériaux a gradient

fonctionnel comme suit :

"Des matériaux d'ingénierie avancés caracterisés par une variation progressive et continue de la
composition et de la structure, entrainant un gradient de propriétés physiques, chimiques et

mécaniques a travers le volume du matériau” [1].
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Ce gradient permet d'améliorer les propriétés du matériau en fonction des exigences spécifiques
de chaque application. Ces matériaux sont souvent composés d'une phase céramique et d'une phase

métallique, séparées par une zone de transition ou elles se mélangent progressivement.

Céramique Trvoide

phase céramique

Particules de la phase ; v " =
B avec matrice de la n " lr

phase B Hl

. Zone de transition
1 Particules de la phase
— A avec matrice de la
J phase A
Tcha:.u

Figure 1.1: Représentation d'un matériau FGM. [2].

matrice céramique avec

inclusion métallique

J région de transition

|\

matrice métallique avec

inclusion céramique

phase métallique

Ce gradient continu, en fonction du volume déterminé, renforce la durabilité du matériau et
réduit les contraintes internes, minimisant ainsi les risques de séparation entre les couches. De plus,
il entraine une transition fluide du module de Young et de la densité a travers I'épaisseur du
matériau, assurant une transition plus homogene des propriétés mécaniques et thermiques Par
conséquent, les matériaux a gradient fonctionnel sont plus efficaces dans certaines applications

spécialisées que les matériaux composites traditionnels.

I.3.Histoire des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

L'histoire des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) trouve ses racines dans un projet de
recherche spatial japonais lancé au milieu des années 1980, précisément en 1984-1985, sous la
direction visionnaire du Dr. Masayasu Koizumi qui cherchait a résoudre le probléme critique des
boucliers thermiques pour les véhicules spatiaux devant supporter des écarts de temperature
extrémes atteignant 1000°C sur quelques millimétres d'épaisseur seulement .En 1987, cela s'est
transformé en un projet national sous le titre "Recherche sur la technologie fondamentale pour le

développement des matériaux a gradient de propriétés et I'étude de la relaxation des contraintes
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thermiques", Cette innovation fondamentale a rapidement gagné en reconnaissance scientifique
internationale avec I'organisation du premier symposium dédié aux FGM a Sendai (Japon) en 1992,
événement qui a catalysé une vague de recherches focalisées initialement sur les combinaisons
céramique-métal pour applications a haute température. La décennie suivante a vu une expansion
méthodique des techniques de fabrication, notamment la métallurgie des poudres et les procédés
de dépot, parallélement a I'élaboration de modeles mathématiques plus sophistiqués pour prédire
le comportement de ces matériaux complexes. Les années 2000 ont marqué un tournant décisif
avec la diversification spectaculaire des domaines d'application, s'étendant désormais de
I'aérospatiale originelle vers la biomédecine (implants osseux personnalisés), I'électronique
(composants thermoélectriques) et les technologies énergétiques (piles a combustible),
s'accompagnant d'une exploration approfondie de nouvelles compositions intégrant polymeéres,
composites et nanomatériaux. La véritable révolution technologique s'est produite durant la
décennie 2010 avec lI'avénement des techniques de fabrication additive (impression 3D) qui ont
transformé radicalement les possibilités de conception et de production des FGM en permettant un
contrble précis de la gradation des propriétés a I'échelle microscopique, ouvrant la voie a
I'incorporation de concepts biomimétiques inspirés des structures naturelles comme les os et les
dents. Aujourd'hui, dans les années 2020, nous assistons a l'intégration sophistiquée de
I'intelligence artificielle et des algorithmes d'apprentissage automatique pour optimiser la
conception de ces matériaux, au développement de FGM multifonctionnels simultanément
plusieurs propriétés gradées (meécaniques, thermiques, électriques, magnétiques), ainsi qu'a
I'émergence prometteuse de FGM adaptatifs ou "intelligents" capables de modifier dynamiquement
leurs caractéristiques en réponse a des stimuli environnementaux, illustrant parfaitement I'évolution
remarquable de ce qui était a I'origine un concept théorique en une classe de matériaux avancés

révolutionnant de nombreux secteurs technologiques contemporains.
I.4.Développements recents et concept des FGM

Au cours des dernieres décennies, les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) ont connu des
avanceées significatives. Initialement, ces matériaux présentaient une variation de leurs propriétés
uniquement selon I'épaisseur. Cependant, les applications modernes exigent désormais des
materiaux a gradient fonctionnel bidirectionnel (BDFGM), ou les propriétés varient a la fois selon
I'épaisseur et dans les directions axiales. La technique de dép6t de métal par laser s'est révélée étre
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la plus appropriée pour produire ces matériaux intelligents. Toutefois, plusieurs défis persistent,
notamment I'absence de bases de données adaptées aux tests et aux normes d'évaluation des
performances des FGM, nécessitant ainsi le développement de nouvelles méthodes de test
avanceées. En matiere de recherche, le Japon a lancé en 1987 un projet ambitieux visant a étudier et

développer ces matériaux pour les systemes de protection thermique des véhicules spatiaux.

Les matériaux utilisés dans ces applications doivent étre capables de supporter des températures
de surface allant jusqu'a 1800°C, avec un gradient thermique atteignant 1300°C. A cette époque,
aucun matériau industriel n'était connu pour résister a de telles sollicitations thermomécaniques
extrémes. Trois caractéristiques essentielles ont été définies pour ces matériaux: la résistance
thermique et 1’oxydation a haute température, la ténacit¢ a basse température et la relaxation
efficace des contraintes thermiques le long du matériau. Les recherches ont permis des avancées
notables. Entre 1987 et 1989, les scientifiques ont réussi a produire des échantillons expérimentaux
de FGM, d’une épaisseur comprise entre 1 et 10 mm, capables de résister a des températures allant
jusgu'a 2000 K. Lors de la seconde phase (1990-1991), I'objectif était d'élaborer des structures de
plus grande taille et de formes plus complexes. Avec les années, les applications des FGM se sont
étendues bien au-dela des structures a haute température pour inclure des domaines tels que le

biomédical, les capteurs et 1I’optique.
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Figure 1.2 : Concept des matériaux a gradient.

Néanmoins, l'utilisation de ces matériaux reste confrontée a plusieurs défis. L un des principaux
obstacles est le developpement de techniques de traitement a faible colt permettant une production

de masse, en particulier pour les structures complexes et de grande taille. De plus, la stabilité des
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FGM dans des environnements a fortes variations thermiques nécessite une compréhension
approfondie de leurs déformations et de leur comportement mécanique. Ainsi, la recherche future
dans ce domaine est cruciale pour assurer leur viabilité dans les applications technologiques

avanceées.

-y Céramique .

Métal & céramique Métal FGM
Figure 1.3:Un type d’un matériau FGM en céramique et métal.
I.5.La Difference entre FGM et les matériaux composites traditionnels

Les matériaux a gradient de fonction (FGM) et les matériaux composites traditionnels différent

sur plusieurs aspects essentiels. Tout d'abord, les FGM présentent une variation.

Progressive et continue de leur composition et de leurs propriétés mécaniques dans une ou
plusieurs directions, tandis que les composites traditionnels possédent des interfaces bien définies

entre leurs différentes phases, entrainant des discontinuités dans les propriétes.

(b) (a)

- - h
R RS

Figure 1.4:représentation schématique du (a) materiau fonctionnellement gradué et (b) du

matériau composite stratifié conventionnel [3]
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Cette transition progressive dans les FGM permet de réduire les contraintes aux interfaces,
diminuant ainsi le risque de délamination, contrairement aux composites traditionnels qui peuvent
présenter des concentrations de contraintes et des ruptures aux interfaces. En termes de fabrication,
les FGM sont produits par des méthodes avancées telles que la fabrication additive, le dép6t de
couches en gradient ou la métallurgie des poudres, alors que les composites traditionnels utilisent
des procédés plus classiques comme le moulage, le laminage ou l'infusion sous vide. Enfin, du
point de vue des applications, les FGM sont privilégiés dans des environnements extrémes tels que
I’aérospatial, le domaine biomédical et les applications thermiques, ou une transition progressive
des propriétés est nécessaire, tandis que les composites traditionnels sont largement utilisés dans
I’industrie automobile, 1’aéronautique et le batiment en raison de leur 1égéreté et de leur résistance.
Ainsi, les FGM offrent une meilleure performance dans certaines applications spécifiques par
rapport aux matériaux composites traditionnels.
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Figure.1.5 : (a) Matériaux composites classiques, (b) Matériaux a gradation fonctionnelle.

1.6.Propriétés matérielles effectives d’un matériau FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont des composites non homogenes composeés de
différentes phases de matériaux, généralement de la céramique et du métal, Les FGM présentent
un fort effet de couplage flexion-étirement, et leurs microstructures se caractérisent par des
fonctions différentes pour chaque phase, créant des variations continues des propriétés des

matériaux d’une surface a I’autre.
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1.7.Propriétés physiques et mécaniques des FGM

1.7.1.Propriétés physiques des FGM

Excellents conducteurs de chaleur et d'électricité.
Plusieurs métaux ont des températures de fusion élevées.

La masse volumique de la céramique est de 3800 kg/m.

1.7.2.Propriétés mécaniques des FGM

Rigides et durs.

Plastiqguement déformables.

Haute résistance mécanique et thermique.
Module de Young élevé.

Dureté élevée.

Bonne résistance a la compression.

Les propriétés mécaniques des céramiques dépendent des matieres premieres employées et des

méthodes de fabrication qui fixent les microstructures finales et déterminent la répartition des

différentes phases en présence.

1.8.Les Avantages et inconvénients des Matériaux Fonctionnellement Gradués
(FGM)
1.8.1.Les Avantages

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) connaissent une utilisation croissante dans

divers domaines en raison de leurs nombreux avantages:

Excellente adhérence entre matériaux différents :

Particulierement efficace pour combiner des matériaux incompatibles comme la céramique
et le métal, améliorant considérablement la force de liaison.

Création de structures complexes : Permet de réaliser des formes complexes tout en
réduisant les colts d'assemblage.

Propriétés mécaniques spécifiques : Possibilité de fabriquer des matériaux avec des
propriétés particulieres comme un coefficient de Poisson négatif ou une dilatation quasi-
nulle.

Conception optimisée : Capacité de dimensionner les structures avec des propriétés

specifiques uniquement dans les axes de chargement.

11
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e Meilleur contréle des contraintes : Grace a l'absence d'interfaces nettes entre les
materiaux.

e Réduction des contraintes thermiques : Diminution des contraintes causées par les
différences de coefficients de dilatation thermique.

e Résistance supérieure : Faible sensibilité a la fatigue et a la corrosion, avec une ténacité
élevée a la rupture.

e Suppression du délaminage : Amélioration de la cohésion entre différents matériaux.

e Controle de performance Capacité de contrdler la déformation, la réponse dynamique,
I'usure et la corrosion.

Ces avantages font des FGM une solution de choix pour des applications exigeant des

performances mécaniques élevées et des propriétés spécifiques.

1.8.2.Les inconvénients

o Difficulté de fabrication
Les FGM nécessitent une fabrication complexe en raison des différences de propriétés des

composants comme le point de fusion, la taille, la forme et la compatibilité chimique.

Par exemple, mélanger un métal a bas point de fusion avec une céramique a haut point de fusion

rend difficile I'obtention d'une structure homogeéne.

e Compatibilité thermique
Les différences de température de fusion entre les composants (comme le métal et la céramique)
posent des problémes pendant la fabrication, entrainant la présence de particules non fondues et

une structure poreuse.

e Faible adhérence entre les composants
L'adhésion entre les différents matériaux est souvent faible, ce qui réduit la performance globale
et limite les applications industrielles des FGM.
e Codts de fabrication élevés
La fabrication des FGM nécessite des environnements protéges (atmosphére inerte ou basse

pression), ce qui augmente les codts de production.

e Réactions chimiques indésirables

12
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A haute température (comme celle de la céramique), des réactions indésirables ou I'évaporation

des métaux peuvent survenir, affectant la qualité du produit final.

e Besoin de recherches supplémentaires

Des études et des essais sont encore nécessaires pour mieux comprendre les propriétés des
FGMs et améliorer leurs modéles physiques.
1.9.Domaines d'Application

Les Matériaux a Gradient Fonctionnel sont trés prisés dans de nombreuses industries grace a
leurs caractéristiques essentielles : ils sont légers, résistants et durables, offrant un potentiel
d'application considérable dans divers secteurs industriels.

1.9.1.Biomédical
Comme illustré dans les images, les FGM peuvent étre utilisés pour :

« Fabriquer des substituts osseux et articulaires aux propriétés similaires aux tissus naturels

« Fournir des matériaux avec une excellente biocompatibilité et résistance a la corrosion

e Résoudre les problémes de douleurs osseuses et articulaires grace a des substituts

biologiquement compatibles.

FUNCTIONALLY GRADDED MATERIALS

IN BIOMEDICAL APPLICATIONS
BONE SUBSTITUTE ‘
' MEDICAL
MIMICKING
NATURAL TISSUE IMPLANTS
PROPERTIES | N

BIOCOROSION o -8
RESISTANCE

PAIN RELIEF

Figure 1.6 : Utilisation dans Biomédical
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1.9.2.Applications d’énergie Solaire

Les matériaux a gradient fonctionnel sont utilisés pour améliorer I'efficacité des cellules solaires
par :

o L'amélioration de la réponse sur un large spectre de fréquences lumineuses.

o La combinaison de la génération photovoltaique et thermoélectrique dans un systeme
unique.

o Le développement de générateurs compacts fonctionnant au gaz ou au kéroséne pour les

régions éloigneées.

—

Figure 1.7 : Utilisation dans I'énergie Solaire

1.9.3.Applications Industrielles

La demande pour les FGM dans divers domaines industriels augmente en raison de leur
capacité a :

e Industries Electroniques

Employés dans les composants électroniques nécessitant une gestion thermique exceptionnelle
et des propriétés d'isolation électrique.
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Figure 1.8 : Utilisation dans 1’industrie Electronique.

e Industries de Défense
Utilisés dans les blindages anti-projectiles et les applications nécessitant une haute résistance

aux chocs et aux explosions.

7
il
<o

Figure 1.9 : Utilisation dans I’industrie de la défense

1.9.4.Industries Aérospatiales et Aéronautiques
Comme mentionné dans le texte, les matériaux a gradient fonctionnel sont une technologie

essentielle dans la fabrication de fusées et la construction de stations spatiales, offrant :
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« Des matériaux légers et résistants pour diverses structures.
« Des boucliers thermiques pour fusées et véhicules spatiaux.

« Des composants resistants a la chaleur dans les moteurs de fusées.

Figure 1.10 : Application dans le domaine aérospatial.

1.10.Domaine d’application en Génie civil

Les matériaux a propriétés gradées (FGM) jouent un rdle essentiel dans I’évolution du génie
civil en offrant des solutions innovantes et durables pour la conception des éléments de
construction. Ces matériaux permettent un gradient contrdlé des propriétés mécaniques ou
thermiques a I’intérieur d’un méme composant, ce qui améliore les performances structurelles,
réduit le poids des structures et facilite le recyclage. Dans ce domaine, les FGM sont utilisés
notamment dans la conception des structures porteuses, ou les propriétés varient du noyau
(résistance €levée) vers la surface (résistance aux conditions environnementales), augmentant ainsi
la durabilité et réduisant les besoins en entretien. On les retrouve également dans les dalles en béton
exposées a des environnements agressifs, ou encore dans I’enveloppe des batiments, afin
d’améliorer I’isolation thermique et acoustique. Des applications récentes incluent aussi leur
intégration dans les fondations de ponts pour atténuer les effets des vibrations et des séismes. Les
recherches menées a 1’Université de Stuttgart ont démontré 1’intérét d’appliquer le concept FGM a

divers matériaux comme le béton, le bois, les métaux ou les polymeéres, ouvrant ainsi la voie a une
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nouvelle génération de structures civiles plus intelligentes et plus respectueuses de

I’environnement.
MATERIAL FUNCTIONALLY GRADDED
ARROEERIES MATERIALS IN CIVIL
STroNe ENGINEERING

CORE

FGM

RESISTANT
SURFACE

CONCRETE
SLAB

ACOUSTIC
INSULATION VIBRATION AND

THERMAL SEISMIC RESISTANCE
INSULATION

Figure 1.11 : Utilisation dans FGM sur génie civil.

1.11. Les FGMSs minces ou massifs

Les matériaux a gradient de composition fonctionnelle (FGM) se divisent principalement en
deux catégories : les FGMs minces et les FGMs massifs. Les FGMs minces, souvent appelés
revétements FGM, sont appliqués uniquement a la surface des piéces. lls sont fabriqués par des
procédés tels que la pulvérisation physique en phase vapeur (PVD), la déposition chimique en
phase vapeur assistée par plasma (PACVD), la déposition chimique en phase vapeur (CVD), ainsi
que par des techniques de projection a froid ou par plasma. Ces méthodes permettent d'améliorer
localement les propriétés de surface sans modifier la
Structure interne de la piéce. En revanche, les FGMs massifs concernent une grande partie, voire
la totalité, de la piéce. Leur fabrication repose sur des procédés comme la métallurgie des poudres,
la fabrication additive (notamment le dépdt laser ou laser cladding) et la fonderie. Ces techniques
permettent d'obtenir des matériaux dont la composition et les propriétés varient progressivement a
travers I'épaisseur, offrant ainsi des performances adaptées a des exigences spécifiques sur

I'ensemble du volume du composant.
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FGM mince FGM massif

Figure.1.12: Les deux grandes familles de FGM (minces et massifs)
1.12.Dépb6t physique en phase vapeur "PVD™ Et Dép6t chimique en phase
vapeur "CVvD"

Les dépots en phase vapeur, qu’ils soient chimiques (CVD) ou physiques (PVD), sont des
procédés utilisés pour fabriquer des matériaux a gradient de composition (FGM) en déposant
les atomes du matériau source directement sur la surface du substrat. Ces techniques
permettent de réaliser des revétements sur des substrats présentant des formes complexes,
gréce a un contréle précis du dép6t et a la possibilité d’adapter les parameétres du procédé
selon la géométrie du substrat [4] [5].
1.13.Le dépot chimique en phase vapeur assisté par plasma (PACVD)

Le dépbt chimique en phase vapeur assisté par plasma (PACVD) est une variante du procédé de
dépdt chimique en phase vapeur (CVD) utilisée pour déposer des films minces en transformant des
précurseurs gazeux (vapeur) en un film solide sur un substrat. Cette technique utilise le plasma
pour activer les réactions chimiques nécessaires a la formation du film mince, ce qui permet de
réaliser le dép6t a des températures relativement basses.

1.14.Les modeles de FGM

1.14.1.Modele Voigt

Le modele Voigt est I’'un des modéles les plus simples utilisés dans 1’analyse des matériaux a

gradient de propriétés (FGM), et il est largement employé dans le processus d’homogénéisation
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meécanique pour estimer les propriétés effectives des matériaux composites biphasés. Ce modele
repose sur I’hypothése fondamentale que toutes les phases du matériau subissent la méme
déformation sous chargement, ce qui equivaut a une configuration mecanique en parallele. Selon
cette hypothese, le module de Young effectif E et le coefficient de Poisson effectif v peuvent étre
déterminés en fonction de la fraction volumique des constituants. Le modele est apprécié pour sa
simplicité et sa facilit¢ d’application, mais sa précision peut étre limitée dans les cas ou la

distribution des contraintes ou les interactions entre les phases sont plus comple :

E(z) = E. — En)Ve(2) I.1
V=UV+V,(1-V) 1.2

1.14.2.Mod¢le Reuss

Le modele de Reuss suppose que la contrainte moyenne totale a 1’échelle macroscopique est
identique dans chaque phase sous une contrainte uniforme. Il est donc appelé la régle inverse du
modéle de Voigt. Les expressions du module de Young effectif et du coefficient de Poisson sont

données en fonction des propriétés et des fractions volumiques des phases.

E.E.
Ez= —m 1.3
E.(1-V)+VVy,
YeVm 1.4

T V(1-V)+V

1.14.3.Modele de Mori-Tanaka

Le modele Mori-Tanaka est un schéma d'’homogénéisation largement utilisé pour prédire les
propriétés élastiques effectives de différents types de matériaux FGM. Selon ce modéle, les
modules de cisaillement effectifs (G) et le module de compression (K) peuvent étre exprimés
comme suit : Cette méthode repose sur I'hypothése que le matériau composite biphasé est constitué
d'une matrice renforcée par des particules sphériques distribuees aléatoirement dans la structure.
Selon le schéma d'’homogénéisation Mori-Tanaka, le module de compression effectif K(z) et le

module de cisaillement effectif G(z) sont définis par [équations non précisées dans le texte initial].
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Figure 1.13: Matériau FGM a deux phases avec microstructure particulaire

Si on note par K le module de compressibilité, par G le module de cisaillement, par V la fraction
volumique et par o le coefficient de dilatation thermique, les différentes propriétés locales obtenues
par le modele de Mori et Tanaka, pour une distribution aléatoire des particules isotropes dans une

matrice isotrope, sont alors données par :

K-K; _ V, 15
Ka—K1  14Vi(K2—K1)/(K1+4/3G1) '
G=G1 _ Vs 16
G2—Gy  14V1(G2—G1)/(G1+Fy) '
1
a-a (_)_(_)
L KK 1.7

1.14.4.Modeéle auto-cohérent de Hill

Le modéle auto-cohérent de Hill est une approche de modélisation pour les matériaux
composites qui considere chaque inclusion de renforcement comme étant intégrée dans un matériau
continu avec les propriétés d'un composite. Cette méthode ne fait pas de distinction entre la phase
matrice et la phase de renforcement, ce qui signifie que le méme module global est estimé pour un
autre composite ou les roles des deux phases seraient inversés. Ce modeéle est particuliérement
adapte pour estimer le module effectif dans les régions ou le squelette de la microstructure présente
une forme continue, comme illustré dans la figure 1.5. Qui montre un matériau FGM a deux phases

avec une microstructure squelettique.
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Contrairement au modéle de Mori-Tanaka, qui est plus précis lorsque la continuité de La
matrice et la discontinuité des inclusions sont bien définies, le modéle de Hill convient mieux aux
microstructures squelettiques caractérisées par une large zone de transition entre les régions ou
I'un ou l'autre des constituants prédomine. Ce type de modélisation s'avere particulierement utile
pour les matériaux fonctionnellement gradués (FGM), qui se distinguent par une variation spatiale
progressive de leurs propriétés permettant de créer des structures innovantes dans divers domaines

d'application.

Figure 1.14:Matériau FGM a deux phases avec microstructure squelettique.

Les modules élastiques effectifs sont donnés par :

g V1 V2

g _ 1.8
K  (K-K3) + (K—K1)

n V1 V2

n_ + 1.9
G (G-G2) (G-Gy)

Ou g et » sont définis par :

K
9= K1+(4/3)G 1.10

n=1/53-g) 1.11

A partir des équations (1.1) et (1.2), I’expression du module de compressibilité est obtenue :

1

K= V1/(K1+(4/3)G)+V,/(K2+(4/3)G)

—4/3G .12
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Le module G est obtenu en résolvant 1’équation suivante :

ViKy V2K; [ V1G;

V26, _
(K1+(4/3)G) = (Ko+(4/3)G) + _] +2=0 1.13

(G-Gz)  (G-Gy)

Pour les deux modeles précédents, le module de Young et le coefficient de Poisson sont calculés

par :
9KG
=GR+ 1.14
_ (3k-26) 115
2(3K+G)

1.15.Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient de propriétés fonctionnelles (Functionally Graded Materials - FGM)
sont des composites congus par 1’association de deux matériaux aux propriétés mécaniques et
fonctionnelles distinctes, avec une transition graduelle et continue de la composition chimique, de
la microstructure et de la distribution de la porosité a travers les dimensions spatiales, dans le but
d’optimiser la performance structurelle et de réduire les concentrations de contraintes dues aux

discontinuités abruptes des propriétés.

L J

Plague en FGM

E = E(z)

=0 ()

Figure.l.15:Géométrie d’une plaque en FGM.

Pour une plaque rectangulaire élastique, le plan de la plaque est defini par les
coordonnées et yy, tandis que xx 1’axe zz est perpendiculaire a la surface moyenne dela plaque,
représentant la direction de 1’épaisseur. Les propriétés du matériau, telles que le module de

Young Eet le coefficient de Poisson v, different entre les surfaces supérieure et inferieure, mais
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varient de maniére continue et graduelle a travers 1’épaisseur, exprimées par des fonctions
dépendant de la position zz :
E=E(z) et v=v(2).

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur des plaques FGM est modélisée a 1’aide
de différentes lois mathématiques, notamment les lois de puissance (Power-Law FGM —
P-FGM), les fonctions exponentielles (Exponential FGM - E-FGM) et les fonctions sigmoides
(Sigmoid FGM - S-FGM), permettant un contréle précis du gradient pour répondre aux exigences
mécaniques et thermiques, comme présenté dans les travaux de Chi et Chung (2006).
1.15.1.Les Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La fraction volumique des constituants dans une plaque FGM (matériau a gradient fonctionnel)
est régie par une loi de puissance:

v(z) = ( L2 ) 116

p : paramétre de matériau
H : I’épaisseur de la plaque

Z : la coordonne suivante 1’épaisseur

Figure 1.16 : Les Dimensions De La Plaque FGM

Une fois que la fraction volumique locale v (z) est définie, les propriétés du matériau de la
plague FGM peuvent étre déterminées en utilisant les lois de mélanges

E(Z) = Em + (Ec — Em)Vc(2) 1.17

La figure 1.16 illustre les dimensions d'une plaque FGM. Les propriétés du matériau (module de

Young ou densite) varient entre la surface inférieure (z = -h/2) et la surface supeérieure (z=h/2) de
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la plaque FGM. La variation de ces propriétés a travers I'épaisseur de la plaque FGM est représentée
a la figure 1.17, On constate clairement que le module de Young, par exemple, change rapidement
pres de la surface inférieure lorsque p< 1, et augmente rapidement pres de la surface supérieure
lorsque p> 1.

ON =

Ovl<bo+

TTTTTTO
SON-S000
v
A

=]

zh

T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fraction volumique
Figure .1.17 : La variation de la fraction volumique dans la direction d’épaisseur de la plaque P-
FGM

1.15.2.Les Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Les propriétés matérielles de la plaque S-FGM (Sigmoidal Functionally Graded Material) sont
caractérisées par une distribution particuliere des propriétés a travers I'épaisseur du matériau.
Selon les travaux de Chung et Chi [7], la fraction de volume de cette plague FGM est définie en
utilisant deux fonctions de loi de puissance spécifiques qui assurent une bonne distribution des
contraintes a toutes les interfaces.

Ces deux fonctions de loi de puissance sont exprimées mathématiquement par:

h
12y -
Vl—z(h/2 Pour h/2<z<0
1.19
1, %2 \p
V1(Z)=5(Z7 Pour : 0<z<h/2

Cette approche est particulierement importante car lorsqu'on ajoute une plaque P-FGM d'une
simple fonction de loi de puissance a une plague composite multicouche, des concentrations de
contraintes apparaissent aux interfaces ou le materiau est continu mais change rapidement.

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plague S-FGM peut étre calculé selon

les relations:
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E(z) = Vi(2)E, + [1-V4i(2)]E, Pour —h/2 <z<0
E(z) = Vi(2)E1 + [1-Vi(2) JE;  Pour 0 <z<h)/2
.20
a(z) = Vi(2)a, + [1-Vi(z)] am  Pour ~h/2 <z<0
a(z) =Va(z) ac + [1-Vi(2) ] am Pour 0<z<h/2
.21

Cette variation sigmoidale du module de Young et des autres propriétés mécaniques permet
d'optimiser la distribution des contraintes et d'améliorer les performances mécaniques de la plaque

par rapport aux FGM traditionnel.
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Figure .1.18: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM
1.15.3.Les Propriétés matérielles de la plaque E-FGM
Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM (Exponential Functionally Graded Material) se
caractérisent par une distribution exponentielle des propriétés a travers I'épaisseur du matériau.

Cette approche, exprimée par la fonction :

h
E(z) = E,e?(?%2) .22
ol
_1 51
B—h.ln(sz) 1.23

Est largement utilisée par les chercheurs pour modéliser le comportement des matériaux a
gradient fonctionnel. La fraction volumique des constituants s'écrit :
V(z) = eP@th/2)/h 1.24

Permettant ainsi de calculer le module de Young par :
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E(z) = E{V(2)

Cette distribution exponentielle offre I'avantage d'une transition progressive des propriétes

1.25

mécaniques, particulierement utile dans les applications ou la gestion des contraintes thermiques

et mécaniques est essentielle.
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Figure 1.19: Variation de la fraction volumique dans une plaque "E-FGM"

1.16.Conclusion

Dans ce chapitre, nous somme attacher a présenter et a défini la notion d’un matériau FGM.

Nous avons retracé I’historique et leur développement, en mettant en lumiére leurs avantages, leurs

I’inconvénient, ainsi que leurs domaines d’application dans les structures et en génie civil, et puis

en passé a décrire les différents types de modéles de FGM, du ’ils soient minces ou massifs. Enfin,

nous avons terminés par une présentation des propriétés matérielles effectives du matériau FGM.
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Les théories regissant le comportement des structures
Chapitrell en matériaux a gradient de propriétés

11.1. Introduction

Ce chapitre présente une analyse critique des modeles théoriques développés pour caractériser
avec précision les champs de déplacement a travers I'épaisseur des plaques. La modélisation exacte
du comportement mécanique des structures composees de poutres et de plaques a gradient
fonctionnel de matériaux (FGM) nécessite une sélection rigoureuse tant de la théorie appropriée

que de la méthodologie de résolution.

L'évolution historique des théories des plaques commence en 1888, lorsque Love formalisa les
hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes dérivées des travaux d'Euler-Bernoulli, établissant
ainsi la théorie classique des plaques minces, communément appelée théorie de Love-Kirchhoff.
Ultérieurement, la théorie des plaques semi-épaisses, ou théorie des déformations du premier ordre,
fut consolidée par Mindlin sur la base des contributions significatives de Rayleigh [8], Timoshenko
[9] et Reissner [10]. Face aux limitations de ces approches pour les plaques d'épaisseur
considérable, diverses théories d'ordre supérieur ont été élaborées pour améliorer la précision des

modeles Il existe aussi la théorie raffinée de déformation des plaques (RPT).

L'utilisation croissante des plaques isotropes et composites dans plusieurs secteurs industriels,
notamment l'aéronautique, l'automobile et la construction navale, a motivé la communauté
scientifique & développer des formulations théoriques capables de prédire avec exactitude leur

comportement structural sous diverses conditions de chargement et de contraintes.
11.2. Définition de plaque

Une plague FG est un solide rectangulaire 3D reposant sur des appuis simples. Son épaisseur
est faible comparée a sa longueur (a) et sa largeur (b). Soumise a des charges, elle se déforme par
flexion et par effet de membrane.

Les plaques peuvent étre classées en trois groupes : les plagues minces a petites déformations,

les plaques minces a grandes déformations et les plagques épaisses.
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Figure 11.1 : Exemple d’une plaque a gradient fonctionnel.
11.3. Les catégories des théories des plaques

Les theories de la déformation par cisaillement se divisent principalement en deux catégories,

selon les champs supposés :
e Théories basées sur la contrainte.

o Théories basées sur le déplacement.
11.3.1. Les théories basées sur la contrainte

Les théories basées sur la contrainte partent d'hypothéses sur la distribution des contraintes
axiales dans I'épaisseur de la plaque, généralement selon une variation linéaire. Les contraintes
normales transversales et les contraintes de cisaillement sont ensuite calculées a partir des
équations d'équilibre de la théorie de I'élasticité tridimensionnelle. Les équations d'équilibre
fondamentales de cette théorie sont établies en appliquant le principe de stationnarité

variationnelle.
11.3.2. Les théories basees sur le déplacement
Les théories basées sur le déplacement sont comme suit :

e Théorie classique des plaques (CPLT).
e Théorie de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT).

e Théorie de déformation de cisaillement d’ordre ¢levé (HSDT).
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11.4.Théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CLPT)

La théorie classique des plaques minces (CLPT) c’est le model le plus simple est le plus
géneral .La CLPT est utilisée dans le domaine des petites déformations et des petits déeplacements

pour les plaques minces, Elle se basé sur I’hypothése de Love Kirchhoff [11] suivantes:

Comme I'épaisseur est faible par rapport aux autres dimensions, on considere que les contraintes
perpendiculaires a la surface de la plaque sont négligeables, on reste en petites déformations les
sections normales au plan moyen de la plaque restent normales lors de la déformation en négligeant

les effets de déformation de cisaillement transverse. Cette théorie est tres bien décrite dans [12] et
[13].

Ces hypothéses sont clairement résumées dans la figure 11.2

Figure 11.2 : Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation (Hypothéses de
Kirchhoff).

Le champ des déplacements requis par ces hypotheses est le suivant [14] :

ow,
ulx,y,2) =up(x,y) =z
v(x%,y,2) = vo(x,y) = 252 (11.2)

W(x;y,z) = Wo(x,}’)

Avec :
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uo et vo sont les déplacements de membrane dans les directions x et y respectivement, et wo la
fleche de la plague,

dwg

a . \ . ..
. et aiy“: Les rotations dues a la flexion (sans cisaillement).

La validité de la théorie des plaques de Kirchhoff dépend du facteur de I’élancement de la
plaque, plus il est important plus les résultats sont précis.

11.5. La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT)

La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre constitue une avancée importante
par rapport a I’ancienne théorie classique des plaques stratifiées (CLPT), elle introduit un facteur
de correction qui représente 1’effet de cisaillement transverse, de telle fagon que les résultats

peuvent étre cette fois plus précis lorsqu'on analyse des structures composites.

Cette théorie des plagues est généralement connue sous le nom de la théorie de Reissner-Mindlin

depuis qu’elle a été développée par [10] et [15] d’ou :

e Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque
e Lescontraintes normales transversales (oz) sont négligeables devant les autres composantes
e Les sections droites initialement normales a la surface moyenne restent droites apres

déformation, mais pas nécessairement perpendiculaires a la surface moyenne

Cette hypothese indique que la déformation de cisaillement transversale n'est pas nulle, mais
conduit également & une violation de la condition de cisaillement statique, qui est nulle aux
surfaces extérieures, car la contrainte de cisaillement devient uniforme sur toute I’épaisseur de la
plaque. Pour compenser cette erreur, on applique le facteur de correction de cisaillement K a

proposé par [15].

e Les déplacements sont petits comparés a I'épaisseur de la plaque

o L'effet de I'inertie de rotation est inclus [16].
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Figure I1. 3 : Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation

(Hypotheses de Reissner-Mindlin).

Le champ de déplacements de Reissner-Mindlin s'écrit :
u(x,y,z) = uO(xry) +z (nbx(x'y)

v(x,y,z) = UO(X,_')/) + Z(nby(xry) (“2)
W(x,y,Z) = Wo(x;Y)

Up,Vy, W, les déplacements du plan moyen par rapport a I’axe X, y et Z, respectivement. ¢, et

¢, les rotations de la section de la plaque par rapport a ’axe y et x , respectivement.

aWO aWO

¢pr= —5> et P =~ % (1.3)

11.6 .La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé Reddy (HSDT)

Contrairement aux la théorie classique des plaques (CPT) et de la théorie du premier ordre (FSDT),
qui présument une distribution linéaire des champs de déplacement a travers I'épaisseur du
matériau, la théorie d'ordre élevé adopte une distribution non linéaire de champs déplacement,
Cette méthode permet d'intégrer les effets de déformation transversale de cisaillement et/ou de
déformation normale transversale sans recourir a de facteur de correction ((Figure Il. 3), Ont été
développées par plusieurs chercheurs [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23].

Voir la schématisation des déformations dans le cas de la théorie d’ordre élevé des plaques :
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Figure 11.5 : Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation

(Théorie d’ordre élevé HSDT ou TSDT, [Reddy JN, 1997]).

I undeformed
s X

I TSDT | I 7o K h:‘]

(Lo, wp)

Figure 11.6 : Comparaison entre les différentes théories de plaques (CPT, FSDT, HSDT ou
TSDT).

Le champ des déplacements est généralement formulé comme suit :
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u(t,y,2) = uo(x,y) — 22252 4 (), (x,¥)

v(x,7,2) = vo(x,y) — 272 4 £(2)py (x,7) (11.4)
W(x»Y»Z) = Wo(x,J’)
AVeC : bx =22+ ¢y, by =aa—“;)+¢y (11.5)

Uy, Vo W, les déplacements du plan moyen par rapport a I’axe X, y etZ, respectivement. ¢, et ¢y les

rotations de la section de la plaque par rapport a ’axe y et X, respectivement.f (z) est la fonction de

cisaillement caractérisant la théorie d’ordre élevé .On observe que cette équation constitue une
généralisation de la théorie des plaques. Pour une valeur de f (z) = 0, elle se réduit a la théorie classique des

plagues minces, tandis que pour f (z) = z, elle correspond a la théorie du cisaillement du premier ordre.

Parmi les théories fréquemment adoptées par la communauté scientifique, on trouve celle de
Reddy ou le champ de cisaillement est modélisé par une fonction cubique. Dans ce modele, la
distribution des contraintes de cisaillement suit une courbe parabolique a travers I'épaisseur, ce qui

permet de satisfaire naturellement les conditions aux limites sur les surfaces libres

Cette approche est connue sous le nom de "Théorie de Déformation avec Cisaillement Cubique™

(Three-parameter Shear Deformation Theory - TSDT) s’écrit dans un tel modéle comme suit [20]:

f(2) = (z1- izz) (11.6)

Une formulation plus avancée a été proposée par Touratier [24], dans laquelle le champ de
cisaillement n’est plus représenté par une fonction polynomiale, mais une fonction de forme
sinusoidale. Cette approche, connue sous le nom de Sinus Shear Deformation Theory (SSDT),
modélise le champ de cisaillement a 1’aide d’une fonction sinusoidale, offrant ainsi une description

plus précise du comportement en cisaillement des structure, s’écrit dans un tel modele comme suit :

f(2) = 2sin (%) (11.7)

h

Les contraintes de cisaillement transverses, telles que calculées par les modeles sinusoidaux, se

distribuent selon une forme sinusoidale a travers I'épaisseur de la poutre.
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Ce type de modélisation offre une précision supeérieure a celle de la théorie de Reddy lorsqu'on
la compare a la solution exacte. [25] ont développé un nouveau modele sinusoidal (NSSDT) qui
présente des similarités avec le modéle de Touratier. Dans ce modeéle, la fonction décrivant le

cisaillement transverse est formulée comme suit :
. nz mcos(E) nz
f(z) = sin —)e Ro+m( == avecm= 0 (1.8)

Par ailleurs, une version récente et améliorée de la théorie des plaques de déformation en
cisaillement d’ordre élevé a été proposée par Afaq et al. En s'appuyant sur les travaux de [27]. Cette
approche, désignée sous le nom d’Exponential Shear Deformation Plate Theory (ESDPT), a été
développée par Karama et al. Elle se distingue par I’introduction d’une fonction de cisaillement

transverse de forme exponentielle, déterminée selon une méthode décrite comme suit :

fl2) = ze2(®) (11.9)
11.7. La théorie des plaques tridimensionnelles (Elasticité 3D)

La reconversion vers les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) est de plus en plus
fréquente dans des secteurs tels que 1’aéronautique et I’aérospatial, ce qui motive le
développement de théories capables de décrire précisément leur comportement structural sous
charges mécaniques et thermiques. L’étude des plaques FGM, soumises a des sollicitations
complexes, constitue un probléme tridimensionnel, rendant 1’utilisation des théories d’élasticité

tridimensionnelle (3D) particuliérement pertinente.

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux chercheurs ont proposé des solutions
exactes ou approchées fondées sur ’élasticité 3D pour analyser le comportement thermo-
mécanique des plaques FGM simplement appuyées. Parmi eux [28] ont développé des solutions
exactes pour les contraintes thermiques, tandis que [29], ainsi que [30] [31] ont approfondi

I’analyse thermoélastique et la conduction thermique transitoire dans ces plaques.

L’un des défis majeurs dans 1’étude des plaques épaisses réside dans la description précise des
champs de contraintes, notamment des contraintes de cisaillement transverse, sans simplifications

excessives inhérentes aux théories classiques ou d’ordre un. Bien que les théories d’ordre supérieur
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améliorent la modélisation, elles négligent souvent la déformation normale transverse, ce qui peut

affecter la précision des résultats.

Ainsi, 1’élasticité tridimensionnelle compléte s’impose comme une approche essentielle,
permettant de construire des champs de contraintes exacts ou approximatifs en se basant sur les
équations différentielles de la dynamique. Cette démarche offre une meilleure compréhension et
une modélisation plus rigoureuse du comportement des plaques FGM sous charges mécaniques et
thermiques, contribuant a la validation des mod¢les simplifiés et a I’optimisation de ces matériaux

dans les applications industrielles avancées.
11.8. La théorie raffinée de déformation des plaques (RPT)

Shimpi a proposé un modele raffiné pour 1’analyse des plaques isotropes, connu sous le nom de
Refined Plate Theory (RPT). L’un des principaux atouts de cette approche réside dans sa
formulation réduite, ne comportant que deux variables, ce qui limite le nombre d’inconnues a
quatre, contre cing dans le cadre de la théorie classique. De plus, cette théorie ne nécessite pas
I’introduction d’un facteur de correction de cisaillement et permet de représenter une distribution
parabolique du cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque. Par ailleurs, elle présente de
nombreuses similitudes avec la théorie classique des plaques, tant au niveau des équations du

mouvement que des conditions aux limites et des expressions des moments [32].
* Ait Atmane ont adaptée cette théorie pour la flexion des plaques FGM. Récemment [33].

*Thai et Kim et Hadji ont adapté la RPT, avec succes, au flambement des plaques orthotropes, et a

la vibration libre des plaques stratifiées et Sandwichs respectivement [34]; [35].

u(x,y,2) = ug(x,y) — Z"Lb f(z )aws

v(x,y,2) = vxy) - 257 — () 5= (11.12)

w(x,y,z) = wy(x,y) + ws(x,y)

Ou u, et v, sont les déplacements suivant les directions x et y d’un point sur le plan moyen de la

plaque w;, et w, sont les déplacements transversaux dus a la flexion et au cisaillement,
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respectivement, f(z) est une fonction de forme qui détermine la distribution des déformations et

des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur.

11.9.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un apercu des principaux modéles analytiques utilisés
pour I’analyse des plaques épaisses en matériaux a gradients de propriétés (FGM). Nous avons
également passé en revue les contributions de plusieurs chercheurs dans ce domaine, en abordant
les différentes théories développées, telles que la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de
la déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT), la théorie de la déformation en
cisaillement d’ordre élevé (HSDT), la théorie tridimensionnelle de 1’élasticité (Elasticité 3D), ainsi

que la théorie raffinée des plaques (RPT).

Dans le cadre de nos travaux, nous avons adopté la nouvelle théorie raffinée de la déformation en
cisaillement d’ordre élevé, intégrant un champ de déplacement innovant basé sur des fonctions

d’intégrales variable.
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I11.1. Introduction

L'interaction sol-structure désigne I'étude du comportement conjoint entre une structure et le
sol sur lequel elle repose, prenant en compte la réciprocité des effets entre la déformation du
sol et la réponse de la structure sous charges statiques ou dynamiques. Lorsqu'une charge est
appliquée sur une fondation, elle provoque non seulement la déformation de la structure mais
aussi celle du sol, entrainant une redistribution des contraintes dans le sol qui dépend de la
rigidité respective du sol et des fondations. Comprendre cette interaction est essentiel pour
évaluer correctement la capacité portante du sol et les contraintes a l'interface sol-fondation,
surtout lorsque le sol subit des mouvements tels que des affaissements miniers ou des

expansions.

Avant l'avénement des méthodes numériques avancées, des modeles simplifiés ont été
développés pour estimer efficacement les contraintes et déplacements induits par cette
interaction, en tenant compte principalement de la rigidité de la structure et du sol. La rigidité
de la structure est influencée par ses matériaux, sa géomeétrie et sa typologie, souvent modélisée
par des éléments de type plaque (comme la plaque Love Kirchhoff de ou celle de Reissner-
Mindlin) pour simplifier I'analyse. La rigidité du sol, quant a elle, dépend de ses propriétés
géotechniques et géologiques, et bien que le sol présente un comportement élastoplastique

complexe, l'analyse commence généralement par un modeéle élastique.

L'interaction sol-structure est donc un phénomene clé pour une conception réaliste et sdre
des ouvrages, notamment dans le contexte sismique, ou elle influence la transmission des
mouvements du sol a la structure et peut modifier la réponse dynamique globale. Elle nécessite
une modélisation précise pour intégrer les effets de couplage entre sol et structure, afin

d’optimiser la conception des fondations et garantir la stabilité des ouvrages
111.2. Les modeéles analytiques de I'interaction sol-structure

Les études portant sur I'interaction sol-structure reposent sur la modélisation distincte de
deux éléments essentiels : d'une part le sol, d'autre part la structure elle-méme. Si les chercheurs
représentent invariablement la composante structurelle par des systémes de plaques uniques ou
multiples (Love Kirchhoff, Reissner-Mindlin HSDT, RPT) ils adoptent en revanche plusieurs
modelés pour caractériser le comportement du sol, notamment les modéles de Winkler,

Pasternak ou Kerr.
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111.2.1. Fondation de Winkler

Le modele de Winkler constitue une représentation simplifiée mais largement adoptée du
comportement des sols sous charge. Cette approche conceptualise le sol comme un assemblage
de ressorts élastiques indépendants et paralleles, ou chaque ressort réagit exclusivement a la
contrainte verticale qui lui est appliquée, sans transmission d'efforts aux éléments adjacents.
Dans ce cadre théorique, la pression exercée par le sol en tout point est directement
proportionnelle a I'enfoncement vertical de la fondation a cet endroit, suivant une relation

mathématique linéaire.

p = Kywo (111.1)
Ou
p : La pression appliquée en un point.

wo : Le déplacement vertical en ce point.

K, : Le module de la fondation, Constante du ressort.

p

Figure I11. 1 : Représentation physique de Fondation de Winkler

En dépit de son élégante simplicité, le modeéle de Winkler présente deux limitations
fondamentales. D'une part, I'absence de liaison entre les ressorts adjacents induit une
représentation imparfaite du phénomeéne de cisaillement vertical dans le massif de sol. Cette
approximation engendre une rupture non réaliste dans le profil de tassement a l'interface entre
les zones sollicitées et non sollicitées de la fondation. D'autre part, cette approche purement
élastique ne permet pas dintégrer les comportements non-lineaires et irréversibles qui
caractérisent la réponse des sols lorsqu'ils atteignent leur seuil de plasticité. En 1954, Pasternak
a apporté une amélioration significative au modéle de Winkler en introduisant un parametre
supplémentaire. Cette avancée permettait de prendre en compte les interactions entre les
ressorts et a rendu le modele de Pasternak largement utilisé pour analyser le comportement

mécanique des interactions structure-fondation.
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111.2.2. Fondation de Pasternak

Le modéle de Pasternak introduit une ameélioration significative au modele de Winkler en
établissant un degré d'interaction entre les ressorts adjacents. Cette interaction est caractérisée
par l'introduction d'un coefficient de rigidité tangentielle K,,, qui opére conjointement avec la
rigidité normale K,, issue du modele de Winkler [36]. Deux distinctions fondamentales peuvent
étre identifiées entre ces deux modeles : tandis que le modéle de Winkler génere un tassement
uniforme sous la structure et n'induit aucun déplacement en dehors de la zone chargée, le
modele de Pasternak présente une continuité des déplacements qui s'étend a la fois dans la zone

sollicitée et dans les régions adjacentes non chargées, La relation pression déflexion est :
fe = Kywo —K,V?w (111.2)
Avec:
fe: La charge linéique s’appliquant sur le radier
Kw : Constante du ressort couche de ressort.

Kp : Constante de la couche de cisaillement.

s (PP
Vi =(5at5s (111.3)
T "
qQlx.z) T ’:—T_} Couche de Cisaillement
. — ‘J‘ 4 .-f/_ T
e | B | R X
U s

=SSES

e S oS

+

Figure I11. 2 : Représentation physique de Fondation de Pasternak

111.2.3. Fondation Kerr

Le modele de fondation de Kerr constitue une extension du modeéle classique de Winkler en
intégrant une couche de cisaillement, notéeK; entre deux couches élastiques caractérisees par
des rigidités différentes K,, pour la couche supérieure et K; pour la couche inferieure. Ce modele

¢lastique a trois parameétres permet de mieux représenter 1’interaction sol-structure en tenant
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compte du glissement relatif au sein de la fondation. L’introduction de la couche de cisaillement
permet ainsi de simuler de maniére plus réaliste les comportements mécaniques complexes
observés dans les fondations. La densité de réaction associée a cette fondation est formulée

selon les travaux [37].

fo=( KMy _ (KSK”) 72w (111.4)
Kl+Ku Kl+ku

Ou:
K : C’est le module de cisaillement.
K, : C’est le module élastique de la couche supérieure.

K; : C’est le module élastique inférieur de la couche.

Couche de
cisaillement

(a)

(b)
Figure 111.3 : La représentation physique de Fondation de Kerr

111.3. Synthese des travaux antérieurs sur ’effet de fondation

Plusieurs chercheurs ont exploré I'influence des fondations élastiques sur le comportement

des structures composites et fonctionnellement graduées.

e Shen et Zhu ont analysé le comportement post-flambement de plaques sandwich a toles

de face CNT-RC sur fondations élastiques via une approche multi-échelle. Leurs
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travaux démontrent I'impact significatif de la rigidité de la fondation sur la charge
critique de flambement et la réponse post-flambement [38].
Tabassian et al. Se sont penchés sur la stabilité dynamique de poutres sandwich
intelligentes sur fondation de Winkler sous charges axiales harmoniques, en manipulant
le noyau électro-rhéologique par champ électrique. Leurs résultats indiquent que la
présence de la fondation élastique restreint la zone d'instabilité et augmente la charge
dynamique critique [39]
L'étude de Behravan Rad et Shariyat porte sur des plagues annulaires bidirectionnelles a
gradation fonctionnelle (FG) placées sur des fondations Winkler-Pasternak non
homogeénes. Ces plaques, soumises a des forces de traction normale et de cisaillement
dans le plan, ont été analysées via la théorie tridimensionnelle exacte de I'élasticité.Les
chercheurs ont observé que lorsque les couches supérieures de la plaque présentent un
module d'élasticite plus éleve, le pic de contrainte de cisaillement transversal migre vers
ces mémes couches supérieures. L'étude démontre également que les fondations de type
Winkler ou Pasternak jouent un role secondaire dans la distribution des charges
appliquées a ces structures [40].
Daouadji et al. ont étudié la flexion de plaques a gradient fonctionnel sur fondation
élastique soumises & des sollicitations hygro-thermomécaniques, en employant une
théorie de cisaillement d'ordre élevé [41].
Kanani et al. ont évalué les vibrations libres et forcées de grande amplitude d'une poutre
FG reposant sur une fondation élastique non linéaire avec couche de cisaillement et non-
linéarité cubique. Leurs résultats révélent que l'augmentation de la rigidité non linéaire
de la fondation intensifie la non-linéarité de la réponse fréquentielle et temporelle, tandis
que l'augmentation de la rigidité linéaire produit I'effet inverse [42].
Ma et al. ont examiné la réponse non linéaire d'une poutre sur fondation élastique
soumise a une excitation harmonique. lls concluent que dans la réponse linéaire, le
parametre de Winkler (ko) est dominant, mais que le parametre de cisaillement (ki)
influence significativement la réponse non linéaire tant quantitativement que
qualitativement [43].
Akavci en présente une nouvelle théorie raffinée de la deformation en cisaillement
hyperbolique appliquée a I'étude des plaques sandwich a gradient fonctionnel reposant
sur une fondation élastique. Cette théorie est utilisée pour analyser la réponse statique,

les vibrations libres et le flambement de ces plaques. Les résultats montrent que
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l'augmentation des coefficients de rigidité de la fondation élastique éléve la charge
critique de flambement, ce qui signifie que la fondation joue un réle important dans le
comportement mécanique des plaques sandwich. Plus précisement, I'effet du coefficient
de rigidité en cisaillement (lié au modele de fondation de type Pasternak) est plus
marqué que celui du coefficient de rigidité de Winkler, indiquant que la prise en compte
des effets de cisaillement dans la fondation est cruciale pour une modélisation précise
[44].

e Diverses théories de cisaillement raffinées ont été développées pour I'analyse statique,
vibratoire, de flambement et hygro-thermomecanique des plaques a gradient fonctionnel
sur fondations élastiques (Lee et al [45] ; Thai et al [46] ; Zaoui et al [47] ; Zenkour et
al. [48] Wattanasakulpong et Chaikittiratana [49] ont investigué le comportement
statique et dynamique des plaques composites renforcées de nanotubes de carbone sur
fondation Winkler-Pasternak.

e Gupta et al. ont analysé le comportement en flexion et en vibration d'une plaque a
gradient fonctionnel sur fondation élastique en utilisant une théorie non polynomiale
d'ordre supérieur avec éléments finis [50].

e Zenkour et Radwan ont étudié les contraintes et déplacements d'une plaque FGM sur
fondation Winkler-Pasternak sous diverses conditions limites, appliquant une théorie de
déformation de cisaillement d'ordre élevé [51].

e Shahsavari, et al. ils ont présenté une nouvelle théorie hyperbolique quasi-3D pour
analyser les vibrations libres de plaques poreuses fonctionnellement graduées (FG)
reposant sur des fondations élastiques Winkler, Pasternak et Kerr, lls ont constaté que
la couche de cisaillement de la fondation Pasternak et la couche de ressorts
supplémentaire de la fondation Kerr joue un réle dominant dans la fréquence de
vibration des plaques FG. Ils ont conclu que I’¢lasticité des fondations est un facteur
déterminant dans les distributions poreuses FG qui permettent d’obtenir la rigidité¢ de
plaque la plus élevée possible [52].

e Nebab et al. ont examiné la flexion de plaques a gradient fonctionnel sur fondations
Pasternak-Winkler soumises a des charges mécaniques, utilisant une théorie de
cisaillement supérieur a quatre variables [53].

e Récemment, Mamen, et al. il a été estimé une formulation analytique présentait des
résultats thermodynamiques non linéaires de plaques fonctionnellement graduées

basées sur Winkler/Pasternak et Kerr comme montre dans la figure 111.4. Ils ont
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démontré qu'augmenter les paramétres élastiques de la fondation améliorerait la réponse
thermodynamique des plaques FG, néanmoins cette amélioration n'aurait aucun effet
sur l'effet du changement de température (AT) sur les fréquences fondamentales de ces

structures [54].

Shear layer

L U per springs
k. e Ap

Winkler's —=

springs Kk S TR
" Shear layerk_

Figure 111.4 : Géométrie et systéeme de coordonnées des plaques carrées FG reposant
sur des fondations élastiques : (a) fondation Winkler-Pasternak et (b) fondation Kerr
[54]

I11.4. Modéles de porosité

L'apparition des pores durant le processus de fabrication est modélisée a l'aide de diverses
fonctions mathématiques, notamment la loi exponentielle, la loi de puissance et la régle du
cosinus. Pour I'analyse des structures a matériaux fonctionnellement gradués (FGM), plusieurs
modeles ont été proposés afin de décrire la distribution des micro-vides. Parmi ces modeles, on
distingue les porosités uniformes, non uniformes, logarithmiques non uniformes ainsi que celles
basées sur la masse volumique. Ces différentes formulations permettent de représenter avec
précision la répartition des pores dans les structures FGM, facilitant ainsi leur étude et leur

optimisation
111.4.1. Plaque FG avec porosité uniforme

Le premier modeéle décrivant une distribution homogéne de la porosité a été élaboré par
Wattanasakulpong et Ungbhakorn [55]. Selon cette approche, les micro-vides sont répartis de
maniére constante sur I’ensemble de 1’épaisseur de la plaque FG (Fig. 111.4a). Les propriétés
matérielles effectives de la plaque, intégrant cette porosité uniforme, sont quantifiées a 1’aide
de I’équation (111 .5)
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P@) = R(G+5) -D+ra-(G+

Ou & est le parametre qui tient compte de |

Z

z (111.5)

) -5

‘effet de la porosité. 111.4 En appliqua n bv nt

I'équation (I11.5) sur les propriétés effectives de la plaque FG, les formulations du module de

Young " E(z2) ", de la densité massique "p (z) " et du coefficient de Poisson " v(z) " peuvent étre

exprimées par les équations (I11.6) [55].
E(2) = (B — En) (5 +
v(z) = (v, = v) (2 +

p(z) = (pc — pm) (% +

111.4.2. Plaque FG avec porosité non u

1\P &
)+ Em = S (. +Ey)

1\P &
2) +Um_5(vc+vm)

(111.6)

1

p 3
2) +pm_5(pc+pm)

niforme

Les plaques fonctionnellement graduées (FG) a porosité non uniforme se caractérisent par

une répartition variable des micro-vides selon I'épaisseur, contrairement aux modeéles a porosité

uniforme. Cette distribution hétérogéne résu
contraintes lors de

Wattanasakulpong et Ungbhakorn ont dévelop

l'infiltration des matériaux Se basant sur

Ite souvent de défauts de fabrication ou de
ces considérations,

pé un autre modele de distribution de porosité

(la porosité varie en fonction de I'épaisseur). Les propriétés effectives des matériaux avec une

distribution impaire (voir Figure.ll1.4b) [56].

1

E(2) = (Ec — En) (5 +

1

2

) +

1

2

v(z) = (v — vm) (2 +

p(2) = (pc — pm) (5 +

N 4 B~ (B~ En) (

)p+pm—§(pc—pm)(1—

2|z|
1 -
h

)

vm_g(vc_vm) (1_%)

)

(11.7)

2|z
h

111.4.3. Plague FG avec porosité logarithmique- non uniforme

Le troisieme modele a été proposeé par [50].
fonction logarithmique a travers I'épaisseur de
propriétés effectives du matériau avec une dis

dans les équations (111.8) [56].

Ou la distribution de la porosité varie selon une
la plaque comme le montre la figure 111.4c. Les

tribution logarithmique impaire sont résumées
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1

502 = e~ ) () + B toa1-+§6 1 (1-2)

v(2) = We =) (2 +3) + v —log +i@ —v) (1-22)  (ug)

p(@) = (o = pm) (2+2) + pm = log(1 + ) (0. — pm) (1 - 22)

Porosité ™~ Porosité e

(a) Porosités uniformes (b) Porosités non-uniformes

Porosité Porosité

(c) Porosités Logarithmique (d) Porosités masse
non uniformes volumigue

Figure I11. 4 : lllustration de différents modéles de variations de la porosité.
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I11.5.Conclusion

Ce chapitre présent les fondations élastiques sont décrites a travers les modéles de Winkler
(parametre unique de rigidité), Pasternak (intégrant un cisaillement de couche) et Kerr
(ajoutant une couche compressible intermédiaire). Nous avons présent quelques travaux sur

I'effet de fondation sur différents types de structure.

La présence de micro-vides dans les plaques FGM altere significativement leurs propriétés
mécaniques, notamment le module de Young et le module de cisaillement, ce qui influence
directement leur réponse en flexion, vibration et flambement. Cette hétérogénéité
microstructurale, qu'elle soit uniforme ou a gradient, doit étre intégrée dans les modéles

théoriques pour une prédiction réaliste du comportement.
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Chapitre IV analyse théorique des plaques poreuse en FGM
sur une fondation élastique

1VV.1. Introduction

Dans ce chapitre, une théorie raffinée de déformation (RPT) est développée pour analyser la
vibration d’une plaque fonctionnellement graduée (FGM) reposant sur une fondation élastique,
sous différentes conditions aux limites. Cette théorie prend en compte la présence possible de
porosités dans la plaque FGM, susceptibles de réduire la résistance mécanique du matériau.
Afin de modéliser avec précision le comportement en vibration de cette plaque imparfaite, une
nouvelle distribution de la porosité a travers 1’épaisseur de la plaque est introduite. On consideére
que les propriétés matérielles de la plaque varient conformément a la loi de puissance
caractéristique des matériaux fonctionnellement gradués (P-FGM). Les équations du
mouvement pour ces plaques épaisses sont dérivées a partir du principe d’Hamilton, puis
résolues analytiqguement a 1’aide des équations de Galerkin. Cette approche permet d’étudier
efficacement ’influence des porosités, des paramétres de fondation, du rapport d’élancement,
de I’indice de matériau ainsi que des conditions aux limites sur les déformations et contraintes

de la plaque fonctionnellement graduée.
IVV.2. Formulation du probleme

Dans cette étude, nous examinons une plaque composite céramo-métallique a gradient de
propriétés (FG) de dimensions données dans le systéeme de coordonnées (X, Y, z). Cette plaque
est composée d'aluminium (Al) et d'alumine (AlI203), dont les propriétés mécaniques,
notamment le module d'Young E (Z) et la masse volumique p(Z), et le coefficient de poisson
v(z)évoluent de maniére continue uniquement selon I'épaisseur. La surface supérieure de la
plaque (située a z=h/2) est constituée de céramique, tandis que sa surface inférieure (située a
z=—h/2) est en métal. La plaque repose sur une fondation élastique est représentée

matheématiquement par le modele a deux parametres de Winkler-Pasternak et Kerr.

Distribution de la loi de puissance selon [52] :

E@) = (B~ En) (2+2) + By — (B + )

1

v(z) = (v, — vy) (% + E)p + v, — % (v, +vp) (IvV.1)

p@) = e = ) (2+2) + pm = (o + )
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Ou les indices ¢ et m désignent respectivement la céramique et le métal. P I'indice de fraction
volumique (indice de loi de puissance) définit la caractérisation de la variation des matériaux a

travers I'épaisseur de la plaque, et ¢ représente la fraction volumique de porosite.
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Figure IV.1 : Représentation schématique d'une plague rectangulaire FGM reposant sur une

fondation élastique.
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Figure V.2 : La configuration de plaques FG rectangulaires reposant sur a) la fondation
Winkler, b) la fondation Pasternak et c) la fondation Kerr, [52].

IVV.3.Théories raffinées d’ordre élevé a quatre variables

1VV.3.2. Hypothéses de base

Pour modéliser le comportement de cette plaque FG, nous adoptons les hypotheses

suivantes :
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e Lesystéme de coordonneées cartésiennes a son origine située au plan neutre de la plaque.

e Les déplacements longitudinaux sont le résultat combiné de I'extension, de la flexion et

du cisaillement.

e Les déplacements dans le plan médian (u et v) sont décomposés en contributions

membranaire, de flexion et de cisaillement.

e Le déplacement transversal (w) est la somme d'une composante liée a la flexion (wb) et

d'une composante due au cisaillement (ws), s'exprimant comme
w(x,y,z) = wp(X, Y) +ws(X,Y) (IV.2)

e Nous considérons de petites déformations (linéaires) en raison de déplacements
négligeables par rapport a I'épaisseur de la plaque. De plus, la contrainte normale a
travers I'épaisseur (oz) est supposée négligeable face aux contraintes dans le plan de la

plaque (oxx et oyy).
IV.3.3. Champs de déplacement

En nous appuyant sur les hypothéses établies précédemment, nous obtenons le champ de
déplacement sous la forme analytique suivante :

aWb

u(x, Y, Z) = uo(x, y) —Z % f(Z)%

owp _

dwg
2 f() 5 (IV-3)

v(x,y,z) =v(x,y) — z
W(x:ylz) = Wb(X:Y) + WS(X,y)

Ou:
flz2) =z- % (zcosh (g) — %Sinh (%)) (IV.4)

Les variables u0 et vO représentent les déplacements membranaires dans le plan selon les
directions (x) et (y) respectivement. Les composantes why et ws correspondent aux déplacements
transversaux attribuables respectivement a la flexion et au cisaillement. Quant a la fonction f(z),

elle est définie a partir d'une combinaison de fonctions hyperboliques.
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IVV.3.4. Champs de déformation

Le champ de déformation associé au champ de déplacement précédent est obtenu comme suit

&y &2 k2 kS , .
{SY}: gy +z4ky t+f(2) Ky {yz}=g(z){yoz} (IV.5)
Vo) egy ky kxy ¥
ouo _BZWb _azws
& ox ke ox? | (kS o2
2 2
e 1= 20 4 Ak =t — T2 Ak 4=t T (IV.6)
y
)G?y Ik‘;_t;o*'%l k;lgy L—Z 62wb)| kgscy l_z azwsJ
0xdy dxdy
0 ows
Yyz|_) oy
{]/0 }— dws (IV.7)
yx) |(—
0x
d
9(z)=1-42 (IV.8)

Avec (€9, k°, kS, %)sont respectivement des déformations et les distorsions.

1VV.3.5. Relations constitutives

exprimées comme suit :

Pour la plague FG élastique et isotrope, les relations contraintes-déformations sont
(Ox\ [€11 €12 0
ay 0
Tyy »=| O 0 6

1(ex

7]
Tz oy | Y
lTsz [8 g g 685 C44Jk )

(0%, Oy, Txy, Tyz, Txz) €t (&x, &y, Vxy, Vyz, Vxz) SONt les composantes de contraintes et déformations

respectivement.

En utilisant les propriétés du matériau définies dans 1’équation IV.1, les coefficients de

rigidité cij, peuvent étre écrits comme :
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_ _ _E®
C11 = Cp = 1v@)?

_E@v(2) (lV 10)

1z — 1-v(z)?
C =C = —E(z)
44555 T (@)

IV.4. Les équations d’équilibres

Le principe de Hamilton est utilisé pour établir les équations du mouvement des plaques a

gradient de fonction (FG) présentant des imperfections.
[, (8Up — 8U + 8V — 8T)dt = 0 (IV. 11)
Ou : 8Up est la variation de 1’énergie de déformation qui est calculée par

h/2
=[ " 22(0x08x + 0,88, + Ty 8y + Ty20¥yz + Tus0¥iz)dAdz - (IV. 12)

La variation de 1’énergie de déformation est finalement formulée a 1’aide des expressions

des contraintes et des déformations :

66u0 6500

_ _ ba 6Wb Sa 5Ws
=[Ny — M -M

928w 028w
X dx 2 X dx 2 _Mb b ; >

Y oy2 Y ay2

+ N,

d8ug 661;0)_ p 926wy (ao‘ws)
N ( oy + dx ZM’W 0xdy ZMW axa Qyz t

Qs (aawg) dA (IV. 13)

Ou les résultantes de contraintes peuvent étre définies comme :

(Ny, NyNyy)= fh/z(ax, Oy, Tay)dz
(M2, M2, M2,)= fh}{fz(ax, Oy, Txy)2dz (IV. 13)

(M3, M5, M3, )= fh/z(ax,ay,rxy)f(z)dz

(Qy2 Qxz) = (Qy2, Qxz)g(2)dz
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En insérant I’équation (I1V.5-1V.6-1V.7-1V.8) dans I’équation (IV.9), puis en intégrant les
résultats dans 1’équation (IV. 13), on peut exprimer les résultantes des contraintes en fonction

des champs de déplacement (uyvow,ws)

duy
ox
d
A BS, BS, 0 %
Ny A11 A12 0 Bll BlZ 0 11 12 du, v,
Nyy A Az 0 By By 0 BY, B3, 0 oy | ax
MJIC? 0 0 A66 0 0 366 0 0 Bg6 _ aZWb
ye | [Biu Bz 0 Dy Dy O D Df 0 o
Z =(B12 B2 0 Di; Dy; 0 DS, D3, 0 _ayzb (IvV.14)
Mxy 0 O B66 0 0 D66 0 O Dgﬁ _ aZWb
My |{B4 B, 0 Df D), 0 Hy Hy, 0 0xdy
My ||BS, B, 0 D D, 0 Hyp Hp 0| [ 2%
My, || o o B, o o0 D O O H i
xy | L 66 66 66 _ 9%wy
L . ayz
_p 0ws
0x0y -
Q s 0wy
xz_A55 0] ox
o0 s |, (V149
ay
Les coefficients de rigiditéA;;, A3}, Byj, B , Dyj, DijH;j, sont défini comme :
h/2
= f_’i/z(l,gZ(Z),Z,f(Z),Zz,f(Z)Z,fz(Z))Cide (1V.14b)

IVV.5. Differentes modélisations de la fondation élastique

L’¢énergie de déformation introduite par les fondations élastiques peut étre définie comme

suit :
h/2
Up = _f f {Uwinkler + Upasternak + UKerr}dAdZ
A —h/2
=_(QWinkler+QPasternak+QKerr) (IV-15)
Ou:
6Up : : Le modeles de fondation élastique.
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Dans laquelle I’indice indique le nom du modéle de fondation utilisé.

IV.5.1. Modele de Winkler

Dans le cas du modele de fondation de Winkler, la charge répartie peut étre définie par
qwinkler = Kw(Wp + ws) (1V.16)

Ou K, est la constante de proportionnalité qui est appelée le module de réaction du milieu

IV.5.2. Modele de Pasternak

La réaction répartie entre le modele de fondation de Pasternak et la face inférieure de la

plaque FG peut s’exprimer par :
Gpasternak = Kw(Wp +wg) — Gpvz (wp + wy) (Iv.17)

Ou V2= 09?%/0x% + 0%/0y? désigne ’opérateur différentiel de Laplace en coordonnées

cartésienne rectangulaire.

De toute évidence, le modele de Pasternak se réduit au modeéle de fondation de Winkler pour
Gp=0

1VV.5.3. Modéle de Kerr

La réaction répartie dans ce modele est formulée comme suit :

KKy

Akerr = — (—) (wp + wg) — (

Ki+Ky

KSKu
Ki+Ky

) (wp + wy) (Iv.18)

IV.6. Energie cinétique

On peut obtenir la variation de 1’énergie cinétique en se basant sur la théorie de raffinées

d’ordre élevé a quatre variables de la plaque

5T = |, f_"}{fz{[uoauo + 1y8vg + W W p(2)}dAdz (IV.19)
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= f Io{ [ + VoS + (W + W) (8Wp, + SWig]
A

. 06w ow aow ow
—11[u0 b T Gy + Dy T+ S5 ]

08w awS

. 66wS ows o .
-1 [uo Fw 5o + Vo +—=6 ]
+I aWb 86wb aWb aawb ]
2 ax ox dy OJdy

+K, [aws a8Wws | A aaws] N

dx Ox dy dy

owp 08w owg 06w owyp, d6w. owg 06w
J, [Lp20%s | OWs 00Ws | _b_s_|__s_b] JdA
dx Ox dx Ox dy OJdy dy OJdy

Dans lequel les moments d’inertie de masse sont définis par :

{IO' 11' IZ!]O!]l']Z' KO' KZ}
=/ h/Z{LZ,Zz,g(Z),f(Z).Zf(Z),gZ(Z),fZ(Z)}p(Z)dZ (1IV.199)
IVV.7. Les équations de gouvernantes de la plaque

Les équations gouvernantes de la plaque a gradient fonctionnel (FG) comportant des
porosités et reposant sur des fondations élastiques, exprimées en termes de déplacements, sont
obtenues en substituant les expressions de 1’énergie de déformation, de 1’énergie due aux
fondations et de 1’énergie cinétique (issues respectivement des équations IV.13, V.17 et IV.21)
dans I’équation (IV.11). En appliquant une intégration par parties, on extrait alors les

coefficients associés aux variations virtuelles du,, vy, Swy,, Swcomme sulit :

0N, S

Do 2 = iy — 1, 20— ), 2 (IV.20)

9y | 0y ox
any aNy oy g 9wy o O
CRH a2m2, 92mp

dx2 dxdy dy? — Qwinkler — Qprasternak — Ykerr

o 01 d . .

= Lo Qi 5) + 1 (52 + ﬂ) — V2, — J, V2 (IV.22)

54



Chapitre IV analyse théorique des plaques poreuse en FGM
sur une fondation élastique

9% M3 0°M; 9%M5
( axzx +2 axa};y ay? y) Qwinkler — Qprasternak — Qkerr
ol 61’5 . .
= o Qi) + 3 (52 + 52) = Lo V2, — Ko V20, (IV.23)

En substituant les Eqgs (IV.14, IV.16, 1V.17, 1V.18) dans les Egs (1V.20-1V.23) les équations
du mouvement de la théorie présentée peuvent étre réécrites en termes de déplacement

dug, dvy, Swy, Sw, comme suit :

Azz 66;0 + 46655 z uo + (A2 + Aes)g ;; 11 %
1 —(Biz + 2Bge) %M;bz — B a;;;S — (Bi + 2B%) ;;;;Sz (1V.24)
- —10u0—11 ox —]1aws
[ Az % + 466 52 z vo + (A12 + Age) Zx;:/ 22 663_;/:
< —(Byz + 2Bss) i zv;l;, Biy a;;l;s (Bi; + 2366)% (1V.25)

aws

= IyVy — 11_—]1
ay

93u 93u 93y 93y
B11 —+ (Byx + 2366)( >+ 6x260y) B, ay30

0x0y?
04 04 24w
—Duy 5 = Daa 53— 2(Diz + 2Dee) 5 5525
a4WS 64WS a4—ws
—Dlsl m - DZSZ 6_3/4 - Z(Dlsz + 2D656) W (|V26)

- (KW(Wb +wy) — G,V2(wy, + WS))

() ) = (22 Gy w0 )

. . Oty OV .. ..
— = loQy i) + I (5252) = V34, — [V
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a3%u d3u 33y a3y
N 0 0 0 S 0
Bi1 5 + (Biz + 2B¢) (axayz + axZay) + B2 ay3

94w 94w 94w
s b S b S S b
—Di1 et D, oyt 2(D7, + 2Dgg) 2x20y2

_ps 64WS_DS 9*ws

0*wy
1154 22 5 —2(D72 + 2Dg6) 557 9x70y7
9wy 9*wg *ws
{1 —Hg, a:ﬁ Hyp 22 =5 _ 2(Hyp + 2Hgg) angy (1V.27)

9%wg 0%wyg
A3 T2+ 43572 — (Ku(wy +we) = G 72 (wy + wy)

() o+ ) — (2

)(Wb + Ws)>

diig 0 .
= loQip+ig) + /1 (52 52) = Jo V2, — Ky V2

IVV.8. Solution analytique pour les plaques FG simplement appuyeées

La méthode de Galerkin est employée dans ce contexte pour satisfaire les conditions aux

limites d'appuis simples. Pour ce faire, les coefficients de déplacement sont exprimés sous
forme suivants :

aXm(x)

Uy = Vne1 Dpeet Umn —=—= Y, (y)e~i@nt

Vo= Yo 1 3% VX (x )aYm(x) —iwpt
Wp = D=1 Zne1 WhmnXm ()Y (y)e ~1nt (1V.28)
= V=1 Lme1 WemnXm () Y (y) e~ 10nt
La fréquence circulaire w,,, (en rad/s)est caractérisée par les indice de mode m et n.

Les coefficients Upmn, Vi Womn, Wemn SONt les inconnues du probléme a déterminer. Les

fonctions X,,, et Y, sont choisies pour respecter les conditions aux limites.

Le modeéle présenté combine des conditions aux limites classiques et non classique
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’wp  0%ws_0%wp 92wy
Wp =Ws =5 =520y = a0y (1vV.29)

En substituant I’équation (IV.28) dans les équations (IV.24-1V.27) le systéeme peut formuler

matricielle-ment :

Kll K12 K13 K14- Mll MlZ M13 M14 -! Umn
K21 KZZ K23 K24- 2 M21 M22 M23 M24- I an

—w =0 IV.30
Kyi Ks» Kyz Ksg| O™ |Msy My, My My, Jwbmn (V.30)
K41 K42 K43 K44- M4—1 M4-2 M4-3 M4-4- Vvsmn

Ou K représente la matrice de rigidité et M la matrice de masse.

Notez que les racines positives réelles de 1’équation (IV.30) représentent la fréquence
naturelle circulaire avec différents numéros de mode, la plus basse valeur propre donne la

fréquence naturelle fondamentale de vibration de la plague FG.

Les fonctions pour les conditions aux limites sont définie par :

X (x) = sin(A,x), Yy (x) = sin(4,,y) (Iv.31)
mim nm
A ==
Avec:
Ky = +4. ( e ( Ly, Yy, )dxdy) (IV.32)

b a( 8Xmd2¥n 0 Xm
+A66(f0 fo( 2% oyt 9% Y, >dxdy>

b 0 X 0 2Yy d Yy
KlZ = +(A12 + A66) (fo f()a( dx ayz XmE )dxdy)

Ki3 = —B14 (fob foa( z XmY Xm¥n )dXdJ’)

3 X 0 2Yy,
—(B1z+2366)(f f ( - a:XmYn>dxdy>

Kuo=—B5 ([ [} (a S Y XYy dxdy )
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3 X 9 %Yy
—(B1z+2366)<f f ( a a:XmYn>dXd}’>

b 02XmdYn ,, 0Yn
K,y = (A5 + Agg) (fo foa( ax 9y —Xm—— 3y )dxdy)

b a3yn 0 Yy
KZZ = +A22 (fo foa( dy3 Xm dy X )dXdy>

braf 02Xy 0Y, Y,
o Iy 3 (S22 2lax,, 2 ) dxdy)

Kz3 = —B>; (fob foa (Xm (Z };nX Ya )dXdY)

b 92 X 0 Yy
—(B1 + 2Bes) (fo NG T Ko Y )dxdy)
b 93 Y,
Koo = =By () Iy (X 5o Xm¥n ddxdy)

b 82X 0 Yy
~B5, + 288 (Jy fy (52252 X, Y, ) dudy)

b 0% X o, X
K31 = +B1y (fo foa( a)i Ya ;( Ya )dXdY)

b 92 X 0 %Yy axm
~Bux +2B60) (fy [y ( 225 2 %ny, ) xay)

b ra [ 0% Xy, 032, oYy
K3z = +(Byz + 2Bge) (fo Jy ( %2 9y? Xmg )dXdJ’>

B2 () J3 (Xm B2 X 22 Yy )

K33 = D11(f f (a XmYX Ya )dXdY)

D22<f I (Xm“mx Y, >dxdy)
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b 0% X 02V,
2(D12 + 2D66) (fo foa( dx2 dy2 X Y )dxdy> Ffondation

Kse=—D3, () ;' (% o 2 Y XYy dxdy )

Dzz(f N (Xm”mx Y, )dxdy)

b 0% X 0 %Yy,
Z(sz + ZDgs) (fo foa( x2 dy? X Y >dxdy> + Ffondation

K = +B5: ([} 3 ( S22 v, 2oy, dxdy)

dx*

b ra( 0%X;, 02 Y 0Xm
+(Bi; + 2Bg6) (fo fo ( ax2 9y? ox Y )dXdy>

b ra [ 0%X; 02Y, 0Xm
Ky = +(B1; + 2Bge) (fo fo ( ox2 0y2 Wyn )dde>

+85, (13 fy' (S X 22 Ydxdy)

Kes = =D (J) 13 (5 o T Y XYy Jlxdy )

Dzz(f X (Xm”mx Y, )dxdy)

b 0% X 02V,
2 (Dlsz + 2D6S6) (fo foa( dx2 9y2 X Y )dde> + Ffondation

Ky, = Hu(f [ (a O Xmy XYy )dxdy)

sz(f IX (Xm”mx Y, )dxdy)

b 02 ma n
2 (Hyz + 2Hge) (fo foa( axXZ ay }; Xim Y )dxdy)
vas (177 (G b ddxdy)

maz

0% Y
+A3%,4 (fob foa ( Y —— XmMn )dde) +Ffondatlon

59



Chapitre IV analyse théorique des plaques poreuse en FGM
sur une fondation élastique

: b
Ffondation = ( — Ky — (%) (fo foa(XmYnXmYn) dxdy) +

(c;p + (%)) x (( 13 15 (S22 X)) dxdy) (fy Sy (Xom S Y XomYo) dxdy))
Avec :
Myy = +1o (5 J; (B2 ¥ 52V, ) drdy) (IV.33)

b
Mas = +o ((J; [y Gt Xon¥o) dxdy)

L (1 f; (a;fgl VXY, ) dxdy)

+(f0b foa (Xm%XmYn) dxdy) )

b
My, = +10< (f5 15 X Yu XYy dxdly)

2 (J) 1 (B2 VXonYy ) dxdy )
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+(f0b foa (Xm %XmYn) dxdy) )

My = +/1 (fob foa (a;% Ya (i;(_xm Yn) dxdy)

oYy

My, = +]1 (fob foa (Xm %Xm 3y )dXdY)

b
My = +Io | (fy J XY Xyn¥r) dxcy)

/2 (fob foa (% YnXmYn) dxd)’)

+(f0b foa (Xm ?;yyf XmYn) dxdy) )

b
My =+1o| (J J Xm¥nXpn¥r) dxcly)

ks (Jy Iy (5o YaXomY,) dxdy)

b %y,
+(fO foa (Xma—;szYn) dxdy) )
Mi; =My, =0
1VV.9.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en ceuvre une théorie raffinée d'ordre supérieur a quatre
variables pour examiner le comportement en vibration libre d'une plaque a gradient fonctionnel
de matériaux (FGM). Cette analyse prend en compte la présence potentielle de porosité dans le
matériau et considere que la plaque est supportée par une fondation élastiqgue combinant les

modeles de Winkler-Pasternak et de Kerr, tout en étudiant diverses conditions aux limites.

Les équations gouvernantes régissant cette théorie avancée de déformation de cisaillement

ont été développees en appliquant le principe du travail virtuel. Pour résoudre ce systéeme
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d'équations, nous avons employé la méthode de Galerkin, permettant ainsi d'obtenir des

solutions adaptées aux conditions spécifiques du probléme.
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Chapitre V Reésultats numériques et discussions

V.1.Introduction

Ce chapitre présente une étude consacrée a I’analyse des vibrations libres d’une plaque en
matériau fonctionnellement gradué (FGM) reposant sur une fondation élastique de type Winkler-
Pasternak-Kerr. L’analyse est menée a 1’aide d’une nouvelle théorie d’ordre élevé raffinée a quatre
variables, qui permet d’examiner simultanément 1’effet de trois paramétres variables des fondations
Winkler-Pasternak-Kerr a la surface des plaques FG soumises a diverses charges. Cette étude prend

également en compte 1’effet de la porosité sur les vibrations naturelles des plaques FGM.

La méthode de résolution utilisée est celle de Galerkin, qui repose sur des solutions exprimées
sous forme de séries de Fourier respectant les conditions aux limites, afin de résoudre les équations
d’équilibre. Par ailleurs, 1I’étude détaille I’'impact de plusieurs facteurs, notamment 1’indice
d’épaisseur, I’indice de la loi de puissance, le rapport géométrique, le rapport d’aspect de la plaque,
le type de charge ainsi que les parametres des fondations Winkler-Pasternak-Kerr, sur le
comportement mécanique des structures en FGM.

Enfin, les résultats obtenus sont comparés aux données disponibles dans la littérature afin de

valider la méthodologie adoptée.

V.2.Résultats numériques et discussions

Dans cette section, divers exemples numériques et graphiques sont présentés et discutés
pour Vérifier I'exactitude de la théorie actuelle et également pour présenter I'effet de la porosité sur
les vibrations libre des plaques FGM, est considéré reposé sur un fondation élastique, Pour les
résultats numériques, En revanche, la plague FG (AlI/AI203) en aluminium (comme le phase

métallique) et I'alumine (comme phase céramique) est considérée.

Pour présenter les différents résultats numériques, les quantités sans dimensions suivantes sont

utilisées :
— K, a* — Gpa? — Kya* — K.a? —  Kja*
K, =% G, =2 K= K== K==
D1 D14 D14 D14 Dq1
V.1
Ech® —_ Pm — a® |pm
Dy, = ——— w=wh [== w=w— |7
12(1-vc2) Em h | Em
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Les caracteristiqgues mécaniques de métal et de la céramique utilisée dans les plagues FGM sont

répertoriées dans le tableau V.1 :

Tableau V.1 : propriétés du céramique et métal.

Propriétés Aluminium (Al) Alumine (Al2053)
Module de Young (GPa) 70 380

Coefficient de poisson(v) 0,3 0,3

Masse volumique (Kg/m?3) 2702 3800

m

Tableau V.2 : Fréquence fondamentale adimensionnelle @ = wh /% des plaques FG avec

simplement appuyée (b/a=2, b/a=1) avec différents indices de fraction volumique (p).

h/a Modéle

b/a=1

b/a=2

p=0 p=1 p=2

p=0 p=1 p=2

3D exact [58]

0,1135 | 0,087 | 0,0789

0,0719 | 0,055 0,0499

Quasi-3D [59]

0,1135 | 0,0882 | 0,0806

0,0718 | 0,0557 0,051

10 "Quasi-3D [60]

0,1136 | 0,0882 | 0,0806

0,0719 | 0,0558 0,051

Quasi-3D [61]

0,1135 | 0,0882 | 0,0806

0,0718 | 0,0557 0,051

Présent

0,1133 | 0,0868 | 0,0787

0,0717 | 0,0548 0,0498

3D exact [58]

0,4169 | 0,3222 | 0,2905

0,2713 | 0,2088 0,1888

Quasi-3D [59]

0,4168 | 0,326 | 0,2961

0,2712 | 0,2115 0,1926

5 [Quasi-3D [60]

0,417 |0,3262 | 0,2961

0,2714 | 0,2116 0,1926

Quasi-3D [61]

0,4168 | 0,326 | 0,2961

0,2712 | 0,2115 0,1926

Présent

0,0415 | 0,320 | 0,2893

0,2704 | 0,2080 0,1882

3D exact [58]

1,847 | 1,4687 | 1,3095

0,957 | 0,7937 0,7149

Quasi-3D [59]

1,8505 | 1,4774 | 1,3219

1,304 1,0346 0,9293

Quasi-3D [60]

1,8528 | 1,4788 | 1,3226

0,957 | 0,7961 0,7193

Quasi-3D [61]

1,8503 | 1,4772 | 1,3218

1,3039 | 11,0345 0,9293

Présent

1,8259 | 1,4447 | 1,2891

1,2903 | 1,0133 0,9067

Le tableau V.2 présente les valeurs numériques de la fréquence fondamentale adimensionnelle

des plagues a gradient de propriétés (FG) simplement appuyées, en fonction de 1’indice de fraction
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volumique (p), du rapport d’épaisseur a la longueur (h/a) et du rapport de largeur a la longueur

(b/a).

D’apres les résultats affichés, on constate que la fréquence fondamentale diminue
progressivement avec I’augmentation de I’indice de fraction volumique, ce qui s’explique par la
diminution de la proportion de la phase céramique et I’augmentation de la phase métallique, moins
rigide, entrainant ainsi une réduction de la rigidité globale de la plaque. Les résultats montrent
également que les frequences sont plus élevées pour les plaques les plus minces (h/a=0,1) et
diminuent a mesure que le rapport d’épaisseur a la longueur augmente (h/a=0,2 puis 0,5), en raison

de ’augmentation de la masse et des effets de cisaillement dans les plaques épaisses.

De plus, il apparait que 1’augmentation du rapport de largeur a la longueur (b/a=2 par rapport a
b/a=1) conduit a une élévation de la fréquence fondamentale, en raison d’une rigidité accrue dans
la direction transversale. Ces résultats soulignent 1I’importance du contréle de la distribution des
matériaux et des dimensions geométriques des plaques pour atteindre les performances dynamiques

souhaitées dans diverses applications d’ingénierie.

Tableau V.3 : Fréquences fondamentales adimensionnelles @ = wh /% des plaques FG reposant

sur des fondations Winkler — Pasternak.

ky, | k, |h/a Modeéle 5 05 lp 5 c
Quasi-3D [62] - 0,0226 0,0207 -
20 | TSDT [63] 0,029 0,0249 0,0227 0,0209 0,0197
Présent 0,0290 | 0,0246 0,0222 0,0201 0,0191
Quasi-3D [62] 0,1136 - 0,0883 0,0807 -
10 |TSDT [63] 0,1134 0,0975 0,0891 0,0819 0,0767
0 0 Présent 0,1133 | 0,0962 0,0868 0,0787 0,0740
Quasi-3D [62] 0,2461 - 0,1918 0,1748 -
6,67 | TSDT[63] 0,2454 0,2121 0,1939 0,1778 0,1648
Présent 0,2449 0,2087 0,1883 0,1704 0,1588
Quasi-3D [62] 0,4174 - 0,3264 0,2965 -
5 |TSDT [63] 0,4154 0,3606 0,3299 0,3016 0,2765
Présent 0,4150 | 0,3550 0,3204 0,2893 0,2669
100 0 20 Quasi-3D [62] 0,0298 - 0,0238 - -
TSDT [63] 0,0298 | 0,0258 0,0238 0,0221 0,021
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Présent 0,0304 | 0,0264 | 0,0242 | 00225 | 0,0217
Quasi-3D [62] 0,1164 - 0,0924 | 0,0854 -

10 |[TSDT [63] 0,1162 | 0,1012 | 0,0933 | 0,0867 | 0,0821
Présent 0,1188 | 0,1034 | 0,0950 | 0,0882 | 0,0846
Quasi-3D [62] 0,2524 - 0,2011 | 0,1855 -

6,67 | TSDT [63] 02519 | 0,2204 | 02036 | 0,1889 | 0,1775
Présent 02576 | 0,2250 | 0,2071 | 0,1921 | 0,1833
Quasi-3D [62] 0,4286 - 0,3431 | 0,3158 -

5 |[TSDT[63] 04273 | 0,3758 | 0,3476 | 0,3219 | 0,2999
Présent 04384 | 03848 | 03547 | 0,3288 | 0,3119
Quasi-3D [62] 0,0411 - 0,0386 | 0,0383 -

,o | TSDT [63] 00411 | 00395 | 0,0388 | 0,0386 | 0,0388
Quasi-3D [61] 00411 | 00393 | 00386 | 0,0383 | 0,0385
Présent 0,0415 | 0,0397 | 0,0390 | 0,0387 | 0,0390
Quasi-3D [62] 0,1614 - 0,1521 | 0,1509 -

Lo | TSDTI63] 0,1619 | 0,1563 | 0,1542 | 0,1535 | 0,1543

100 | 100 Quasi-3D [61] 0,1616 | 0,1551 | 0,1525 | 0,1512 | 0,1521
Présent 0,1637 | 0,1571 | 0,1543 | 0,1530 | 0,1542
Quasi-3D [62] 0,3537 - 0,3349 | 0,3323 -

6,67 | TSDT [63] 0356 | 0346 | 0,3422 | 03412 | 03427
Présent 0,3598 | 0,3598 | 0,3411 | 0,3383 | 0,3407
Quasi-3D [62] 0,6089 - 05794 | 0,5752 -

5 |TSDT[63] 06162 | 06026 | 05978 | 05597 | 0,5993
Présent 06236 | 06041 | 05950 | 0,5904 | 0,5943

Le tableau V.3 présente les résultats des fréquences fondamentales adimensionnelles pour les
plaques FG reposant sur des fondations de type Winkler et Pasternak. Les valeurs montrent
clairement que la présence d’une fondation, qu’il s’agisse du modéle de Winkler ou de Pasternak,
augmente de maniere significative la frequence fondamentale des plaques par rapport a celles sans
fondation, en raison de I’effet de rigidité supplémentaire apporté par la fondation. Plus la rigidité
de la fondation est élevée, plus les fréquences augmentent, ce qui met en évidence le réle de la
fondation dans le renforcement de la résistance de la plaque aux vibrations.

En analysant I’influence de 1’indice de fraction volumique (p), on remarque que son effet sur la
fréquence fondamentale est relativement faible dans le cas de la fondation de Winkler, les
fréguences restant proches malgré la variation de p. En revanche, pour la fondation de Pasternak,
a la fois I’indice de fraction volumique et le rapport d’épaisseur a la longueur (h/a) ont un impact
marqué sur les fréquences : une augmentation de p ou de h/a conduit a une diminution de la
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fréquence fondamentale, ce qui correspond au comportement attendu pour des plaques FG
supportées par une fondation élastique plus complexe.

Le tableau montre également que les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux issus de
solutions d’ordre élevé raffinée, et ce pour toutes les gammes de rapports d’épaisseur étudiées (des
plaques trés minces h/a=0,05 aux plaques épaisses h/a=0,2). Dans 1’ensemble, les résultats du
tableau V.3 soulignent I’importance de la fondation dans 1’augmentation de la rigidité du systéme,
et mettent en évidence que le type de fondation, les propriétés du matériau a gradient de propriétés
et les dimensions géométriques sont tous des facteurs déterminants pour le comportement

dynamique des plaques FG dans les applications pratiques.

Tableau V.4: Fréquences fondamentales adimensionnelles @ = wh /% des plaques carrées FG
m

reposant sur Kerr fondation (k, =100)

K, k. h/a Modéle Plaque FGM

p=0.5 p=1 p=2 p=>5
20 Quasi-3D[61] 0,0253 0,0231 0,0212 0,0202
Présent 0,0255 0,0232 0,0213 0,0204

10 Quasi-3D [61] 0,0988 0,0903 0,083 0,0783
Présent 0,0999 0,0910 0,083 0,0795
100 0 6,67 | Quasi-3D [61] 0,2149 0,1964 0,1801 0,1685
Présent 0,2170 0,1979 0,1816 0,1715
5 Quasi-3D [61] 0,3661 0,3347 0,3061 0,2838

Présent 0,3702 0,3380 0,3097 0,2903
20 Quasi-3D [61] 0,0329 0,0316 0,0308 0,0305
Présent 0,3309 0,0317 0,0308 0,0307

10 Quasi-3D [61] 0,1294 0,1245 0,1212 0,1201
Présent 0,1303 0,1252 0,1217 0,1210
100 100 | 6,67 |Quasi-3D[61]| 0,2842 0,274 0,2666 0,2637
Présent 0,2863 0,275 0,2679 0,2659

5 | Quasi-3D[61]| 0,4906 0,4739 0,4615 0,456

Présent 0,4955 0,4780 0,4651 0,461
20 Quasi-3D [61] 0,0351 0,0341 0,0335 0,0334
Présent 0,0354 0,0343 0,0336 0,0337
10 Quasi-3D[61] 0,1385 0,1345 0,132 0,1316
200 100 Présent 0,1398 0,1356 0,132 0,1330
6,67 | Quasi-3D[61] | 0,3047 0,2964 0,2909 0,2897
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Présent 0,3078 0,2990 0,2933 0,2930
5 | Quasi-3D[61]| 0,5273 0,5139 0,5047 0,5024

Présent 0,5342 0,5199 0,5103 0,5095

20 | Quasi-3D[61] | 0,0427 0,0423 0,0422 0,0426

Présent 0,0429 0,4246 0,0423 0,0428

10 | Quasi3D[61] | 0,1687 0,167 0,1668 0,1684

200 200 Présent 0,1699 0,168 0,1676 0,1696
6,67 | Quasi-3D [61] | 0,3728 0,3694 0,3689 0,3725

Présent 0,3758 0,3719 0,3711 0,3752

5 | Quasi3D [61]| 0,6484 0,6436 0,6431 0,6494

Présent 0,6557 0,6497 0,6482 0,6552

Le tableau V.4 examine les variations de la fréquence fondamentale adimensionnelle des
plaques carrées a gradient de propriétés (FG) reposant sur une fondation de type Kerr, en fonction

de I’indice de fraction volumique (p) et du rapport d’épaisseur a la longueur (h/a).

Les résultats montrent que 1’augmentation de 1’indice de fraction volumique entraine une
diminution de la fréquence fondamentale, comme observé pour les autres types de fondations, en
raison de la réduction de la rigidité de la plaque liée a une proportion plus élevée de la phase
métallique. Toutefois, ’effet de la fondation Kerr se distingue particuliérement, puisque la
présence de la couche de cisaillement et du ressort supérieur confere a la plaque une rigidité
supplémentaire par rapport aux fondations de Winkler et de Pasternak.

Les valeurs indiquent que les parametres associés a la couche de cisaillement et au ressort
supérieur de la fondation Kerr augmentent significativement la fréquence, avec un effet de la
couche de cisaillement plus marqué que celui des ressorts supérieur et inférieur. Cela signifie que
le contrdle des propriétés de la couche de cisaillement constitue un levier efficace pour ajuster la

réponse dynamique des plaques FG dans des applications d’ingénierie avancées.

De plus, les fréquences adimensionnelles des plaques FG sur fondation Kerr sont géneralement
plus élevées que celles calculées pour les plaques reposant sur les fondations de Winkler ou de

Pasternak, grace a la rigidité additionnelle apportée par le ressort supérieur.

En somme, les résultats du tableau V.4 montrent que la fondation Kerr confére au systéme une

rigidité dynamique élevée et soulignent I’importance d’étudier 1’effet de la couche de cisaillement
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et des ressorts dans la conception et 1’analyse des plaques FG, notamment dans les applications

nécessitant une résistance accrue aux vibrations.

V.3.Les courbe relatives aux tableaux 3 et 4 et leur interprétation

La figure V.1 illustre la variation des paramétres h/a ainsi que des parametres de la fondation de

type Winkler-Pasternak. Il est observé que I'augmentation d’ h/a et des parameétres de la fondation

entraine une augmentation de la fréquence fondamentale. Par ailleurs, la figure V.2 présente la

fréguence principale en fonction de la variation de I'indice de fraction volumique et du rapport h/a,

montrant que l'augmentation de ces deux parametres provoque une élévation significative de la

fréquence principale.

0,65
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0,50
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0,00
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—® — Kp=0 Kw=100
Kp=100 Kw=100

Figure V.1 : Effet du paramétre h/a avec I’influence des parameters winkler-pasternak
sur la fréquence fondamentale non dimensionnelle de plaques FGM.
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Figure V. 2 : Effet du parametre h/a avec différents indices de fraction volumique ( p ) sur la

fréquence fondamentale non dimensionnelle de plaques FG reposant sur la fondation élastique.

La figure V.3 montre la fréquence fondamentale en fonction de la fraction volumique (p), des

différentes épaisseurs (h/a) et des variations des parameétres de la fondation élastique. On observe

que l'augmentation de la fraction volumique (p), de fondamentale.l'épaisseur, ainsi que des

coefficients de la fondation élastique, entraine une diminution de la fréquence.
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Figure V.3 : Effet des paramétres (K, , K, h/a, p) sur la fréquence fondamentale

adimensionnelle des plaques FG reposant sur la fondation élastique.
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De plus, il est observable sur la figure V.4 que l'augmentation de (K, ,K,,h/a) a une influence

négligeable sur l'effet de I'indice de loi de puissance sur la fréquence propre,et figure V.5 tandis

qu'une augmentation de (K, K, p) a une influence négligeable sur l'effet de h/a sur la fréquence

propre avec Kk, =100 .
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Figure V. 4 : Effect de parameter h/aavec variation de (K, k,) sur la fréquence fondamentale de
plaque FG avec (k, =100).
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Figure V. 5 : le influence de indices de fraction volumique ( p ) avec variation de (K, K ) sur la

fréquence fondamentale de plaque FG avec (k; =100).
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La figure V.6montre l'influence conjointe des parameétres d'épaisseur (h/a) et de fraction

volumique (p) sur la fréquence naturelle. Il est constaté que l'augmentation simultanée de

I'épaisseur et de la fraction volumique entraine une diminution de la fréquence fondamentale.
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Figure V. 6 : Effet des paramétres (h/a, p) sur les plaques @ = wh f% FG a fréquence

fondamentale adimensionnelle reposant sur la fondation Kerr (k, =100).
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V.4. Analyse de ’effet de la porosité sur la vibration naturelle des plaques FGM

sur une fondation élastique

Dans cette section, une plaque constituée d'un matériau a gradient fonctionnel (FGM) reposant
sur une fondation élastique a été présentée, comme illustré dans la figure V.7 (a) et (b). La plaque
posséde une épaisseur h ainsi que des dimensions a et b. Elle repose sur des fondations élastiques
au niveau de sa surface inférieure. Le modele de Pasternak a été utilis€¢ pour décrire 1’interaction
entre la fondation élastique et la plaque, ou K,,, et K représentent respectivement les coefficients
d’¢élasticité de Winkler et de la couche de cisaillement des fondations, en plus de la fondation Kerr.
Deux distributions différentes du gradient de porosité dans le matériau fonctionnel ont été
considérées : distribution parfait, distribution imparfait il a trois cas, (uniforme, non uniforme,

logarithmique inégale).

Ce cadre analytique permet d’étudier I’influence des propriétés matérielles variables et de la
distribution de la porosité sur le comportement mécanique et vibratoire de la plaque, tout en offrant
la possibilité d’évaluer les effets des fondations élastiques sur la propagation des ondes et des
vibrations dans les structures a gradient fonctionnel, fournissant ainsi un outil précis et efficace

pour ’analyse et la conception de ces systemes avancés.

Z A
’ b , Cross-section
: Ceramic —yb Cel‘alllic
M 1 l - T
h \ 1 Porosity
S >
S L ) 0 O
S {
S

(  [SSTISITIRISY \§§ 3
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Figure.7 : Systeme des coordonneées et la géomeétrie des plaques FG appuyées sur une fondation

élastique.
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Tableau V.5 : Variations des parameétres de fréquence des plaques parfaites et imparfaites en
fonction de la raideur de la fondation de Winkler—Pasternak (a/b=1 et p=1).

(kw,G, )| h/a | Parfait Imparfait | Imparfait 11 (Non Imparfait 111
(uniforme) uniforme) .
§=0 (logarithmique
irréguliére)

£§=02[&=056=02]é=05|§=02] £=05
20 | 8.885 | 8.407 | 5.885 | 8978 | 9,100 | 8.974 | 9,082
10 | 8682 | 8227 | 5796 | 8762 | 8,859 | 8,758 8.845
(0,0)

6.67 | 8379 | 7.956 | 5658 | 8,441 | 8505 | 8.438 8,498
5 | 8012 | 7.627 | 5484 | 8055 | 8,086 | 8.054 | 8,085
20 | 9701 | 9.467 | 8.057 | 9,871 | 10,149 | 9,863 | 10,098
10 | 9506 | 9.294 | 7.963 | 9,664 | 9,919 | 9,656 9,873

(100, 0)
6.67 | 9216 | 9.038 | 7.819 | 9.359 | 9,585 | 9,352 9,544
5 | 8869 | 8.728 | 7.638 | 8996 | 9,193 | 8,990 | 9,158
20 | 15.610 | 16.630 | 19.072 | 16,236 | 17,386 | 16,204 | 17,157
10 | 15.433 | 16.462 | 18.909 | 16,046 | 17,171 | 16,015 | 16,947

(100, 100)
6.67 | 15.176 | 16.216 | 18.649 | 15,772 | 16,866 | 15,742 | 16.649
5 | 14.875 | 15.922 | 18.286 | 15,455 | 16,514 | 15,425 | 16,304

En se basant sur le tableau joint qui illustre la variation des parameétres de fréquence des plaques
parfaites et imparfaites en fonction de la raideur de la fondation de Winkler—Pasternak (avec a/b =
1 et p = 1), on peut constater qu’une augmentation de la raideur de la fondation entraine une

élévation notable des valeurs de la fréquence naturelle pour les deux types de plaques.

De plus, les plaques parfaites présentent des valeurs de fréquence supérieures a celles des
plaques imparfaites dans les mémes conditions de fondation, ce qui refléte I’influence des défauts
structurels sur le comportement dynamique des plaques. Cependant, il est a noter qu’avec

I’augmentation de la raideur de la fondation, 1’écart entre les paramétres de fréquence des plaques
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parfaites et imparfaites diminue, ce qui indique que I’effet des défauts devient moins significatif

avec des fondations plus rigides.

Dans le cas d’une distribution uniforme, les propriétés ou les charges sont réparties de maniére
égale sur la plaque, ce qui conduit a une réponse dynamique réguliere et a des fréquences naturelles
¢levées, comme c’est le cas pour les plaques parfaites. Pour la distribution non uniforme, la
présence de variations dans la répartition des propriétés ou des charges crée des zones de faiblesse
ou de résistance différentes, ce qui se traduit par une diminution des fréquences naturelles pour les
plaques imparfaites par rapport aux plaques parfaites. Quant au cas logarithmique, la variation des
propriétés ou des charges suit une courbe logarithmique, c’est-a-dire que 1’effet est important au
début puis diminue progressivement ; ce type de distribution est souvent utilisé pour analyser les

systémes présentant des variations non linéaires.

Ces résultats soulignent 1’importance de prendre en compte a la fois la qualité de la plaque et

les caractéristiques de la fondation lors de 1’étude des vibrations dans les applications d’ingénierie.

V.5.Les courbe relatives du tableau V.5.et leur interprétation

En se basant sur la figure V.8, on constate que 1’augmentation du rapport h/a entrainé une
¢lévation de la fréquence fondamentale des plaques, qu’elles soient parfaites ou imparfaites, en

raison de ’augmentation de la rigidité.

De plus, les plaques parfaites présentent des fréquences plus élevées que les plaques imparfaites.
L’effet de la distribution de la porosité est également notable : la distribution uniforme donne la
frégquence la plus élevée, tandis que la distribution logarithmique inégale conduit a la fréquence la
plus basse. Enfin, I’augmentation des paramétres de la fondation contribue aussi a 1’élévation de la

fréquence fondamentale des plaques.
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(Uniforme, non Uniforme, logarithmique inégale)
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V.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de I'analyse des vibrations naturelles des plaques
en matériaux fonctionnellement gradués (FGM) en tenant compte de 1'effet de la porosité. Pour
cela, nous avons utilisé une théorie raffinée de déformation en cisaillement d’ordre élevé a quatre
variables, ainsi que la méthode de Galerkin pour résoudre analytiquement le probléme des plaques

simplement appuyées.

L’¢étude porte sur plusieurs parametres influencant le comportement des plaques FGM : le
coefficient de porosité, les différents modeles ou formes de distribution de la porosité, le paramétre
de distribution des propriétés dans la FGM, ainsi que le rapport entre la longueur du coté et

I’épaisseur de la plaque.

Les résultats numériques montrent que le rapport entre les dimensions des cotés et I’épaisseur a
une influence significative sur les effets de la porosité. En effet, la porosité agit comme un facteur
d’imperfection qui réduit la rigidité des matériaux FGM, rendant leur comportement mécanique
plus vulnérable aux déformations et aux défaillances. De plus, la forme de distribution de la

porosité joue un role important dans ces effets.
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Conclusion générale

Les matériaux a gradient de propriétés constituent un domaine en pleine expansion dans
les sciences et I’ingénierie, offrant de nombreuses applications concrétes. Les besoins en
recherche dans ce secteur sont vastes et diversifiés, car les matériaux a gradient de propriétés
(FGM) présentent des avantages prometteurs qui justifient des investissements de recherche

significatifs.

Lors du processus de fabrication des matériaux a gradient fonctionnel (FGM), des micro-
vides et des porosités peuvent apparaitre en raison de difficultés techniques inhérentes a la
production. Ces défauts structurels doivent étre pris en considération dans la conception des

structures FGM destinées a supporter des charges, qu'elles soient statiques ou dynamiques.

Ce travail a contribué a l'analyse du comportement mécanique (vibration libres) des
plaques a gradient fonctionnel (FGM) reposant sur différentes fondations élastiques types
Winkler-Pasternak et de type Kerr tout en intégrant l'influence de la porosité. Sous des
conditions aux limites simplement appuyées, une théorie de cisaillement raffinée a quatre

variables a été utilisée et développé en détail pour 1’analyse la vibration libres des plaques FGM.

Les différentes études comparatives menées dans cette recherche ont confirmé que les
résultats obtenus pour I’analyse du comportement des plaques poreuses sont trés proches de
ceux issus d’autres théories raffinées de déformation de cisaillement. Cette investigation
présente également, sous forme numérique et graphique, I’influence de plusieurs parametres

des plaques dans diverses combinaisons de matériaux a gradient fonctionnel (FGM).

Les résultats caractéristiques obtenus ont permis de tirer les conclusions suivantes

concernant le comportement des plaques FGM poreuses :

- La fréquence fondamentale w diminue progressivement avec 1’augmentation de
I’indice de fraction volumique p. Ce comportement est attribué a la diminution de la
phase en céramique (matériau plus rigide) au profit de la phase métallique (moins
rigide), ce qui réduit la rigidité globale de la plaque.

- Les plaques plus minces h/a=0,1 présentent des fréquences fondamentales plus
¢élevées. En revanche, lorsque 1’épaisseur augmente h/a=0,2 puis 0,5, la fréquence
diminue. Cela est di a I'augmentation de la masse et aux effets de cisaillement plus

prononceés dans les plagques épaisses.
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- L’augmentation du rapport de largeur a la longueur b/a (de 1 a 2) entraine également
une élévation de la fréquence fondamentale, en raison d’une rigidité accrue dans la
direction transverse.

- la présence d’une fondation augmente significativement la fréquence fondamentale,
en raison de la rigidité additionnelle apportée. Cet effet est d’autant plus marqué que
la rigidité de la fondation est elevée.

- L’indice de fraction volumique p influence peu les fréquences dans le cas d’une
fondation de Winkler, mais son impact devient notable pour la fondation de Pasternak.

- La couche de cisaillement a un effet plus marqué que les ressorts sur 1’élévation des
fréquences.

- La fondation Kerr permet d’obtenir des fréquences généralement plus élevées,
traduisant une meilleure résistance dynamique du systéme.

- L’augmentation de la raideur de la fondation Winkler—Pasternak éléve les fréquences
naturelles des plaques parfaites et imparfaites.

- Les plaques parfaites conservent des fréquences plus €levées, mais 1’écart avec les
plaques imparfaites diminue a mesure que la fondation devient plus rigide.

- Les distributions uniformes favorisent des fréquences plus élevées, tandis que les
distributions non uniformes ou logarithmiques réduisent la rigidité et donc les
fréquences.

En conclusion, la théorie proposée s’est révélée précise pour 1’analyse de la vibration libre des
plaques fonctionnellement graduées (FGM) en tenant compte de la porosité. Dans le
prolongement de ce travail, il est envisagé d’étendre 1’application de cette théorie a 1I’étude de
I’effet de la porosité sur le flambement et la flexion des plaques FGM, sous diverses conditions

d’appui.
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