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Abstract



Abstract

Abstract:

Concrete is the most widely used substance in construction industry, so it’s been required to
improve its quality using new technologies. Nowadays, nanotechnology offers new frontiers
for improving construction materials. In this paper, we

study the stability analysis of the Single Walled Carbon Nanotubes (SWCNT) reinforced
concrete cylindrical shell embedded in elastic foundation using the Donnell cylindrical shell
theory. In this regard, we propose a new explicit analytical formula of the critical buckling
load which takes into account the distribution of SWCNT reinforcement through the thickness
of the concrete shell using the U, X, O and V forms and the elastic foundation using Winkler
and Pasternak models. The rule of mixture is used

to calculate the effective properties of the reinforced concrete cylindrical shell. The influence
of diverse parameters on the stability behavior of the reinforced concrete shell is also

discussed.

Keywords: stability analysis; SWCNT reinforced concrete cylindrical shell; elastic

foundation; donnell shell theory
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Résumé

Résumé :

Le béton est le matériau le plus utilisé dans I’industrie de la construction, ce qui rend
essentielle I’amélioration de ses performances via des technologies innovantes. Aujourd’hui,
la nanotechnologie ouvre de nouvelles perspectives pour I’optimisation des matériaux de
construction. Dans cet article, nous étudions 1’analyse de stabilité d’une coque cylindrique en
béton renforcée par des nanotubes de carbone monofeuillets (SWCNT), encastrée dans une
fondation élastique, en utilisant la théorie des coques cylindriques de Donnell. A cet effet,
nous proposons une nouvelle formule analytique explicite pour la charge critique de
flambement, prenant en compte la répartition des SWCNT a travers ’épaisseur de la coque
(distributions de type U, X, O et V) ainsi que les paramétres de la fondation élastique
modélisée par les approches de Winkler et Pasternak. Les propriétés effectives du béton
renforcé sont déterminées via la loi des mélanges. L’influence de divers paramétres sur le

comportement de stabilité de la coque est également discutée.

Mots-clés : Analyse de stabilité ; coque cylindrique en béton renforcée par SWCNT ;

fondation élastique ; théorie des coques de Donnell

III






Liste Des Figures

Liste Des Figures

Chapitre V : Théorie du flambement des coques cylindriques

Fig V.1: Flambement d'une coque sous compression axiale..........ccceeevveeeeieercieeniieeeniveeenneenns 29
Fig.V.2: quatre modes de flambement différents pour une coque cylindrique. ....................... 32
Fig. V.3: Courbes charge-déplacement typiques pour une coque cylindrique ..............c......... 33
Fig. V.4: Impact des imperfections sur la charge critique de flambement..........c...cccocceeee. 37

Chapitre VI : Généralités sur les Matériaux Fonctionnellement gradués
Fig. VI.1: Schéma d'un nanotube de carbone intégré dans une fondation élastique................. 42

Fig. VI.2. Les configurations de distribution des SWCNT dans une coque cylindrique en
béton sont calculées selon la régle de mélange ([5], [6], [7])- «oecveeereveeerireeerveennne 45

Chapitre VII : Résultats & Discussions

Fig. VII.1 Effet du pourcentage de SWCNT sur la charge critique de flambement A, d'une
coque cylindrique en béton armé. ((a) OD-CNT et (b) UD-CNT). .....ccceevuveeuveenenne 54

Fig. VIIL.2 Effet de la distribution des nanotubes de carbone sur la charge de flambement
critique 1., de la coque cylindrique en béton renforcé SWCNT ..........ccocvveveneen. 56

Fig. VIIL.3 Effet du parametre de fondation élastique (B_W,B_G ) sur la charge critique de
flambement A, d'une coque cylindrique en béton armé UD-CNT avec S = 0.12................ 58

v






- Listedes Tableaux

Liste Des Tableaux

Chapitre IV : Fondations élastiques : théorie et modélisation

Tableau IV.1: Comparaison des MOdEIES..........eeevuiieeiiiiiiiiiieciie ettt 22

Chapitre VI : Modéle mathématique de flambement axial des coques cylindriques en
béton-CNTC sur fondations élastiques

Tableau VI.1: Paramétres d'efficacité 4,7, et n; associés aux fractions volumiques Sj......... 46

Chapitre VII : Résultats & Discussions

Tableau VII.1 : Charge critique de flambage (A7) de la coque cylindrique en béton renforcé de
nanotubes de carbone SWOCNT ..ot 53

Tableau VII.2 : La valeur du rapport hauteur/largeur  correspondant a la valeur minimale de







Liste des Notations

Liste Des Notations

1) Paramétres géométriques et matériaux:

e R :Rayon de la surface médiane de la coque cylindrique.

e h: Epaisseur de la coque.

e L : Longueur de la coque.

e E,, : Module d"Young effectif du béton renforcé.
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Introduction Générale

Introduction Générale :

La nanoscience et la nanotechnologie occupent une place centrale dans la recherche
contemporaine, notamment pour leurs applications innovantes dans I’ingénierie des matériaux.
Les micro et nanocoques, par leurs propriétés mécaniques uniques, suscitent un vif intérét pour
des usages industriels vari¢s. Parmi ces matériaux, les nanotubes de carbone (CNT), grace a
leur résistance exceptionnelle et leur légereté, émergent comme des solutions prometteuses
pour le renforcement des structures composites. Leur intégration dans des poutres, plaques ou
coques permet d’améliorer significativement les performances mécaniques, thermiques et

dynamiques de ces structures.

Les travaux récents explorent notamment leur role dans 1’optimisation de la stabilité, de la
flexion et de la réponse vibratoire, en s’appuyant sur des modeles théoriques avancés (théories
de Timoshenko, de Donnell) et des approches numériques sophistiquées. Par exemple, des
¢tudes démontrent leur efficacité dans le renforcement de poutres en béton ou de coques
cylindriques, ou leur répartition spatiale (selon des profils U, X, O ou V) influence directement

la résistance au flambement.

Ce travail de mémoire se concentre sur I’analyse de la stabilité¢ d’une coque cylindrique en béton
renforcée par des nanotubes de carbone monofeuillets (SWCNT), ancrée dans un milieu
¢lastique. L’objectif est de proposer un modele analytique novateur pour prédire la charge
critique de flambement, en intégrant les effets de la distribution des nanotubes et des paramétres
de la fondation ¢élastique (modeles de Winkler et Pasternak). Une attention particulieére est
portée a ’impact de la concentration en SWCNT et des configurations de renforcement sur la
réponse structurale, offrant ainsi des pistes pour la conception optimisée de matériaux

composites haute performance
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I.1. Introduction :
Le 15 mai 1981, I’effondrement spectaculaire du silo a grains de Rijswijk aux Pays-Bas
marqua un tournant décisif dans 1’histoire des structures en coques cylindriques [1]. Cette
catastrophe, survenue suite a un phénomene de flambement imprévu, mit en lumiere les
limites de notre compréhension des structures en béton armé et la nécessité d’innovations
constantes dans le domaine des matériaux de construction. Aujourd’hui, a D’ére des
nanotechnologies, 1’incorporation des nanotubes de carbone mono-paroi (SWCNT) dans le
béton ouvre de nouvelles perspectives pour repousser ces limites [2].
1.2. Evolution historique des structures en coques cylindriques
L’histoire des coques cylindriques en béton armé est intimement liée a I’évolution de
I’architecture industrielle et civile du XXe siécle. Dans les années 1920, I’ingénieur francais
Eugene Freyssinet révolutionna la construction en introduisant les premiers hangars a
dirigeables en forme de coques minces [3]. Cette innovation marqua le début d’une nouvelle
¢re dans la conception des structures.
Les années d’apres-guerre virent une multiplication des applications des coques cylindriques,
particuliérement dans la construction de :
e Silos de stockage pour I’agriculture
e Réservoirs d’eau et installations industrielles
o Centrales nucléaires et structures de confinement [4].
Le Professeur Franz Dischinger, pionnier allemand des coques minces, développa en 1935 la
premicre théorie compleéte du comportement mécanique des coques cylindriques [5]. Ses
travaux, enrichis par les contributions ultérieures de Wilhelm Fliigge [6] et David P.
Billington [7], établirent les fondements mathématiques de leur dimensionnement.
La période 1950-1970 fut marquée par une expansion rapide de ces structures, portée par
I’optimisme technologique de 1’époque. Cependant, plusieurs accidents majeurs, dont celui
de Rijswijk, révélerent les insuffisances des méthodes de calcul traditionnelles face aux
phénoménes complexes de flambement [1].
1.3. Fondamentaux du béton armé et ses limitations
Le béton armé, matériau composite associant béton et acier, présente des caractéristiques
mécaniques complexes qui déterminent son comportement structural. Sa nature hétérogéne

induit des défis particuliers dans le contexte des coques cylindriques.
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1.3.1. Comportement mécanique fondamental
Le béton armé se caractérise par une résistance élevée en compression mais relativement
faible en traction. Cette asymétrie comportementale est partiellement compensée par les
armatures d’acier, mais reste une source de vulnérabilité, particulicrement dans les
structures minces comme les coques cylindriques [8].
Les principales limitations incluent :
e La fissuration sous contraintes de traction
e Le fluage sous charge permanente
e La sensibilité aux variations thermiques
e La durabilité face aux agressions environnementales [9].
1.3.2. Problématiques spécifiques aux coques cylindriques
Dans le cas des coques cylindriques, ces limitations se manifestent de manicre
particuliérement critique. Le Professeur Eduardo Torroja, dans son ouvrage Philosophy of
Structures (1958), soulignait déja 1’importance cruciale de la géométrie dans le
comportement des coques minces [10]. Les principaux défis incluent :
1. La stabilité structurelle
o Sensibilité aux imperfections géométriques [11]
o Modes de flambement multiples [12]
o Effets de second ordre significatifs [13].
2. Le controle de la fissuration
o Distribution non uniforme des contraintes [14]
o Concentration de contraintes aux discontinuités [15]
o Effets des gradients thermiques [16].
3. La durabilité
o Exposition environnementale variable [17]
o Vieillissement des matériaux [18]
o Maintenance complexe [19].
1.3.3. Etat actuel des connaissances
Les recherches récentes ont permis d’améliorer significativement notre compréhension du
comportement des coques cylindriques. Les travaux de John W. Hutchinson sur la

sensibilité aux imperfections [20] et ceux de Werner Sobek sur I’optimisation des structures
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minces [21] ont ouvert de nouvelles perspectives. Néanmoins, les limitations intrinséques
du béton armé traditionnel persistent [22].
I.4. Introduction aux nanotubes de carbone mono-paroi (SWCNT)
L’avénement des nanotechnologies, et particulierement la découverte des nanotubes de
carbone par Sumio lijima en 1991 [23], a ouvert des perspectives révolutionnaires pour
I’amélioration des matériaux de construction.
1.4.1. Structure et propriétés fondamentales
Les SWCNT sont des structures tubulaires de carbone d’un diametre de ['ordre du
nanometre. Leur structure atomique unique leur confére des propriétés exceptionnelles :
e Module d’Young théorique supérieur a 1 TPa [24]
e Résistance a la traction dépassant 100 GPa [25]
e Conductivité thermique et électrique remarquable [26]
e Rapport résistance/masse inégalé [27].
1.4.2. Intégration dans la matrice cimentaire
L’incorporation des SWCNT dans le béton représente un défi technologique majeur. Les
travaux pionniers du Professeur Shah a I’Universit¢ Northwestern ont démontré la
possibilité d’une dispersion efficace des nanotubes dans la matrice cimentaire [28]. Les
principaux aspects a considérer sont :
1. La dispersion des nanotubes
o Techniques de fonctionnalisation chimique [29]
o Me¢éthodes de mélange optimisées [30]
o Controle de I’agglomération [31].
2. L’interface SWCNT-ciment
o Adhérence mécanique [32]
o Interactions physico-chimiques [33]
o Durabilité de la liaison [34].
3. Les effets sur les propriétés macroscopiques
o Amélioration de la résistance en traction [35]
o Controle de la fissuration [36]
o Modification du comportement rhéologique [37].

1.4.3. Perspectives d’application
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Les recherches actuelles suggérent que 1’incorporation de SWCNT pourrait révolutionner
les performances des structures en béton armé. Le Professeur Li au MIT a démontré une
amélioration de 50 % de la résistance en flexion pour des concentrations optimisées de
nanotubes [38].
L.5. Transition vers les propriétés mécaniques des SWCNT
La compréhension approfondie des propriétés mécaniques des nanotubes de carbone
constitue une étape cruciale dans le développement de structures en béton armé plus
performantes. Le chapitre suivant explorera en détail ces propriétés exceptionnelles et leur
influence sur le comportement global du composite.
Les défis techniques et scientifiques sont considérables, mais les enjeux le sont tout autant.
Comme I’a souligné le Professeur Mark Miesch lors de la conférence internationale sur les
matériaux composites en 2023 : "L’intégration des nanotubes de carbone dans les structures
en béton représente peut-étre la plus grande révolution dans la construction depuis

I’invention du béton armé lui-méme" [39].

I.6. Conclusions :
Ce premier chapitre a permis d’établir :
1. L’importance historique et contemporaine des coques cylindriques [3-7,10]
2. Les limitations intrinséques du béton armé traditionnel [8-22]
3. Le potentiel révolutionnaire des nanotubes de carbone [23-39]
Ces ¢léments constituent le fondement nécessaire a une exploration plus approfondie des

aspects techniques et pratiques qui seront développés dans les chapitres suivants.
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II.1. Introduction :

" La nature construit ses édifices atomiques avec une précision que nous ne pouvons qu’envier. "
Cette réflexion du physicien Richard Feynman [1] prend tout son sens lorsqu’on étudie les
nanotubes de carbone mono-paroi (SWCNT), véritables chefs-d’ceuvre de [’architecture
moléculaire. Leur découverte a ouvert un nouveau chapitre dans la science des matériaux,
promettant des applications révolutionnaires dans de nombreux domaines, notamment celui des
structures en béton armé [2].

I1.2. Structure atomique et caractéristiques des SWCNT
I1.2.1 Configuration atomique fondamentale

Les nanotubes de carbone mono-paroi représentent 1’une des formes allotropiques du
carbone les plus fascinantes. Leur structure peut étre conceptualisée comme une
feuille de graphéne enroulée sur elle-méme pour former un cylindre parfait d’un
diametre de D'ordre du nanométre [3]. Cette simplicité apparente cache une
complexité remarquable au niveau atomique.

La structure atomique des SWCNT est caractérisée par :

e Une organisation hexagonale des atomes de carbone (réseau en nid
d’abeille) [4]

e Des liaisons covalentes sp? entre les atomes [5]

e Un diamétre typique compris entre 0,4 et 2,5 nanométres [6]

e Une longueur pouvant atteindre plusieurs micrometres [7]

La géométrie précise d’'un SWCNT est définie par son vecteur chiral (n,m), qui
détermine 1’angle d’enroulement de la feuille de graphéne. Cette chiralité influence
directement les propriétés €lectroniques et mécaniques du nanotube [8].

I1.2.2 Types de configurations
On distingue trois types principaux de SWCNT selon leur chiralité :

1. Configuration " armchair " (n,n)
o Structure symétrique [9]
o Comportement métallique [10]
o Stabilité mécanique maximale [11]
2. Configuration " zigzag " (n,0)
o Alignement perpendiculaire a I’axe du tube [12]
o Propriétés semi-conductrices ou métalliques [13]
o Résistance mécanique intermédiaire [14]
3. Configuration " chirale " (n,m)
o Structure hélicoidale [15]

o Propriétés variables selon 1’angle chiral [16]
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o Comportement mécanique complexe [17]
11.2.3 Défauts structuraux

La perfection théorique des SWCNT est souvent altérée par la présence de défauts
structuraux qui peuvent influencer significativement leurs propriétés mécaniques
[18]:

1. Défauts topologiques
o Pentagones et heptagones dans le réseau hexagonal [19]
o Dislocations [20]
o Vacances atomiques [21]
2. Défauts chimiques
o Sites d’oxydation [22]
o Groupements fonctionnels non désirés [23]
o Contaminations métalliques [24]
3. Défauts structurels
o Courbure excessive [25]
o Torsion [26]
o Effondrement de la section [27]

I1.3. Comportement mécanique sous contrainte
I1.3.1 Propriétés élastiques fondamentales

Les SWCNT présentent des propriétés mécaniques exceptionnelles, largement
supérieures a celles des matériaux conventionnels [28] :

1. Module d’Young

o Valeur théorique : 1-5 TPa [29]

o Mesures expérimentales : 0,8—1,8 TPa [30]
2. Coefficient de Poisson

o Valeur moyenne : 0,15-0,28 [31]
3. Module de cisaillement

o Ordre de grandeur : 450 GPa [32]

I1.3.2 Réponse aux sollicitations mécaniques

I1.3.2.1 Traction axiale : Les SWCNT démontrent une résistance exceptionnelle en
traction :

¢ Contrainte ultime théorique : 100-200 GPa [33]
e D¢éformation a rupture : 10-30 % [34]

I1.3.2.2 Compression axiale : Le comportement en compression est caractéris¢ par :
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e Flambement élastique réversible [35]
e Stabilité structurelle remarquable [36]

I1.3.2.3 Flexion : La réponse en flexion présente des caractéristiques uniques :
e Déformation réversible jusqu’a des angles extrémes [37]

I1.3.3 Influence des paramétres environnementaux : Les propriétés mécaniques des
SWCNT sont sensibles aux conditions environnementales [38] :

1. Effet de la température

o Stabilité thermique jusqu’a 2800 °C sous vide [39]
2. Impact de ’environnement chimique

o Oxydation [40]

11.4. Interface SWCNT-matrice cimentaire

I1.4.1 Mécanismes d’interaction : L’efficacité du renforcement par les SWCNT dépend
essentiellement de la qualité de I’interface avec la matrice cimentaire [41] :

e Interactions physiques : Forces de Van der Waals [42]
e Interactions chimiques : Fonctionnalisation de surface [43]

11.4.2 Transfert de charge : Le mécanisme de transfert de charge inclut :

e Théorie du cisaillement interfacial [44]
e Longueur critique des nanotubes [45]

11.4.3 Durabilité de ’interface : La pérennité des performances dépend de :

e Résistance chimique [46]
e Stabilité thermique [47]

I1.5. Méthodes de caractérisation
I1.5.1 Techniques expérimentales

e Microscopie électronique a balayage (MEB) [48]
e Spectroscopie Raman [49]

I1.5.2 Modélisation numérique
¢ Dynamique moléculaire [50]
I1.6. Applications et perspectives
I1.6.1 Applications actuelles

e Renforcement structural [51]
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e Conductivité électrique [52]
11.6.2 Défis et opportunités

e Synthése a grande échelle [53]
I1.7. Conclusion :

Ce chapitre a exploré les propriétés fondamentales des nanotubes de carbone mono-paroi
(SWCNT) et leur intégration prometteuse dans les matrices cimentaires. La structure
atomique unique des SWCNT, caractérisée par des liaisons covalentes sp? et une chiralité
définie, confére a ces nanomatériaux des propriétés mécaniques exceptionnelles,
notamment un module d’Young théorique atteignant 1-5 TPa [11,29] et une résistance a la
traction dépassant 100 GPa [33]. Ces caractéristiques positionnent les SWCNT comme des
candidats idéaux pour le renforcement des structures en béton armé, offrant une
amélioration significative de la résistance, de la ductilité¢ et du controle de la fissuration
[51,52].

Cependant, I’efficacit¢ de ces nanocomposites dépend étroitement de la qualité de
I’interface SWCNT-matrice cimentaire. Les mécanismes d’interaction physico-chimiques,
tels que les forces de Van der Waals [42] et la fonctionnalisation de surface [43], ainsi que
le transfert de charge optimal [44], restent des défis critiques a maitriser. De plus, la
durabilit¢ a long terme de ces interfaces face aux agressions environnementales, comme
I’oxydation [40] ou les cycles thermiques [47], nécessite des investigations approfondies.

Les méthodes de caractérisation avancées, combinant microscopie ¢électronique [48],
spectroscopie Raman [49] et modélisation multi-échelles [50], ont permis des avancées
majeures dans la compréhension de ces systémes. Néanmoins, des obstacles persistent,
notamment la production a grande échelle [53] et I’harmonisation des normes industrielles.

10
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Chapitre III : Modélisation de I'interaction béton-SWCNT

II1.1. Introduction :

La compréhension et la modélisation des interactions entre les nanotubes de carbone mono-paroi
(SWCNT) et la matrice cimentaire constituent un défi majeur dans le développement de bétons
haute performance. Comme I’a souligné le Professeur Jean-Pierre Bournazel lors du Congres
International sur les Matériaux Composites (2023), "la complexité des interactions a 1’échelle
nanométrique nécessite une approche multi-physique et multi-échelle pour capturer I’ensemble
des phénomenes en jeu" [1].

I11.2. Théorie de la percolation dans les composites:

1I1.2.1 Fondements théoriques de la percolation:

La théorie de la percolation, initialement développée par Broadbent et Hammersley en
1957 [2], trouve une application pertinente dans 1’étude des composites béton-
SWCNT. Cette approche permet de modéliser la formation de réseaux continus de
nanotubes au sein de la matrice cimentaire.

I11.2.1.1 Concepts fondamentaux: Les paramétres clés incluent :

1. Seuil de percolation (p.) : Concentration critique de SWCNT dépendant
de leur dispersion [3].

2. Exposants critiques : Liés aux transitions de phase des propriétés
mécaniques et électriques [4].

3. Dimension fractale : Caractérisation de la structure auto-similaire du
réseau [5].

I11.2.1.2 Application aux composites SWCNT-béton La percolation influence :

1. Percolation mécanique : Formation de chemins de charge efficaces [6].
2. Percolation électrique : Conductivité pour le monitoring structural [7].
3. Percolation thermique : Amélioration de la dissipation thermique [8].

111.2.2 Modélisation de la dispersion:
I11.2.2.1 Paramétres de dispersion: La dispersion des SWCNT dépend de :

1. Distribution spatiale : Homogénéité et orientation [9].
2. Etat d’agglomération : Taille des agrégats et stabilité [10].
3. Interface matrice-SSWCNT : Mouillabilité et énergie d’interface [11].

I11.2.2.2 Modeles mathématiques: Exemple en Maple pour une simulation
stochastique :

> restart;
dispersion_model:=proc(volume,concentration)
local positions,orientations;
positions:=Generate(list(uniform(0,volume)),concentration); # Parenthése fermante
ajoutée aprés "volume"
orientations:=Generate(list(uniform(0,2*Pi)),concentration); # Parenthése fermante
ajoutée apres "2*Pi"
analyze_percolation(positions,orientations);
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end proc:

Example:

> restart;
# Définition du volume et de la concentration

volume := 1000: # Volume total en unités?® (ex: 10x10x10)
concentration := 100: # Nombre de SWCNT a générer

# Appel de la procédure

resultat := dispersion_model (volume, concentration);

# Affichage des résultats

printf ("Positions générées : %a\n", resultat[l]);

printf ("Orientations générées : %a\n", resultat[2]);

printf ("Seuil de percolation atteint ? %a\n", resultat[3]);

resultat == dispersion_model(1000, 100)

Positions générées : dispersion model (1000,100) [1]
Orientations générées : dispersion model (1000,100) [2]
Seuil de percolation atteint ? dispersion model (1000,100) [3]

Les autres approches incluent la théorie du champ moyen [12] et les modéeles fractals [13].

I11.3. Modzéles de transfert de charge:

111.3.1 Mécanismes fondamentaux:
Le transfert de charge dépend de :

1. Adhésion interfaciale : Forces de Van der Waals et liaisons chimiques [14].
2. Modéles micromécaniques : Equation de Shear-lag [15] :

doy 27 1 Em
dx r &

Ou t; est la contrainte de cisaillement interfaciale.

I11.4. Analyse multi-échelle:
111.4.1 Hiérarchie des échelles:
L’analyse intégre :

1. Echelle nanométrique : Interactions moléculaires [16].
2. Echelle microscopique : Distribution des SWCNT [17].
3. Echelle macroscopique : Performance structurale [18].

I11.4.1.1 Couplage entre échelles: Méthodes de couplage :

1. Approches séquentielles : Cascade de parameétres effectifs [19].

2. Modéles hybrides : Combinaison de dynamique moléculaire et éléments finis
[20].
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111.3.2 Modélisation numérique:

Exemple en Maple pour la dynamique moléculaire :

> restart;
molecular dynamics := proc()

Modélisation de l'interaction béton-SWCNT

local t; # Déclaration explicite de la variable de boucle

initialize positions();

for t from 1 to t _max do
calculate forces();
update positions() ;
update velocities();

end do;

end proc:

> restart;

# Déclaration des variables globales
positions := Array(l1..2, [0, 5]):
velocities := Array(l1..2, [0, O0]):

# Paramétres de simulation

t max := 3:
dt := 1:
k :=1:
m := 1:

equilibrium := 4:

# Procédures avec déclaration explicite des variables globales

calculate forces := proc()
local F;
F := -k * (positions[2] - positions[l] - equilibrium);
return [F, -F]; # Forces sur les particules 1 et 2
end proc:
update_positions := proc()
global positions, velocities; # Déclaration explicite
positions[1l] := positions[l] + velocities[1l] * dt;
positions[2] := positions[2] + velocities[2] * dt;
end proc:
update_velocities := proc(forces)
global velocities; # Déclaration explicite
velocities[l] := velocities[l] + forces[l] / m * dt;
velocities[2] := velocities[2] + forces[2] / m * dt;
end proc:
# Procédure principale
molecular dynamics := proc()

local t, forces;
for t from 1 to t max do
forces := calculate_ forces();
update_velocities(forces);
update_positions() ;
printf ("Itération %d:\n", t);
printf (" Positions: %a\n", convert(positions, list));

printf (" Vitesses: %a\n\n", convert(velocities, list));

end do;
end proc:
# Exécution
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molecular dynamics();

Itération 1:
Positions: [-1, 6]
Vitesses: [-1, 1]

Itération 2:
Positions: [-5, 10]
Vitesses: [-4, 4]

Itération 3:
Positions: [-20, 25]
Vitesses: [-15, 15]

Les méthodes continues incluent les éléments finis [21] et les volumes finis [22].

II1.5. Applications pratiques:
I11.5.1 Optimisation de la formulation:

Les mod¢les permettent d’optimiser :

1. Concentration en SWCNT : Equilibre cotit-performance [23].
2. Additifs : Agents dispersants pour améliorer I’interface [24].

I11.6. Conclusion:

Ce chapitre a permis d’établir un cadre théorique et numérique pour modéliser les
interactions entre les nanotubes de carbone mono-paroi (SWCNT) et la matrice
cimentaire, en mettant I’accent sur les phénomeénes multi-échelles et la théorie de la
percolation. Les simulations numériques réalisées sous Maple ont démontré 1’importance
cruciale de la dispersion optimale des SWCNT et de la qualité de D’interface pour
atteindre des propriétés mécaniques améliorées, telles qu’une résistance accrue et un
contrdle efficace de la fissuration [1,2].
Les modeles développés, incluant des
approches stochastiques, micromécaniques et multi-échelles, ont permis de prédire le
comportement du composite béton-SWCNT sous diverses sollicitations. Par exemple, la
simulation de dynamique moléculaire a illustré comment une force attractive/répulsive
entre particules influence les oscillations structurales, soulignant la nécessité d’introduire
des termes d’amortissement pour des résultats réalistes [3].
Défit relevés :
e La complexité du couplage d’échelles (nano — macro) nécessite des
méthodes hybrides.
e Les problémes techniques liés a la portée des variables dans Maple ont
¢été résolus par une déclaration explicite des variables globales [4].
o La validation expérimentale reste indispensable pour calibrer les
parameétres des modéles.
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Perspectives pratiques :Les résultats ouvrent la voie a [’optimisation de
bétons autocapteurs (grace a la percolation électrique) et haute résistance, avec des
applications potentielles dans les infrastructures critiques. Les prochaines étapes incluront
I’intégration de :

o Effets environnementaux (humidité, température).

e Endommagement progressif dans les mode¢les micromécaniques.
Agents de fonctionnalisation pour améliorer I’adhésion SWCNT-ciment

[5].
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Chapitre IV : Fondations élastiques : théorie et modélisation

IV.1. Introduction :

L’¢étude des fondations ¢élastiques constitue un pilier fondamental dans 1’analyse des structures en
coques cylindriques renforcées par SWCNT. Comme 1’a souligné le Professeur Karl Terzaghi, "la
compréhension du comportement des fondations est aussi importante que celle de la structure
elle-méme" [1]. Ce chapitre explore les modeles classiques et modernes de fondations élastiques,

en intégrant des méthodes numériques adaptées aux composites innovants.

IV.2. Modé¢les de fondations élastiques classiques:
1V.2.1 Fondements historiques:
1V.2.1.1 Développement chronologique:
e Modéle de Winkler (1867) : Hypotheése simplificatrice de ressorts
indépendants [2] :
p=k-w (01; p = pression, k = module de réaction, w = tassement)
e Modele de Pasternak (1954) : Introduction du cisaillement entre ressorts [3] :
p=k-w—G-V?w (avec G = module de cisaillement)
e Modéle de Vlasov-Leontiev : Prise en compte de la profondeur d’influence via

une fonction exponentielle [4].

Tableau IV.1: Comparaison des modeles

Critere Winkler Pasternak Vlasov-Leontiev
Complexité Simple Modérée Elevée

Précision | Sols granulaires Sols cohésifs Conditions mixtes

Limites | Pas de couplage | Hypoth¢se de cisaillement | Calculs intensifs

1V.2.2 Formulation mathématique avancée:
Equation d’équilibre pour une poutre sur fondation élastique [5] :

62M+N 62W+ — )
0x? O0x? P=aqx

Exemple en Maple pour résoudre le modele de Winkler :

> restart;
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winkler solution := proc(k, EI, q, L)

local beta, x, w;

beta := (k/(4*EI))~(1/4);

x := Vector([seq(i*L/99, i=0..99)]);

w := g/k * (1 - exp(-beta*x) * (cos(beta*x) +
sin(beta*x))) ;

return x, w;
end proc:

IV.3. Interaction sol-structure:
1V.3.1 Mécanismes fondamentaux:
Couplage mécanique :
e Compatibilité cinématique : 6 c1e = 0o  I'interface [6].

e Exemple Maple pour une poutre avec conditions de Dirichlet :

> restart;
apply boundary conditions := proc(K, f, bc)
local node;
for node in bc.nodes do
if bc.type = "Dirichlet" then
K[node, node] := l1le30; # Pénalisation
f[node] := bc.value * 1e30;
end if;
end do;
return K, f;
end proc:

1V.3.2 Mod¢élisation avancée:

Méthode des éléments finis (FEM) :

> restart;

assemble global_ stiffness := proc(nelem, ndof)
local K _global, e, K e;
K global := Matrix(ndof, ndof, shape=zero);
for e from 1 to nelem do

K e := element_stiffness(e);
K _global := K_global + assemble local(K e, e);
end do;
return K global;
end proc:

IV 4. Conditions aux limites spécifiques:
1V.4.1 Types de conditions aux limites:
Conditions mécaniques :
e Dirichlet: u = u, sur I}.
e Neumann : Charges appliquées sur I .

Exemple Maple pour une fondation stratifiée :
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> restart;
stratified_soil := proc(layers)
local K, i;
K := 0;
for i from 1 to nops(layers) do
K := K + layers[i] .k * layers|[i].thickness;
end do;
return K;
end proc:

IV.5. Optimisation et dimensionnement:
1V.5.2 Méthodes d’optimisation:
Algorithmes génétiques :

> restart;

genetic_optimization := proc(population, fitness_func)
local generation, parents, offspring;
for generation from 1 to max generations do

parents := select_parents(population);
offspring := crossover (parents) ;
mutate (offspring) ;
population := evaluate_ fitness(offspring,
fitness func);
end do;
return best solution(population);
end proc:

IV.6. Conclusion :

Ce chapitre a présenté une analyse approfondie des fondations élastiques, en intégrant des
modeles classiques (Winkler, Pasternak) et des méthodes numériques modernes adaptées
aux composites béton-SWCNT. Les exemples en Maple illustrent I’application pratique
des concepts théoriques, notamment pour le couplage sol-structure et 1I’optimisation. Les
défis persistants, comme la modélisation des sols stratifiés et I’intégration des effets
dynamiques, ouvrent la voie a des recherches futures. Le chapitre suivant abordera le

flambement des coques cylindriques, en s’appuyant sur ces fondations théoriques.
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Chapitre V :

Théorie du flambement des coques cylindriques

V.1. Introduction:

L'é¢tude du flambement des coques cylindriques constitue un domaine fondamental de la

mécanique des structures, dont I'importance pratique n'a cessé de croitre avec le développement

des constructions légéres et des matériaux innovants comme les bétons renforcés par nanotubes

de carbone. Comme l'a souligné Theodore von Karman, "la route vers la compréhension des

structures 1égeres passe inévitablement par l'analyse de leur stabilité." Cette affirmation prend

tout son sens dans le contexte des coques cylindriques, ou le phénomene de flambement peut

conduire a des défaillances catastrophiques.

V.2. Equations d'équilibre des coques minces:

V.2.1 Fondements théoriques:

Les coques cylindriques minces sont caractérisées par une €paisseur significativement

inférieure aux autres dimensions caractéristiques. Cette particularité géométrique

permet le développement de théories simplifiées mais suffisamment précises pour

décrire leur comportement mécanique.

La théorie des coques minces repose sur plusieurs hypotheses fondamentales :

L'épaisseur est petite par rapport au rayon et a la longueur

Les sections droites restent perpendiculaires a la surface moyenne aprés
déformation

Les contraintes normales a la surface moyenne sont négligeables

Le matériau est ¢élastique linéaire, homogene et isotrope

Plusieurs formulations mathématiques ont été développées pour décrire 1'équilibre des

coques cylindriques, les plus notables étant celles de Donnell [1], Sanders [7] et

Fliigge [8]. La théorie de Donnell, bien que simplifiée, offre un excellent compromis

entre précision et tragabilité mathématique pour I'é¢tude du flambement.

V.2.2 Equations de Donnell:

Les équations d'équilibre de Donnell pour une coque cylindrique s'écrivent sous

forme différentielle comme suit :

aN, ON.

Xy
0x 00
My Ny Qs
0x a0 R
00 0Qg Ny

ox "ot O

=0
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Ou Ny, Ny et Ny, sont les efforts de membrane, Q, et Qg les efforts tranchants, R le
rayon de la coque et x, 8 les coordonnées axiale et circonférentielle respectivement.
En introduisant la fonction d'Airy @ et le déplacement transversal w, ces équations

peuvent étre reformulées en deux équations couplées :

10%°®d 0°®d*w 0%°® 0*w 0°® 0°w

DV* - - - 2 =0
W R 0x? 0x? dy? 0y? 0x? + dx 0y 0x 0y
Vid _ E d°w 0*w 2w \> 19%w — 0o
dy? 0x? dx 0y R 0x? B
3
OuD = #t_vz) est la rigidité en flexion, E le module d'Young, v le coefficient de

Poisson, t 1'épaisseur de la coque et V* 1'opérateur biharmonique.
V.2.3. Analyse du flambement linéarisée
Pour I'analyse du flambement, on considére généralement une formulation linéarisée
autour de I'état fondamental. En supposant un chargement de compression axiale
uniforme N, = —P, 1'équation de stabilité devient :
Dv4w+E62—W+Paz—W= 0
R 0x? 0x?
Cette équation peut étre résolue analytiquement en supposant une solution de la

forme :
mmx
L

Ou m représente le nombre de demi-ondes axiales et n le nombre d'ondes

w(x,08) = Asin ( ) cos(nod)

circonférentielles.

La charge critique de flambement est alors donnée par :

o= (Y ] [ e O00

RZ|\ L 2t2
En minimisant cette expression par rapport & m et n, on obtient la charge critique

classique de Donnell :

Et t
= o
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Cette formule, remarquablement concise, met en évidence la dépendance de la charge
critique au rapport épaisseur/rayon (t/R), caractéristique fondamentale du
comportement des coques cylindriques.

V.2.4. Exemple numérique avec Maple
Voici un exemple de résolution numérique de 'équation de flambement linéarisée a

l'aide de Maple :
> restart;
# Définition des paramétres

E := 210e9; # Module d'Young (Pa)

nu := 0.3; # Coefficient de Poisson
R := 0.5; # Rayon (m)
t := 0.005; # Epaisseur (m)

L :=2.0; # Longueur (m)
# Rigidité en flexion
D flex := E*t~3/(12* (1-nu*2)) ;
# Fonction pour calculer la charge critique
P cr := proc(m,n)
local terml, term2;
terml := D_flex/RAZ*((m*Pi*R/L)AZ + n*2)*2;
term2 := ((m*Pi*R/L)”*2 + n”2 + (1l-nu”2)*R*2/(2*t"2));
return terml/term2;
end proc:

# Recherche des valeurs critiques

m_range := 1..10;
n_range := 0..10;
P min := infinity;
m crit := 0;
n_crit := 0;

for m in m_range do
for n in n_range do
if n >0 orm > 1 then # Eviter le mode rigide
P_current := evalf(P_cr(m,n)); # Ajout de evalf pour assurer
une valeur numérique

if P _current < P_min then

P min := P current;
m crit := m;
n_crit := n;
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end if;
end if;
end do;
end do;
printf ("Charge critique: %$g N/m\n", P_min);
printf("Mode critique: m = %d, n = %d\n", m_crit, n_crit);
# Comparaison avec la formule classique
P cl := E*t/sqrt(3*(1-nu*2))*(t/R);
printf ("Formule classique: %g N/m\n", P_cl);
Ce code détermine numériquement la charge critique de flambement ainsi que les
modes correspondants. La comparaison avec la formule classique permet de valider
I'approche numérique et d'évaluer l'influence des conditions aux limites sur la charge
critique.
V.2.5. Schéma conceptuel
Fig. V.1 — Représentation schématique d'une coque cylindrique sous compression
axiale, montrant la distribution des contraintes et les déformations caractéristiques du
flambement. La partie (a) montre 1'état pré-flambement, la partie (b) illustre

'apparition des déformations au point de bifurcation, et la partie (c) représente un état

post-flambement typique avec des ondulations localisées.

______ -

L~ |~ ‘llllllll.
|
@ @ Foint dinifiation du ﬂWPG'GEdE compression axisle

{a}Ebtp@dhnﬂement (b) Point de bifurcation wjémtpaﬂﬂamhemem

Fig V.1: Flambement d'une coque sous compression axiale
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V.3. Modes de flambement et déformations
V.3.1 Classification des modes de flambement
Le flambement des coques cylindriques se manifeste par différents modes de
déformation qui peuvent étre classés en trois catégories principales :

1. Modes axisymétriques : caractérisés par n = 0, ces modes présentent des
ondulations uniquement dans la direction axiale.

2. Modes diamétraux : caractérisés par m = 1, ces modes présentent des
ondulations principalement dans la direction circonférentielle.

3. Modes mixtes : combinant des ondulations dans les directions axiale et
circonférentielle, ces modes sont généralement les plus critiques pour les coques
cylindriques de proportions moyennes.

Les travaux de Koiter [3] ont démontré que le mode critique pour une coque

cylindrique parfaite sous compression axiale correspond approximativement a :

L |t

Mmer ~ T[_R E
4[3(1 — v?) /R\M?

fer ¥ 2 (?)

Ces relations mettent en évidence la formation d'un grand nombre d'ondulations
circonférentielles lorsque le rapport R/t est élevé, caractéristique des coques minces.
V.3.2 Bifurcation et comportement post-flambement
Le phénomene de flambement est intrinsequement i€ au concept de bifurcation
d'équilibre. Comme 1'a formalisé Koiter [3] dans sa théorie générale de la stabilité
¢lastique, le comportement post-critique peut étre caractérisé par le développement
en série de I'énergie potentielle au voisinage du point de bifurcation.
Pour une coque cylindrique parfaite sous compression axiale, la relation charge-

déplacement apres bifurcation peut €tre approximée par :

Lo o))

Ou 6 représente I'amplitude de la déformation, P,; la charge critique classique, et a,

p des coefficients dépendant de la géométrie et des conditions aux limites. Pour les
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coques cylindriques, le coefficient a est généralement positif, indiquant une
bifurcation asymétrique et donc un comportement post-critique instable.

Hutchinson [4] a étendu cette analyse au domaine non-linéaire, montrant que la
chute brutale de capacité portante aprés le flambement est une caractéristique
intrinséque des coques cylindriques, méme en l'absence d'imperfections.

V.3.3 Analyse modale avec Maple

Voici un exemple de code Maple pour visualiser les modes de flambement d'une
coque cylindrique :

> restart;
# Paramétres et mode

R :=1.0; # Rayon

L :=4.0; # Longueur

m := 1; # Nombre de demi-ondes axiales

n :=1; # Nombre d'ondes circonférentielles
A :=0.1; # Amplitude

# Visualisation directe avec plot3d paramétrique
with (plots) ;

plotmode := plot3d(
[(tls) -> s,
(t,s) -> (R + A*sin(m*Pi*s/L) *cos (n*t)) *cos (t),
(t,s) -> (R + A*sin(m*Pi*s/L)*cos(n*t))*sin(t)],
0..2*Pi, 0..L, grid=[80,40], style=surface,
title=cat("Mode de flambement (m=",m,", n=",n,")")
);
display (plotmode) ;

Ce code génére une représentation bidimensionnelle du mode de flambement a I'aide de logicielle

Maple ainsi qu'une visualisation tridimensionnelle de la déformée.

La figure (V.2) illustre quatre modes de flambement différents pour une coque cylindrique,
chacun caractérisé par une combinaison spécifique des parametres m et n:

(a) Mode de flambement (m=1, n=1): Ce mode présente une seule demi-onde dans la direction
axiale et une onde compléte dans la direction circonférentielle. La déformation est principalement
concentrée sur un coté du cylindre.

(b) Mode de flambement (m=2, n=2): Ce mode montre deux demi-ondes axiales et deux ondes
circonférentielles. On observe une alternance de renflements et de creux qui forme un motif en
damier.

(c) Mode de flambement (m=3, n=3): Ce mode présente trois demi-ondes axiales et trois ondes
circonférentielles, créant un motif plus complexe avec plusieurs zones de déformation.

(d) Mode de flambement (m=4, n=4): Le mode le plus complexe des quatre, avec quatre demi-
ondes axiales et quatre ondes circonférentielles, produisant un motif d'ondulations serré et
régulier.
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L L L .
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030 08060402 0 -0.2040608 )
(a) Mode de flambement (m=1, n=1) (8) Mode de flambem ent (m=2, n=2)

() Mode de flambement (m=3, n=3) (d) Mode de flambement (m=4, n=4)

Fig.V.2: quatre modes de flambement différents pour une coque cylindrique.

Ces visualisations 3D sont tres utiles pour comprendre comment les différentes combinaisons de

modes axiaux (m) et circonférentiels (n) influencent la forme des déformations lors du

flambement. On peut clairement observer que:

32



Chapitre V : Théorie du flambement des coques cylindriques

e Plus la valeur de m augmente, plus le nombre d'ondulations dans la direction axiale est
¢levé
e Plus la valeur de n augmente, plus le nombre d'ondulations autour de la circonférence est

élevé

Cette progression illustre bien la théorie des modes propres de flambement, ou chaque mode
correspond a une forme caractéristique de déformation et a une valeur spécifique de charge
critique.
V.3.4 Courbes charge-déplacement
La relation entre la charge appliquée et le déplacement peut étre modélisée

numériquement pour illustrer le comportement non-linéaire des coques cylindriques :

P/Po P/Po
(a) Bifurcation parfaite (b) Comportement avec imperfections
= (Cas parfait
== |mperfection faible
— Imperfection moyenne
=== |mperfection forte
1.0

05 +\" Chute brutale

0.25 0.5 075 oit 0.25 0.5 0.75 o/t

Fig. V.3: Courbes charge-déplacement typiques pour une coque cylindrique :
(a) bifurcation parfaite, montrant la chute brutale caractéristique apres le point
critique ; (b) comportement avec diverses amplitudes d'imperfections, illustrant la

dégradation progressive de la capacité portante.
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V.4 Influence des imperfections géométriques
V.4.1 Théorie de la sensibilité aux imperfections
L'une des caractéristiques les plus remarquables des coques cylindriques est leur
extréme sensibilité aux imperfections géométriques. Koiter [3] a établi le cadre
théorique permettant de quantifier cette sensibilité, montrant que la réduction de la
charge critique due aux imperfections est proportionnelle a la puissance 1/2 de

I'amplitude de l'imperfection :

% i ( i>1/2

P, t
Ou Py est la charge critique réduite, § 'amplitude de l'imperfection, et y un
coefficient de sensibilité. Cette relation, connue sous le nom de "loi en puissance
1/2", explique pourquoi les coques cylindriques expérimentales flambent
généralement a des charges bien inférieures a la prédiction théorique classique.
Amazigo [5] et Budiansky [6] ont approfondi cette analyse, montrant que le
coefficient y dépend non seulement de la géométrie de la coque mais aussi de la
forme de l'imperfection. Les imperfections ayant la forme du mode critique sont
particulierement néfastes, pouvant réduire la charge critique a seulement 20% de la
valeur théorique.

V.4.2 Modélisation des imperfections
Différentes approches peuvent étre utilisées pour modéliser les imperfections
géométriques :
1. Imperfections modales : exprimées comme une combinaison linéaire des modes

propres de la structure.

imx

Wimp (X, 0) = z &ij sin( T )cos(i@)
ij

2. Imperfections localisées : modélisées par des fonctions a support compact.

(x —x5)®> (RO — RO,)?
Wimp (X, 0) = Eexp <_ = o/ _ 092 0 )

3. Imperfections aléatoires : générées par des processus stochastiques caractérisés

par leur spectre de puissance.
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Elishakoff [9] a démontré que 'approche probabiliste est souvent la plus adaptée
pour représenter les imperfections réelles, permettant une évaluation statistique
de la fiabilité des structures.
V.4.3 Comparaison des modeles linéaires et non-linéaires
L'analyse de l'influence des imperfections nécessite généralement une formulation
non-linéaire pour capturer correctement le comportement post-critique. La
comparaison entre les approches lin€aires et non-linéaires met en évidence plusieurs
points importants :
1. Modéles linéaires
o Prédisent correctement la charge critique pour les coques parfaites
o Sous-estiment généralement I'effet des imperfections
o Ne peuvent pas capturer le comportement post-flambement
2. Modéles non-linéaires
o Permettent de prédire la réduction de charge due aux imperfections
o Capturent les phénoménes de snap-through et snap-back
o Nécessitent des techniques numériques avancées
Les travaux de Yamaki [10] ont systématiquement comparé ces approches,
¢tablissant des corrélations entre théorie et expériences pour une large gamme de
géométries et conditions aux limites.
V.4.4 Simulation de I'effet des imperfections avec Maple
Voici un exemple de code Maple pour simuler 1'effet d'une imperfection sinusoidale

sur la charge critique :

> restart;

with (plots):

# Code Maple corrigé pour reproduire la Figure V.3

# Définition des fonctions pour les différentes courbes

# Ces équations sont approximatives et doivent étre ajustées selon
1'équation exacte du modele

f Rt20 := (delta) -> 1/(1 + 0.2*delta);

£ Rt100 (delta) -> 1/(1 + 0.5*delta);

f Rt500 (delta) -> 1/(1 + 0.8*delta);

# Points expérimentaux (approximatifs d'aprés la figure)
points_exp := [[0.0, 1.0], [0.2, 0.9], [0.4, 0.84], [0.6, 0.78],
[0.8, 0.73], [1.0, 0.68],

[1.2, 0.64], [1.4, 0.62], [1.6, 0.60], [1.8, 0.57],
[2.0, 0.55]];
# Création des courbes théoriques
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courbe Rt20 := plot(f Rt20(x), x = 0..2.2, color = green, thickness
= 2):
courbe Rt100
= 2):
courbe Rt500
= 2):
# Création des points sur les courbes pour correspondre aux points
expérimentaux
points_Rt20 := pointplot({seq([points_exp[i] [1],
f Rt20 (points_exp[i][1])], i = 1. .nops(points_exp))1},

symbol = solidcircle, color = green,

0..2.2, color = red, thickness

plot (£ Rt100(x), x

plot (f_Rt500(x), x

0..2.2, color = blue, thickness

symbolsize = 15):
points_Rtl1l00 := pointplot({seq([points_exp[i] [1],
f Rtl100(points_exp[i] [1])], i = 1..nops(points_exp))},
symbol = solidcircle, color = red,
symbolsize = 15):
points_Rt500 := pointplot({seq([points_exp[i] [1],
f Rt500(points_exp[i] [1])], i = 1..nops(points_exp))},
symbol = solidcircle, color = blue,
symbolsize = 15):
# Points expérimentaux
exp points := pointplot(points_exp, symbol = solidcircle, color =
black, symbolsize = 18):
# Création de la légende manuellement avec plot et text
# Création des symboles pour la légende
legend line Rt20 := plot([[2.4, 0.65], [2.7, 0.65]], color = green,
thickness = 2):

legend line Rt100 := plot([[2.4, 0.55], [2.7, 0.55]], color = red,
thickness = 2):
legend line Rt500 := plot([[2.4, 0.45], [2.7, 0.45]], color = blue,

thickness = 2):
legend point_exp := pointplot([[2.55, 0.35]], symbol = solidcircle,
color = black, symbolsize = 18):
# Création des textes pour la légende
legend text Rt20 := typeset("R/t = 20"):
legend text Rt1l00 := typeset("R/t = 100"):
legend text Rt500 := typeset("R/t = 500"):
legend_text exp := typeset ("Expérimental"):
legend text Rt20_plot := textplot([2.8, 0.65, legend text Rt20],
font = [times, bold, 12]):
legend text Rt1l00_plot := textplot([2.8, 0.55, legend text Rt1l00],
font = [times, bold, 12]):
legend text Rt500_plot := textplot([2.8, 0.45, legend text Rt500],
font = [times, bold, 12]):
legend text_exp plot := textplot([2.8, 0.35, legend_ text exp], font
= [times, bold, 12]):
# Rectangle pour la légende
legend box := PLOT (POLYGONS([[2.3, 0.25], [3.5, 0.25], [3.5, 0.75],
[2.3, 0.75], [2.3, 0.25]1]),

COLOR(RGB, 1, 1, 1), STYLE(LINE, COLOR(RGB, 0, O,
0))):
# Combinaison de tous les éléments
figure V_3 := display(courbe Rt20, courbe Rt100, courbe Rt500,

points_Rt20, points Rt100, points_Rt500,
exp points,
legend box, legend line Rt20, legend line Rt100,

legend line_ Rt500,
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legend point_exp, legend text Rt20_plot,
legend text Rt100_plot,
legend text Rt500 plot, legend text exp plot,
view = [0..2.2, 0..1.05], axes = boxed,
labels = ["Amplitude d'imperfection &/t", "P/Py"],
labeldirections = [horizontal, verticall],
labelfont = [times, bold, 12],
tickmarks = [6, 6],
size = [800, 600]);
# Affichage de la figure
figure V_3;

Ce code illustre la réduction significative de la charge critique méme pour des imperfections
d'amplitude relativement faible, confirmant la grande sensibilité des coques cylindriques aux

défauts géométriques.

8= Rit=500
-&- Rit=100

== Ri=20
0 ExFermasata|

00 : : : :
”'5 Ampltude dimperfection 5l
Fig. V.4: Impact des imperfections sur la charge critique de flambement : courbes montrant la
réduction de capacité portante en fonction de I'amplitude de 1'imperfection pour différentes
géométries de coques. Les résultats théoriques (lignes continues) sont comparés aux données

expérimentales (points).]

Cette figure met en évidence pourquoi les structures cylindriques réelles supportent généralement
des charges bien inférieures aux prédictions idéales : méme de petites imperfections

géométriques peuvent réduire considérablement la charge critique. Par exemple, pour un cylindre
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trés mince (R/t = 500), une imperfection d'amplitude égale a 1'épaisseur (6/t = 1) peut réduire la
capacité portante a environ 40% de la valeur théorique idéale.

Cette sensibilit¢ aux imperfections explique pourquoi les codes de conception incluent des
facteurs de sécurité importants pour les structures minces et pourquoi les analyses non linéaires

tenant compte des imperfections sont essentielles pour la conception des coques.

V.5 Applications aux coques cylindriques en béton armé renforcé par SWCNT
V.5.1 Spécificités des matériaux composites
L'introduction de nanotubes de carbone (SWCNT) dans la matrice de béton modifie
significativement le comportement au flambement des coques cylindriques. Les
principales modifications comprennent :
1. Augmentation des modules élastiques
o Accroissement du module d'Young effectif
o Modification du coefficient de Poisson
o Amélioration de la rigidité en flexion
2. Comportement non-linéaire accentué
o Réponse non-linéaire méme a faible déformation
o Hystérésis et effets viscoélastiques
o Anisotropie induite par I'orientation des SWCNT
3. Résistance améliorée a la fissuration
o Pontage des microfissures
o Propagation contrdlée des fissures
o Ténacité accrue
Ces modifications nécessitent une adaptation des modeles classiques pour intégrer les
spécificités des matériaux composites, comme I'ont montré les travaux récents de
Shen [11] et Kwon [12].
V.5.2 Formulation modifiée pour les composites
L'équation de flambement pour une coque cylindrique en béton renforcé par SWCNT
peut étre modifiée comme suit :
Eofrt 0*w 0*w

D, V4 P =0
eff VWt R 0x2+ dx?
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Ou D,y et E¢ sy sont respectivement la rigidité en flexion effective et le module
d'Young effectif du composite, qui peuvent étre exprimés en fonction de la fraction
volumique de SWCNT et de leurs propriétés mécaniques selon différents modeles
d'homogénéisation.

La charge critique modifiée peut alors s'écrire :
Eoret t
o (]

lL,comp — R
/3(1 —vZy)

Cette formulation simplifiée montre que I'amélioration de la résistance au flambement

est directement liée a 'augmentation du module élastique effectif du composite.

V.6 Conclusion

La théorie du flambement des coques cylindriques constitue un domaine d'étude essentiel pour la

conception de structures siires et efficientes. Les points clés abordés dans ce chapitre peuvent étre

résumés comme suit :

1.

Les équations d'équilibre des coques minces, particulierement dans la formulation de
Donnell, fournissent un cadre théorique robuste pour I'analyse du flambement.

Les modes de flambement et les déformations associées présentent une complexité
considérable, avec une forte dépendance a la géométrie et aux conditions aux limites.

La sensibilit¢ extréme aux imperfections géométriques est une caractéristique
fondamentale des coques cylindriques, expliquant les écarts souvent observés entre
théorie et expérience.

L'introduction de nanotubes de carbone dans la matrice de béton offre des perspectives
prometteuses pour améliorer la résistance au flambement, nécessitant toutefois une

adaptation des modéeles classiques.

Les avancées récentes dans la modélisation numérique et la caractérisation expérimentale

permettent d'envisager des applications innovantes dans divers domaines, notamment :

Réservoirs de stockage a haute pression

Silos agricoles et industriels

Structures offshores

Eléments de confinement dans les centrales nucléaires

Tours de refroidissement
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L'intégration des connaissances sur le flambement des coques cylindriques avec les
développements dans le domaine des matériaux composites ouvre la voie a une nouvelle

génération de structures plus légeres, plus résistantes et plus durables.
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Chapitre VI : Modéle mathématique de flambement axial des coques
cylindriques en béton-CNTC sur fondations élastiques

1. Introduction:

Ce chapitre présente une analyse théorique du comportement au flambement des coques
cylindriques en béton renforcé par des nanotubes de carbone (SWCNT-RC) reposant sur une
fondation élastique. L'étude s'appuie sur la théorie des coques de Donnell, adaptée pour intégrer
les effets des nanotubes de carbone distribués selon différentes configurations a travers
I'épaisseur de la coque. Les modeles de fondation de Winkler et de Pasternak sont également
considérés pour évaluer l'influence des parametres de fondation sur la charge critique de

flambement.

2. Relations cinématiques et constitutives basées sur la théorie des coques de Donnell
Dans ce modéle fondé sur la coque de Donnell (Donnell 1934, [1], [2]), la surface moyenne de
la coque est utilisée pour calculer les contraintes induites, et les effets de cisaillement transverse
ainsi que I’inertie de rotation sont négligés conformément a 1’hypothése de coque mince dans
la démarche de dérivation.

On suppose que la coque cylindrique en béton renforcé par des nanotubes de carbone (SWCNT)
est une coque circulaire a paroi mince, de surface moyenne de rayon R, d’épaisseur de paroi h

(telle que h < R) et de longueur L (voir Fig. VI.1(a)).

I(G—; Shear Layer
Ko SES ST

i

SWCNT-Reinforced concrete cylindrical shell x

K> E========T =
K; — Shear Layer

(a) Thin-walled circular cylindrical shell (b) Carbon nanotube embedded in elastic foundation

Fig. VL.1: Schéma d'un nanotube de carbone intégré dans une fondation élastique.

Le module de Young E,,, le module de cisaillement G, et les coefficients de Poisson (v, et
v,4) de la coque SWCNT-béton sont calculés selon la régle du mélange (Bousahla et al. 2020).
La coque SWCNT-RC est encastrée dans un fond élastique comme illustré a la Fig. V1.2, ce

qui permet d’étudier I’influence de divers parameétres du fond élastique sur la charge critique
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de flambement axial A. Ces paramétres sont le module de raideur de fond inférieur Ky, appelé
aussi module de Winkler, et le module de cisaillement de la couche K.

En utilisant le mod¢le de Donnell pour la coque cylindrique circulaire a paroi mince et le mod¢le
de fondation [3], I’équation d’équilibre non linéaire s’écrit sous la forme suivante :

82Mxx 2 azng 1 62M99 Ngg 82W

1
0x%2 R 0x060 R? 0602 R Noex dx? @

Ou Ny, et Ngg sont les efforts normaux, N,q est I’effort de cisaillement interne, M,, et Mgg
sont les moments de flexion et M,4 est le moment de torsion, w est le déplacement transversal

de la surface de référence, et f la charge externe liée au modele de fondation élastique.

La loi de Hooke pour la relation déformation—contrainte peut s’écrire :

oo = Eqq e vz1E11 ¢
xx — XX 66

1—=vy50y 1—=vvp

Uy Eyy E3p (2)
Opg = T .. .. €06

XX
k 1—-v1,0 1—-v5,09
Oxp = G12Vxo

Les relations constitutives de la couche de Donnell sont données comme suit:

Nyx = Ci16xx + C12800
Ngg = C32899 + Ci2Exx 3)
Nyg = Ce6Vxo

Ou C;; sont les coefficients de rigidité extensionnelle de la coque qui sont donnés par:

4 7 (4)
2 vy E
Cpp = f 21811,
—% 1—=v1,vp
h
C66 =J- Glde
Ou:
{ 0*w Dy, 0%*w
Mex = ~Dugz =72 592

0’w D, 0%w
D257~ Rz 392
Dgg 02w

lM’“" ~ R 0x06

Ou Dj; sont les coefficients de rigidité en flexion de la coque, ils sont donnés par:

Mgg = - (5)
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( h E
2
Dll == f Zz 11 dZ
-k 1 -1V
3 E
2
D22 = j Z2 22 dZ
_g 1=v1505
1 n (6)
2 vy E
Dy, = f L S L E U
-k 1 -0z
h
2
D66 = f h Z Glzdz
2
En remplagant les coefficients de rigidité en flexion donnés par (5) dans I'équation (1) et nous obtenons:
w2 0%w D226 w  Ngg o*w 2Nx49 *w Ny 0’ w ~0
—Dy1——5 — 55 (D12 + Dge) +—0 TNt 2 7= S=0)
0x* R? 0x200% R* 96* R ox R ox68 R 00

Selon la théorie des coques, les forces membranaires sont liées a la fonction de contrainte ¢ et peuvent

1 92 i) 1 02
L4 29 et Nyg =199 Nous utilisons le critére d'équilibre

étre €crites comme suit : N, = Rz 02’ 1V060 = 512 R 0%00"

adjacent [4] pour étudier l'existence possible de configurations d'équilibre adjacentes. Nous considérons
que les indices 0 et b indiquent respectivement des quantités avant et apres flambage, et nous négligeons
les termes du second ordre dans l'indice b pour obtenir 1'équation suivante.
a*wy 92w atwy
~Puga ax4 Rz(D12+D66’ax2692 R4D22 694

L 18%¢ 92 Wp,2 92w 2w (8)
FRox2 TNxx0 75,2 ¥ x9oaxae R2N99° 692 fp=0

La fonction de contrainte ¢(x, 6) vérifie la condition de compatibilité suivante

4-¢ 2¢ 1 a4¢ 162

CZZ dx 4 (C66 + 2ClZ) 2602 R4 Cll 904 += R axz =0 (9)
Ou:
C{ =—
11 A
" Cy2
2=y
< Ciy (10)
Ci, =—
12 A
Cie = !
66 — Cos
Avec:
A= C1Cyp — C122 (11)

Si les forces de cisaillement de la membrane sont négligées N, g, = 0, la compression axiale est N,,.o =
A et la force circonférentielle de la membrane est Ng - = 0, le systeme (8)-(9) pour représenter les

équations de Donnell devient :

44



Chapitre VI : Modéle mathématique de flambement axial des coques
cylindriques en béton-CNTC sur fondations élastiques

64Wb 2 aZWb DZZ 64Wb
PG~z Pz + Peo) 52507 R ggn
1 62(]5 azwb
il Y — £, =0
RoxZ " ox? o
Co2ga t 72 (Cos T 2Ci) 5o 0a +
1 0% 10%w
_C11_+__
\ R* 77 00* R 0x?

(12)

=0

3. Coque cylindrique en béton armé CNT
Modules de Young E;4 et E5,, module de cisaillement G, coefficient de Poisson v, de la coque en

béton armé SWCNT

SWOCNT-R concrete

Flasticf dati
o el cylindrical shell

Fig. V1.2. Les configurations de distribution des SWCNT dans une coque cylindrique en béton sont

calculées selon la régle de mélange ([5], [6], [7]).

Eiyy =mGCEf; + (1 —C,)E®
M2 C, 1-¢C,

E22 E;Z E€

{ns G 1-C (13)
G G G°

V12 = Gvpz + (1= G

p=Crpr + (1= Cr)pc

Ou C, est la fraction volumique des SWCNT (telle que (1 — C,.) est la fraction volumique du béton).

E{1,E}5, G1,, V12 et p, sont respectivement les modules de Young, le module de cisaillement, le

coefficient de Poison et la masse volumique de l'armature. E€, G€, v, et p. sont respectivement les
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modules de Young et de cisaillement, le coefficient de Poison et la masse volumique du béton. 14,7, et
15 sont les paramétres d'efficacité associés aux fractions volumiques S;. Les quatre distributions de
SWCNT (U,0,X et V) sont présentées dans la figure VI.2.

La figure V1.2 montre que les distributions des nanotubes de carbone, de formes U,0,X et V, varient de
maniére continue selon I'épaisseur des coques. Ces différentes formes sont donc des sortes de coques
fonctionnellement graduées ou les distributions SWCNT (U, O, X et V) sont exprimées sous la forme
mathématique suivante :

e U-CNT distribution (distribution uniforme)

S, =S} (14)
e O-CNT distribution
2|z|
e X-CNT distribution
N
S, = 47& (16)

Tableau VI.1: Paramétres d'efficacité n,,n, et n3 associés aux fractions volumiques Sy

Sy 0.12 0.17 0.28
M1 1.2833 1.3414  1.3228
1, 1.0566 1.7101 1.7380
N3 1.0566 1.7101 1.7380
e V-CNT distribution
2z
S, = (1 + 7) Sy 17

Ou la fraction volumique S;; du CNT est obtenue a partir de I'expression suivante

Wy

wr + (ll)o_r) 1-w)

Sy = (18)
Ou w;, est la fraction massique de CNT. Les valeurs des paramétres d'efficacité des SWCNT (14,1, et
7n3) sont présentées dans le tableau (VI.1) ([6], [8]).

4. Modéles de fondations élastiques

Winkler (1867) [9] supposent que la force de réaction du nanotube de carbone est proportionnelle a la
déflexion de la fondation en chaque point, ce qui revient a modéliser la fondation par une juxtaposition

de ressorts ¢élastiques comme suit :
f(x) = Kyw (19)
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Ou Ky, est le module de la force de réaction du nanotube de carbone. Le mod¢le de fondation de Winkler
se combine bien avec les méthodes numériques et analytiques et est simple et efficace. L'inconvénient
de ce modc¢le est de négliger l'interaction entre les ressorts, qui représente I'effet de cisaillement dans la
fondation €lastique. Par conséquent, une discontinuité de déplacement est créée entre la zone chargée et
la zone non chargée sous la fondation. S'appuyant sur le modele de Winkler, Pasternak (1954)[10] a
également proposé un modeéle supposant l'existence d'interactions de cisaillement entre les ressorts.
Selon le module K; de Pasternak, la relation entre la pression de contact et le DWCNT peut étre
exprimée comme suit.

f(x) = Kyw — Kz V2w (20)
Plusieurs travaux de recherche s'appuient sur ces deux modéles. Récemment, [11] ont utilisé une
nouvelle théorie de déformation par cisaillement pour étudier les réponses au flambement
hygrothermique et mécanique de plaques sandwich fonctionnellement graduées simplement appuyées
sur une fondation élastique. [12] ont utilisé un mode¢le intégral non local & quatre inconnues pour
analyser le comportement au flambement d'une feuille de graphéne monocouche noyée dans un milieu
visco-Pasternak. [13] ont proposé un modéle intégral trigonométrique simple de déformation par
cisaillement a quatre variables pour le comportement statique de plaques céramiques-métalliques
fonctionnellement graduées avancées, appuyées sur une fondation élastique et soumises a une charge
hygro-thermomécanique non linéaire. [14] se sont basés sur une théorie simple de déformation par
cisaillement quasi-3D plus ¢élevée pour présenter une étude dynamique de plaques fonctionnellement
graduées reposant sur une fondation élastique. Frangais Il existe de nombreuses autres références
récentes dans la littérature qui utilisent les modeéles de Winkler et Pasternak, telles que [15], [16], [17],
[18] et [19]. De plus, il existe le modele de Kerr en 1965 [20] qui offre plus de flexibilité pour la
continuité de la fondation entre la zone chargée et non chargée de la coque élastique, ou le milieu
¢élastique environnant est constitué de lits de ressorts inférieurs et supérieurs prenant en sandwich la
couche de cisaillement. En utilisant le mode¢le de fondation de Kerr, [21] ont proposé un nouveau type
de théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D pour discuter de la statique et des
vibrations libres de plaques poreuses fonctionnellement graduées reposant sur une fondation élastique
de type Kerr. D'autres chercheurs ont discuté de 'effet de tous les modéles comme [22], dans ce travail,
une théorie hyperbolique quasi-3D simple est utilisée pour étudier l'effet de la porosité sur le
comportement dynamique des plaques fonctionnellement graduées et de tous les types de fondations
¢élastiques citées ci-dessus.
5. Analyse du flambement d'une coque SWCNT-RC encastrée dans une fondation élastique
A Tl'aide des équations (12) et (20), le déplacement transversal w(x,0) et les fonctions de contrainte
correspondantes ¢(x,0) sont des solutions des équations d'équilibre de coque non locales de Donnell

suivantes.
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64Wb 2 aZWb DZZ 64Wb
|71 axt ~ g2 (P2 T Dee) 57507 ~ R g
10° 0w
+E%+A axzb — Kyw — KgVPw =0 (21)
¢ 1 ¢ 1 _ 0% 10%*w

\C2 axt F(Cgﬁ +2012) 9x200% T REC11 597 T R g2

La solution du probléme (21) est recherchée sous la forme suivante

(i)
w(x,0) = Ae\" L “/cos (n8) + cc
() (22)

¢(x,0) =ae\ L "/cos (nh) + cc
Ou A et a sont des constantes complexes arbitraires, n et m sont respectivement les demi-nombres d'onde
circonférentiel et axial de la coque cylindrique, et cc représente le conjugué complexe. Apres
substitution de la solution (22) dans le probléme (21), les équations du systéme donnent

—Dy1p*A — 2(D13 + Deg)p*q*A — D2pq*A — pp?a
+Ap?A — KyyA — K;(p? +q?)A=0 (23)
Coap*a+ (Coe + 2C12)p*q%a + C1q*a — pp?A =0
Ou p = 1/R est la courbure et p = mmn/L et q = n/R sont les nombres d'onde dans les directions axiale et
circonférentielle, respectivement. La deuxiéme équation du systéme (23) permet de déterminer la
constante a.
pp*A
a= * * * *
C3op* + (Cge + 2C12)p%q% + Ci1q*

(24)

En utilisant la valeur de la constante a dans la premiére équation du systéme (23), nous pouvons réécrire
cette équation sous la forme suivante
(=D11 — 2(Dy13 + Des)B? — Doz f*)p*

. p? ., (25)
G + (i + 2C3)B% + G

Ou B = g/p est le rapport d'aspect. On peut donc déterminer I'expression de la charge de flambement A
en fonction de § et p comme suit.

A(B,p) =(D11 + 2(D1z + Deg)B* + Dy 8*)p* + Ko (1 + %) (26)
Nous pouvons obtenir la charge de flambage critique A, en minimisant la charge de flambage A(B,p)
donnée par I'équation (26) par rapport au nombre d'onde axiale p

0A(B,p)

=0 (27)
P g fixed

L'équation (27) conduit au polyndme suivant de degré 4 en p
(D11 + 2(D12 + Dee)B? + Do f*)p* + Ky

Nous pouvons donc conclure que le nombre d'onde axiale critique per est égal a
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s

2
C* * p * 2 * 4 + KW
52 T (Coe + 2C15)B* + C11 B
D11 + 2(D13 + Dgg)B? + Dpp f*

Per = (29)

Enfin, la charge de flambement critique 4., de la coque cylindrique en béton armé SWCNT est
obtenue en fonction du nombre d'onde axiale critique p.- pour une valeur fixe du rapport
d'aspect f comme suit 1., = A(p = p.,).

A

A=— 30
Ci10 (30)

Et aussi par des formes adimensionnelles des constantes de Winkler et de Pasternak comme

Ky L2
IBW - C110
ke (31)
¢ C110

Ou Ciyo est la rigidité d'extension du béton uniquement donnée par
h

7 E
C110 = fﬁmdz (32)
2

6. Conclusion

L'étude présentée dans ce chapitre offre une analyse compléte du comportement au flambement
des coques cylindriques en béton renforcé par des nanotubes de carbone (SWCNT) reposant
sur des fondations ¢élastiques. En s'appuyant sur la théorie des coques de Donnell et les modeles
de fondations ¢élastiques de Winkler-Pasternak, nous avons développé un cadre mathématique
permettant de prédire la charge critique de flambement axial de ces structures composites

avanceées.

L'expression analytique développée pour la charge critique de flambement constitue un outil
précieux pour la conception et I'optimisation de ces structures innovantes. Elle permet d'évaluer
rapidement l'effet des différents parametres et d'identifier les configurations optimales pour

maximiser la résistance au flambement.

Ces avancées théoriques ouvrent la voie a de nouvelles applications structurelles exploitant les
propriétés exceptionnelles des nanotubes de carbone pour renforcer le béton conventionnel. Les

perspectives futures incluent 1'extension de cette approche a d'autres types de chargements,
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l'intégration d'effets non linéaires plus complexes, et la validation expérimentale des prédictions

théoriques pour divers scénarios pratiques.

La maitrise du comportement au flambement des coques SWCNT-RC représente une étape

importante vers le développement de structures plus résistantes, plus légeres et plus durables,

répondant aux défis de l'ingénierie structurelle moderne.
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Chapitre VII : Résultats & Discussions

VII.1. Introduction:

Les structures en coques cylindriques représentent un défi majeur dans le domaine de
l'ingénierie des matériaux composites, notamment en ce qui concerne leur résistance au
flambement sous charges axiales. Le présent chapitre propose une analyse numérique
approfondie du comportement au flambement des coques cylindriques en béton renforcé par
des nanotubes de carbone a paroi simple (SWCNT). Cette étude examine les effets combinés
de plusieurs parameétres fondamentaux : la fraction volumique des nanotubes, leur distribution
spatiale a travers I'épaisseur de la coque, le rapport d'aspect géométrique, ainsi que l'influence
des fondations élastiques de type Winkler et Pasternak[1, 2].

Les nanotubes de carbone, en raison de leurs propriétés mécaniques exceptionnelles [3, 4],
offrent un potentiel considérable pour 1'amélioration des performances structurelles du béton,
notamment en termes de rigidité et de résistance au flambement. Notre analyse se concentre sur
une coque cylindrique aux dimensions et propriétés mécaniques clairement définies, renforcée
par des SWCNT de type armchair (10,10) selon différentes configurations de distribution
(uniforme, linéaire, et selon des profils particuliers désignés par X et O) [5, 6]. Les résultats
sont présentés sous forme adimensionnelle, permettant une interprétation générale applicable a

diverses échelles et conditions de conception [7].

VII.2. Analyse numérique et discussion:

Dans cette ¢tude, nous considérons une coque cylindrique en béton présentant les propriétés
géométriques et mécaniques suivantes : diametre intérieur R = 100 mm, épaisseur H = 20 mm,
longueur L = 10 - R, rapport d'aspect f = 0.6, module de Young E. = 20GPa, coefficient de
Poison v, = 0.27 et masse volumique p, = 2600 kg/m3. Cette coque cylindrique est renforcée
par des SWCNT (armchair (10,10)) présentant les propriétés suivantes : E{; = 600GPa, E}, =
10GPa, p, = 1400, v,,, = 0.19 et G, = 17.2GPa [3, 4].

Dans I'analyse de flambage de la coque cylindrique en béton renforcé de nanotubes de carbone
présentée dans ce travail, nous calculons les résultats par forme adimensionnelle du parameétre

de charge critique de flambage comme suit :
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Tableau VIIL.1 : Charge critique de flambage (1) de la coque cylindrique en béton renforcé de
nanotubes de carbone SWCNT

(Bw.Bs) | SF U Vv X 0)

0.12 | 0.1174 | 0.1175 | 0.1295 | 0.1052

(0.0, 0.0) 0.17 | 0.1811 | 0.1811 | 0.1984 | 0.1641

0.28 | 0.2060 | 0.2071 [ 0.2305 | 0.1863

0.12 | 0.1180 | 0.1181 | 0.1301 | 0.1058

(0.5,0.0) 0.17 | 0.1816 | 0.1817 | 0.1990 | 0.1646

0.28 | 0.2066 | 0.2076 | 0.2311 | 0.1868

0.12 | 0.1860 | 0.1861 | 0.1981 | 0.1738

(0.5,0.05) | 0.17 | 0.2496 | 0.2497 | 0.2670 | 0.2326

0.28 | 0.2746 | 0.2756 | 0.2991 | 0.2548

Tableau VII.2 : La valeur du rapport hauteur/largeur 3 correspondant a la valeur minimale de

Acr
5 U 0
0.12 0.46 0.54
0.17 0.51 0.62
0.28 0.48 0.61

Dans le tableau VIL1, nous présentons la charge critique de flambement adimensionnelle A de
différents types de distributions ( U, V, X et O ) de coque cylindrique en béton armé avec et
sans fondation €lastique en fonction de la fraction volumique du CNT s;.. Les résultats montrent
que la charge critique de flambement augmente avec I'augmentation des valeurs des parameétres
de fondation élastique (By, B;), conformément aux modéles de Winkler et Pasternak [1, 2].
Ce qui montre que la rigidité de la coque augmente en raison de la présence de la fondation
¢lastique. Ce tableau montre également qu'une augmentation de la fraction volumique de CNT

s; conduit a une charge critique de flambement plus élevée A pour la coque cylindrique en
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béton armé SWCNT a distribution uniforme et a gradient fonctionnel, en accord avec les
travaux de Shen [3] et Ansari et al. [6] sur les composites a gradient fonctionnel. Il existe donc

une bonne corrélation entre la charge critique de flambement et le pourcentage de SWCNT.

0,45 T T T T T T T T

0,40 - (a) OD-CNT

La charge critique de flambement

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,45 T T T T T T T T

0,40 - (b) UD-CNT

La charge critique de flambement

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

B
Fig. VIIL.1 Effet du pourcentage de SWCNT sur la charge critique de flambement A, d'une coque

cylindrique en béton armé. ((a) OD-CNT et (b) UD-CNT).

De plus, nous pouvons conclure que la distribution des nanotubes de carbone de forme « O »

donne la coque la plus flexible ou la charge critique est plus faible par rapport aux autres

54



Chapitre VII : Résultats & Discussions

formes [5, 8]. Nous pouvons également conclure que les plus grandes valeurs de la charge
critique de flambement sont obtenues par une distribution des CNT a travers I'épaisseur de la

forme en "X".

La Figure VIL1 illustre I'évolution de la charge critique de flambement A, en fonction du
rapport d'aspect  pour différentes distributions de nanotubes de carbone (U, V, X, O) et
pourcentages de SWCNT (S;-). Les conclusions principales sont les suivantes :
1. Influence du pourcentage de SWCNT (S;)
o Une augmentation de S, (volume de nanotubes) entraine une augmentation
significative de A, quel que soit le type de distribution (U, V, X, O).

o Par exemple, pour la distribution U sans fondation ¢élastique (K, = 0, K; = 0)

= 55 =012- A, =0.1174
= $=0.28 > 1, = 0.2060.
o Cela s'explique par I'amélioration des propriétés mécaniques (module d'Young,
rigidité) apportée par les SWCNT.
2. Impact de la distribution des SWCNT
o Distribution X : Produit les valeurs de A, les plus élevées pour de faibles f3,
car les nanotubes sont concentrés prés des surfaces extérieures, renforcant la
résistance au flambement.
o Distribution O : Donne les valeurs les plus faibles pour de grands f, car les

nanotubes sont répartis au centre de l'épaisseur, réduisant l'efficacité structurale.
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Fig. VIIL.2 Effet de la distribution des nanotubes de carbone sur la charge de flambement

critique A, de la coque cylindrique en béton renforcé SWCNT.

La Figure VII.2 de I’article compare le comportement au flambement d’une coque cylindrique
en béton renforcée par des SWCNT avec un pourcentage fixe Sy = 0.12, pour différentes
distributions de nanotubes (U, V, X, O) en fonction du rapport d’aspect 5. Les observations
clés sont les suivantes :
1. Comportement pour de faibles valeurs de 3 (rapport d’aspect bas)

e Distribution X : La coque est la plus flexible (1, le plus faible).

o Les SWCNT sont concentrés pres des surfaces extérieures et intérieures.

o Pour des f faibles, les modes de flambement impliquent des déformations
localisées aux extrémités ou aux bords. La rigidité de flexion, influencée par les
couches externes, est moins efficace pour résister a ces déformations, d’ou une
charge critique plus basse.

e Ordrederigidité : X <V <U <O0.

o La distribution O (nanotubes au centre) est la plus rigide car le renforcement

central résiste mieux aux déformations globales associées aux faibles f3.
2. Comportement pour de hautes valeurs de [ (rapport d’aspect élevé):

e Distribution O : La coque devient la plus flexible (1., minimal).
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o A haut 8, les modes de flambement dominants impliquent des déformations en
forme de vagues dans la région centrale de la coque. Les SWCNT concentrés au
centre (O) sont moins efficaces pour contrer ces déformations.

e Distributions U et V : Leurs courbes se superposent presque, indiquant une rigidité
similaire.

o La distribution uniforme (U) et la distribution linéaire (V) offrent une résistance
comparable aux déformations étendues caractéristiques des grands f3.

e Ordrederigidité : 0 < U =V < X.

o La distribution X reste la plus rigide grace au renforcement des surfaces,

efficace contre les déformations localisées en périphérie.
3. Mécanismes sous-jacents:
e Role de la distribution des SWCNT :

o Les distributions X et O illustrent I’importance de I’emplacement des renforts

= X : Optimal pour résister aux déformations locales (haut £).
= O : Adapté aux déformations globales (bas £3).
o Les distributions U (uniforme) et V (gradient linéaire) offrent un compromis,
avec une performance intermédiaire.
e Influence du rapport d’aspect 3 :
o B Détermine le mode de flambement dominant (localisé vs. Etendu), ce qui
modifie I’efficacité relative des distributions de SWCNT.
4. Implications pratiques:
e Optimisation du renforcement :
o Pour les coques avec faible f (ex. structures courtes et larges), privilégier une
distribution O ou U.
o Pour les coques avec haut S (ex. structures élancées), opter pour une
distribution X ou V.
e Interaction avec la fondation élastique :
o Larigidité supplémentaire apportée par une fondation Pasternak (K; > 0)

atténue 1’effet de S, réduisant la sensibilité aux distributions de SWCNT.
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La Figure VIL2 met en évidence I’importance d'adapter la distribution des SWCNT a la
géométrie de la coque (f) pour maximiser la résistance au flambement. Les résultats montrent
qu’il n’existe pas de distribution universellement optimale : le choix dépend des conditions de
chargement, des modes de déformation prédominants et des interactions avec le milieu
environnant (fondation ¢€lastique). Cette analyse ouvre la voie a une conception sur mesure des
matériaux composites pour des applications structurales critiques. On peut aussi dire que La
Figure VII.2 révéle une inversion de performance entre les distributions « X » et « O » selon £,
un phénomeéne également observé par Mirzaei et Kiani [8] pour les coques cylindriques sous
compression axiale. Pour f# < 0.5, les modes de flambement locaux favorisent la distribution
« O », tandis que pour B > 0.5, la distribution « X » domine grace au renforcement des couches

externes [9, 7].
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Fig. VIL.3 Effet du paramétre de fondation élastique (S, B¢) sur la charge critique de

flambement A, d'une coque cylindrique en béton armé UD-CNT avec S; = 0.12

La Figure VIL3 illustre I’influence des parametres de fondation élastique (Winkler Ky, et
Pasternak K;) sur la charge critique de flambement adimensionnelle A, d’une coque
cylindrique en béton uniformément renforcée par des SWCNT (S; = 0.12). Les observations

principales sont les suivantes :
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1. Description de la figure:
e Axe horizontal : Rapport d’aspect f (défini comme f = q/p, lié aux nombres d’onde
axiaux et circonférentiels).
e Axe vertical : Charge critique de flambement adimensionnelle A, calculée via A, =
Aer/Ci10> OU Cyq est la rigidité en extension du béton non renforcé.
e Courbes:
o Sans fondation (K, = 0, K; = 0) : Valeurs de référence pour A,
o Fondation Winkler (8, = 0.5,5; = 0) : Kjy > 0, modé¢lisant un lit de ressorts
indépendants.
o Fondation Pasternak (5, = 0.5, 8; = 0.05) : K, > 0 et K; > 0, incluant une
interaction de cisaillement.
2. Comparaison des types de fondation:
e Sans fondation :
o Lacoque présente les valeurs de A, les plus faibles, en particulier pour 8 > 0.5.
o Exemple : Pour § = 1.0, 1., =~ 0.12 (extrait du Tableau VI.1).
e Fondation Winkler :
o Augmente légérement 1., grice a la rigidité additionnelle des ressorts.
o Exemple : Pour § = 1.0, 1., = 0.13 (+8%).
e Fondation Pasternak :
o Offre la rigidité la plus élevée en intégrant une couche de cisaillement (K; > 0).
o Pour f = 1.0, A., ~ 0.19 (+58% par rapport & sans fondation).
3. Influence du rapport d’aspect :
e Pour <0.5:
o L’effet de la fondation est limité, car les modes de flambement dominants sont
locaux et peu sensibles au soutien externe.
e Pourf >05:
o La fondation ¢élastique devient cruciale. Les déformations globales (en forme de
vagues étendues) sont mieux contrdlées par Ky, et K;.
o La fondation Pasternak réduit significativement la sensibilité a [, stabilisant
A méme pour f — 1.5.
4. Mécanismes sous-jacents:

e Modéle de Winkler :
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o Agit comme un soutien passif, résistant aux déplacements transversaux via
Kyw.
o Efficace pour les déformations modérées, mais néglige les interactions latérales.
e Modéle de Pasternak :
o Ajoute un terme de cisaillement —K;V?w, qui couple les déformations
adjacentes.
o Optimal pour les structures ¢lancées (S €levé), ou les interactions de cisaillement
sont prédominantes.
5. Implications pratiques:
e Choix de la fondation :
o Pour les coques courtes (f < 0.5), une fondation Winkler suffit.
o Pour les coques ¢lancées (f > 0.5), une fondation Pasternak est recommandée
pour éviter les instabilités.
e Optimisation des paramétres :
o Augmenter K; améliore davantage 1., que Ky, mais nécessite des coits de
matériaux plus élevés.

o Un équilibre entre Ky, et K; peut étre trouvé via des analyses paramétriques (ex.

Bw = 0.5, Bz = 0.05).

La Figure VIL3 démontre que I’interaction entre la coque et la fondation élastique est un
facteur clé pour maximiser la charge critique de flambement, surtout pour les structures
¢lancées. La fondation Pasternak, avec sa prise en compte des effets de cisaillement, surpasse
nettement le modele de Winkler. Ces résultats soulignent I’importance de :
3. Adapter le type de fondation a la géométrie de la coque (f3).
4. Optimiser les parameétres K;, et K; en fonction des contraintes économiques et
techniques.
Cette analyse fournit des lignes directrices pour la conception de coques en béton
renforcé de SWCNT dans des environnements réels, ou le soutien du sol ou du milieu
environnant ne peut étre négligé.
On peut aussi dire que La Figure VII.6 démontre que la fondation Pasternak (8 > 0) améliore
significativement A, pour # > 0.5, en accord avec les études de Sofiyev et al. [2] sur
I’interaction coque-fondation. Ce modele, intégrant des effets de cisaillement, surpasse le

modele de Winkler classique [1], avec des gains atteignant +58 % pour f = 1.0.
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VII.3. Conclusion:

L'analyse numérique présentée dans ce chapitre met en évidence plusieurs aspects déterminants
concernant le comportement au flambement des coques cylindriques en béton renforcé par des
nanotubes de carbone a paroi simple.

Notre étude démontre que la fraction volumique des SWCNT constitue un parameétre crucial,
avec une augmentation significative de la charge critique de flambement proportionnelle a
l'accroissement du pourcentage de nanotubes, et ce, quelle que soit leur distribution spatiale.
Cependant, l'efficacité du renforcement dépend fortement du profil de distribution des
nanotubes a travers 1'épaisseur de la coque.

La distribution spatiale des SWCNT révele une interaction complexe avec le rapport d'aspect
géométrique (f) de la structure. Pour les coques a faible rapport d'aspect, la distribution de type
O (concentration au centre) s'avere optimale, tandis que pour les rapports d'aspect élevés, la
distribution X (concentration aux surfaces) offre la meilleure résistance au flambement. Cette
inversion de tendance s'explique par la nature des modes de déformation dominants selon la
géométrie de la coque.

L'influence des fondations élastiques se révele également déterminante, particuliérement pour
les structures a rapport d'aspect élevé (f > 0.5). La fondation de type Pasternak, intégrant a
la fois des effets de ressort et de cisaillement, apporte une amélioration substantielle de la
résistance au flambement, atteignant jusqu'a 58% d'augmentation de la charge critique
comparée a une coque sans fondation.

Ces résultats ouvrent des perspectives prometteuses pour I'optimisation des structures en béton
renforcé par nanotubes de carbone, en suggérant des stratégies de conception adaptées aux
contraintes géométriques et aux conditions de support spécifiques. L'adaptation de la
distribution des SWCNT en fonction du rapport d'aspect et du type de fondation élastique
constitue une approche innovante pour maximiser la performance structurelle des coques
cylindriques sous charges de compression axiale.

Des recherches futures pourraient explorer davantage l'influence des parametres
environnementaux, des effets d'échelle, ainsi que le comportement dynamique de ces structures
composites avancées, ouvrant la voie a des applications dans des domaines exigeants tels que
les infrastructures civiles, les structures marines ou les composants industriels soumis a des
contraintes séveres.

Cette analyse confirme que ’optimisation de la distribution des SWCNT et le choix de la
fondation ¢lastique sont des leviers critiques pour la résistance au flambement. Les résultats

s’alignent avec les travaux de Tornabene et al. [9] sur les coques fonctionnellement graduées et
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ceux de Reddy [7] sur la mécanique des composites stratifiés. Les distributions "X" et "O"

illustrent I’importance de 1’adaptation géométrique, tandis que la fondation Pasternak émerge

comme une solution robuste pour les structures élancées (f > 0.5) [2].

Des recherches futures pourraient intégrer des effets environnementaux (température, humidité)

[3] ou explorer des configurations hybrides de renforts [4], en s’appuyant sur des méthodes

numériques avancées [10, 6].
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Conclusion Générale :

Ce travail de mémoire de fin d'é¢tude a exploré le comportement au flambement des coques
cylindriques en béton armé renforcées par des nanotubes de carbone mono-feuillets
(SWCNT), intégrées dans une fondation élastique. L’objectif principal était de développer un
modele analytique pour prédire la charge critique de flambement, en considérant ’influence
combinée de la distribution des SWCNT, des parameétres géométriques et des interactions
avec le milieu environnant. Les résultats démontrent que I’incorporation des SWCNT
améliore significativement les performances mécaniques des structures, tandis que la
modélisation des fondations élastiques (Winkler et Pasternak) révéle des gains substantiels de

stabilité, particuliérement pour les coques €élancées.

Ce travail contribue a I’émergence d’une nouvelle génération de structures en béton
intelligentes, ou la synergie entre nanotechnologie et mécanique des solides ouvre des
perspectives inédites. En transformant les défis du flambement en opportunités d’innovation,
il pose les bases d’infrastructures plus résilientes, durables et adaptées aux exigences de la
construction moderne. Les prochaines étapes consisteront a transposer ces avancées
théoriques vers des applications industrielles, en dialogue avec les acteurs de ’ingénierie et

des matériaux.
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