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Introduction

Les équations différentielles jouent un réle fondamental dans la modélisation
des phénomenes physiques, biologiques, économiques et d’ingénierie. Leur
résolution permet de prédire 1’évolution dans le temps de systemes dynamiques
complexes. Cependant, dans la majorité des cas concrets, ces équations ne
peuvent pas étre résolues analytiquement (c’est-a-dire de maniere exacte). Il
devient alors indispensable d’utiliser des méthodes numériques.

Le mémoire s’inscrit dans cette optique, en mettant 1’accent sur :

La compréhension théorique des equations différentielles ordinaires (EDO) :
définitions, types d’EDO, existence et unicité des solutions (théoréme de
Cauchy-Lipschitz).

Le traitement des problemes de Cauchy : transformation des EDO d'ordre
supérieur en systemes d’ordre 1, utilisation de mod¢eles mathématiques pour des
phénomeénes concrets (ex : chute libre dans un champ de pesanteur).

La mise en ceuvre de méthodes numériques : telles que la méthode de Picard, la
méthode d’Euler, les méthodes de Taylor, et les célebres méthodes de Runge-
Kutta, pour approximer les solutions des EDO.
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Chapitre 01

Equations différentielles



Equation différentielle

1.0.1 Equations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions. Soient I un ouvert de R, F
un espace de Banach sur R et Uy, Us,--- , U, des ouverts de E. Les équations

différentielle
ordinaires, seront notées en abrégé EDO dans la suite.

Définition 1.0.1 Une équation différentielle sur ’espace de Banach E est une équa-

tion de la forme
F(t,z o' 2" - 2™) =0, (1.1)

ou n est un entier non nul appelé 'ordre de ’équation, F est une fonction donnée de
(n+2) variables supposée réguliere sur I x Uy x Uy x - - - x Uy, x est la fonction inconnue

de I dans Uespace de Banach E et x,x',x",--- , 2™ sont ses dérivées successives. Plus

précisément le probleme est de trouver un intervalle ouvert I de R et une fonction

x : t > x(t) dérivable sur cet intervalle jusqu’a Uordre n et vérifiant [’équation
vtel, F(tz,o 2", - ,2™)=0, (1.2)

cette équation est de forme trés générale, en pratique, on préférera travailler avec des
équations plus particulieres dites du type explicite, pour lesquelles il existe une fonction

H réguliere sur I x Uy x Uy X --- x Uy,_4 tel que
o™ = H(t,z, o' 2", ™) (1.3)

Exemple 1.0.1
F(t,z,2',2") =0,

est d'ordre 2.
Kt, z, z', 2", ..., x(n-1))=0

est d'ordre n.
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1.0.2 Equations différentielles linéaires

Définition 1.0.2. Une EDO d’ordre n est linéaire si elle est de la forme
ap ()2 (1) + an-a ("D () + -+ ao(t)x(t) = g(t), (1.4)

avec tous les 9 de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t, si g est nulle,
alors ’équation est dite homogéene, ou sans second mombre. L’équation différentielle

sutvante

an(O)2(8) + aguon (D™ D) + -+ ag(t)(t) = 0, (L5)

est appelée I'équation différentielle homogéne associée a (1.4)
Si a;j(t), 0 < j < mn, sont des constantes, on parle d’équation différentielle linéaire

acoefficients constants.

Définition 1.0.3. Soient x : I — U et & : I — U deux solutions de ’équation

différentielle. On dit que % est un prolongement de = si : I C I et
z(t) = x(t), pour toutt e I.

Définition 1.0.4. Soient I et I, , deux intervalles sur R, tels que I; C I5.
On dit qu’une solution (x,I) est mazimale dans Iy si et seulement si x n’admet pas
de prolongement (%,1) solution de léquation différentielle telle que I, G Icl,(on

verra meme plus tard que I, est nécessairement ouvert).

Définition 1.0.5. Soit I un intervalle inclus dans R. Une solution (x,1) est dite

globale dans I si elle est définie sur l'intervalle I tout entier.

Définition 1.0.6. e On appelle solution générale de I’EDQ, toute fonction ¥ = V(t, c)

qui dépend d’une constante arbitraire c et tel que pour toute valeurs de c la fonction W
vérifie identiquement ’EDO, en tout points de |ty t1[ qui est le domaine de définition
de V.

e On appelle solution particuliere de I’EDO toute solutions déduite de la solution

générale en donnant des valeurs concretes a la constante arbitraire c, une solution
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particuliere s’écrit :

c est un constante, pour chaque valeur donner a ¢ on a une solution particuliére trouvé

on a en chaque point de |t1,ts[ unicité de la solution.

1.0.3 Différents types d’équations

Définition 1.0.7. Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO , d’ordre
n est une relation entre la variable réelle t, une fonction inconnue t — x(t) et ses

dérivées ©',x",--- ,a" au point t définie par
F(t,z,xz ,....,2") =0 (1.6)

ou F' n’est pas indépendante de sa derniére variable ™. On prendra t dans un intervalle
I de R (I peut étre R tout entier). La solution x en général sera a valeur dans R™,
n € N* oun sera le plus souvent égale a 1, ou 3, On dit que cette équation est scalaire

st F' est a valeur dans R.

Exemple 1.0.2. [’équation différentielle
T4t —t= 0,

est du premier ordre avec V =R? et F(t,, x’) =1 +a2%—t.

Définition 1.0.8. On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation

de la forme

Définition 1.0.9. On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équa-

tions de la forme

" = f(x,x“, ey ™),

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

Définition 1.0.10. Une EDO de type (1.6) d’ordre n est linéaire si elle est de la
forme

()™ (t) + @y ()" () + ... + al(t)a:, (t) + ao(t)x(t) = g(t),
avec tous les &' de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t.

Exemple 1.0.3. l’équation " — 2x'(t) +x = 0 est une équation ordinaire linéaire

d’ordre deuz a coefficient constantes.
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1.1 Solutions d’une équation différentielle

Définition 2.1.1. On appelle solution d’une équation différentielle d’ordre n sur cer-
tain intervalle I de R, toute fonction x définie sur cet intervalle I, n fois dérivable en
tout point de I et qui vérifie cette équation différentielle sur I.

On notera en général cette solution (x,I). Si I contient sa borne inférieur notée a
(respectivement sa borne supérieure b), ce sont des dérivées a droite (respectivement
gauche) qui interviennent au point t = a (respectivement t = b).

Intégrer une équation différentielle consiste a déterminer l'ensemble de ses solu-

tions.

1.1.1 Solution maximale

Nous introduisons d’abord le concept de prolongement d’une solution. L’expression
solution maximale est alors entendue implicitement au sens de la relation d’ordre

fournie par le prolongement des solutions.

Définition 1.1.2. On dit qu’une solution x : I — R™ est mazimale si x n’admet pas

de prolongement & : I — R™ avec I 2 1.

Théorémel.1.1. Toute solution x se prolonge en une solution mazimales T (pas

nécessairement unique).

Preuve 1. e Supposons que x soit définie sur un intervalle I = |a,b| (cette notation
désigne un intervalle ayant pour bornes a et b, incluses ou non dans I ).

Il suffira de montrer que x se prolonge en une solution I : |a,l~)| — R”(l; > b) maxi-
male & droite, ¢’est-a-dire qu’on ne pourra plus prolonger @ au dela de b. Le méme
raisonnement s’appliquera a gauche.

Pour cela, on construit par récurrence des prolongements successifs x(1y, T2y, - de T
avec Ty : |a,bp[— R™. On pose w1y = x, by = b. Supposons w1y déja construite

pour un indice k > 1. On pose alors
Cr = SUP{C; T(k—1);

se prolonge sur |a,c[}.
On a ¢, > by_1. Par définition de la borne supérieure, il existe by, tel que by_1 < b, < ¢4
et un prolongement x ) : la, bp[— R" de T(k—1) avec by arbitrairement voisin de ¢, en

particulier, on peut choisir
1 .
ck—bk<E st cp < 400,
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bk>k’ st ¢ = +00.

La suite (c) est décroissante, car l’ensemble des prolongements de x(,—1) contient

I’ensemble des prolongements de x(), au niveau des bornes supérieures on a donc
Cr > Cpr1. St cp < 400 a partir d’un certain rang, les suites

by <by < <O << <1 <<
sont adjacentes, tandis que si ¢y = +0o0 quel que soit k, on a by > k. Dans les deux
cas, on voit que

b= lim b, = lim c¢.
k—4o0 k—+o0

Soit T : |a, E| — R™ le prolongement commun des solutions ), éventuellement pro-
longé au point b si cela est possible. Soit z : la, c| = R™ un prolongement de . Alors
z prolonge x;—1) et par définition de c; il s’ensuit ¢ < ¢i. A la limite il vient ¢ < ¢,

ce qui montre que la solution T est maximale a droite.

1.2 Fonction lipschitzienne

Soit Q C I x R™, f une application définie de 2 dans R".

Définition 1.2.1. L’application f est dite lipschitzienne par rapport o la deuxieme
variable sur €2 s’il existe une constante k, appelée la constante de Lipschitz de f, telle
que :

Vo eI, Vy,z €RY, || f(a,y) — Fo,2)] < klly - .

la fonction x — f(t,x) est localement lipschitzienne pour tout t € I, c’est-a-dire
que pour tout J C I compact, pour tout O C €2 compact, il existe une constante

v =7(J,0) > 0 telle que
1ftz) = fEy)l <vlz—yl, VieJ VeyeO. (1.7)

Remarque 1.2.1. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable si tout point de I x R™ admet un voisinage 2 sur lequel f est lipschitzienne

par rapport a la deuzxiéme variable.
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1.3 Probléme de Cauchy

Il arrive qu’on ne recherche pas toutes les solutions d’'une EDO mais seulement
celles qui vérifient certaines conditions, dites conditions initiales de Cauchy ou tout
simplement conditions de Cauchy.

Un probléme de Cauchy est un probléme constitué d’'une équation différentielle dont
on recherche une solution vérifiant une certaine condition initiale. Cette condition peut
prendre plusieurs formes selon la nature de 1’équation différentielle.

Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R"™ une fonction.

Définition 1.3.1. Etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la

forme suivante :

*T/(t) = f(tv :L‘),
pour (t,z(t)) € U, et un point (tg,z9) € U le probléme de cauchy correspondant

consiste a chercher des solution x, tell que x(ty) = xo. On note le probléeme de cauchy
de la forme suivante :

2'(t) = f(tx(t), (G 2(t) el

.1'(750) =X

(1.8)

Interprétation physique - Dans de nombreuses situations concrétes, la variable
t représente le temps et © = (x1, 79, -+ ,,) est une famille de paramétres décri-
vant 'é¢tat d'un systéme matériel donné. L’équation ( traduit physiquement la

loi d’évolution du systéme considéré en fonction du temps et de la valeur des para-
métres. Résoudre le probléeme de Cauchy @ revient a prévoir I’évolution du systéme
au cours du temps, sachant qu’en t = t; le systéme est décrit par les paramétre
xo = (zo1,- -+ ,%0,). On dit que (t, o) sont les données initiales du probléme de

Cauchy (]1.8]).

Définition 1.3.2. Une solution du probléeme de Cauchy sur un intervalle ouvert
I de R avec la condition initiale (to;xg) € U et to € I est une fonction dérivable
x: Ry — R telle que :

— pour tout t € I, (t,z(t)) € U,

— pour tout t € I, 2'(t) = f(t,z(t)),

— x(to) = 29

Théorémel.3.1. Soit f : I x V— X une application continue, I un ouvert de R

et V un ouvert conneze non vide d’un R-espace de Banach et (to, xo) un point fize de

12
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R x V et x une fonction définie sur un intervalle ouvert qui contient ty, alors x est

une solution du probléme de Cauchy (1.8)) sur I si et seulement si
1. pour toutt € I, (t,x(t)) € I x V,
2. x est continue sur I,

3. pour tout t € 1

z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds.

Preuve 2. Soit x : I — V une fonction continue sur un intervalle ouvert I qui
contient ty et que (t,z(t)) €l x V.

Supposons que x est une solution du probleme de Cauchy . Alors x est dérivable
sur I et vérifie :

2'(t) = f(t,2(t))

Ql(t()) = X

(2.9)

En intégrant les deux membres de ty at, on obtient pour tout t € I

/t: 2'(t) ds = /t:f(s,x(s))ds,

ce qui donne, en remplacant x(to) par o

t
x(t) = o +/ f(s,x(s))ds, pourtout tel.
to

Inversement, supposons que pour toutt € I, x vérifie :

x(t):xo+/t F(s,2(s)) ds, (1.10)

alors, d’aprés la continuité de x et f, donc la derivvabilité de la fonction t — f(t,x(t)),

on obtient
() = f(t,z(t)), pourtout tel, (2.11)

de plus x vérifie x(ty) = xo ce qui signifie que = est solution du probléme (1.8)).

1.3.1 Théoréme de Cauchy Lipschitz

Théoréme 1.3.2 (forme faible). Soit I un intervalle ouvert de R™. Si la fonction
f:IxR" = R" est de classe C* alors pour toute donnée de Cauchy (to, zo) € I x R",

il existe, au voisinage de ty, une unique solution du probleme de Cauchy associé.

En particulier, pour toute telle donnée, il existe une unique solution mazximale associée
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et toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette

solution maximale.

Théoréme 1.3.3. Soient I CR et f € C(I x E, E). Soit le probléleme de Cauchy

{ 2/(t) = f(t, (1) ©

x(tg) = o.

avec (tg,xg) € I X E. Supposons que f est lipschitzienne par rapport & la deuziéme

variable uniformément sur I. Alors pour tout ty dans I et pour tout xo dans E le
probleme de Cauchy (C') admet une solution unique définie sur I.

1.4 Dexistence et I'unicité

1.4.1 Solution locale

Soient I un intervalle de R et D un connexe de E.
Soit f € C(I x D,E) et Soit le probléme de Cauchy (L.8). avec (tg,x9) € I x D.
Supposons que f est localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur

I x D. Alors pour tout (tg,z¢) € I x D, il existe un intervalle J C I contenant ty tel

que le probléme de Cauchy ((1.8) admet une unique solution définier sur .J.

Définition 1.4.1. La solution x(t) définie sur J du probléme de Cauchy (1.8]) du

théoréme précédent s’appelle solution locale et on note (z(t),J).

Théoréme 1.4.1. Soient I un intervalle de R et D un connexe de E. Soit f €
C(I x D, E). Soit le probléme de Cauchy (1.8)), avec (to,zo) € I x D. Supposons que f

est localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur I x D. Alors pour
tout (tg,z0) € I x D, le probléme de Cauchy admet une unique solution définie

sur un intervalle Iy inclue dans I, tel que toute solution locale (x(t),J) du probléeme

(1.8) vérifie J C Iy.

Preuve 3. Comme f est localement lipschitzienne. Soient (y,(t), J1) et (ya(t), J2) deux
solution locales. Par unicité y,(t) = ya(t) pour tout t € Jy () Jo. Soit Iy la réunion de
tout les intervalles des solutions. Donc pour tout t € Iy il existe une solution locale
(y(t),J) telle que t € J, posons alors x(t) = y(t).

Donc z(t) est définie sur Iy tout entier de plus par unicite si (y*(t), J*) est une solu-

tion locale alors J* C Iy et y*(t) = x(t) sur J*.
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Le théoreme précédent affirme [’existence d’une solution sur l'intervalle ouvert maxi-
mal Iy inclue dans I. Intuitivement ['intervalle Iy est le plus grand intervalle dans 1
contenant ty ou la solution du (L.8]) est définie.

Définition 1.4.2. La solution x(t) définie sur Iy du probléme de Cauchy (1.8)) du
théoréme précédent s’appelle solution maximale et 1y s’appelle intervalle maxi-

male.

Remarquel.4.1. Si f : [ x E — E est localement lipschitzienne par rapport a la
deuzieme variable et si 'intervalle mazimale Iy C I d’une solution x(t) de l’équation
est de la forme | — 00, b[, |a,4+00] ou|a,b| et a,b € I alors

lim|z(t)] = 400 et lim|z(t)] = +oc.
t—a t—b

Remarque 1.4.2. Grdice au théoreme des accroissements finis, on vérifie que toute
fonction de classe C' est localement lipschitzienne par rapport ¢ sa deuxieme variable.

C’est pourquoi le théoréme suivant est bien plus fort que le théoréme [1.35.

Théoréme 1.4.2 (forme forte). Soient I C R, f € C(I x R",R™) et le probleleme de
Cauchy
' (t) = f(t, x(t
(t) = f(t.(1) re)
x(tg) = xo.
Si la fonction f : I x R™ — R™ est de classe C' et localement lipschitzienne par rapport
a sa deuziéme variable, alors pour toute donnée de Cauchy (to,xo) € I x R™, il existe,
au voisinage de ty, une unique solution du probleme de Cauchy associé.
En particulier, pour toute telle donnée, il existe une unique solution maximale associée

et toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette

solution mazximale.

La démonstration de ce théoréme peut se faire de plusieurs maniéres.
Elles partent toutes de la constatation que (J, z) est solution du probléme de Cauchy

si et seulement si ¢y € J et si x est une fonction continue sur J qui vérifie

x(t) = o +/t f(s,z(s))ds. (1.12)

Il s’agit donc de résoudre I’équation intégrale ([1.12]) dans I’espace fonctionnel C°(.J, R™),
¢’est pourquoi il est naturel que les preuves du théoréme utilisent de fagon fondamen-
tale les grands théorémes de l'analyse fonctionnelle : ou bien le théoréme d’Ascoli

(méthode de compacité) ou bien le théoréme du point fixe de Banach.
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Equation différentielle

Un outil central dans tous les problemes d’équations différentielles est le lemme
de Gronwall qui permet de déduire des bornes sur les solutions a partir d’inégalité

intégrales qu’elles vérifient.

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall). Soient I =|a,b[, v : I — R, une fonction

continue, tog € I ainsi que deux constantes a, § > 0, telles que
t

/ u(r)dr
to

0 <u(t) <aeflt=l vtel

0<u(t)<a+p . Vtel.

Alors

Preuve 4. Etape 1 Supposons que o > 0. Posons

/t: w(r)dr|.

vit)=a+ 0

On a que velt sauf ent =ty :
Bu(t), t>t
y’(t) ——{ () 0

—B’U/(t), t <tp.

De plus,
0<u(t) <wv(t), Vtel.

Et

Distinguons trois cas :

t >ty Observer qu’alors,

que [’on integre :

ce qui implique que,

t =ty Le résultat est trivial.

t <ty Ressemble au premier cas.

Etape 2 Supposons que o = 0. On choisit une suite (o), C RY telle que o, converge
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vers . Ainsi,

0<u(t) <a+p

/t: u(T)dr
/t: u(r)dr

On applique ensuite ’étape 1 aux o, ce qui nous donne

<a,+f

0<ut) <a, eBli=tol .

Preuve 5 (Démonstration du théoréme

). Unicité Dans le cas ot f est localement Lipschitzienne par rapport 4 sa seconde
variable, on peut démontrer ['unicité d’un éventuelle solution en utilisant le Lemme
de Gronwall. En effet, soient (Ji,x1), (Jo,x2) deux solutions du méme probléme de
Cauchy en ty . On veut montrer que x1 et x5 sont égales sur Jy = Ji () Jo. Pour cela

on introduit ’ensemble
S ={t € Jy, tel que x1(s) = xa(s), Vs € [to, ]},

ot [to, t] est remplacé par [t,to] sit < to.

Cet ensemble est non vide car il contient to (x1 et xo vérifient la méme donnée de
Cauchy a linstant ty). On va montrer que S \[to, +oo[= Jo[[to, +00[ (la méme idée
montrerait I’égalité de S ()] — oo, to] et de Jo ()] — 00, to])-

Supposons que S (\[to, +00[# Jo[[to, +00[. On pose alors t* = sup(S). On a t* > t,
et tg € Jo. En effet, si ce n’était pas le cas on aurait t* € 0Jy et alors r1 = x9 sur
[to, sup Jo| et donc x1 = xo sur Jo[)[to, +00[ par continuité de xy et xo. Ceci contredit
Uhypothése. Par ailleurs, par continuité de x1 et xa, on sait que x1(t*) = xo(t*) = 7.
Soit L une constante de Lipschitz de f sur le compact K = [t*,t* + 1] x B(Z,1). Par
continuité, il existe 6 > 0 tel que t* + 9 € Jy et tel que

zi(t) € B(2,1), Vt € [t*,t* + 6], Vi =1,2.
Par ailleurs, comme x1 et xo vérifient [’équation on a
t
z;(t) = x; (t%) +/ f(s,x;(s))ds.
t*
Par soustraction, on trouve
t
|21(2) — 22(1)] < / |f(s,21(5)) = f(s,22(5)) [ ds, Vi€ [t", 1"+ 4].
t*
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Comme x1 et xo prennent leur valeurs dans K, on en déduit

t
21 (8) — m(t)] < L/ lo(s) — ma(s)| ds,  VE € [t + 4],
"
Le lemme de Gronwall donne alors x1(t) = x5(t) pour tout t € [t*,t* +6]. Ceci montre

que t* + 0 est dans S et contredit donc la définition de t*.

Existence : Soit J = [tg — «, tg+ ] un intervalle contenant ty dans son intérieur. On

pose a:o(t) = xo pour tout t € J et on construit, par récurrence, la suite de fonctions

" (t) = 2 + /t f(s,z"(s))ds, Vte€ j.

Ceci revient a définir 2" = p(a™) ou ¢ : CO(J,R™) — C°(J,R™) est lapplication qui
a x associe

o(x)(t) = xo +/t f(s,z(s))ds, VteJ.

Résoudre ’équation (1.12)) revient a trouwver un point fixe de l'application ¢. Comme
J est compact on peut munir E = C°(J,R"™) de la norme infinie, ce qui en fait un

espace complet. On peut donc espérer appliquer le théoréeme du point fize de Banach
a cette fonction. Pour cela, il faudrait montrer que ¢ est contractante. Comme on
ne posséde aucune information globale sur F', il se peut que ||F(s,x)| soit trés grand

quand ||z|| est grand et il y a donc aucune chance que nous arrivions a montrer que

 est contractante sur E.
On va donc essayer d’appliquer le théoréme sur le sous-espace fermé F' = C°(J, B(zo,))
de E (qui est donc bien complet). Pour cela, on peut jouer sur les paramétres o et r
pour faire en sorte que o(F) C F et que ¢ soit contractante.

- Fizons une valeur ag > 0 et un nombre ro > 0 tels que le compact Ko = [to —
ap, to + ap] X B(xo, o) soit inclus dans Uouvert U sur lequel est vrate.

- On note maintenant M = SUDp, o 10+a0]x B( |F||. Ainsi, pour toute fonction

x € C%([ty — v, to + ), B(wo,10)) on a

Z0,70) |

< [t —to| M.

/t:f(s,x(s))ds

lo(@)(#) — zol| < ]

Si on veut s’assurer que @(x)(t) reste dans la boule B(xg,10)), il faut se restreindre a

un intervalle [ty — ap, to + ap] avec 0 < a < ap choisi pour que
aM < rp. (1.13)
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Ainsi, Uespace F, = CO([to — v, to + o), B(xo,70)) est laissé fize par ¢ dés que (1.13)
est vérifiée. — FEssayons maintenant d’étudier le caractere contractant de ¢ sur un tel

espace. Soient x,z € F,, on a

le(2)(t) = (z) (1] <

/t 1£(5.2(5)) — F(5, 2(8))]| ds| < Crpmo |t — to] [l — 2] .

et donc

lp(z) = o) < Cromoex |7 = 2l

En conclusion, ¢ sera contractante dés que

aClyay < 1. (1.14)

- En conclusion, on va choisir 0 < a < ag qui satisfait (1.13) et (1.14)), ce qui

est bien entendu possible. La fonction ¢ laisse alors invariant le sous-espace fermé
F, C E et elle est contractante dans cet espace.
D’aprés le théoréeme du point fize de Banach, il existe donc une unique solution x € F,
a l’équation et ainsi ([to — «, to + ], x) est une solution du probléeme de Cauchy
considéré. Cest également l'unique solution sur cet intervalle qui prend ses valeurs
dans la boule B(xg,1y).

- Il reste a montrer que toute autre solution éventuelle z du probleme de Cauchy
définie sur un intervalle de la forme [ty — B, To + 5] avec f < «a coincide avec x.

- Si z prend ses valeurs dans la boule B(xg,70), alors la propositionriété dunicité
dans le théoreme du point fixe donne le résultat.

- Si z ne prend pas ses valeurs dans cette boule, on note B le plus grand nombre
dans [0, 8] tel que z([to — B,to + B]) est contenu dans cette boule. On a B < f par
hypothese et B > 0 car z(to) = xq est dans Uintérieur de la boule et que z est continue.

On a alors
|2(2) — 2o < |t —to] M < BM < aM < 1o, Vt € [ty — B, ty + B,

ce qui contredit la mazimalité de B.
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Chapitre 02

Meéthodes résolution
d’¢quations différentielles



Probléme de Cauchy

Une équation différentielle est une équation qui dépend d’une variable ¢ et d’une fonction x (t)
et qui contient des dérivées de x (t). Elle s’écrit :

F(t,:c(t),:c(l)(t),...,:c(m)(t)):0 on  am@p=22 (1)

L’ordre de cette équation est déterminé par sa dérivée d’ordre le plus élevé. Donc ’équation (1)
est d’ordre m.

La solution du probléme consiste & trouver une fonction z (¢) qui soit solution de (1) et
dérivable sur un intervalle fini de ¢ € [to,to + T] de R. Souvent dans les applications, la variable
t représente le temps, et tg est alors l'instant initial. En général, il n’existe une solution unique
a une équation différentielle qu'une fois certaines conditions limites imposées sur x (t) et ses

dérivées. Dans l'exemple de l'équation (1) les conditions initiales sont les valeurs de x (tp),
2D (to), ..., 2™ (ty).

2 Probléme de Cauchy :

La plupart des méthodes numériques pour résoudre les équations différentielles s’appliquent
a des problémes du type probléeme de Cauchy suivant le nom donné par les mathématiciens. Ce
probléme se formule de la maniére suivante :

Trouver y (t) définie et dérivable sur [tg,to + T] et & valeurs dans R™ telle que :

WO _ fry(t) Ve [toto+T) @)
y(to) =190

ott f (t,y (t)) est une fonction de R™*! dans R™ et yo € R™. Concrétement 1'expression, “trouver
y (t) a valeurs dans R™ avec yo € R™” consiste a dire pour des applications comme Matlab, que
I'inconnue y (¢) est un vecteur de m fonctions inconnues avec pour condition limite le vecteur

1 (1) y1 (to) Yo,1
y (1) = Y2 :(75) vo =y (fo) = Y2 (:to) _ y(?,2 3)
Ym (t) Ym (tO) Yo,m

De méme, f (t,y (t)) est une fonction de ¢ et du vecteur y (¢) et doit retourner un vecteur colonne :

Y1 fi

dy(t) _d | Y2 | | S

a —at| =f(ty(t) = : (4)
Ym fm

Pour la plupart des problémes qui intéressent les scientifiques et les ingénieurs, des théo-
rémes mathématiques assurent lexistence et 'unicité d’une solution au probléme de Cauchy.
Néanmoins, souvent la solution ne peut étre exprimée analytiquement. Pour de tels problémes,
on doit donc chercher a déterminer la fonction y (¢) par des méthodes numériques.
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2.1 Transformations vers un probléme de Cauchy

Dans Matlab (Octave), de puissant programmes (fonctions) existent sous le nom générique
de ODEs (Ordinary Differential Equation Solvers). Ils résolvent les systémes de la forme de
léquation (2). Le travail principal d’un utilisateur de Matlab consiste donc le plus souvent &
transformer son probléme sous la forme de 1’équation (2). Dans bien des domaines, surtout ceux
des équations a dérivées partielles, les transformations d’un probléme donné sous la forme d’un
probléme de Cauchy sont toujours d’actualité comme problémes de recherche.

2.2 Traitement d’une équation différentielle d’ordre > 1

Nous ne regarderons que la transformation d’une équation différentielle d’ordresupérieur a 1, en
probléme de Cauchy. Considérons donc une équation différentielle d’ordre mde la forme

suivante :
m) (g = G2 1) (m—1)
2 (W)= T =g (ba )2V @), 2 @)  Weloto+T]  (5)
Posons de nouvelles fonctions y; () avec ¢ € [1,2,...,m] définies telles que :
pt)=z®), pO)=2D@) ..., yn@) =2 (@) (6)

Grace a ces définitions, I’équation (5) d’ordre m s’écrit comme un systéme de m équations
d’ordre 1 :

0 — @ (1

| (7)
dymcz‘/l (t) — y(m) (t)

Bl — o (11 (8), 2 (8) s Y (1)

Ce systéme a donc la forme d’un probléme de Cauchy en posant :

y1 (t) Y2 (1)
y(t) = ym_'l 0 et f(ty(t) = ym' 0 (8)
Ym (t) oty Ym)

L’équation (5) s’écrira alors :

WO _ fay@)  vieloto+T ©
Pour obtenir alors un probléme de Cauchy, il faut spécifier les conditions initiales (y1 (to) , y2 (to) ,
ey Ym (to)) ce qui revient a dire d’aprés 1’équation (6), qu'il faut connaitre x (t) et ses dérivées
jusqu’a l'ordre m —1 au ‘temps’ initial £ : (3: (to), =W (tg) , ..., z(m=1) (to)). On remarque qu’une
équation différentielle d’ordre m d’une seule fonction inconnue, x(t), se traduit par un probléme
de Cauchy avec m fonctions inconnues, y;(t), et m conditions initiales.
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2.3 Equations différentielles a coefficients constants

En particulier, les équations différentielles & coefficients constants constituent une classe
d’équations de la forme de ’éq.(5). Notamment quand ¢ est de la forme :

@ (t, ),z (),... zmY (t)) =5 (t) — a1z (t) — agz™ () — ... — amz™ YV () (10)
léquation 1'éq.(5) peut s’écrire comme une équation différentielle a coefficients constants :
a1z (t) 4+ agz™ () + ... 4 ama™ D () + 2 (1) = s (¢) (11)
ou la fonction s (t) est communément appelée un terme source.
Pour des équations de la forme de 1’éq.(11), les substitutions de I’éq.(6) aménent & un systéme
d’équations de forme matricielle. Par exemple, une équation & coeflicients constants d’ordre 4

s’écrit :
a1z (t) + agz™ (1) + azz® (t) + agz® (¢) + W (1) = s (¢) (12)

Apreés les substitutions de 1’équation (6), cette équation s’écrit :

aayn (6) + g (6) + o () + o () + S5 () = 5 1) (13)

et ’équation (9) peut s’écrire sous une forme matricielle :

y1 (1) o 1 0 0 y1 () 0

d | y(t) | |0 0 1 0 yo (t) 0

dt yz(t) “lo o o0 1 y:i(t) oo 49
ya (1) —a1 —az —asz —ayg ya (t) s (t)

Meéme s’il est intéressant de voir ce type de probléme comme une équation matricielle, nous ne
devons pas oublier que la formulation de I’équation (9) nous permet de traiter bien des problémes
qui ne prennent pas la forme d’une équation matricielle. On remarque aussi qu’il y a beaucoup
de zéros dans 'équation (14) et donc une multiplication de matrice n’est pas la fagon la plus
éfficace de programmer f (t,y (t)) (Voir la fonction (A) de la section 2.3 ci-dessous).

2.4 Exemple - Vol d’un point solide dans un champ de pesanteur.

Imaginons qu’on cherche & résoudre numériquement le probléme du mouvement d’un point
ol o 1 A ition B (1) — 15 L it 25 tosse T — 9T dans
solide de massim a la position @ (t) = &+ yy + 22z ayant une vitesse v = %7 dans un champ
de pesanteur ¢g'. (figure 1)

La mécanique du point nous dit qu’il suffit d’appliquer la relation fondamentale de la dyna-
mique au point solide :

v —

Puisqu’il s’agit d’'une équation vectorielle, nous avons en principe trois équations scalaires a
résoudre, mais nous savons que le vol du point s’effectue dans un plan paralléle au plan défini
par (zOz). On arrive donc & un systéme de deux équations différentielles de deuxiéme ordre a

dx _
{ A0 (16)

az = 9

résoudre :
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-

V(1)

Fi1G. 1 — Mouvement d’un point de masse dans un champ de pesanteur

Avec les conditions limites
x (to) = xo M (to) = voz
z(te) =2 2 (tg) = v, (17)
nous connaissons la solution exacte de chacune de ces deux équations :
z(t) = xo + vout

1
z(t) = 20 + vo,t — §gt2 (18)

Nous voulons simplement tester notre capacité a trouver la solution de fagon numérique. La
connaissance d’'une solution exacte nous permet de tester différentes méthodes de résolution
numérique d’équations différentielles.

Pour résoudre les équations différentielles d’ordre 2 de ’éq.(16) on va définir des fonctions
du systéme u () (pour ne pas confondre avec la position y (¢)) et invoquer les substitutions de

I'éq.(6) :

uy () =z (t)
ug (t) = z(M (t) = vy (t) (19)

L’équation % = 0 devient donc le systéme matriciel :

alueo =10 o][me] 0

De méme on peut définir

et le systéme % = —g devient :

alu@ =00 o1 [u0]+[%] =
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On peut regrouper ces deux équations sous la forme d’une seule grande équation matricielle :

Ul (t) 01 00 (5] (t) 0
du _d | ug(t) | _ [0 0 0 0 uz (t) 0
t dt | us(t) | |0 0 0 1 us (1) + 0 (23)
Uy (t) 0 0 0 0 Uy (t) g
ou de maniére équivalente :
u9 (t)
du 0
— = f(tu(t)) = 24
dt f(tu(t)) uy (t) (24)

-9
La solution de cette équation va donc nous fournir les fonctions : x (t) = uy (t), vy (t) = ua (1),
z (t) = ug (t), et v, (t) = uq (). On peut facilement programmer une fonction en Octave/Matlab
pour calculer f (t,u(t)) :
function f = fprojectile(u,t) % en Matlab - ‘function f = fprojectile(t,u)’
% fonction f (t,u (t)) pour une particule dans un champ de pesanteur

nc = length(u) ;

f= zeros(nc.,l) ; (A)

f(1) = u(2);

f(2) = 0;

f(3) = u(4);

f(4) =-9.8; % valeur de g
end

Important : Il est trés important que la fonction retourne un vecteur colonne. Les fonctions
Matlab (Octave) pour résoudre une équation différentielle ne marchent pas si la fonction retourne
un vecteur ligne. L’écriture de la fonction ‘fprojectile’ permet & 'argument u d’étre un vecteur
ligne ou un vecteur colonne. Il s’avére assez commode de prendre v comme un vecteur ligne.

Maintenant on peut utiliser la fonction ‘Isode’ d’Octave (‘ODE45’ de MatLab) pour résoudre
numériquement 1’équation différentielle. Cette fonction prend en argument le nom de la fonc-
tion f (t,u(t)), un vecteur contenant les valeurs de t = [to,?1,...,tx] pour lesquelles on veut
connaitre les valeurs de w (t), [u (tg),u(t1),...,u(tn)]. Pour certaines applications, on ne s’in-
téressera qu’a une seule et unique valeur u (ty); dans ce cas, on donne simplement un vecteur
t = [to,tn]. Dans les cas ou il faut connaitre une trajectoire, il faut que t = [to,t1,...,tN]
contienne suffisamment d’éléments pour que les courbes générées par ‘plot’ paraissent lisses.

Le script suivant résout I’équation différentielle de I’équation (16) avec les conditions initiales

90 =20=0,1v9 = H?OH = 100ms ™!, fy = (z, v) = 30° et montre la position de la particule
pour N + 1 = 31 temps compris entre 0 et 11s.
tmin = 0; % temps initial tq
tmax = 11; % temps finale to + T
v0 =100; % vitesse intiale en métres par seconde
thetdeg =30 ; % angle initial en degrés
x0 = 0; % position xq initiale
z0 = 0; % position zq initiale
vx0 = v0*cos(thetdeg*pi/180) ; % vitesse v, o initiale
vz0 = v0*sin(thetdeg*pi/180) ; % vitesse v, ¢ initiale
Nint = 30; % nombre d’intervalles : N
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h = (tmax-tmin)/Nint ; % taille du pas h = t, 11—ty (B)
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur des t = [to,t1,...tN—1,tN = to+ T]

u0 = [x0 vx0 z0 vz0] ; % conditions initiales uy = [z¢ vo . 20 V0]

usol =lsode("fprojectile",u0,t) ; % résolution numérique par Octave

% [t,usol] = ODEA45(’fprojectile’,t,u0); % résolution numérique par Matlab

xpos = usol( :,1); % position des x : premiére colonne de usol

% position des z : troisiéme colonne de usol

zpos = usol( :,3);

plot(xpos,zpos,’o’) % plot de z en fonction de x.

Il faut remarquer que la matrice ‘usol’ est une matrice avec N + 1 lignes pour les N + 1
valeurs de t,, et 4 colonnes correspondant respectivement a la position et a la vitesse suivant z et
a la position et a la vitesse suivant z : u (t,) = [z (tn) , vz (tn) , 2 (tn) , vz (tn)]. On illustre sur la

figure (2) une comparaison entre la solution générée par ‘ODE45’ de Matlab (‘lsode’ d’Octave)

et la solution exacte. L’erreur absolue, \/(ul(tN) —z(tn))? — (ug(ty) — z (tn))?, sur la position
du point solide aprés 11 secondes de vol est de 'ordre de 1013 m sous Matlab.

Tracé d’un point solide T= 11s, N=20,At=0.55 s

140

200 400 600 800 1000

F1G. 2 — Mouvement d’un point de masse m, de vitesse v dans le champ de pesanteur g. Solution
de ODE45 avec zg = 29 = 0, vg = 100ms™!, et 6y = 30°

2.5 Deétermination des paramétres initiaux

Un des buts souvent recherchés lors des calculs différentiels est de déterminer ou “d’optimiser”
les paramétres initiaux afin d’obtenir un certain comportement désiré de la solution. Par exemple,
dans le cas d’'un projectile on pourrait s’intéresser au probléme suivant : pour quel angle de
lancement le projectile ira-t-il le plus loin? Dans ce cas, on pourrait donc écrire une fonction
simple qui trouve de fagon approximative, le point d’atterrissage du point solide. Une telle
fonction peut comporter d’abord une boucle qui permet de trouver les deux instants entre
lesquels le projectile a dii toucher le sol. Plus précisément, la boucle chercherait 'instant ¢,, ot
z(ty) > 0 et z(tp41 = tn + h) < 0. On peut ensuite faire une approximation linéaire entre ces
deux points, i.e. on cherche a déterminer les coefficients a et b d’une fonction linéaire z (t) = at+b
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tels que :
zn = 2(ty) = aty, + b (25a)
Zn+1 = 2(tny1) = atpy1 + b (25b)

En soustrayant ’éq.(25a) de 1’éq.(25b), on obtient :

Zn+1 — 2n = a(tnt1 — tn) (26)
d’ou on tire une expression pour a :

Zn+1 — Zn
aqa = 27
(thrl - tn) ( )

On remet cette expression pour a dans ’éq.(25a) et on trouve :

(zn-‘,-l - zn) tn + b (tn—l—l - tn)
(tn-‘,-l - tn)

Zn = (28)

ce qui donne aprés simplification :

b— Znlnt1 — tnZnyl

29
thrl - tn ( )

Le point d’atterrissage, t,, est donc le zéro de la fonction linéaire z (t,) = at, +b =0, i.e. t,
est donné par :
at, = —b
Zptni1 — tnZng1
(Zn - ZnJrl)

En général, la vitesse sur x n’est pas constante, et on peut faire une approximation linaire sur

x(t) :

ta = (30)

xp = x(ty) = cty +d (31)
Tpyl = x(tn+1) = Ctn+1 +d (32)

Une approximation a la position horizontale (des x) au point d’atterrissage est maintenant :

Ln+l — Tn Tptnt1 — thTnit
la) = t 33
v ( a) (thrl - tn) B * thrl - tn ( )
Et le point d’atterrissage est :
(ta,x (ta), 2z =0) (34)

Le fonction ‘point atterrissage’ suivante écrite sous Matlab (Ocatve) permet d’effectuer
ce calcul du point d’atterissage. Les arguments de cette fonction sont les trois vecteurs : ¢t =
[to,t1,...,tN], x = [z(to), x(t1), ..., x(tN)], et z = [2(t0), 2(t1), . . ., 2(tn)]. Elle ne fonctionne de
maniére satisfaisante que si 'intervalle At = ¢;11 — ¢; est suffisamment petit.

function [ta,xa] = point _atterrissage(t,x,z)

% trouver le point d’atterissage d’un point solide

nc = length(t) ;

n=1; % boucle pour trouver U'interval [t_n,t n+1] ot z(t_n+1)< 0
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while( z(n+1) > 0 && n<nc )

n=n+l;
end % while (C)
if (n 7= ne)

ta=( z(n)*t(n+1)-t(n)*z(n+1) ) / (z(n)-z(n+1));

Dt = t(n+1) - t(n);

xa = ta*(x(n+1) - x(n))/Dt + (t(n+1)*x(n)-t(n)*x(n+1)) /Dt;
else

disp("Pas de point atterissage dans les données’)

ta = -1;
xa = -1;
end %end if
end
On voit en figure (3) les tracées des trajectoires et le point d’atterrissage de trois tirs avec
différents angles de lancement avec vy = H?OH = 100ms~'. Bien entendu, en l'occurrence un

calcul analytique simple nous permettrait de trouver 'angle ‘optimal” de lancement. Néanmoins,
des modélisations plus réalistes (ex. forces de frottement non-linéaires) peuvent facilement mener
a des situations ot un calcul analytique devient impossible.

Portée d'un projectile T= 20s, N=70

450 -
— 90 = 15° portee =509.8m ta=5.3 s

400 - — 90 = 30° portee =883.6m ta=10.2 s
—_— 90 = 70° portee =655.9m ta=19.2 s

350 -

300 -

250

200~

150

100

50

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

F1G. 3 — Tracées des trajectoires et le point d’atterrissage de trois tirs avec différents angles de
lancement.

Nous avons vu dans cette section I'utilité d’avoir une résolution fiable et rapide d’équations
différentielles. Dans la prochaine section nous étudierons des méthodes de résolution numérique
d’équations différentielles.
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Solutions numériques des équations différentielles

Il existe un grand nombre de fagons de résoudre une équation différentielle et aucune méthode

n’est clairement supérieure a toutes les autres dans toutes les circonstances. De nos jours, la
technique Runge Kutta d’ordre 4 et a pas adaptatif est souvent utilisée. Nous verrons les
raisonsde ce choix dans ce qui suit. Néanmoins, les recherches dans ce domaine ne sont pas
encoreterminées et le développement des techniques numériques continue, surtout pour les
situationsou une trés grande précision est demandée.

Dans tout ce qui suit, il faut garder a I'esprit que dans le cas le plus général, y est un
vecteurcolonne, et f (¢,y(t)) est un “vecteur” dont les “éléments” sont des fonctions.
Néanmoins, afinde simplifier la discussion, nous ne considérons dans les exemples que des
équations simples aune seule fonction inconnue. Par la suite, dans la section 3.5, nous
verrons les généralisationsqui permettent de traiter multiples fonctions inconnues y; (t).

3.1 Formulation générale

On commence en remarquant qu’lg}e solution formelle de 1’équation

(35)
dt y(t)=f(ty(t)
est obtenue en intégrant de tg a ¢ :
y(t) t
/ dy = [ [f(s,y(s))ds
y(to) to
¢
y(t)—y(to) = [ f(s.y(s))ds (36)
to
donc la solution y (t) s’écrit
t
y@) =yo+ | f(s,y(s))ds (37)
to

ot Yo = y (tg). Le probléme avec cette solution formelle est que l'inconnue y (t) se trouve sous
I'intégrale.

3.2 Meéthode itérative de Picard

Dans la méthode de Picard, on peut itérer I’équation (37) afin de générer une série d’approxi-
mations & y (t), dénotées 1y (s), 2y (s), £y (s),... . On initialise I'itération en prenant y (t) ~ yo
sous l'intégrale :

t
w@t)=yo+ [ [f(s,v0)ds

to

2y (1) = yo + t f (s, 1y(s))ds

kY (t) = yo + t [ (s, w1y (s))ds (38)

La méthode de Picard est surtout utilisée dans les études mathématiques des équations
différentielles. Néanmoins, cette méthode peut s’avérer intéressante quand il est possible de faire
une intégration analytique de la suite fti f (s, y (s)) ds. Les logiciels de calcul symbolique comme
Mathématica et Maple sont capable de calculer ce type d’intégrale.
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3.2.1 Exemple : méthode de Picard pour résoudre I’équation %y t)y=t—y(t)

Dans ce probléme, il n’y a qu’une seule fonction inconnue y (¢). Ce probléme est suffisamment
simple que 'on puisse trouver une solution analytique. Prenons la condition limite (0,1) i.e
y (to = 0) = 1; la solution analytique de ’équation

Syt =t-y() (39)

est obtenue par les techniques habituelles d’équations différentielles & coefficients constants. Vous
pouvez vérifier que la solution de (39) est :

y(t)=(yo+1)e " +t—1 (40)

Méthode de Picard : y' = t-y

0.4 ‘ ‘ ‘
0 . .

F1G. 4 — Méthode de Picard. Comparaison des solutions de %y () = ¢ — y (t) avec les approxi-
mations de Picard 1y, 2y, 3y.

Avec la condition limite (0, 1) i.e. y ((p = 0) = 1, la méthode de Picard donne la suite :

t t2
1+/ Nds=1—-t+—
0 2

t 2 5 t3
1 1— —1- L
+/0[ < S+2>]d$ t+1 G

t 5 t3 5 t3 t4
1 1—t+1t ds=1—t+t*"— — + —
+/0|: ( + 6):| S + 3+24

En dépit de son efficacité, la méthode de Picard n’est intéressante que pour un nombre limité
de problémes ou nous sommes capables d’effectuer analytiquement les intégrations. On préfére

(41)
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en général des techniques qui sont de nature plus numérique mais de domaine d’application plus
vaste.

Sur la figure (4), on représente une comparaison des solutions de la suite de Picard de I'équa-
tion (41) a la solution exacte. Ce graphique est généré par le code scripte, (D), ci-dessous. La
série de solutions de Picard illustre une propriété souvent rencontrée par des solutions numé-
riques aux équations différentielles, notamment que plus I'intervalle T" sur lequel on veut trouver
la solution est grande, plus la solution numérique risque de s’éloigner de la solution exacte quand
t — T'. Néanmoins on doit garder a l'esprit que 'ampleur de ce phénoméne dépend de la nature
de I’équation différentielle et de la méthode employée pour résoudre I’équation.

La Figure (4) est générée par le code suivant :

function Picard(tmax,Nint)

% Compare les 3 premiers termes dans la suite de Picard ...

% avec la solution exacte de y/ =t — y conditions limites (0, 1)

Y%oicito=0,et yo=1

t = linspace(0,tmax,Nint+1) ; (D)
yanal = 2*exp(-t) + t - 1; % solution analytique

yl=1-t+t"2/2; % Approximation de Picard : 1y
y2=1-t+t."2-t."3/6; % Approximation de Picard : oy

y3=1-t+t"2-t"3/3 +t.°4/24; % Approximation de Picard : 3y
axes('FontSize’,14) ;
plot(t,yanal,t,y1,” :’;t,y2,-." t,y3,”.” "LineWidth’,2) ;
xlabel(’ t ’,’FontSize’,16) ;
ylabel(’ y(t) ’,FontSize’,16) ;
legend("y(t)’) 1y, 2y’ _3y’)
end
On doit remarquer que nous avons simplifié notre traitement de la suite de Picard par un
choix judicieux des conditions initiales. Les choses se compliquent un peu si I'on veut utiliser la
suite de Picard pour yg et ¢y arbitraires :

t
1
1y(f)=y0+/ (5—1)d5=y0+y0(750—75)+§(tz—tg)

to

2y(t):yo+/t{s— [yo-i-yo(to—S)—l-%(sz—tg)]}ds

to

1
:y0+6{t2(3—t)+3 (t*—2t+2) yo+6 (L —t) toyo +3t5 (t+yo— 1) — 2¢3}
(42)

3.3 Meéthodes basées sur la série de Taylor

Les méthodes basées sur la série de Taylor se prétent bien & des traitements numériques.
Commencons par subdiviser l'intervalle [tg, t9 + T'] en N sous intervalles de méme longueur h et
appelons t,, les points de subdivision. Nous avons donc :

T
h:N et t, =to+ nh pour n=0,...,N (43)
Par conséquent en MatLab, ¢ est un vecteur avec N + 1 éléments :
t=[to,...,tN] (44)
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Le développement de la série de Taylor de y (t,+1) jusqu’a 'ordre m autour du point t,, s’écrit :

h2 m
Y (tns1) =y (tn) + by (0n) + 57y () + .+ 9™ (t) + O (™) (45)
3.3.1 Meéthode d’Euler
Si on arréte la série de Taylor & 'ordre 1 on obtient :
Y (tn1) =y (tn) + hy(l) (tn) (46)

L’application de cette formule pour calculer les y (t,) est connue comme méthode d’Euler. On
remarque que l'erreur commise & chaque étape est de 'ordre de O (hz). Il est clair qu’on peut
augmenter la précision de cette méthode en diminuant la taille de h, mais un h petit implique
qu’on doit évaluer la fonction un grand nombre de fois ce qui est cotiteux en temps d’exécution.
Qui plus est, un grand nombre d’évaluations de la fonction peut provoquer un cumul des erreurs
numériques commises par la machine.

En Matlab, on peut facilement programmer la méthode d’Euler avec la fonction suivante :

function [t,y] = Euler(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode d’Euler

% Nint - nombre de sous intervalles N

% tmin - temps tg

% tmax - temps tg + T

% f est une fonction avec comme arguments ¢ et y(t) : f(¢,y(t))

% y0 a l'entrée est composé des valeurs des conditions limites yo = y (o) (E)
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = yO0; % initialisation : y(1)=y(t9) = yo
for n = 2 : Nint+1
y(n) =y(n-1) + h*feval(f,t(n-1),y(n-1)); % Calcul d’Euler
end % forn
end % fonction Euler
La fonction ‘Euler’ retourne le vecteur ¢ = [tg,...,tx] et un vecteur y contenant les y (¢,,) a

chacun des temps t,, de l'intervalle ¢ € [to, to + T
A noter : nous avons utilisé la fonction MatLab (Octave) ‘feval’. La fonction ‘feval("fent",x)’
est une commande de Octave (MATLAB) qui évalue la fonction de nom ‘fent’ et d’argument x .
Exemple : y—feval("sin" x) est équivalente a y—sin(x). L’utilisation de ‘feval’ nous permet
d’écrire une fois pour toutes la méthode d’Euler et de passer le nom de la fonction & évaluer
comme un argument de la fonction ‘Euler’.
Exemple numérique :
Utilisons la méme équation teste que dans I'exemple de la méthode de Picard : % =t—y(t).
Essayons d’abord avec N = 20 intervalles. En MatLab (Octave) entrez :
>> f = inline(’t - y',’t",’y") ;
>> [t,yEul20| = Euler( f, 0, 2, 20, 1);
ou la fonction ‘inline’ est une fagon rapide de créer une fonction simple comme f = ¢ — y sans
avoir & créer un fichier ‘f.m’ de cette fonction.
On peut générer les valeurs exactes de la solution de cette équation par les commandes
suivantes :
>> yt = inline(’(yO+1)*exp(-t) + t - 1',)t,’y0’) ;
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>> yexact = yt(t,y0);
Finalement, on peut comparer graphiquement la solution générée par la méthode d’Euler avec
la solution exacte grice aux commandes :
>> plot(t,yexact,t,yEul20,” :");
>> legend(’y(t)’,” Euler ') ;
Le vecteur ¢ est donc ici t = [tg = 0,11,...,tn = 2] et ‘yEul20’ est la solution par la méthode
d’Euler avec 20 intervalles.
Bien entendu, on peut améliorer la solution d’Euler en diminuant h (i.e. en augmentant le
nombre d’intervalles). On voit sur la figure (5) une comparaison des solutions de y' =t — y par
la méthode d’Euler pour N = 20 et N = 50 pour ¢ € [0, 2].

Méthode d’Eulery’ =t -y

14 ‘ ‘ ‘

13l y(t) exacte )
““““““ N=20 h=0.10

12 == - N=50 h=0.04 S

y(®)

Fia. 5 — Méthode d’Euler. Comparaison des solutions de %y (t) =t —y(t) avec les approxima-
tions par méthode d’Euler.

Vous avez peut-étre remarqué qu’ici la solution par Euler s’approche de la solution exacte
pour les grands t. Ce phénoméne est une propriété de ’équation différentielle particuliérement
simple que nous étudions ici, et non une propriété générale des solutions par méthode d’Euler.

3.3.2 Meéthodes de Taylor d’ordre plus élevés

En considérant 1’équation (45), et en augmentant le nombre de termes inclus dan la série de
Taylor on s’attend a une amélioration de la solution numérique. Pour ceci, nous avons besoin
des dérivées d’ordre supérieur & 1. On peut les obtenir en dérivant ’équation différentielle de
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base :
dy _ ) _
=y =y ()
&2 d
E@’ =y@ = —f (ty (1))
@=L )
= -5/ (ty
m—1
ym = Wf(t,?/(t)) (47)

Le développement de la série de Taylor (45), nous montre que Ierreur commise par une méthode
de Taylor d’ordre m est O (hm+1). Néanmoins, il est incorrect de penser que plus m est grand
mieux c’est, puisque les calculs & chaque étape deviennent plus lourds au fur et & mesure que m
augmente (voir (F) ci dessous). Il est communément admis qu’il n’est pas profitable de prendre
m > 4.

Pour notre équation y) = ¢ — y traitée dans les exemples précédents, ce procédé pour
déterminer les (™ avec m > 1 est facile :

y =t —y
d
y=1- 2y () =1-t+y(t)
d
y(B):E(l—t—l—y(t)):—l—i—t—y
d
y(4):a(—1+t—y(t)):1—t+y

(48)

La fonction Matlab suivante calcule les approximations a solution de y") =t — y faites avec la
série de Taylor jusqu’a 'ordre 4.

function Taylor(tmin,tmax,Nint,y0) % Approximations par série de Taylor

% Nint - nombre de sous intervalles N

% tmin - temps tg ; tmax - temps tg + T

% On trait ici I'équation y/ =t — y(t)

h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas

t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]

yt = inline(’(y0+1)*exp(-t) + t - 1°,’t",’y0’) ; % solution exact (F)
texa = linspace(tmin,tmax,101) ; % discrétisation de t pour laffichage de la solution exacte
yexact = yt(texa,y0);

yl = inline(’t - y',’t",’y") ; % y®

y2 = inline(’l - t + y,’¢),y"); % y@

y3 = inline(’-1 + t - y',’t",’y") ; % y3)

y4 = inline(’1 - t + y',’t",’y"); % y@

yT1(1) = y0; % yT1 contient les solutions de y - Approximation d’Euler

yT2(1) = yO0; % yT2 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 2
yT3(1) = y0; % yT3 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 3
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yT4(1) = y0; % yT4 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 4
for n = 2 :Nint+1 % Calcul approximation d’Euler
yT1(n) = yT1(n-1) + h*y1(t(n-1),yT1(n-1));
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de approximation de Taylor ordre 2
yT2(n) = yT2(n-1) + h*y1(t(n-1),yT2(n-1)) + (h~2/2)*y2(t(n-1),yT2(n-1));
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de I'approximation de Taylor ordre 3
yI3(n) = yT3(n-1) + h*yl(t(n-1),yT3(n-1)) + ...
+(h~2/2)*y2(t(n-1),yT3(n-1))+(h"~ 3/6)*y3(t(n-1),yT3(n-1));
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de I'approximation de Taylor ordre 4
yT4(n) = yT4(n-1) + h*yl(t(n-1),yT4(n-1)) + ...
+(h~2/2)*y2(t(n-1),yT4(n-1))+(h~ 3/6)*y3(t(n-1),yT4(n-1)) + ...
+ (h~4/24)*y4(t(n-1),yT4(n-1)) ;
end % for n
% plot : créer un graphique avec les résultats des 4 courbes
axes('FontSize’,14) ;
plot(texa,yexact,t,yT1,t,yT2,t,yT3,t,yT4,+’ LineWidth’,2)
xlabel(’ t ’,’FontSize’,16) ;
ylabel(’ y(t) ’,’FontSize’,16) ;
legend(’y(t) exacte’,’Euler (ordre 1)’,’Taylor ordre 2’,Taylor ordre 3’,’Taylor ordre 4’);
tit = sprintf(’Méthodes de Taylor y’=t-y : N=%d, h=%.2f" Nint,h) ;
title(tit) ;
end

On peut maintenant trouver la solution de y) = ¢ — y avec t € [0,2] et N = 20 avec la
commande :
>> Taylor(0,2,20,1);
Le résultat apparait en figure (6). On voit qu’a partir de l'ordre 2 de Taylor, on ne voit plus

de différence entre les approximations basées sur la méthode de Taylor et la solution exacte a
I’échelle de la figure, alors que la différence entre 'approximation d’Euler et la solution exacte
est considérable. On peut essayer de faire apparaitre les différences entre les calculs a différents
ordres de la série de Taylor en augmentant le pas de h = 0.1 & h = 0.4 avec la commande :
>> Taylor(0,2,5,1);

Le résultat de cette commande apparait sur la figure (7). On constate que méme avec ce pas
assez grand, les 5 valeurs calculées par la méthode de Taylor a 'ordre 4 reste sur la courbe de
la solution exacte.

3.4 Runge Kutta

Ayant constaté les améliorations offertes par le développement de Taylor, on doit remarquer
un probléme important. Pour se servir de la méthode de Taylor, il faut calculer les fonctions
y"™) (t) d’ordre m > 1 a la main en prenant les dérivées de 'équation de base v/ = f (t,y (1)).
Par conséquent, avec les méthodes de Taylor on doit recommencer cette étape chaque fois qu’on
change la fonction f. Cette opération est lourde et loin d’étre pratique.
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Méthodes de Taylor y'=t-y : N=20, h=0.10

14 T T T
1.3}F —y(t) exacte ]
—— Euler (ordre 1) i
1.2 —— Taylor ordre 2 .
Taylor ordre 3
1.1r + Taylor ordre 4 )

F1G. 6 — Méthodes basées sur la série de Taylor avec h = 0.1.

Méthodes de Taylor y'=t-y : N=5, h=0.40

1.3 T T T T
}.
1.2+ —y(t) exacte 4
—— Euler (ordre 1)
11r —— Taylor ordre 2 7
Taylor ordre 3
1 + Taylor ordre 4 )
= 0.9r b
0.8 i
0.7+ i
0.6 .
05 | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
t

F1Gg. 7 — Méthodes basées sur la série de Taylor avec h = 0.4.
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La méthode Runge Kutta tire les avantages des méthodes de Taylor tout en gardant une
simplicité d’exécution de la méthode d’Euler. En pratique, Runge Kutta remplace ’évaluation
analytique des ordres y(™, m > 1 par des dérivées numériques obtenues en évaluant la fonction
f(t,y(t)) a différents endroits afin d’obtenir presque les mémes résultats que ceux obtenu avec
la méthode de Taylor.

3.4.1 Runge Kutta d’ordre 2

Rappelons la méthode d’Euler

Yy (thrl) =Y (tn) +hf (tna Yy (tn)) (49)

La méthode d’Euler permet ainsi de calculer y (,, + h) en fonction de y (¢,,) et la dérivée en y (¢,).
Cette méthode n’est pas symétrique par rapport a l'intervalle puisqu’il ne fait pas intervenir
I'information sur la dérivée en fin d’intervalle, i.e. f (t,,y (tn4+1)) n'intervient pas.

La méthode Runge Kutta est plus symétrique puisqu’elle revient a évaluer numériquement
la dérivée au centre de 'intervalle. Les équations de cette méthode sont :

kl = hf (tnay(tn))
ko= hf (tn + %h,y (tn) + %kl)
Y (tng1) =y (tn) + k2 + O (B°) (50)

Une fagon de programmer la méthode Runge Kutta d’ordre 2 est la suivante :
function [t,y] = RK2(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode de Runge Kutta d’ordre 2
% Nint - nombre de sous intervalles
% tmin - temps t0
% tmax - temps tO0 + T
% f est une fonction avec comme arguments t et y : f(t,y(t))
% y0 contient les valeurs des conditions limites

h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas (G)
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = y0; % y contient les solutions de y(t,)n =1,..., Nint + 1

for n = 2 :Nint+1
k1l = h*feval(f,t(n-1),y(n-1));
k2 = h*feval(f,t(n-1)+h/2,y(n-1)+k1/2);
y(@n) = y(n-1) + k2;
end % for n
end
Comme la méthode d’Euler, les méthodes de Runge Kutta peuvent étre appliquées a une
fonction arbitraire. La quasi-équivalence de la méthode Runge Kutta d’ordre 2 avec la méthode
de Taylor d’ordre 2 n’est pas évidente sans quelques manipulations mathématiques (voir ci-
dessous). Néanmoins, on peut rapidement vérifier que leur comportement au niveau numérique
est similaire. Pour notre exemple habituel, 3/ = ¢ — y, nous comparons en figure (8) les résultats
des deux méthodes en utilisant un grand pas, h = 0.4.
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Runge Kutta ordre 2 (y' =t - y) : N=5 h=0.40

14 T T T T T T T

1.3r — y(t) exacte B
------ Runge Kutta : ordre 2 /

1.2p + Méthode de Taylor : ordre 2 i

F1Gc. 8 — Comparaison de la méthode de Runge Kutta d’ordre 2 avec la série de Taylor d’ordre
2 avec h =0.4.

Dérivation de Runge Kutta d’ordre 2 Avec un peu d’effort, on peut dériver les formules de

Runge Kutta & partir des formules de Taylor et les formules des dérivées par différences finies.
Prenons un développement en série de Taylor autour du point (¢,5) au centre de l'intervalle

F=u (tn +3) (51)

La série de Taylor développée autour de ce point s’écrit en remplagant t,, — t,, + %, et h — %
dans le développement de Taylor de 1'éq.(45) :

h h h h? h
y(t, +h) y(tn+2>+2y (tn+2>+8y (tn+2>—|—0(h)
h h h h
i — 7 (2) - 3 2
y+2f(tn+2,y>+8y <tn+2>+0(h) (52)

tnathrl'
t=t,+

t
| S

Maintenant, on remplace y( ) ( %) par sa dérivée par différences discrétes :

y()<t + )Zhi[ (tn + h) —Qy(tn+g)+y(tn):|+0(h)
= (bt 24y (6)] O () 53)

Insérant ce résultat dans 1’équation (52), on obtient :

(bt D) =T+ 51 (b 57) + 5 0ot B) =20+ ()] + O
=57 (10 5.7) + 0t 1)+ 30 () + OG) (54)

39



Solutions numériques des équations différentielles

ce qui peut s’écrire :
h _
(et ) =)+ 0f (004 5.5) + O0) (55)

mais la série de Taylor d’ordre un nous donne le résultat suivant :

7= (1t ) = (ta) 4 5y (6) + O02)

=y (tn) + gkl + O(h?) (56)

ou nous avons utilisé la définition de ky (voir 1'éq.(50) ). Avec ce résultat, on peut faire I’ap-
proximation :

h h h
0 (1 5:7) =1 (10 + 50 (6) + 5 ) + 00
= hky + O(h%) (57)
et ’équation (55) devient finalement la formule de Runge Kutta d’ordre 2 :

Y (tn + h) =y (tn) + hky + O(h3). (58)

3.4.2 Runge Kutta : ordres 3 et 4

Les dérivations de Runge Kutta aux ordres 3 et 4 sont fastidieuses. Heureusement leurs
formules sont faciles & programmer et nous nous contentons d’utiliser les résultats.
La formule Runge-Kutta a ’ordre 3 est :

ki =hf (tn,y (tn))
1 1
ko = hf (tn + §h ;Y (tn) + 57451)
ks =hf (tn+h, y(ts) +2ks — k1)
1
Yy (thrl) =Y (tn) + 6 (kl + 4k2 + kB) + O (h4) (59)
La formule Runge-Kutta a I'ordre 4 est de loin la plus utilisée. Elle a une forme assez symétrique :
k1 = hf (tnay (tn))

1 1
ko = hf (tn + §h Yy (tn) + 57'61)

1 1
k3 = hf (tn + §h , y(tn) + §k?2)

ka=hf(toa+h, y(tn) + ks3)
Y (tret) = 9 () + & (k1 + 26+ 285+ £9) + O (1) (60)

La technique Runge-Kutta & l'ordre 4 intervient dans la plupart des programmes ODE (Ordinary
Differential Equations) comme ceux utilisés par Matlab et Octave.

On montre maintenant en figure (9) qu’en pratique Runge-Kutta & l'ordre 4 donne presque
les mémes résultats que la technique de Taylor d’ordre 4.
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Runge Kutta ordre 4 (y' =t —y) : N=5 h=0.40
T T

14 T T T T

1.3r ]
—y(t) exacte r

1.2+ e Runge Kutta : ordre 4 -
+ Méthode de Taylor : ordre 4

y(t)

F1G. 9 — Comparaison de la méthode Runge Kutta d’ordre 4 avec la série de Taylor ordre 4 avec
h =0.4.

On remarque que Runge-Kutta d’ordre 4 fait deux fois plus d’évaluations de la fonction f
que Runge-Kutta d’ordre 2. Par conséquent RK4 n’est vraiment meilleur que RK2 que si RK4
donne de meilleurs résultats que RK2 avec un pas deux fois plus grand. Ceci est souvent le cas,
mais pas toujours.

3.4.3 Runge Kutta a pas adaptatif et méthodes prédiction correction

Meéme si l'erreur produite par la méthode Runge Kutta est de 'ordre de O (h5), il reste la
question du choix de h afin d’avoir le meilleur compromis entre précision et temps de calcul. 11
est intuitivement clair que l'on peut choisir un h relativement grand dans une région ou y ()
varie plutot lentement, mais un petit h est nécessaire quand il y a de fortes variations de y ().
Matlab utilise une méthode Runge Kutta d’ordre 4 a pas adaptatif dans ODE45 pour résoudre
les équations différentielles. Dans les situations ot une grande précision est nécessaire, des mé-
thode dites prédiction correction sont souvent plus efficace que méme Runge Kutta d’ordre 4.
Néanmoins, les méthodes prédiction correction ont besoin d’une premiére solution approximative
pour démarrer leurs algorithmes. Souvent donc, Runge Kutta est invoqué par les algorithmes
prédiction correction pour fournir une premiére solution approximative.

3.5 Fonctions Euler et Runge Kutta adaptée a y € R™

On peut facilement écrire les fonctions d’Euler et de Runge-Kutta afin qu’elles marchent
pour un nombre de fonctions inconnues, y; (t), arbitraires. Pour faciliter les comparaisons, on
écrira ces fonctions afin qu’elles retournent des valeurs dans le méme format que ‘ODE45’ (de
MatLab), ou (‘Isode’ d’Octave) c’est-a-dire dans une matrice composée de N + 1 lignes et une
colonne pour chaque fonction inconnue y; (t), i € [1,m].

function [t,y| = Euler(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode d’Euler

% Nint - nombre de sous intervalles

% tmin - temps tg
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% tmax - temps tg + T
% f est une fonction avec comme arguments ¢ et un vecteur y : f(¢, y(t))
% y0 contient les valeurs des conditions initiales

h = (tmax-tmin)/Nint ; (H)
t =linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]

t=1t";

nc = length(y0);

y = zeros(Nint+1,nc); % initialisation d’une matrice de solution

y(1,:) = y0; % la ligne y(1, :) contient les conditions initiales yo

for n = 2 :Nint+1
y(n, :) = y(n-1, :) + h*feval(f,t(n-1),y(n-1, :))’; % Calcul d’Euler
end % forn
end
On peut facilement modifier les fonctions Runge Kutta de la méme maniére afin d’obtenir
des fonctions qui acceptent yg comme un vecteur et donnent les solutions pour y; (¢), ¢ € [1,m].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les équations différentielles ordinaires
(EDO) sous deux aspects : théorique et numérique.

Sur le plan théorique, nous avons abordé les fondements mathématiques
des EDO :

« Les définitions formelles des équations différentielles et des
problemes de Cauchy.

« Les conditions d’existence et d’unicité des solutions, notamment a
travers les théoremes de Cauchy-Lipschitz et de Picard.

« Le rble des fonctions lipschitziennes dans la stabilité des solutions.

Sur le plan numérique, nous avons explore différentes méthodes
d’approximation des solutions :

« Meéthode de Picard : utile pour les démonstrations theoriques et la
convergence.

o Méthode d’Euler : simple a implémenter, mais peu precise.

o Méthodes de Taylor d’ordre supérieur : permettent une meilleure
précision mais exigent des dérivées successives.

« Meéthodes de Runge-Kutta (ordres 2, 3 et 4) : elles offrent un bon
compromis entre precision et complexité, et sont largement utilisées
dans les logiciels modernes comme MATLAB.

Ainsi, nous avons demontré que lorsque les solutions exactes ne sont pas
accessibles, les méthodes numeriques deviennent essentielles pour obtenir
des approximations utiles dans la pratique.
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