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Introduction et préliminaire

0.1 Introduction
On se plaçant dans le cadre de l’espace de Lebesgue L1([a, b]), ensemble des fonc-

tions intégrables sur un intervalle non vide [a, b], la notion de convexité est cruciale afin
de prouver certaines inégalités intégrales, dont l’inégalité de Hermite-Hadamard (H-H
pour abrégé) qui représente un résultat fondamental en analyse convexe établissant une
estimation de la moyenne intégrale d’une fonction convexe sur l’intervalle [a, b].

Cette inégalité fut initialement présente dans les travaux de Hadamard [1], toutefois,
c’est Hermite [2] qui a découvert le résultat sous sa forme mathématique. En conséquence,
beaucoup d’experts ont qualifié ce résultat d’inégalité de Hermite Hadamard.

Formellement, pour une fonction convexe f : [a, b] → R, cette inégalité s’écrit :

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

Ce résultat a suscité un intérêt considérable en raison de ses applications en optimisation,
en théorie des estimations et en analyse fonctionnelle. Au fil des années, des généralisations
et des extensions de cette inégalité ont été proposées pour diverses classes de fonctions,
telles que les fonctions s-convexes, les P-fonctions ... élargissant ainsi son champ d’appli-
cation [3,4].

D’autre part, un développement récent dans ce domaine concerne l’utilisation des
opérateurs intégraux fractionnaires pour établir des versions généralisées de l’inégalité
de Hermite-Hadamard [5,6]. Ces opérateurs, qui étendent la notion d’intégration et de
dérivation à des ordres non entiers, offrent une flexibilité accrue pour étudier des problèmes
scientifiques complexes.

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur l’étude des inégalités de Hermite-Hadamard
pour les fonctions h-convexes via l’intégrale fractionnaire par rapport à une autre fonction
(notée ψ), communément dite intégrale ψ-Hilfer. La notion de h-convexité, qui généralise
la convexité classique, combinée à celle de B-fonction seront exploitées pour obtenir des
inégalités simples et adaptées à des types de convexités variées. Notre objectif est d’établir
des versions généralisées de l’inégalité de Hermite-Hadamard dans différents sens (premier,
deuxième et troisième sens) et d’explorer des cas particuliers liés aux choix de la fonction
ψ et à ceux de la fonction h.

Ce travail est organisé comme suit :
Après les préliminaires utiles, un premier chapitre rappelle les inégalités classiques de

Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes et les fonctions h−convexes.
Le chapitre 2 décrit l’élaboration des opérateurs intégraux fractionnaires de Riemann-

Liouville, en soulignant leurs caractéristiques majeures (semi-groupe et bornitude), ainsi

4



que leur utilisation dans l’extension des inégalités de Hermite-Hadamard. On déduira
ensuite certaines inégalités liées à des cas spécifiques de h−convexité.

Enfin, le chapitre 3 approfondit l’étude des inégalités de Hermite-Hadamard pour les
fonctions h−convexes en utilisant l’opérateur ψ−Hilfer (opérateurs d’intégration par rap-
port à une autre fonction ψ), avec une attention particulière portée aux choix spécifiques
de la fonction ψ puis celle de la fonction h.

On termine tout cela par une conclusion et une bibliographie rassemblant les ressources
utilisées dans ce mémoire.
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0.2 Préliminaires

0.2.1 Fonctions convexes

Cette partie est inspirée du cours [7] du Professeur Rémy Bertrand, École polytech-
nique - France.

Définition 0.1. Soit I un intervalle de R et f :I → R. On dit que f est convexe si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ I et ∀λ ∈ [0, 1] . (1)

f est dite concave si −f est convexe. Dans ce cas l’inégalité (1) est inversée.

Interprétation géométrique : Soit Cf la courbe représentative de f dans le repère
orthonormé usuel du plan affine.
On fixe deux points x ≤ y arbitraires de I.

• Pour λ ∈ [0, 1], le point z = λx+ (1− λ)y parcoure le segment [x, y].
• Le point de coordonnées (z, f(λx+ (1− λ)y)) est situe sur la courbe Cf .
• Le point de coordonnées (z, λf(x) + (1 − λ)f(y)) est situe sur la corde issue des

points (x, f(x)) et (y, f(y)).
Ainsi l’inégalité (1) signifie que la courbe d’une fonction convexe est située au-dessous de
toute ses cordes.

Exemple 1. f(x) = x2 et f(x) = |x| sont des fonctions convexes sur R

Proposition 0.1. ( Inégalité des pentes ) Si f : I → R est convexe, alors pour tout
x < y < z ∈ I on a :

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
. (2)
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Preuve 0.1. Considérons A = (x, f(x)) , B = (y, f(y)) et C = (z, f(z)) , le point B se
trouve sous la ligne [AC].
Les inégalités (2) indiquent que la pente de la droite (AC) est située entre celle de (AB)
et celle de (BC), ce qui est manifestement évident d’un point de vue géométrique.

Proposition 0.2. Considérons une fonction f : I ⊂ R → R.
1. Si f est une fonction convexe , alors on peut affirmer que :

— f est continue sur l’intervalle I.
— La fonction f admet des dérivées à gauche et à droite en chaque point de

◦
I

(intérieur de I), et on a

f
′
(x−) ≤ f

′
(x+) ≤ f

′
(y−), pour tous x < y ∈

◦
I

2. Inversement , si la fonction f est dérivable sur
◦
I et que sa dérivée f ′ est croissante,

alors f est convexe .

Preuve 0.2. 1. Pour x ∈
◦
I et r > 0, on considère l’intervalle [x− r, x+ r].

Selon l’inégalité des pentes , on observe que pour tout 0 < ϵ < r :

f(x)− f(x− r)

r
≤ f(x+ ϵ)− f(x)

ϵ
≤ f(x+ r)− f(x)

r
,

ce qui signifie en particulier que les quotients

gϵ(x+ ϵ) =
f(x+ ϵ)− f(x)

ϵ
,

restes bornés lorsque ϵ se rapproche de 0.

De plus , l’inégalité des pentes indique que ϵ → gϵ(x+ ϵ) représente une fonction
croissante de ϵ. gϵ(x+ ϵ) étant croissante et majorée, la limite suivante existe

lim
ϵ→0+

f(x+ ϵ)− f(x)

ϵ
,
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prouvant l’existence de la dérivée à droite de f et par suite la continuité dans cette
même direction.
Le même argument pour ϵ = −ε démontre l’existence de la dérivée à gauche de f
ainsi que la continuité à cette même direction.

Finalement nous réutilisons l’inégalité des pentes pour obtenir :

f(x)− f(x− ϵ)

ϵ
≤ f(x+ ϵ)− f(x)

ϵ
, ∀ϵ > 0,

ce qui nous amène, à la limite, au résultat suivant :

f
′
(x−) ≤ f

′
(x+).

2. Soit x < y dans
◦
I et λ ∈ ]0, 1[ . Nous utilisons le théorème des accroissements finis

entre x et λx+ (1− λ)y d’une part et entre λx+ (1− λ)y et y d’autre part. Cela
nous permet de démontrer l’exsistance d’un ξ1 et d’un ξ2 qui satisfont :

ξ1 ∈ ]x, λx+ (1− λ)y[ tel que f(λx+(1−λ)y)−f(x) = f
′
(ξ1) (1−λ) (y−x), (3)

ξ2 ∈ ]λx+ (1− λ)y, y[ tel que f(y)− f(λx+ (1− λ)y) = f
′
(ξ2)λ (y − x). (4)

Par conséquent, (1− λ) (4) − λ (3) nous donne

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) = λ(1− λ)(y − x)
[
f

′
(ξ2)− f

′
(ξ1)

]
.

Étant donné que ξ1 < ξ2 et que f ′ est croissante, alors

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(λx+ (1− λ)y) ≥ 0,

ceci prouve la convexité de f .

De l’inégalité des pentes on peut déduire la proposition suivante.

Proposition 0.3. Considérons I un intervalle ouvert de R, f : I → R une fonction
convexe et a ∈

◦
I. Alors pour tout t ∈

[
f

′
(a−), f

′
(a+)

]
, on a l’inégalité : ´

f(x) > f(a) + t(x− a), ∀x ∈ I.

i.e., pour tout t ∈
[
f

′
(a−), f

′
(a+)

]
, la ligne de pente t passant par le point (a, f(a))

est située sous la courbe représentative Cf .
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0.2.2 Fonctions h-convexes

Dans [8], l’auteur présente une nouvelle classe de fonctions appelées fonctions h-
convexes.

Définition 0.2. Soit h : J ⊂ R → R une fonction positive, h ̸= 0. La fonction f :
I ⊂ R → R est dite h-convexe si, pour tout x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1], l’inégalité suivante est
vérifiée :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ h(λ)f(x) + h(1− λ)f(y). (5)

Cas particuliers :

La définition de la h−convexité généralise plusieurs classes de fonctions bien connues,
selon le choix de h :

1. Convexité classique :
Si h(λ) = λ, alors l’inégalité (5) se réduit à : pour tout x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λ f(x) + (1− λ) f(y). (6)

2. s-convexité au deuxième sens [9] :
Si h(λ) = λs, s ∈ (0, 1], alors l’inégalité (5) se réduit à : pour tout x, y ∈ I et
λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λs f(x) + (1− λ)s f(y). (7)

3. P-Fonctions [10] :
Si h(λ) = 1, alors l’inégalité (5) se réduit à : pour tout x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(x) + f(y). (8)

0.2.3 Notions d’analyse

0.2.3.1 Espace de Lebesgue L1
w([a, b])

Soit w une fonction poids (une fonction strictement positive et mesurable) sur un in-
tervalle non vide [a, b]. L’espace de Lebesgue pondéré L1

w([a, b]) est constitué des fonctions
mesurables sur [a, b] telles que

∥f∥L1
w([a,b])

:=

∫ b

a

|f(x)|w(x) dx <∞.

Désignant par L
(
L1
w([a, b])

)
l’espace des opérateurs linéaires continus de L1

w([a, b]) vers
lui même, un opérateur T ∈ L

(
L1
w([a, b])

)
est dit borné si et seulement si, il existe C > 0

telle que
∥T (f)∥L1

w([a,b])
≤ C ∥f∥L1

w([a,b])
. ∀ f ∈ L1

w([a, b])

Le théorème suivant permet de changer l’ordre d’intégration dans une intégration
multiple.

Théoréme 0.1. (de Fubini) Soit f(x, y) une fonction intégrable sur Ω = (a, b)× (c, d) ⊆
R × R, alors pour p.p. x ∈ (a, b) f(x, y) est intégrable sur (c, d) et pour p.p. y ∈ (c, d)
f(x, y) est intégrable sur (a, b) et on a∫

Ω

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy.
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La formule de Dirichlet qui suit est un cas particulier du théorème de Fubini, (sous
l’hypothèse de la convergence absolue de l’une des deux intégrales) on a :∫ b

a

∫ x

a

f(x, y) dy dx =

∫ b

a

∫ b

y

f(x, y) dx dy.

0.2.3.2 Les fonctions spéciales

On présente ici ce qui est utile pour notre travail, pour plus de détails voir [11].

1. Fonction gamma :
L’une des bases essentielles du calcul fractionnaire repose sur la fonction gamma,
qui généralise de manière naturelle la notion de factoriel aux nombres réels positifs.
Définition 0.3. Soit x ∈ IR∗

+, la fonction gamma d’Euler est définie par :

Γ(x) =

∫ ∞

0

exp−t tx−1.dt (9)

(cette intégrale converge pour chaque valeur de x > 0 )

Exemple 2. Valeurs de la fonction gamma pour certains nombres réels :

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−xx1−1dx = 1 , Γ

(
1

2

)
=

√
π.

Proposition 0.4. Pour tout n ∈ IN∗, et pour tout x > 0 on a :

Γ(n) = (n− 1)! (10)

Γ(x+ 1) = xΓ(x) . (11)

Preuve 0.3.
(a) Pour x > 0, en utilisant la méthode d’intégration par parties, nous obtenons :

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

e−ttx dt

=
[
− e−t tx

]t=+∞

t=0
+ x

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt

= xΓ(x) .

(b) Pour n ∈ IN∗, en mettant en œuvre consécutivement la formule susmentionnée,
nous obtenons :

Γ(n+1) = nΓ(n) = n (n− 1) Γ(n− 1) = ... = n (n− 1) (n− 2) ... = 1Γ(1) = n!

2. Fonction Bêta :
Définition 0.4. Pour x, y > 0, la fonction bêta est définie par :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt . (12)
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Proposition 0.5. La fonction bêta est liée à la fonction gamma par l’identité
suivante :

∀x, y > 0 : β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (13)

Preuve 0.4. Soient x, y > 0 on a

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

tx−1e−tsy−1e−sdtds =

∫ +∞

0

tx−1

(∫ +∞

0

sy−1e−(t+s)ds

)
dt ,

on réalise le changement de variable
τ = t+ s, ce qui donne s = τ − t et dτ = dt ,
pour s = 0 on a τ = t, et pour s→ +∞ on a τ → +∞, nous obtenons

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

tx−1dt

∫ +∞

t

(τ − t)y−1 e−τdτ

=

∫ +∞

0

e−τdτ

∫ τ

0

(τ − t)y−1 tx−1dt .

Si on pose r =
t

τ
alors

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

e−τdτ

(∫ 1

0

(rτ)x−1 (τ − rτ)y−1 τdr

)

=

∫ +∞

0

e−τdτ

(
τx−1+y−1+1

∫ 1

0

(r)x−1 (1− r)y−1 dr

)

=

∫ +∞

0

e−τdτ
(
τx+y−1 β(x, y)

)

=

∫ +∞

0

τ (x+y)−1e−τdτ β(x, y)

= Γ(x+ y) β(x, y) ,

d’où le résultat souhaité
β(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Proposition 0.6. Soient (x, y) ∈ IR∗
+, nous avons

β(x, y) = β(y, x) ,

c’est-à-dire : la fonction bêta presente une symétrie.
Preuve 0.5. Nous avons

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt ,

11



en réalisant le changement de variable s = 1 − t ce qui donne t = 1 − s et
dt = −ds , on déduit

β(x, y) =

∫ 0

1

(1− s)x−1sy−1 (−ds)

=

∫ 1

0

sy−1(1− s)x−1 ds

= β(y, x) .

0.2.3.3 B-fonction

Cette notion qui permet de simplifier considérablement les calculs dans les inégalités
utilisant la h-convexité a été introduite par B. Benaissa et al. dans [12].

Définition 0.5. Une fonction f : [0,∞) → R positive est appelée B-fonction si

f(λ− a) + f(b− λ) ≤ 2f

(
a+ b

2

)
, (14)

où a < λ < b avec a, b ∈ [0,∞).

En particulier, en prenant a = 0 et b = 1 dans (14), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 0.2. Si h : [0,∞) → R positive est une B-fonction, alors

h(α) + h(β) ≤ 2h

(
1

2

)
, (15)

où α + β = 1 et α ∈ [0, 1].

Exemple 3. Des exemples d’une telle fonction h satisfaisant l’inégalité (15) peuvent être
fournis par h1(λ) = 1, h2(λ) = λ et h3(λ) = λs avec s ∈ (0, 1].

Remarquons que ces exemples sont liées aux différents cas spéciaux de h-convexité cités
plus haut.
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Chapitre 1

Inégalités classiques de
Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, nous allons considérer certains résultats concernant l’inégalité de
Hermite-Hadamard pour la classe des fonctions convexes et celle des fonctions h-convexes.

1.1 Cas de fonctions convexes
Théoréme 1.1. Si une fonction f : [a, b] → R, avec a < b, est convexe alors l’inégalité
de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée :

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (1.1)

Preuve 1.1. Soit f convexe sur l’intervalle [a, b], nous avons

f

(
a+ b

2

)
= f

(
a

2
+
b

2
− x

2
+
x

2

)

= f

(
1

2
(a+ b− x) +

1

2
x

)
≤ 1

2
f(a+ b− x) +

1

2
f(x). (1.2)

D’autre part, en posant x = λa+ (1− λ)b, avec λ ∈ [0, 1], on a

f(a+ b− x) + f(x) = f(a+ b− λa− (1− λ)b) + f(λa+ (1− λ)b)

= f((1− λ)a+ λb) + f(λa+ (1− λ)b)

≤ (1− λ)f(a) + λf(b) + λf(a) + (1− λ)f(b)

= f(a) + f(b). (1.3)

D’après (1.2) et (1.3) nous avons :

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

2
f(a+ b− x) +

1

2
f(x) ≤ f(a) + f(b)

2
.

En effectuant une intégration par rapport à x sur [a, b], on obtient
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1. Intégration du terme de gauche :

I1 :=

∫ b

a

f

(
a+ b

2

)
dx = (b− a) f

(
a+ b

2

)
.

2. Intégration du terme du milieu :

I2 :=
1

2

∫ b

a

(f(a+ b− x) + f(x)) dx =
1

2

∫ b

a

f(a+ b− x) dx+
1

2

∫ b

a

f(x) dx.

En effectuant un changement de variable u = a+ b− x dans la première intégrale,
nous obtenons∫ b

a

f(a+ b− x) dx =

∫ a

b

f(u) (−du) =
∫ b

a

f(u) du =

∫ b

a

f(x) dx,

ainsi

I2 =
1

2

∫ b

a

f(x) dx+
1

2

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

3. Intégration du terme de droite :

I3 :=

∫ b

a

f(a) + f(b)

2
dx = (f(a) + f(b))

∫ b

a

dx = (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

En combinant ces résultats, on aura

(b− a) f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ (b− a)
f(a) + f(b)

2
,

en divisant par (b− a), nous obtenons le résultat final :

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

Exemple 1.1.
La fonction définie par f(x) = x2 est convexe sur [a, b] = [1, 2]. On a :

f

(
a+ b

2

)
=

9

4
= 2, 25

f(a) + f(b)

2
=

5

2
= 2, 5

1

b− a

∫ b

a

f(x) dx =
1

3
x3
∣∣∣2
1
=

7

3
≈ 2, 33

On vérifie alors que

2, 25 = f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ≈ 2, 33 ≤ f(a) + f(b)

2
= 2, 5.
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Exemple 1.2.
La fonction définie par f(x) = lnx est concave sur [a, b] = [1, 2] (les inégalités seront
inversées). On a :

f

(
a+ b

2

)
= ln

(
3

2

)
≈ 0, 41

f(a) + f(b)

2
=

ln 2

2
≈ 0, 35

1

b− a

∫ b

a

f(x) dx = (x lnx− x)
∣∣∣2
1
≈ 0, 39.

On vérifie alors que

0, 41 = f

(
a+ b

2

)
≥ 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ≈ 0, 39 ≥ f(a) + f(b)

2
= 0, 35.

1.2 Cas de fonctions h-convexes
L’inégalité de Hermite-Hadamard pour une fonction h-convexe est établie comme suit :

Théoréme 1.2. [13] Considérons f : I ⊂ R → R une fonction h-convexe sur I et a, b ∈ I
avec a < b. Si f ∈ L1([a, b]) alors l’inégalité de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h(1
2
)
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ (f(a) + f(b))

∫ 1

0

h(α)dα. (1.4)

Preuve 1.2. Soit une fonction f h-convexe sur I, alors ∀α ∈ [0, 1] :

f(αx+ (1− α)y) ≤ h(α)f(x) + h(1− α)f(y). (1.5)

On pose x = λa+ (1− λ)b, y = (1− λ)a+ λb et α = 1
2
, de (1.5) on déduit

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)
f(λa+ (1− λ)b) + h

(
1

2

)
) f((1− λ)a+ λb),

On effectue une intégration par rapport à λ sur [0, 1], d’où

Ig :=

∫ 1

0

f

(
a+ b

2

)
dλ ≤ h

(
1

2

) ∫ 1

0

f(λa+(1−λ)b)dλ+h
(
1

2

) ∫ 1

0

f((1−λ)a+λb)dλ := Id.

(1.6)
Pour le terme de gauche

Ig =

∫ 1

0

f

(
a+ b

2

)
dλ = f

(
a+ b

2

)∫ 1

0

dλ = f

(
a+ b

2

)
.

Pour le terme de droite

Id = h

(
1

2

)∫ 1

0

f(λa+ (1− λ)b)dλ+ h

(
1

2

)∫ 1

0

f((1− λ)a+ λb)dλ.
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En utilisant le changement de variable u = 1− λ dans la deuxième intégrale, on obtient∫ 1

0

f((1− λ)a+ λb))dλ =

∫ 0

1

f(ua+ (1− u)b)(−du) =
∫ 1

0

f(ua+ (1− u)b)du,

d’où

Id = 2h

(
1

2

)∫ 1

0

f(λa+ (1− λ)b)dλ, (1.7)

en posant x = λa+ (1− λb) dans (1.7) on obtient

Id = 2h

(
1

2

)∫ 1

0

f(λa+(1−λ)b)dλ = 2h

(
1

2

)∫ a

b

f(x)
dx

a− b
= 2h

(
1

2

)
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Donc l’inégalité (1.6) devient

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)
2

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

ce qui donne
1

2h(1
2
)
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

ainsi la première inégalité du résultat désiré (1.4) est démontrée.

Maintenant, prenons x = a et y = b dans l’inégalité (1.5) :

f(αa+ (1− α)b) ≤ h(α)f(a) + h(1− α)f(b).

On effectue une intégration par rapport à α sur l’intervalle [0, 1] :

I1 :=

∫ 1

0

f(αa+ (1− α)b)dα ≤
∫ 1

0

h(α)f(a) + h(1− α)f(b)dα := I2. (1.8)

Calcul du terme de gauche : en posant x = αa+ (1− α)bon obtient

I1 =

∫ 1

0

f(αa+ (1− α)b)dα =

∫ a

b

f(x)
dx

a− b
=

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Calcul le terme de droite

I2 = f(a)

∫ 1

0

h(α)dα + f(b)

∫ 1

0

h(1− α)dα,

en utilisant le changement de variable u = 1− α dans la deuxième intégrale, on obtient∫ 1

0

h(1− α)dα =

∫ 0

1

h(u)(−du) =
∫ 1

0

h(u)du =

∫ 1

0

h(α)dα,

d’où

I2 = (f(a) + f(b))

∫ 1

0

h(α)dα.

En substituant les résultats des intégrales, l’inégalité (1.8) devient

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ (f(a) + f(b))

∫ 1

0

h(α)dα,

ainsi la deuxième inégalité du résultat désiré (1.4) est démontrée.
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Remarque 1.1. Pour différents choix de h(α) on obtient différentes inégalités de Hermite-
Hadamard, en particulier on a les résultats suivants :

1. Si on prend h(α) = α dans l’inégalité (1.5), on obtient l’inégalité (1.1) qui re-
présente l’inégalité de Hermite-Hadamard pour la classe des fonction
convexes.

2. En posant h(α) = αs avec s ∈ (0, 1] dans le Théorème 1.2, on obtient le corollaire
suivant qui présente l’inégalité de Hermite-Hadamard pour la classe des
fonction s-convexes [14].
Corollaire 1.1. Considérons f : I ⊂ R → R une fonction s-convexe sur I avec
s ∈ (0, 1] et a, b ∈ I avec a < b. Si f ∈ L1([a, b]) alors l’inégalité de Hermite-
Hadamard suivante est vraie

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1
. (1.9)

3. Pour h(α) = 1 dans le Théorème 1.2, on obtient le corollaire suivant qui présente
l’inégalité de Hermite-Hadamard pour la classe des P-fonction [15].
Corollaire 1.2. Considérons f : I ⊂ R → R une P-fonction sur I et a, b ∈ I avec
a < b. Si f ∈ L1([a, b]) alors on a l’inégalité de Hermite-Hadamard suivante

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b). (1.10)
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Chapitre 2

Inégalités de Hermite-Hadamard via les
opérateurs intégraux fractionnaires de
Riemann-Liouville

2.1 Les opérateurs intégraux d’ordre entier

2.1.1 Premier opérateur :

Soit f ∈ L1([a, b]), nous définissons alors la fonction Ja+f : [a, b] → R par

Ja+f(x) =

∫ x

a

f(t) dt ,

et on peut dire que Ja+f est absolument continue. Il est possible d’effectuer une seconde
intégration, et ainsi de suite ...

Nous définissons J1
a+f(x) := Ja+f(x), et nous allons procéder à une composition suc-

cessive de cette intégration, c’est-à-dire :

J2
a+f(x) =

∫ x

a

J1
a+f(s)ds

...

Jna+f(x) =

∫ x

a

Jn−1
a+ f(s)ds.

En appliquant le théorème de Fubini, nous obtenons

J2
a+f(x) =

∫ x

a

(∫ s

a

f(t) dt

)
ds =

∫ x

a

∫ s

a

f(t) dt,ds

=

∫ x

a

∫ x

t

f(t) ds dt =

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

ds

)
dt

=

∫ x

a

(x− t)f(t) dt .
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Ce qui nous donne

J2
a+f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt .

Suivant la même approche, intégrons J2
a+f(x)

J3
a+f(x) =

∫ x

a

J2
a+f(s) ds

=

∫ x

a

(∫ s

a

(s− t) f(t) dt

)
ds =

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)f(t) dt ds

=

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)f(t) ds dt =

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)f(t) ds

)
dt

=

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t) ds

)
dt =

∫ x

a

f(t)

([
1

2
(s− t)2

]x
t

)
dt

=
1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t) dt ,

ainsi
J3
a+f(x) =

1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t) dt .

Conjecture : pour tout n ∈ N∗

Jna+ f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt.

Appliquons une démonstration par récurrence pour établir ce résultat : supposons que

Jna+ f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt , (2.1)

et démontrons que

Jn+1
a+ f(x) =

1

n!

∫ x

a

(x− t)nf(t) dt .

On a par définition Jn+1
a+ f(x) =

∫ x
a
Jna+ f(t) dt, donc

Jn+1
a+ f(x) =

∫ x

a

(
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1 f(τ) dτ

)
dt

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ t

a

(t− τ)n−1 f(τ) dτ dt ,
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d’après le théorème de Fubini

Jn+1
a+ f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ x

τ

(t− τ)n−1 f(τ) dt dτ

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(τ)

(∫ x

τ

(t− τ)n−1 dt

)
dτ

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(τ)

([
1

n
(t− τ)n

]x
τ

)
dτ ,

nous obtenons

Jn+1
a+ f(x) =

1

n
× 1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− τ)nf(τ),dτ =
1

n!

∫ x

a

(x− τ)nf(τ) dτ .

C’est ce qu’il fallait démontrer.

2.1.2 Deuxième opérateur :

Considérons f ∈ L1([a, b]), nous définissons la fonction Jb−f : [a, b] → IR par

Jb−f(x) =

∫ b

x

f(t) dt ,

donc Jb−f est absolument continue. Il est possible de procéder à une seconde intégra-
tion, et ainsi de suite... en notant J1

b−f(x) := Jb−f(x) :

J2
b−f(x) =

∫ b

x

J1f(s)ds ... Jnb−f(x) =

∫ b

x

Jn−1f(s)ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on arrive à

J2
b−f(x) =

∫ b

x

(∫ b

s

f(t) dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

f(t) dtds

=

∫ b

x

∫ t

x

f(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

f(t) ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

ds

)
dt =

∫ b

x

(t− x)f(t) dt

ainsi

J2
b−f(x) =

∫ b

x

(t− b)f(t) dt .
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Suivant la même approche, intégrons J2f(x)

J3
b−f(x) =

∫ b

x

J2f(s) ds

=

∫ b

x

(∫ b

s

(t− s) f(t) dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)f(t) dt ds

=

∫ b

x

∫ t

x

(s− t)f(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)f(t) ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s) ds

)
dt =

∫ b

x

f(t)

([
1

2
(t− s)2

]t
x

)
dt

=
1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t) dt ,

alors

J3
b−f(x) =

1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t) dt .

Conjecture : pour tout n ∈ N∗

Jnb− f(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t) dt.

On suppose que

Jnb− f(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t) dt , (2.2)

et en utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que

Jn+1
b− f(x) =

1

n!

∫ b

x

(t− x)nf(t) dt .

Comme Jn+1
b− f(x) =

∫ b
x
Jnb− f(t) dt on obtient

Jn+1
b− f(x) =

∫ b

x

(
1

(n− 1)!

∫ b

t

(τ − t)n−1 f(τ) dτ

)
dt

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ b

t

(τ − t)n−1 f(τ) dτ dt ,
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en utilisant le théorème de Fubinni

Jn+1
b− f(x) =

1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ τ

x

(τ − t)n−1 f(τ) dt dτ

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

f(τ)

(∫ τ

x

(τ − t)n−1 dt

)
dτ

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

f(τ)

([
1

n
(τ − t)n

]x
τ

)
dτ ,

ainsi

Jn+1
b− f(x) =

1

n
× 1

(n− 1)!

∫ b

x

(τ − x)nf(τ)dτ =
1

n!

∫ b

x

(τ − x)nf(τ) dτ .

Ceci est le résultat souhaité.

2.2 Les opérateurs intégraux de Riemann-Liouville (RL)
d’ordre réel α > 0

En se basant sur les formules (2.1) et (2.2) établies sur IN, nous introduisons les défi-
nitions suivantes pour les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’ordre
α réel positif.

Définition 2.1. Pour α > 0 et f ∈ L1([a, b]), on définit les intégrales de Riemann-
Liouville d’ordre α à droite (respectivement à gauche) de la fonction f , par les expressions
suivantes :

RLαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, a < x ≤ b, (2.3)

et

RLαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, a ≤ x < b. (2.4)

avec Γ(α) désigne la fonction gamma d’Euler.

Remarque 2.1. Si α = 0 on pose J0
a+f(x) = f(x) et J0

b−f(x) = f(x) .

Si α = 1 on déduit J1
a+f(x) =

∫ x
a
f(x)dx et J1

b−f(x) =
∫ b
x
f(x)dx , qui corres-

pondent a l’intégrale de Riemann.

Exemple 4.

RLαa+(1) :=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1dx =
−1

Γ(α)

(t− x)α

α

∣∣∣t
a
=

(t− a)α

Γ(α + 1)

RLαb−(1) :=
1

Γ(α)

∫ b

t

(x− t)α−1dx =
1

Γ(α)

(x− t)α

α

∣∣∣b
t
=

(b− t)α

Γ(α + 1)
.

(2.5)
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2.2.1 Propriété de semi-groupe

Proposition 2.1. Soient f ∈ L1([a, b]) et α, µ ∈ IR∗
+ ; pour tout x ∈ [a, b] nous avons :

RLαa+
(
RLµa+f(x)

)
= RLα+µa+ f(x) = RLµa+

(
RLαa+f(x)

)
, (2.6)

et
RLαb−

(
RLµb−f(x)

)
= RLα+µb− f(x) = RLµb−

(
RLαb−f(x)

)
. (2.7)

Preuve 2.1. La formule (2.3) appliquée deux fois, nous donne

[
RLαa+

(
RLµa+f

)]
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1
(
RLµa+f

)
(s)ds

=
1

Γ(α)

1

Γ(µ)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)µ−1f(t)dtds,

En appliquant le théorème de Fubini, on obtient

[
RLαa+

(
RLµa+f

)]
(x) =

1

Γ(α)Γ(µ)

∫ x

a

f(t)

[∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)µ−1ds

]
dt,

en réalisant le changement de variable s = t+ (x− t)y, 0 ≤ y ≤ 1 on obtient

[
RLαa+

(
RLµa+f

)]
(x) =

1

Γ(α)Γ(µ)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+µ−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yµ−1dydt.

Finalement, en utilisant (12) et la relation (13), on arrive à

[
RLαa+

(
RLµa+f

)]
(x) =

β(α, µ)

Γ(α)Γ(µ)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+µ−1dt

=
1

Γ(α + µ)

∫ x

a

(x− t)α+µ−1f(t)dt

=
(
RLα+µa+ f

)
(x).

La deuxième égalité dans (2.6) découle de la propriété de commutativité : α+ µ = µ+ α.

On démontre (2.7) de manière similaire, d’après la définition (2.9), nous avons :

(
RLµb−f

)
(s) =

1

Γ(µ)

∫ b

s

(t− s)µ−1f(t) dt.

En appliquant RLαb− à ce résultat, nous obtenons :

[
RLαb−

(
RLµb−f

)]
(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(s− x)α−1

(
1

Γ(µ)

∫ b

s

(t− s)µ−1f(t) dt

)
ds

=
1

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

∫ b

s

(s− x)α−1(t− s)µ−1f(t) dt ds,
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en appliquant le théorème de Fubini, on obtient[
RLαb−

(
RLµb−f

)]
(x) =

1

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

f(t)

[∫ t

x

(s− x)α−1(t− s)µ−1 ds

]
dt. (2.8)

Posons le changement de variable s = x+(t−x)y, où 0 ≤ y ≤ 1, alors ds = (t−x)dy,
et l’intégrale intérieure devient :∫ t

x

(s− x)α−1(t− s)µ−1 ds = (t− x)α+µ−1

∫ 1

0

yα−1(1− y)µ−1 dy

= (t− x)α+µ−1β(α, µ).

En substituant dans (2.8) puis en utilisant la relation β(α, µ) = Γ(α)Γ(µ)
Γ(α+µ)

, nous obtenons

[
RLαb−

(
RLµb−f

)]
(x) =

β(α, µ)

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

f(t)(t− x)α+µ−1 dt

=
1

Γ(α + µ)

∫ b

x

(t− x)α+µ−1f(t) dt

=
(
RLα+µb− f

)
(x).

Nous avons ainsi démontré la première égalité dans (2.7), la deuxième égalité découle
de la commutativité de l’addition α + µ = µ+ α qui donne :

RLα+µb− f(x) = RLµb− (RLαb−f(x)) .

2.2.2 Propriété de la bornitude

Nous allons établir que les opérateurs RLαa+ et RLαb− sont bien définis, pour tout ordre
d’intégration α > 0, et bornés sur L1([a, b]).

Théoréme 2.1. [15] Si f ∈ L1([a, b]), alors pour tout α > 0

∥ RLαa+f ∥L1([a,b])≤ C ∥ f ∥L1([a,b]) , (2.9)

et
∥ RLαb−f ∥L1([a,b])≤ C ∥ f ∥L1([a,b]) , (2.10)

où C =
(b− a)α

Γ(α + 1)
.

Preuve 2.2. soit f ∈ L1([a, b]), alors

∥ RLαa+f ∥L1([a,b]) =

∫ b

a

∣∣∣RLαa+f(x)
∣∣∣ dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣ ∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt
∣∣∣ dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1
∣∣f(t)∣∣ dt dx,
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en appliquant le Théorème de Fubini, on déduit

∥ RLαa+f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

t

(x− t)α−1|f(t)| dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1 dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
(
1

α

[
(x− t)α

]b
t

)
dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)| (b− t)α dt,

En se basant sur la propriété (0.4) de la fonction Gamma et sur la décroissance de la
fonction t→ (b− t)α, on a

∥ RLαa+f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| (b− t)α dt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
∥ f ∥L1([a,b]) .

De manière similaire, pour f ∈ L1([a, b]) on a

∥ RLαb−f ∥L1([a,b]) =

∫ b

a

∣∣∣RLαb−f(x)
∣∣∣ dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣ ∫ b

x

(x− t)α−1f(t)dt
∣∣∣ dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

x

(x− t)α−1
∣∣f(t)∣∣ dt dx,
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le Théorème de Fubini, donne

∥ RLαb−f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ t

a

(t− x)α−1|f(t)| dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ t

a

(t− x)α−1 dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
(
1

α

[
(t− x)α

]t
a

)
dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)| (t− a)α dt,

et de la propriété (0.4) de la fonction Gamma et la croissance de la fonction t→ (t−a)α,
on aboutit à

∥ RLαb−f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| (t− a)α dt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
∥ f ∥L1([a,b]) .

Remarque 1. D’après les propriétés (2.9) et (2.10), si f ∈ L1([a, b]), alors pour tout
α > 0

RLαa+f ∈ L1([a, b]) et RLαb−f ∈ L1([a, b]) , (2.11)
ce qui établit que les opérateurs d’intégration fractionnaire RLαa+ et RLαb− sont bien définis
sur L1([a, b]), pour tout α > 0.

2.2.3 Propriété utile

Le lemme suivant présente une propriété utile pour un travail ultérieur.
Lemme 2.1. Soit f : [a, b] → R une fonction intégrable, si F(t) = f(t) + f(a + b − t)
alors

RLαa+F(b) +RLαb−F(a) = 2[RLαa+f(b) +RLαb−f(a)]. (2.12)
Preuve 2.3.

1. Calcul de RLαa+F(b) : En utilisant la définition de F

RLαa+F(b) =
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1F(t) dt

=
1

Γ(α)

[∫ b

a

(b− t)α−1f(t) dt+

∫ b

a

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt

]
= RLαa+f(b) +

1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt.
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Effectuons le changement de variable u = a+ b− t (donc du = −dt) :

∫ b

a

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt =

∫ a

b

(b− (a+ b− u))α−1f(u)(−du)

=

∫ b

a

(u− a)α−1f(u) du

= Γ(α)RLαb−f(a),

ainsi :

RLαa+F(b) = RLαa+f(b) +RLαb−f(a). (2.13)

2. Calcul de RLαb−F(a) : De même

RLαb−F(a) =
1

Γ(α)

∫ b

a

(t− a)α−1F(t) dt

=
1

Γ(α)

[∫ b

a

(t− a)α−1f(t) dt+

∫ b

a

(t− a)α−1f(a+ b− t) dt

]
= RLαb−f(a) +

1

Γ(α)

∫ b

a

(t− a)α−1f(a+ b− t) dt,

avec le changement de variable u = a+ b− t :

∫ b

a

(t− a)α−1f(a+ b− t) dt =

∫ a

b

((a+ b− u)− a)α−1f(u)(−du)

=

∫ b

a

(b− u)α−1f(u) du

= Γ(α)RLαa+f(b),

donc

RLαb−F(a) = RLαb−f(a) +RLαa+f(b). (2.14)

En additionnant (2.13) et (2.14) :

RLαa+F(b) +RLαb−F(a) = [RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] + [RLαb−f(a) +RLαa+f(b)]

= 2 [RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] .

C’est le résultat désiré.
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2.3 Inégalités H-H via l’intégral fractionnaire de Riemann-
Liouville pour les fonctions h−convexes

Dans cette partie on s’est inspiré de [16, 17] combiné avec la notion de B-fonction de
[12]. À l’inverse de l’intégrale classique de Riemann, dans le cas fractionnaire on peut
considérer trois types d’inégalités H-H sur un intervalle [a, b] :

1. premier sens : faisant intervenir des intégrations de a vers b et inversement.
2. second sens (middle ending point) : faisant intervenir des intégrations de a

vers a+b
2

et de b vers a+b
2

.
3. troisième sens (middle starting point) : faisant intervenir des intégrations de

a+b
2

vers a et de a+b
2

vers b.
Le lemme suivant est utilisée pour établir les inégalités de Hermite-Hadamard qui vont

suivre.

Lemme 2.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors les inégalités
suivantes sont vérifiées pour tout x ∈ [a, b]

f
(a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)
[f(x) + f(a+ b− x)] ≤ 2 h2

(
1

2

)
[f(a) + f(b)] . (2.15)

Preuve 2.4. Soit a < b et f soit h-convexe où h satisfait l’inégalité (15), alors pour tout
α, β ∈ [0, 1] tel que α + β = 1 nous avons

f

(
a+ b

2

)
= f

(
(αa+ βb) + (βa+ αb)

2

)

≤ h
(
1
2

)
[f(αa+ βb) + f(βa+ αb)]

≤ h
(
1
2

)
(h(α) + h(β)) [f(a) + f(b)]

≤ 2h2
(
1
2

)
[f(a) + f(b)] ,

d’où

f
(a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)
[f(αa+ βb) + f(βa+ αb)] ≤ 2 h2

(
1

2

)
[f(a) + f(b)], (2.16)

En changeant la variable x = αa + βb dans (2.16), nous obtenons x ∈ [a, b] puisque
α + β = 1, et

f
(a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)
[f(x) + f(a+ b− x)] ≤ 2h2

(
1

2

)
[f(a) + f(b)].

C’est le résultat désiré.
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2.3.1 Inégalités de H-H au premier sens

Un premier résultat relatif à l’intégration au premier sens (faisant intervenir des inté-
grations de a vers b et inversement) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors l’inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

) f (a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2 (b− a)α
[RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] ≤ h

(
1

2

)
[f(a) + f(b)] , (2.17)

Preuve 2.5. En multipliant (2.15) par (b−t)α−1

Γ(α)
et en intégrant sur t ∈ [a, b], on obtient∫ b

a

(b− t)α−1

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
dt

≤
∫ b

a

h

(
1

2

)[
1

Γ(α)
(b− t)α−1f(t) dt+

1

Γ(α)
(b− t)α−1f(a+ b− t) dt

]
≤
∫ b

a

2h2
(
1

2

)
(b− t)α−1

Γ(α + 1)
[f(a) + f(b)] dt,

ainsi

(b− a)α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)[
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f(t) dt+
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt

]
≤ 2h2

(
1

2

)
(b− a)α

Γ(α + 1)
[f(a) + f(b)] ,

en effectuant le changement de variable u = a+b− t dans
1

Γ(α)

∫ b
a
(b− t)α−1f(a+b− t) dt,

on obtient

1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt =
1

Γ(α)

∫ a

b

(b− (a+ b− u))α−1f(u) (−du)

=
1

Γ(α)

∫ a

b

(u− a)α−1f(u) (−du)

=
1

Γ(α)

∫ b

a

(u− a)α−1f(u) du

=
1

Γ(α)

∫ b

a

(t− a)α−1f(t) dt,

donc

(b− a)α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ [RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] h

(
1

2

)
≤ 2h2

(
1

2

)
(b− a)α

Γ(α + 1)
[f(a) + f(b)] ,

en multipliant par Γ(α+1)

2 h( 1
2
)(b−a)α on obtient le résultat désiré (2.17).
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Exemple 2.1.
Soit la fonction convexe définie par f(x) = x2 sur [a, b] = [1, 2]. Pour h(t) = t, on obtient
la Figure 2.1 qui illustre l’inégalité (2.17) réécrite sous la forme suivante :

2 (b− a)α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ [RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] ≤

2 (b− a)α

Γ(α + 1)

[
f(a) + f(b)

2

]
,

Figure 2.1 – Estimations of RLαa+f(b) +RLαb−f(a)

2.3.2 Inégalités de H-H au second sens (middle ending point)

Un deuxième résultat relatif à l’intégration au deuxième sens (faisant intervenir des
intégrations de a vers a+b

2
et de b vers a+b

2
) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.3. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors l’inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLαa+f

(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)]
≤ h

(
1

2

)
[f(a) + f(b)] ,

(2.18)

Preuve 2.6. En multipliant (2.15) par (t−a+b
2

)α−1

Γ(α)
et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b] on obtient∫ b

a+b
2

(t− a+b
2
)α−1

Γ(α)
f

(
a+ b

2

)
dt

≤
∫ b

a+b
2

h

(
1

2

)[
1

Γ(α)

(
t− a+ b

2

)α−1

f(t) dt+
1

Γ(α)

(
t− a+ b

2

)α−1

f(a+ b− t) dt

]

≤
∫ b

a+b
2

2h2
(
1

2

)
(t− a+b

2
)α−1

Γ(α)
[f(a) + f(b)] dt,
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ainsi(
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1

2

)[
1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(
t− a+ b

2

)α−1

f(t) dt+
1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(
t− a+ b

2

)α−1

f(a+ b− t) dt

]

≤ 2h2
(
1

2

) (
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

[f(a) + f(b)] ,

en effectuant le changement de variable u = a+ b− t dans
1

Γ(α)

∫ b
a+b
2

(
t− a+b

2

)α−1
f(a+ b− t) dt on obtient

1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(
t− a+ b

2

)α−1

f(a+ b− t) dt =
1

Γ(α)

∫ a

a+b
2

(
(a+ b− u)− a+ b

2

)α−1

f(u) (−du)

=
1

Γ(α)

∫ a+b
2

a

(
a+ b

2
− u

)α−1

f(u) du

=
1

Γ(α)

∫ a+b
2

a

(
a+ b

2
− t

)α−1

f(t) dt,

donc(
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤
[
RLα−

(b) f(
a+ b

2
) +RLα−

(a)+f(
a+ b

2
)

]
h

(
1

2

)
≤ 2h2

(
1

2

) (
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

[f(a) + f(b)],

puis en multipliant par Γ(α+1)

2 h( 1
2
)( b−a

2
)α

on obtient le résultat désiré (2.18).

Exemple 2.2.
Pour la fonction convexe définie par f(x) = x2 sur [a, b] = [1, 2]. Pour h(t) = t, on obtient
la Figure 2.2 qui illustre l’inégalité (2.18) réécrite sous la forme suivante :

(b− a)α

2α−1Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤
[
RLαa+f

(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)]
≤ (b− a)α

2α−1Γ(α + 1)

[
f(a) + f(b)

2

]
,

Figure 2.2 – Estimations of RLαa+f
(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)
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2.3.3 Inégalités de H-H au troisième sens (middle starting point)

Un troisième résultat relatif à l’intégration au troisième sens (faisant intervenir des
intégrations de a+b

2
vers a et de a+b

2
vers b) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.4. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors l’inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−
f(a)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(a) + f(b)] ,

(2.19)

Preuve 2.7. En multipliant (2.15) par (b−t)α−1

Γ(α)
et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b] on obtient∫ b

a+b
2

(b− t)α−1

Γ(α)
f

(
a+ b

2

)−α−1

≤
∫ b

a+b
2

h

(
1

2

)[
1

Γ(α)
(b− t)α−1f(t) dt+

1

Γ(α)
(b− t)α−1f(a+ b− t) dt

]
≤
∫ b

a+b
2

(b− t)α−1

Γ(α)
[f(a) + f(b)] 2h2

(
1

2

)
,

ainsi (
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)−α−1

≤ h

(
1

2

)[
1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(b− t)α−1f(t) dt+
1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(b− t)α−1f(a+ b− t) dt

]

≤ [f(a) + f(b)] 2h2
(
1

2

) (
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

,

en effectuant le changement de variable u = a+b−t dans 1
Γ(α)

∫ b
a+b
2
(b−t)α−1f(a+b−t) dt,

on obtient

1

Γ(α)

∫ b

a+b
2

(b− t)α−1 f(a+ b− t) dt =
1

Γ(α)

∫ a

a+b
2

(b− (a+ b− u)α−1 f(u) (−du)

=
1

Γ(α)

∫ a

a+b
2

(u− a)α−1 f(u) (−du)

=
1

Γ(α)

∫ a+b
2

a

(u− a)α−1 f(u) du

=
1

Γ(α)

∫ a+b
2

a

(t− a)α−1 f(t) dt,

donc(
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤
[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−
f(a)

]
h

(
1

2

)
≤ [f(a)+f(b)] 2h2

(
1

2

) (
b−a
2

)α
Γ(α + 1)

,

en élevant à la puissance Γ(α+1)

2 h( 1
2
)( b−a

2
)α

on obtient le résultat désiré (2.19).
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Exemple 2.3.
Considérons la fonction convexe définie par f(x) = x2 sur [a, b] = [1, 2]. Pour h(t) = t,
on obtient la Figure 2.3 qui illustre l’inégalité (2.19) réécrite sous la forme suivante :

(b− a)α

2α−1Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤
[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−
f(a)

]
≤ (b− a)α

2α−1Γ(α + 1)

[
f(a) + f(b)

2

]
,

Figure 2.3 – Estimations of RLαa+f
(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)

Remarque 2.2.
En prenant α = 1 dans (2.17), (2.18) et (2.19) on obtient l’inégalité de Hermite-Hadamard
via l’opérateur intégral de Riemann pour les fonctions h-convexes.

1

2h
(
1
2

) [f (a+ b

2

)]
≤ 1

b− a

[∫ b

a

f(t) dt

]
≤ h

(
1

2

)
[f(a) + f(b)] , (2.20)

et qui est une version du type de l’inégalité (1.4).

2.4 Inégalités H-H via l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville pour des cas particuliers de convexité

Dans les résultats établis dans la section précédente pour les fonctions h−convexes,
on va considérer des valeurs spécifiques pour h(t). Cela va engendrer des inégalités H-H
pour types spécifiques de convexité.

2.4.1 Inégalités H-H pour les fonctions convexes

En prenant h(t) = t dans (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient les résultats suivants.
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Corollaire 2.1. Si f est convexe sur [a, b], alors les inégalités de Hermite-Hadamard
suivantes sont vérifiées

f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2(b− a)α
[RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] ≤

f(a) + f(b)

2
. (2.21)

f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLαa+f

(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)]
≤ f(a) + f(b)

2
.

(2.22)

f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−f(a)
]
≤ f(a) + f(b)

2
. (2.23)

Remarque 2.3. On retrouve dans (2.21) et (2.22) les résultats de [16] et [17] (respecti-
vement).

Remarque 2.4. Pour α = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent à
l’intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent
à l’inégalité suivante

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt ≤ f(a) + f(b)

2
(2.24)

qui n’est autre que l’inégalité (1.1).

2.4.2 Inégalités H-H pour les fonctions s−convexes

En prenant h(t) = ts, s ∈ (0, 1], dans (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient les résultats
suivants.

Corollaire 2.2. Si f est s-convexe sur [a, b] avec s ∈ (0, 1], alors les inégalités de Hermite-
Hadamard suivantes sont vérifiées

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2(b− a)α
[RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] ≤

f(a) + f(b)

2s
. (2.25)

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLαa+f

(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)]
≤ f(a) + f(b)

2s
.

(2.26)

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−f(a)
]
≤ f(a) + f(b)

2s
. (2.27)

Remarque 2.5. Pour α = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent à
l’intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent
à l’inégalité suivantes

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt ≤ f(a) + f(b)

2s
. (2.28)

qui est une autre version de l’inégalité (1.9).
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2.4.3 Inégalités H-H pour les P−fonctions

En prenant h(t) = 1, dans (2.17) et (2.18), (2.19), on obtient les résultats suivants.

Corollaire 2.3. Si f est une p-fonction sur [a, b] avec s ∈ (0, 1], alors les inégalités de
Hermite-Hadamard suivantes sont vérifiées

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2(b− a)α
[RLαa+f(b) +RLαb−f(a)] ≤ f(a) + f(b). (2.29)

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLαa+f

(
a+ b

2

)
+RLαb−f

(
a+ b

2

)]
≤ f(a) + f(b).

(2.30)

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(b− a)α

[
RLα

(a+b
2

)+
f(b) +RLα

(a+b
2

)−f(a)
]
≤ f(a) + f(b). (2.31)

Remarque 2.6. Pour α = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent à
l’intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent
à l’inégalité suivantes

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt ≤ f(a) + f(b). (2.32)

qui n’est autre que l’inégalité (1.10).
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Chapitre 3

Inégalités de Hermite-Hadamard via les
opérateurs intégrales fractionnaires
Psi-Hilfer

3.1 Les opérateurs d’ordre entier
Cette partie concernant l’élaboration des intégrales par rapport à une autre fonction

ψ est inspirée de [18] avec quelques adaptations. Dans ce chapitre ψ est une fonction
continûment différentiable (i.e. de classe C1 ) tels que ψ′ > 0.

3.1.1 Premier opérateur :

Soit f ∈ L1
ψ′([a, b]) = {f : ∥f∥ψ =

∫ b
a
f(t)ψ′(t) dt < ∞}, nous définissons alors la

fonction Ja+f : [a, b] → R par

Ja+f(x) =

∫ x

a

f(t)ψ′(t) dt .

Nous définissons J1
a+f(x) := Ja+f(x), et nous allons procéder à une composition suc-

cessive de cette intégration :

J2
a+f(x) =

∫ x

a

J1
a+f(s)ψ

′(s) ds ... Jna+f(x) =

∫ x

a

Jn−1
a+ f(s)ψ′(s) ds.

En utilisant le théorème de Fubini, nous obtenons

J2
a+f(x) =

∫ x

a

(∫ s

a

f(t)ψ′(t) dt

)
ψ′(s) ds =

∫ x

a

∫ s

a

f(t)ψ′(t)ψ′(s) dt,ds

=

∫ x

a

∫ x

t

f(t)ψ′(t)ψ′(s) ds dt =

∫ x

a

f(t)ψ′(t)

(∫ x

t

ψ′(s) ds

)
dt

=

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t)) f(t)ψ′(t) dt .

36



Ce qui nous donne

J2
a+f(x) =

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t)) f(t)ψ′(t) dt .

Suivant la même approche, intégrons J2
a+f(x)

J3
a+f(x) =

∫ x

a

J2
a+f(s)ψ

′(s) ds

=

∫ x

a

(∫ s

a

(ψ(s)− ψ(t)) f(t)ψ′(t) dt

)
ψ′(s) ds

=

∫ x

a

∫ s

a

(ψ(s)− ψ(t)) f(t)ψ′(t)ψ′(s) dt ds

=

∫ x

a

∫ x

t

(ψ(s)− ψ(t)) f(t)ψ′(t)ψ′(s) ds dt

=

∫ x

a

f(t)ψ′(t)

(∫ x

t

(ψ(s)− ψ(t)) ψ′(s) ds

)
dt

=

∫ x

a

f(t)ψ′(t)

([
1

2
(ψ(s)− ψ(t))2

]x
t

)
dt

=
1

2

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))2 f(t)ψ′(t) dt ,

ainsi
J3
a+f(x) =

1

2

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))2 f(t)ψ′(t) dt .

Conjecture : pour tout n ∈ N∗

Jna+ f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))n−1 f(t)ψ′(t) dt.

Appliquons une démonstration par récurrence pour établir ce résultat : supposons que

Jna+ f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))n−1f(t)ψ′(t) dt , (3.1)

et démontrons que

Jn+1
a+ f(x) =

1

n!

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))nf(t)ψ′(t) dt .
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On a par définition Jn+1
a+ f(x) =

∫ x
a
Jna+ f(t)ψ

′(t) dt, donc

Jn+1
a+ f(x) =

∫ x

a

(
1

(n− 1)!

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(τ))n−1 f(τ)ψ′(τ) dτ

)
ψ′(t) dt

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(τ))n−1 f(τ)ψ′(τ)ψ′(t) dτ dt ,

d’après le théorème de Fubini

Jn+1
a+ f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ x

τ

(ψ(t)− ψ(τ))n−1 f(τ)ψ′(t)ψ′(τ) dt dτ

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(τ)ψ′(τ)

(∫ x

τ

(ψ(t)− ψ(τ))n−1ψ′(t) dt

)
dτ

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(τ)ψ′(τ)

([
1

n
(ψ(t)− ψ(τ))n

]x
τ

)
dτ ,

nous obtenons

Jn+1
a+ f(x) =

1

n
× 1

(n− 1)!

∫ x

a

(ψ(x)−ψ(τ))nf(τ)ψ′(τ) dτ =
1

n!

∫ x

a

(ψ(x)−ψ(τ))nf(τ)ψ′(τ) dτ .

C’est ce qu’il fallait démontrer.

3.1.2 Deuxième opérateur :

Pour f ∈ L1
ψ′([a, b]) = {f : ∥f∥ψ =

∫ b
a
f(t)ψ′(t) dt < ∞}, nous définissons la fonction

Jb−f : [a, b] → IR par

Jb−f(x) =

∫ b

x

f(t)ψ′(t) dt .

Nous définissons J1
b−f(x) := Jb−f(x), et nous allons procéder à une composition suc-

cessive de cette intégration :

J2
b−f(x) =

∫ x

a

J1
b−f(s)ψ

′(s) ds ... Jnb−f(x) =

∫ x

a

Jn−1
b− f(s)ψ′(s) ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on arrive à

J2
b−f(x) =

∫ b

x

(∫ b

s

f(t)ψ′(t) dt

)
ψ′(s) ds =

∫ b

x

∫ b

s

f(t)ψ′(t)ψ′(s) dtds

=

∫ b

x

∫ t

x

f(t)ψ′(s)ψ′(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

f(t)ψ′(s) ds

)
ψ′(t) dt

=

∫ b

x

f(t)ψ′(t)

(∫ t

x

ψ′(s) ds

)
dt =

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))f(t)ψ′(t) dt
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ainsi

J2
b−f(x) =

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))f(t)ψ′(t) dt .

Suivant la même approche, intégrons J2f(x)

J3
b−f(x) =

∫ b

x

J2f(s)ψ′(s) ds

=

∫ b

x

(∫ b

s

(ψ(t)− ψ(s)) f(t)ψ′(t) dt

)
ψ′(s) ds =

∫ b

x

∫ b

s

(ψ(t)− ψ(s))f(t)ψ′(t)ψ′(s) dt ds

=

∫ b

x

∫ t

x

(ψ(s)− ψ(t))f(t)ψ′(s)ψ′(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

(ψ(t)− ψ(s))f(t)ψ′(s) ds

)
ψ′(t)dt

=

∫ b

x

f(t)ψ′(t)

(∫ t

x

(ψ(t)− ψ(s))ψ′(s) ds

)
dt =

∫ b

x

f(t)ψ′(t)

([
−1

2
(ψ(t)− ψ(s))2

]t
x

)
dt

=
1

2

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))2f(t)ψ′(t) dt ,

alors

J3
b−f(x) =

1

2

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))2f(t)ψ′(t) dt .

Conjecture : pour tout n ∈ N∗

Jnb− f(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))n−1f(t)ψ′(t) dt.

On suppose que

Jnb− f(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))n−1f(t)ψ′(t) dt , (3.2)

et en utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que

Jn+1
b− f(x) =

1

n!

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))nf(t)ψ′(t) dt .

Comme Jn+1
b− f(x) =

∫ b
x
Jnb− f(t)ψ

′(t) dt on obtient

Jn+1
b− f(x) =

∫ b

x

(
1

(n− 1)!

∫ b

t

(ψ(τ)− ψ(t))n−1 f(τ)ψ′(τ) dτ

)
ψ′(t) dt

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ b

t

(ψ(τ)− ψ(t))n−1 f(τ)ψ′(τ)ψ′(t) dτ dt ,
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en utilisant le théorème de Fubini

Jn+1
b− f(x) =

1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ τ

x

(ψ(τ)− ψ(t))n−1 f(τ)ψ′(t)ψ′(τ) dt dτ

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

f(τ)ψ′(τ)

(∫ τ

x

(ψ(τ)− ψ(t))n−1ψ′(t) dt

)
dτ

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

f(τ)ψ′(τ)

([
−1

n
(ψ(τ)− ψ(t))n

]τ
x

)
dτ ,

ainsi

Jn+1
b− f(x) =

1

n
× 1

(n− 1)!

∫ b

x

(ψ(τ)−ψ(x))nf(τ)ψ′(τ)dτ =
1

n!

∫ b

x

(ψ(τ)−ψ(x))nf(τ)ψ′(τ) dτ .

Ceci est le résultat souhaité.

3.2 Les opérateurs intégrales Psi-Hilfer ψI d’ordre réel
α > 0

En se basant sur les formules (3.1) et (3.2) établies sur IN, nous introduisons les
définitions suivantes pour les intégrales fractionnaires de fonctions par rapport à une
autre fonction (ou plus simplement intégrales Psi-Hilfer) d’ordre α réel positif.

Définition 3.1. Pour α > 0 et ψ(.) est une fonction positive, continûment dérivable,
telle que ψ′(t) > 0, on définit les intégrales Psi-Hilfer d’ordre α à droite (respectivement
à gauche) de la fonction f ∈ L1([a, b]), par les expressions suivantes :

ψIαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1f(t)ψ′(t)dt, a < x ≤ b, (3.3)

et
ψIαb−f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))α−1f(t)ψ′(t)dt, a ≤ x < b. (3.4)

où Γ(.) désigne la fonction gamma d’Euler.

Exemple 5.

ψIαa+(1) :=
1

Γ(α)

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(x))α−1ψ′(x)dx =
−1

Γ(α)

(ψ(t)− ψ(x))α

α

∣∣∣t
a
=

(ψ(t)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
.

ψIαb−(1) :=
1

Γ(α)

∫ b

t

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(x)dx =
1

Γ(α)

(ψ(x)− ψ(t))α

α

∣∣∣b
t
=

(ψ(b)− ψ(t))α

Γ(α + 1)
.

(3.5)

Remarque 3.1. Selon les valeurs de ψ et α, des types particuliers d’opérateurs intégrales
sont obtenus.
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1. Si ψ(t) = t alors on obtient les opérateurs de Riemann-Liouville (2.3) et (2.4) :

RLαa+f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt,

RLαb−f(x) = 1
Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t) dt.

2. Si ψ(t) = t et α = 1, on obtient l’intégrale de Riemann (classique).

3. Si ψ(t) = ln(t) et a > 1, on aura les opérateurs de Hadamard d’ordre α > 0

Hα
a+f(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

[ln(x)− ln(t)]α−1 f(t)
dt

t
,

Hα
a+f(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

[ln(t)− ln(x)]α−1 f(t)
dt

t
, .

(3.6)

4. Pour ψ(t) = tρ

ρ
, nous obtenons les opérateurs de Katugompola d’ordre α > 0 et

de paramètre ρ > 0

ρKα
a+f(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

[
xρ − tρ

ρ

]α−1

tρ−1 f(t) dt,

ρKα
a+f(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

[
tρ − xρ

ρ

]α−1

tρ−1 f(t) dt.

(3.7)

3.2.1 Propriété de semi-groupe

Proposition 3.1. Soient f ∈ L1([a, b]) et α, µ ∈ IR∗
+ ; pour tout x ∈ [a, b] nous avons :

ψIαa+
(
ψIµa+f(x)

)
=ψ Iα+µa+ f(x) =ψ Iµa+

(ψ
Iαa+f(x)

)
, (3.8)

et
ψIαb−

(
ψIµb−f(x)

)
=ψ Iα+µb− f(x) =ψ Iµb−

(ψ
Iαb−f(x)

)
. (3.9)

Preuve 3.1. La formule (3.3) appliquée deux fois, nous donne

[
ψIαa+

(
ψIµa+f

)]
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(s))α−1
(
ψIµa+f

)
(s)ψ′(s)ds

=
1

Γ(α)

1

Γ(µ)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(s))α−1

∫ s

a

(ψ(s)− ψ(t))µ−1f(t)ψ′(t)ψ′(s)dtds,

en appliquant le théorème de Fubini, on obtient

[
ψIαa+

(
ψIµa+f

)]
(x) =

1

Γ(α)Γ(µ)

∫ x

a

f(t)ψ′(t)

[∫ x

t

(ψ(x)− ψ(s))α−1(ψ(s)− ψ(t))µ−1ψ′(s)ds

]
dt.

(3.10)
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En réalisant le changement de variable ψ(s)− ψ(t) = (ψ(x)− ψ(t)) y, pour t ≤ s ≤ x on
a 0 ≤ y ≤ 1 et ψ′(s)ds = (ψ(x)− ψ(t)) dy, d’autre part on déduit

1− y =
ψ(x)− ψ(t)− ψ(s) + ψ(t)

(ψ(x)− ψ(t))
=

ψ(x)− ψ(s)

(ψ(x)− ψ(t))
,

l’intégrale intérieure dans (3.10) devient :

I :=

∫ x

t

(ψ(x)− ψ(s))α−1(ψ(s)− ψ(t))µ−1ψ′(s)ds

=

∫ 1

0

(ψ(x)− ψ(t))α−1 (1− y)α−1 (ψ(x)− ψ(t))µ−1 yµ−1 (ψ(x)− ψ(t)) dy

= (ψ(x)− ψ(t))α+µ−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yµ−1 dy

= (ψ(x)− ψ(t))α+µ−1β(α, µ).

En substituant dans (3.10) puis en utilisant la relation β(α, µ) = Γ(α)Γ(µ)
Γ(α+µ)

, nous obtenons

[
ψIαa+

(
ψIµa+f

)]
(x) =

β(α, µ)

Γ(α)Γ(µ)

∫ x

a

f(t)(ψ(x)− ψ(t))α+µ−1ψ′(t)dt

=
1

Γ(α + µ)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+µ−1f(t)ψ′(t)dt

=
(
ψIα+µa+ f

)
(x).

La deuxième égalité dans (3.8) découle de la propriété de commutativité : α+ µ = µ+ α.

On démontre (3.9) de manière similaire, d’après la formule (3.3) , nous avons :(
ψIµb−f

)
(s) =

1

Γ(µ)

∫ b

s

(ψ(t)− ψ(s))µ−1f(t)ψ′(t) dt.

En appliquant ψIαb− à ce résultat, nous obtenons :

[
ψIαb−

(
ψIµb−f

)]
(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(ψ(s)− ψ(x))α−1

(
1

Γ(µ)

∫ b

s

(ψ(t)− ψ(s))µ−1f(t)ψ′(t) dt

)
ψ′(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

∫ b

s

(ψ(s)− ψ(x))α−1(ψ(t)− ψ(s))µ−1f(t)ψ′(t)ψ′(s) dt ds,

en appliquant le théorème de Fubini, on obtient[
ψIαb−

(
ψIµb−f

)]
(x) =

1

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

f(t)

[∫ t

x

(ψ(s)− ψ(x))α−1(ψ(t)− ψ(s))µ−1ψ′(s) ds

]
ψ′(t)dt.

(3.11)
Posons le changement de variable ψ(s) − ψ(x) = (ψ(t) − ψ(x)) y, pour x ≤ s ≤ t on

a 0 ≤ y ≤ 1 et ψ′(s)ds = (ψ(t)− ψ(x)) dy, d’autre part on déduit

1− y =
ψ(t)− ψ(x)− ψ(s) + ψ(x)

(ψ(t)− ψ(x))
=

ψ(t)− ψ(s)

(ψ(t)− ψ(x))
,
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l’intégrale intérieure dans (3.11) devient :

I :=

∫ t

x

(ψ(s)− ψ(x))α−1 (ψ(t)− ψ(s))µ−1 ψ′(s) ds

=

∫ 1

0

(ψ(t)− ψ(x))α−1 yα−1 (ψ(t)− ψ(x))µ−1 (1− y)µ−1 (ψ(t)− ψ(x)) dy

= (ψ(t)− ψ(x))α+µ−1

∫ 1

0

yα−1(1− y)µ−1 dy

= (ψ(t)− ψ(x))α+µ−1β(α, µ).

En substituant dans (3.11) puis en utilisant la relation β(α, µ) = Γ(α)Γ(µ)
Γ(α+µ)

, nous obte-
nons [

ψIαb−
(
ψIµb−f

)]
(x) =

β(α, µ)

Γ(α)Γ(µ)

∫ b

x

f(t)(ψ(t)− ψ(x))α+µ−1ψ′(t) dt

=
1

Γ(α + µ)

∫ b

x

(ψ(t)− ψ(x))α+µ−1f(t)ψ′(t) dt

=
(
ψIα+µb− f

)
(x).

Nous avons ainsi démontré la première égalité dans (3.9), la deuxième égalité découle
de la commutativité de l’addition α + µ = µ+ α qui donne :

ψIα+µb− f(x) =ψ Iµb−
(
ψIαb−f(x)

)
.

3.2.2 Propriété de la bornitude

Nous allons établir que les opérateurs ψIαa+ et ψIαb− sont bien définis et bornés sur
L1([a, b]) pour tout ordre d’intégration α > 0.

Théoréme 3.1. Si f ∈ L1([a, b]), alors pour tout α > 0

∥ψ Iαa+f ∥L1([a,b])≤ C ∥ f ∥L1([a,b]) , (3.12)

et
∥ψ Iαb−f ∥L1([a,b])≤ C ∥ f ∥L1([a,b]) , (3.13)

où C =
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
.

Preuve 3.2. soit f ∈ L1([a, b]), alors

∥ψ Iαa+f ∥L1([a,b]) =

∫ b

a

∣∣∣ψIαa+f(x)∣∣∣ψ′(x) dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣ ∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1f(t)ψ′(t)dt
∣∣∣ψ′(x) dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1
∣∣f(t)∣∣ψ′(t)ψ′(x) dt dx,
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en appliquant le Théorème de Fubini, on déduit

∥ψ Iαa+f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

t

(ψ(x)− ψ(t))α−1|f(t)|ψ′(x)ψ′(t) dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(x)ψ′(t) dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
(
1

α

[
(ψ(x)− ψ(t))α

]b
t

)
ψ′(x) dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)| (ψ(b)− ψ(t))αψ′(t) dt,

En se basant sur la propriété (0.4) de la fonction Gamma et sur la décroissance de la
fonction t→ (ψ(b)− ψ(t))α, on a

∥ψ Iαa+f ∥L1([a,b]) ≤
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|ψ′(t)dt

=
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
∥ f ∥L1([a,b]) .

De manière similaire, pour f ∈ L1([a, b]) on a

∥ψ Iαb−f ∥L1([a,b]) =

∫ b

a

∣∣∣ψIαb−f(x)∣∣∣ψ′(x) dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣ ∫ b

x

(ψ(x)− ψ(t))α−1f(t)ψ′(t)dt
∣∣∣ψ′(x) dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

x

(ψ(b)− ψ(t))α−1
∣∣f(t)∣∣ψ′(t)ψ′(x) dt dx,

le Théorème de Fubini, donne

∥ψ Iαb−f ∥L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(x))α−1|f(t)|ψ′(x)ψ′(t) dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ t

a

(ψ(t)− ψ(x))α−1ψ′(x)ψ′(t) dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
(
1

α

[
(ψ(t)− ψ(x))α

]t
a

)
ψ′(x) dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)| (ψ(t)− ψ(a))αψ′(t) dt,
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et de la propriété (0.4) de la fonction Gamma et la croissance de la fonction t→ (ψ(t)−
ψ(a))α, on aboutit à

∥ψ Iαb−f ∥L1([a,b]) ≤
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|ψ′(t)dt

=
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
∥ f ∥L1([a,b]) .

Remarque 2. D’après la propriété (3.12) et (3.13), si f ∈ L1([a, b]), alors pour tout
α > 0

ψIαa+f ∈ L1([a, b]) et ψIαb−f ∈ L1([a, b]) ,

ce qui établit que les opérateurs d’intégration fractionnaire ψIαa+ et ψIαb− sont bien définis
sur L1([a, b]), pour tout α > 0.

3.3 Inégalités H-H via l’intégral fractionnaire Psi-Hilfer
pour les fonctions h−convexes

Dans ce cas aussi on peut considérer trois types d’inégalités H-H sur l’intervalle [a, b] :
1. premier sens : faisant intervenir des intégrations de a vers b et inversement.
2. second sens : faisant intervenir des intégrations de a vers a+b

2
et de b vers a+b

2
.

3. troisième sens : faisant intervenir des intégrations de a+b
2

vers a et de a+b
2

vers b.

On rappelle l’inégalité (2.15) établie, au lemme (2.2) dans le chapitre précédent, pour
h une B-fonction et f h-convexe.

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

) [
f(x) + f(a+ b− x)

]
≤ 2h2

(
1
2

)
[f(b) + f(a)] . (3.14)

3.3.1 Inégalités de H-H au premier sens

Théoréme 3.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe et integrable sur [a, b], alors
l’inégalité de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

) f(a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

4 (ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα(a)+F(b) + ψIα(b)−F(a)

]
≤ h

(
1
2

)
[f(b) + f(a)] ,

(3.15)
où F(t) = f(t) + f(a+ b− t)

Démonstration. En multipliant (3.14) par (ψ(b)−ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a, b],

on obtient ∫ b

a

(ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a

h
(
1
2

) [(ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a

2h2
(
1
2

) (ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,
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ainsi
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα(a)+F(b) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a))α
Γ(α+1)

[f(b) + f(a)] .

(3.16)
En multipliant (3.14) par (ψ(t)−ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a, b], on obtient∫ b

a

(ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a

h
(
1
2

) [(ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a

2h2
(
1
2

) (ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,

ainsi
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα(b)−F(a) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a))α
Γ(α+1)

[f(b) + f(a)] .

(3.17)
Additionnons (3.16) et (3.17) pour obtenir

2
(ψ(b)− ψ(a))α

Γ(α + 1)
f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

) [
ψIα(a)+F(b) + ψIα(b)−F(a)

]
≤ 4h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a))α
Γ(α+1)

[f(b) + f(a)] ,

en multipliant par Γ(α+1)

4h( 1
2) (ψ(b)−ψ(a))

α on obtient le résultat désiré (3.15).

3.3.1.1 Cas particuliers pour la fonction ψ

Dépendant de la fonction ψ, les résultats suivants sont obtenus sous l’hypothèse du
Théorème (3.2).

1. En posant ψ(t) = t, nous obtenons l’inégalité de Hermite-Hadamard (2.17) via les
opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour ψ(t) = t et α = 1, nous aurons l’inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
l’intégrale de Riemann).

3. Si ψ(t) = ln(t), il résulte l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

4 (ln(b)− ln(a))α
[Hα

b−F(a) +Hα
a+F(b)] ≤ h

(
1

2

)
f(a) + f(b)

2
.

(3.18)

4. Avec ψ(t) = tρ

ρ
, il s’en suit l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs

fractionnaires de Katugompola d’ordre α > 0 et de parametre ρ > 0

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ ραΓ(α + 1)

4(bρ − aρ)α
[ρKα

b−F(a) +ρ Kα
a+F(b)] ≤ h

(
1

2

)
f(a) + f(b)

2
.

(3.19)
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3.3.2 Inégalités de H-H au deuxième sens

Théoréme 3.3. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors l’inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα(a)+F(

a+ b

2
) +ψ Iα(b)−F(

a+ b

2
)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] ,

(3.20)

Preuve 3.3. En multipliant (3.14) par (ψ(t)−ψ(a+b2
))
α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b],

on obtient ∫ b

a+b
2

(
ψ(t)− ψ(a+b

2
)
)α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)

≤
∫ b

a+b
2

h
(
1
2

) [(ψ(t)− ψ(a+b
2
)
)α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a+b
2

2h2
(
1
2

) (ψ(t)− ψ(a+b
2
)
)α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,

ainsi(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα(a)+F(a+b

2
) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

(3.21)

En multipliant (3.14) par (ψ(a+b2
)−ψ(t))

α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b], on obtient

∫ b

a+b
2

(
ψ(a+b

2
)− ψ(t)

)α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)

≤
∫ b

a+b
2

h
(
1
2

) [(ψ(a+b
2
)− ψ(t)

)α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a+b
2

2h2
(
1
2

) (ψ(a+b
2
)− ψ(t)

)α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,

ainsi(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα(b)−F(a+b

2
) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

(3.22)
Additionnons (3.21) et (3.22) pour obtenir

2

(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

) [
ψIα(a)+F(a+b

2
) + ψIα(b)−F(a+b

2
)
]
≤ 4h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

en multipliant par Γ(α+1)

4h( 1
2) (

ψ(b)−ψ(a)
2 )

α on obtient le résultat désiré (3.20).
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3.3.2.1 Cas particuliers pour la fonction ψ

Dépendant de la fonction ψ, les résultats suivants sont obtenus sous l’hypothèse du
Théorème (3.3).

1. En posant ψ(t) = t, nous obtenons l’inégalité de Hermite-Hadamard au second
sens (2.18) via les opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour ψ(t) = t et α = 1, nous aurons l’inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
l’intégral de Riemann).

3. Si ψ(t) = ln(t), il résulte l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ln(b)− ln(a))α

[
Hα
b−F(

a+ b

2
) +Hα

a+F(
a+ b

2
)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] .

(3.23)

4. Avec ψ(t) = tρ

ρ
, il s’en suit l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs

fractionnaires de Katugompola d’ordre α > 0 et de parametre ρ > 0

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ ραΓ(α + 1)

(bρ − aρ)α

[
ρKα

b−F(
a+ b

2
) +ρ Kα

a+F(
a+ b

2
)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] .

(3.24)

3.3.3 Inégalités de H-H au troisième sens

Théoréme 3.4. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a, b], alors l’inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) +ψ Iα

(a+b
2

)−
F(a)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] ,

(3.25)

Preuve 3.4. En multipliant (3.14) par (ψ(b)−ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b],

on obtient ∫ b

a+b
2

(ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a+b
2

h
(
1
2

) [(ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a+b
2

2h2
(
1
2

) (ψ(b)− ψ(t))α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,

ainsi(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

(3.26)
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En multipliant (3.14) par (ψ(t)−ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) et en intégrant sur t ∈ [a+b

2
, b], on obtient∫ b

a+b
2

(ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b

a+b
2

h
(
1
2

) [(ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t)F(t) dt

]

≤
∫ b

a+b
2

2h2
(
1
2

) (ψ(t)− ψ(a))α−1

Γ(α)
ψ′(t) [f(b) + f(a)] ,

ainsi(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

)
ψIα

(a+b
2

)−
F(a) ≤ 2h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

(3.27)
Additionnons (3.26) et (3.27) pour obtenir

2

(
ψ(b)−ψ(a)

2

)α
Γ(α + 1)

f

(
a+ b

2

)
≤ h

(
1
2

) [
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) + ψIα

(a+b
2

)−
F(a)

]
≤ 4h2

(
1
2

) (ψ(b)−ψ(a)
2 )

α

Γ(α+1)
[f(b) + f(a)] .

en multipliant par Γ(α+1)

4h( 1
2) (

ψ(b)−ψ(a)
2 )

α on obtient le résultat désiré (3.25).

3.3.3.1 Cas particuliers pour la fonction ψ

Dépendant de la fonction ψ, les résultats suivants sont obtenus sous l’hypothèse du
Théorème (3.4).

1. En posant ψ(t) = t, nous obtenons l’inégalité de Hermite-Hadamard (2.19) via les
opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour ψ(t) = t et α = 1, nous aurons l’inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
l’intégral de Riemann).

3. Si ψ(t) = ln(t), il résulte l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ln(b)− ln(a))α

[
Hα

(a+b
2

)−
F(a) +Hα

(a+b
2

)+
F(b)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] .

(3.28)

4. Avec ψ(t) = tρ

ρ
, il s’en suit l’inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs

fractionnaires de Katugompola d’ordre α > 0 et de parametre ρ > 0

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ ραΓ(α + 1)

(bρ − aρ)α

[
ρKα

(a+b
2

)−
F(a) +ρ Kα

(a+b
2

)+
F(b)

]
≤ h

(
1

2

)
[f(b) + f(a)] .

(3.29)
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3.4 Inégalités H-H pour des cas particuliers de convexité
Dans les résultats établis dans la section précédente pour les fonctions h−convexes,

on va considérer des valeurs spécifiques pour h(t). Cela va engendrer des inégalités H-H
pour types spécifiques de convexité.

3.4.1 Inégalités H-H pour les fonctions convexes

En prenant h(t) = t dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats suivants

Corollaire 3.1. Si f est convexe sur [a, b], alors les inégalités de Hermite-Hadamard
suivantes sont vérifiées

f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

4(ψ(b)− ψ(a))α
[
ψIα(a)+F(b) +ψ Iα(b)−F(a)

]
≤ f(b) + f(a)

2
. (3.30)

f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα(a)+F

(
a+ b

2

)
+ψ Iα(b)−F

(
a+ b

2

)]
≤ f(b) + f(a)

2
.

(3.31)

f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) +ψ Iα

(a+b
2

)−F(a)
]
≤ f(b) + f(a)

2
. (3.32)

Remarque 3.2. Pour α = 1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
inégalités du corollaire précédent se réduisent à l’inégalité suivante

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

ψ(b)− ψ(a)

∫ b

a

f(t)ψ′(t) dt ≤ f(b) + f(a)

2
(3.33)

3.4.2 Inégalités H-H pour les fonctions s−convexes

En prenant h(t) = ts, s ∈ (0, 1], dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats
suivants

Corollaire 3.2. Si f est s-convexe sur [a, b] avec s ∈ (0, 1], alors les inégalités de Hermite-
Hadamard suivantes sont vérifiées

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

4(ψ(b)− ψ(a))α
[
ψIα(a)+F(b) +ψ Iα(b)−F(a)

]
≤ f(b) + f(a)

2s
. (3.34)

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα(a)+F

(
a+ b

2

)
+ψ Iα(b)−F

(
a+ b

2

)]
≤ f(b) + f(a)

2s
.

(3.35)

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) +ψ Iα

(a+b
2

)−F(a)
]
≤ f(b) + f(a)

2s
. (3.36)

Remarque 3.3. Pour α = 1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
inégalités du corollaire précédent se réduisent à l’inégalité suivante

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

ψ(b)− ψ(a)

∫ b

a

f(t)ψ′(t) dt ≤ f(b) + f(a)

2s
. (3.37)
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3.4.3 Inégalités H-H pour les P−fonctions

En prenant h(t) = 1, dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats suivants

Corollaire 3.3. Si f est une p-fonction sur [a, b] avec s ∈ (0, 1], alors les inégalités de
Hermite-Hadamard suivantes sont vérifiées

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

4(ψ(b)− ψ(a))α
[
ψIα(a)+F(b) +ψ Iα(b)−F(a)

]
≤ f(b) + f(a). (3.38)

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα(a)+F

(
a+ b

2

)
+ψ Iα(b)−F

(
a+ b

2

)]
≤ f(b) + f(a).

(3.39)

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 2α−1Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α

[
ψIα

(a+b
2

)+
F(b) +ψ Iα

(a+b
2

)−F(a)
]
≤ f(b) + f(a). (3.40)

Remarque 3.4. Pour α = 1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
inégalités du corollaire précédent se réduisent à l’inégalité suivante

1

2
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

ψ(b)− ψ(a)

∫ b

a

f(t)ψ′(t) dt ≤ f(b) + f(a). (3.41)
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Conclusion

À travers cette étude, nous étudions des inégalités intégrales de Hermite-Hadamard
dans un cadre généralisé de calcul fractionnaire, qui est celui de l’intégration par rapport
à une autre fonction ψ.

En outre la notion de h−convexité combinée à celle de B−fonction fournit un outil
puissant pour mettre en évidence les liens simplifiés entre différents types de convexité et
estimations d’intégrales.

La discussion selon les cas particuliers de ψ(t) combinée à celle des valeurs particulières
de h(t) offre d’importants résultats variés et liés aux inégalités de Hermite-Hadamard.

Un travail analogue peut être fait pour d’autres types d’inégalités, en particulier celle
de trapezoid et celle de midpoint qui sont étroitement liée aux inégalités de Hermite-
Hadamard.
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