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Introduction et préliminaire

0.1 Introduction

On se plagant dans le cadre de 'espace de Lebesgue L!([a,b]), ensemble des fonc-
tions intégrables sur un intervalle non vide [a, b], la notion de convexité est cruciale afin
de prouver certaines inégalités intégrales, dont 'inégalité de Hermite-Hadamard (H-H
pour abrégé) qui représente un résultat fondamental en analyse convexe établissant une
estimation de la moyenne intégrale d’une fonction convexe sur l'intervalle [a, b].

Cette inégalité fut initialement présente dans les travaux de Hadamard [1], toutefois,
c’est Hermite [2] qui a découvert le résultat sous sa forme mathématique. En conséquence,
beaucoup d’experts ont qualifié ce résultat d’inégalité de Hermite Hadamard.

Formellement, pour une fonction convexe f : [a,b] — R, cette inégalité s’écrit :

a+b 1 b f(a)+ f(b)
f( )gb_a/a fla)de < DY T

2 2

Ce résultat a suscité un intérét considérable en raison de ses applications en optimisation,
en théorie des estimations et en analyse fonctionnelle. Au fil des années, des généralisations
et des extensions de cette inégalité ont été proposées pour diverses classes de fonctions,
telles que les fonctions s-convexes, les P-fonctions ... élargissant ainsi son champ d’appli-
cation [3,4].

D’autre part, un développement récent dans ce domaine concerne l'utilisation des
opérateurs intégraux fractionnaires pour établir des versions généralisées de l'inégalité
de Hermite-Hadamard [5,6]. Ces opérateurs, qui étendent la notion d’intégration et de
dérivation a des ordres non entiers, offrent une flexibilité accrue pour étudier des problémes
scientifiques complexes.

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur I'étude des inégalités de Hermite-Hadamard
pour les fonctions h-convexes via 'intégrale fractionnaire par rapport a une autre fonction
(notée 1), communément dite intégrale ¥-Hilfer. La notion de h-convexité, qui généralise
la convexité classique, combinée a celle de B-fonction seront exploitées pour obtenir des
inégalités simples et adaptées a des types de convexités variées. Notre objectif est d’établir
des versions généralisées de I'inégalité de Hermite-Hadamard dans différents sens (premier,
deuxiéme et troisiéme sens) et d’explorer des cas particuliers liés aux choix de la fonction
Y et & ceux de la fonction h.

Ce travail est organisé comme suit :

Aprés les préliminaires utiles, un premier chapitre rappelle les inégalités classiques de
Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes et les fonctions h—convexes.

Le chapitre 2 décrit ’élaboration des opérateurs intégraux fractionnaires de Riemann-
Liouville, en soulignant leurs caractéristiques majeures (semi-groupe et bornitude), ainsi



que leur utilisation dans l’extension des inégalités de Hermite-Hadamard. On déduira
ensuite certaines inégalités liées & des cas spécifiques de h—convexité.

Enfin, le chapitre 3 approfondit ’étude des inégalités de Hermite-Hadamard pour les
fonctions h—convexes en utilisant 'opérateur )—Hilfer (opérateurs d’intégration par rap-
port & une autre fonction 1), avec une attention particuliére portée aux choix spécifiques
de la fonction v puis celle de la fonction h.

On termine tout cela par une conclusion et une bibliographie rassemblant les ressources
utilisées dans ce mémoire.



0.2 Préliminaires

0.2.1 Fonctions convexes

Cette partie est inspirée du cours [7] du Professeur Rémy Bertrand, Ecole polytech-
nique - France.

Définition 0.1. Soit I un intervalle de R et f:I — R. On dit que [ est conveze si
fOz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =N)fly), VeyeletVAel01]. (1)
f est dite concave si —f est conveze. Dans ce cas l'inégalité (1) est inversée.

Interprétation géométrique : Soit C la courbe représentative de f dans le repére

orthonormé usuel du plan affine.
On fixe deux points x < y arbitraires de I.

e Pour A € [0,1], le point z = Az + (1 — )y parcoure le segment [z, y].

e Le point de coordonnées (z, f(Az + (1 — \)y)) est situe sur la courbe Cj.

e Le point de coordonnées (z, \f(z) + (1 — \)f(y)) est situe sur la corde issue des

points (z, f(x)) et (y, f(y))-

Ainsi I'inégalité (1) signifie que la courbe d’une fonction convexe est située au-dessous de
toute ses cordes.

(2, f(2))

Exemple 1. f(x) = 22 et f(z) = |z| sont des fonctions convezes sur R

[
5
4 4

3

2
5 -4 ~. -1 0
1

= C / 1 3 7 T 6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
_ -1

Proposition 0.1. ( Inégalité des pentes ) Si f : [ — R est convexe, alors pour tout
r<y<zelona:

fly) — f(x) < fz) = f@) _ f(z) = fy)

Yy—x Z—x - zZ—

(2)
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Preuve 0.1. Considérons A = (z, f(x)) , B = (y, f(y)) et C = (z, f(2)) , le point B se
trouve sous la ligne [AC].

Les inégalités (2) indiquent que la pente de la droite (AC) est située entre celle de (AB)
et celle de (BC), ce qui est manifestement évident d’un point de vue géométrique.
Proposition 0.2. Considérons une fonction f: I C R — R.

1. Si f est une fonction convexe , alors on peut affirmer que :
— [ est continue sur ["intervalle I.

— La fonction f admet des dérivées a gauche et a droite en chaque point de I
(intérieur de I), et on a

Fa)<f@) <),  pourtousz<yel

[}
. . - . e . 7’ ! .
2. Inversement , si la fonction f est dériwvable sur I et que sa dérivée f est croissante,
alors [ est convexe .

Preuve 0.2. 1. Pour x € I etr >0, on considére l'intervalle [x — r,x + 7].
Selon "inégalité des pentes , on observe que pour tout 0 < e <7 :

f@) = fle=r) _ fa+=fa) _ fletr) =)

r € r

ce qui signifie en particulier que les quotients

o+ = Lo+ =S

restes bornés lorsque € se rapproche de 0.

De plus , l'inégalité des pentes indique que € — g.(x + €) représente une fonction
croissante de €. g.(x + €) étant croissante et majorée, la limite suivante existe

N (CEEit)

e—0F €

I



prouvant ’existence de la dérivée a droite de f et par suite la continuité dans cette
meéme direction.

Le méme argument pour ¢ = —e démontre [’existence de la dérivée a gauche de f
ainst que la continuité a cette méme direction.

Finalement nous réutilisons linégalité des pentes pour obtenir :

f@) -~ fe=9 _ferd—f@)

ce qui nous amene, a la limite, au résultat suivant :
fa)<fh).

2. Soit v <y dans I et A €]0,1[. Nous utilisons le théoréme des accroissements finis
entre x et Ax + (1 — N)y d’une part et entre A\x + (1 — N)y et y d’autre part. Cela
nous permet de démontrer l’exsistance d’un & et d’un & qui satisfont :

&1 € Jar Ax+ (1= Nyl tel que fQa+(1=Ny) = f(2) = f(&) (1=A) (y—2), (3)
& €+ (1= Ny, yl tel que f(y) = FOx+ (1= Ny) = f (&) Ay —2). (4)
Par conséquent, (1 — \) (4) — A(3) nous donne
() + (1= N () = fOr+ (1= Ny) = M1 =Ny - 2) [£(&) - 1'(&)].
Etant donné que & < & et que f est croissante, alors
A (@) + 1 =A)f(y) = Az + (1= Ny) =0,
ceci prouve la convegité de .

De I'inégalité des pentes on peut déduire la proposition suivante.

Proposition 0.3. Considérons I un intervalle ouvert de R, f : I — R une fonction

conveze et a € ? Alors pour tout t € [f/(a_), f’(a+)], on a l'inégalité : ~
f(x) > fla) +t(x —a), Vrel.

i.e., pour tout t € [f/(a_), f/(a+)}, la ligne de pente t passant par le point (a, f(a))
est située sous la courbe représentative Cf.




0.2.2 Fonctions h-convexes

Dans [8], l'auteur présente une nouvelle classe de fonctions appelées fonctions h-
convexes.

Définition 0.2. Soit h : J C R — R une fonction positive, h # 0. La fonction f :
I C R — R est dite h-convexe si, pour tout z,y € I et X € [0,1], l'inégalité suivante est
verifice :

fz 4+ (1= XNy) <h(A)f(z) +h(1 =) f(y). ()

Cas particuliers :
La définition de la h—convexité généralise plusieurs classes de fonctions bien connues,
selon le choix de h :
1. Convexité classique :
Si h(X\) = A, alors I'inégalité (5) se réduit a : pour tout z,y € I et A € [0, 1]
fOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= A) fy). (6)
2. s-convexité au deuxiéme sens 9] :
Si h(A) = A, s € (0,1], alors I'inégalité (5) se réduit a : pour tout z,y € I et
Ae0,1]
fOz+ (1= Ny) <A fx)+ (1= A)" fy). (7)
3. P-Fonctions [10] :
Si h(A) =1, alors I'inégalité (5) se réduit a : pour tout z,y € I et A € [0, 1]

fOz+ (1= Ny) < f(z) + f(y). (8)

0.2.3 Notions d’analyse
0.2.3.1 Espace de Lebesgue L} ([a,b])

Soit w une fonction poids (une fonction strictement positive et mesurable) sur un in-
tervalle non vide [a, b]. L’espace de Lebesgue pondéré L. ([a,b]) est constitué des fonctions
mesurables sur [a, b] telles que

b
Ly (o) = / |f(z)|w(x) doe < oc.

Désignant par £(L([a, b])) l'espace des opérateurs linéaires continus de L} ([a, b]) vers
lui méme, un opérateur T € L(L},([a,b])) est dit borné si et seulement si, il existe C' > 0
telle que
1T ey oy <O N Flesqaen- Vf € Ly([a,b])

Le théoréeme suivant permet de changer l'ordre d’intégration dans une intégration
multiple.

Théoréme 0.1. (de Fubini) Soit f(z,y) une fonction intégrable sur Q = (a,b) x (¢,d) C
R x R, alors pour p.p.x € (a,b) f(x,y) est intégrable sur (c,d) et pour p.p.y € (c,d)
f(z,y) est intégrable sur (a,b) et on a

/Qf(:v,y)dwdy=/ab (/Cdf(%y)dy) dw:/j (/abf(m,y)dx) dy.

9



La formule de Dirichlet qui suit est un cas particulier du théoréeme de Fubini, (sous
Uhypotheése de la convergence absolue de l'une des deux intégrales) on a :

/ab/:ﬂx,y)dydx:/:/ybﬂx,y)d:cdy.

0.2.3.2 Les fonctions spéciales
On présente ici ce qui est utile pour notre travail, pour plus de détails voir [11].

1. Fonction gamma :
L’une des bases essentielles du calcul fractionnaire repose sur la fonction gamma,
qui généralise de maniére naturelle la notion de factoriel aux nombres réels positifs.

Définition 0.3. Soit x € IR’ , la fonction gamma d’Euler est définie par :

['(x) = /OOO exp 't dt (9)

(cette intégrale converge pour chaque valeur de x > 0 )

Exemple 2. Valeurs de la fonction gamma pour certains nombres réels :

400 1
(1) = / e “rtdr=1, T (5) = /.
0

Proposition 0.4. Pour tout n € IN*, et pour tout x >0 on a :

I'(n)=(n—-1)! (10)

T(z+1) = 2T (). (11)

Preuve 0.3.

(a) Pour x > 0, en utilisant la méthode d’intégration par parties, nous obtenons :
“+oo
Mxz+1) = / e dt
0

t=-4o00 +oo 1
= [—e_t tz] +:17/ et dt
t=0 0

= z['(z).

(b) Pourmn € IN*, en mettant en ceuvre consécutivement la formule susmentionnée,
nous obtenons :

I'n+1)=nT'(n)=nn—-1)I'h—-1)=..=n(n—-1)(n—2)...= 1I'(1) = n!

2. Fonction Béta :

Définition 0.4. Pour x,y > 0, la fonction béta est définie par :

Bz, y) = /0 St (12)

10



Proposition 0.5. La fonction béta est liée a la fonction gamma par ['identité
sutvante :

Vey>0: Bloy) = (13)

Preuve 0.4. Soient x,y >0 on a

oo oo +o00 +00
= / / t* etV e dtds = / et (/ sy_le_(t“)ds) dt,
o Jo 0 0

on réalise le changement de variable
T=t+s, ce qui donne s=T1T—t et dr=dt |,
pour s=0onaT=t, etpour s— 400 onaT——+00, nous obtenons

D(z)(y) = /0+oo tx—ldt/tﬁo (r—t) e Tdr

+0o0 T
= / err/ (r—t) ¢ at.
0 0
Si on pose r = — alors

/

+o0 1
e Tdr ( z—1+y—1+1 / (T,):B—l (1 o r)?l—l d?“>
0 0

X
/0 e dr (rH B(a,y))

8

+oo
|t glay)
0

=Tz +y) Blx,y),

d’ou le résultat souhaité
I'(z)I'(y)
I'(zx+y)

Proposition 0.6. Soient (x,y) € IR, nous avons

B(x,y) = By, ),

c’est-a-dire : la fonction béta presente une symétrie.

B(z,y) =

Preuve 0.5. Nous avons
1
Bz, y) = / L1 — ) dt
0

11



en réalisant le changement de variable s = 1 —t ce qui donne t =1— s et

dt = —ds , on déduit

Blx,y) = / (1 - s)" 1t (—ds)

1
= / sVH1 — s)"ds
0

0.2.3.3 B-fonction
Cette notion qui permet de simplifier considérablement les calculs dans les inégalités
utilisant la h-convexité a été introduite par B. Benaissa et al. dans [12].

Définition 0.5. Une fonction f :[0,00) — R positive est appelée B-fonction si

fa=a+se-n <2f (57)), (1)

ot a < A <b avec a,b € [0,00).

En particulier, en prenant a =0 et b =1 dans (14), on obtient le résultat suivant.

Théoréme 0.2. Si h: [0,00) — R positive est une B-fonction, alors

1

h(a) +h(8) < 2h (5) | (15)

ota+f=1cetacl01l].
Exemple 3. Des exemples d’une telle fonction h satisfaisant l'inégalité (15) peuvent étre

fournis par hy(X) =1, ha(X) = X et hy(N\) = A* avec s € (0, 1].
Remarquons que ces exemples sont liées aux différents cas spéciauz de h-convexité cités

plus haut.

12



Chapitre 1

Inégalités classiques de
Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, nous allons considérer certains résultats concernant l'inégalité de
Hermite-Hadamard pour la classe des fonctions convexes et celle des fonctions h-convexes.

1.1 Cas de fonctions convexes

Théoréme 1.1. Si une fonction f : [a,b] — R, avec a < b, est conveze alors l'inégalité
de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée :

f<a+b>§bia/a f(l')dl'SM (11)

2 2

Preuve 1.1. Soit f conveze sur l'intervalle [a,b], nous avons

a—+b a b =z =z
f( > ) - f<§+§_§+§>
1 1

= f<§(a+b—x)+§x>

< Siatb—n)+ 3 7). (1.2

D’autre part, en posant x = Aa + (1 — A\)b, avec A € [0,1], on a
fla+b—2)+ f(x) = fla+b—Ida—(1—N)b)+ f(Aa+ (1 —N)b)
= f((1=XNa+Ab)+ f(Aa+ (1 —AN)b)
< (@ =Nf(a) +Af(0) + Af(a) + (1= A)f(b)
= fla)+ f(b). (1.3)

D’apres (1.2) et (1.3) nous avons :

fla) + f(b)
R

f<“§b>s§f<a+b—x>+§f<x>§

En effectuant une intégration par rapport a x sur [a,b], on obtient

13



1. Intégration du terme de gauche :

A:i[}(“;b)dw:w—@f(a;b).

2. Intégration du terme du milieu :

IQ::%/ab(f(a+b—x)+f /fa—i—b—x )dx + - /

flz

En effectuant un changement de variable u = a+ b — x dans la premiére intégrale,

nous obtenons

/abf(aer—a:)d:c:/baf(U)(—du)Z/abf(u)du:/abf(x)dx

ainst

_%lvmwm+%LU@Mx:lv@Mx

3. Intégration du terme de droite :

b a b a
h;:l:ﬂlgiﬁhngﬂ@+fwnl(mqu—@ilti__

2

En combinant ces résultats, on aura

(b—a)f <a+b) ‘/mf e < (b — ) LOEID),

en divisant par (b — a), nous obtenons le résultat final :

f(a+b> = bia/abf(w)dxgw'

2 2
Exemple 1.1.
La fonction définie par f(x) = x* est convexe sur [a,b] = [1,2]. On a :
a+b 9
— =99
(52) =12
2 2

~ 2,33

[GSREN|

I 1 42
b—a/a f(x)dx—gx ‘1_

On vérifie alors que

2

£(b)

225:f<a+b)§bia/%ﬂ@dx%233§i&¥;ﬁQ:Zﬁ.

14



Exemple 1.2.
La fonction définie par f(x) = Inx est concave sur [a,b] = [1,2] (les inégalités seront

inversées). On a :
a+b 3
=In|=)~0,41

fl@) + f(b) _m2
S = =035

! ’ d 1 i
b—a/a flz)dx = (z nx—az)‘1~0,39.

On vérifie alors que

b
0741:f(“+b) > bia/ f(x)dx%0,39zwzo,35.

2

1.2 Cas de fonctions h-convexes

L’inégalité de Hermite-Hadamard pour une fonction h-convexe est établie comme suit :

Théoréme 1.2. [13] Considérons f : I C R — R une fonction h-conveze sur I et a,b € I
avec a < b. Si f € L*([a,b]) alors linégalité de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

Qh@f <“§b>s [ <@+ 10) [ a0

Preuve 1.2. Soit une fonction f h-conveze sur I, alors Vo € [0,1] :

flax + (1 = a)y) < h(@)f(x) + h(l = ) f(y). (1.5)
On pose x =Xa+ (1= A)b, y=(1—=Na+ b et a =1, de (1.5) on déduit

f(“;b>g h <%) Fha+(1—\b) +h %))f((l ~ Na+ Ab),

On effectue une intégration par rapport a X sur [0, 1], d’ou

Ig::/olf(a;rb>d)\<h( )/an+(1 )\)b)d)\+h( )/f (1=A)a+Ab)dA = I.

(1.6)

Pour le terme de gauche

Ig:/olf<a—2|—b>d)\:f<a—21—b>/ o f<aj2ub>.

Pour le terme de droite

I = <)/ FOa+ (1= A)b d)\+h( )/ F((1 = Na+ Ab)dA.
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En utilisant le changement de variable u =1 — X\ dans la deuxiéme intégrale, on obtient

/0 FUL=X)a+ Ab))dA = /1 flua+ (1 —u)b)(—du) = /0 f(ua + (1 —u)b)du,
d’ou

Id_2h<>/f/\a+1— M)A, (1.7)

en posant x = Aa + (1 — Ab) dans (1.7) on obtient
1y 1
<§> b—a/a f(z)dx

Id_2h< )/ f>\a+(1—/\)bd>\—2h( )/ fla

Donc Uinégalité (1.6) devient

f<a;b) <>b—a/f
th(%)f<a42rb>§ bia/abf(x)dx

ainsi la premiére inégalité du résultat désiré (1.4) est démontrée.

ce qui donne

Maintenant, prenons x = a et y = b dans l'inégalité (1.5) :

flaa+ (1 —a)b) < h(a)f(a) + h(1 —a)f(b).

On effectue une intégration par rapport a « sur l'intervalle [0, 1] :

L = /o flaa+ (1 — a)b)da < /0 h(a)f(a) + h(1 — a)f(b)da = . (1.8)

Calcul du terme de gauche : en posant x = aa + (1 — a)bon obtient

]1:/Olf(oca—k(l—oz)b)da:/baf(x) d_x

Calcul le terme de droite

I = f(a) /01 h(a)do + f(b)/o h(1 — a)da,

en utilisant le changement de variable u =1 — o dans la deuziéme intégrale, on obtient

/01 h(l — a)da = /10 h(u)(—du) = /01 h(w)du — /01 h(a)da,

I = (f(a) + (b)) / h(a)do.

En substituant les résultats des intégrales, l'inégalité (1.8) devient

bia/a f(x)dr < (f(a)+f(b))/0 h()de,

ainsi la deuzieme inégalité du résultat désiré (1.4) est démontrée.

d’ou
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Remarque 1.1. Pour différents choix de h(a) on obtient différentes inégalités de Hermite-
Hadamard, en particulier on a les résultats suivants :
1. Si on prend h(a) = « dans l'inégalité (1.5), on obtient l'inégalité (1.1) qui re-
présente ['inégalité de Hermaite-Hadamard pour la classe des fonction
convezxes.

2. En posant h(a) = o avec s € (0,1] dans le Théoreme 1.2, on obtient le corollaire
sutvant qui présente l'inégalité de Hermite-Hadamard pour la classe des
fonction s-convezxes [14].

Corollaire 1.1. Considérons f : I C R — R une fonction s-convexe sur I avec
s € (0,1] et a,b € T avec a < b. Si f € L'([a,b]) alors Uinégalité de Hermite-
Hadamard suivante est vraie

23—1f(&+b>§ bia/ fla)dz < M (1.9)

2 s—+1

3. Pour h(a) =1 dans le Théoréme 1.2, on obtient le corollaire suivant qui présente
l'inégalité de Hermite-Hadamard pour la classe des P-fonction [15].

Corollaire 1.2. Considérons f : I C R — R une P-fonction sur I et a,b € I avec
a<b. Sife LY [a,b]) alors on a linégalité de Hermite-Hadamard suivante

a b
%f( '2”)>s [ e < g+ 50 (1.10)
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Chapitre 2

Inégalités de Hermite-Hadamard via les
opérateurs intégraux fractionnaires de
Riemann-Liouville

2.1 Les opérateurs intégraux d’ordre entier

2.1.1 Premier opérateur :

Soit f € L'([a,b]), nous définissons alors la fonction J,+ f : [a,b] — R par

Jarf (@)= | iyt

et on peut dire que J,+ f est absolument continue. Il est possible d’effectuer une seconde
intégration, et ainsi de suite ...

Nous définissons J!, f(z) := J+f(z), et nous allons procéder a une composition suc-
cessive de cette intégration, c’est-a-dire :

o) = [ gk ps)s

B = [

En appliquant le théoréme de Fubini, nous obtenons

st = [ ( [ dt) ts= [ [ rwdvas
:/;/txf(t)dsdt:/:f(t) (/jds) dt

:/ (x — ) f(t)dt.

a
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Ce qui nous donne i
o) = [ @5,

Suivant la méme approche, intégrons J2, f(x)

R f@) = [ s ds

:/a (/(s—t dt) ds—//s—t ) dt ds
// (s — ) f(t) ds dt = /(/tx(s—t)f(t)ds)dt
Lo fe-seda- fm(fe-o])

1 x
5 [ @-trso.
ainsi | e
R =5 [ - tPrear
Conjecture : pour tout n € N*

ﬁ / o — () dt

Appliquons une démonstration par récurrence pour établir ce résultat : supposons que

Jor flz) =

7 f) = ) /x(ﬂs—t)"‘lf(t)dt, (2.1)

(n—1!J,

et démontrons que
1 xr
T ) = / (w— 1) f(t) dt

On a par définition JZLLH fa ™ f(t)dt, donc

I ) - / N / (= (e ar)
S P -
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d’aprés le théoréme de Fubini

@) = o [ [ e e

_ ﬁ/jm) </j(t—7)”‘1dt) dr
st [ ()
.

ﬁ/x(I—T)"f(T)’dT: — | (z—=7)"f(1)dr.

nous obtenons
Jn-i-l _ 1
o f(z) = " o
C’est ce qu'il fallait démontrer.

2.1.2 Deuxiéme opérateur :

Considérons f € L'([a,b]), nous définissons la fonction Jy- f : [a,b] — IR par

Ty () = / F(t)dt |

donc Jy- f est absolument continue. Il est possible de procéder & une seconde intégra-
tion, et ainsi de suite... en notant Ji— f(z) := Jy- f(x)

b b
Jf_f(x):/ J f(s)ds ... J,?_f(x):/ J"f(s)ds.

En utilisant le théoréme de Fubini, on arrive a

Jgf(x):/: (/Sbf(t)dt) ds:/:/sbf(t)dtds
:/:/;f(t)dsdt:/:(/;f(t)ds> dt
:/:f(t) (/t ds) dt:Lb(t—x)f(t)dt

b
R @) = [ - vraa

ainsi
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Suivant la méme approche, intégrons J2f(z)

B @) = [P ds

:/:(/(t—s dt) ds—// (t— s)f(t) dt ds
// (s — 1) f(1) ds dt = /(/;(t—s)f@)ds)dt
=AU@(L%—$@)&:LU@(E@—%I>&

alors
1 fb
Bfa) = [ €= oPrea
Conjecture : pour tout n € N*

b
R1w) = oy [ oo

On suppose que

Lwﬂmzaﬁgﬁlu—m"v@ﬁ

et en utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que

b
%“ﬂﬂz%é@—@%@ﬁ-

Comme J;‘H f Jp t) dt on obtient

T () = / b (ﬁ /t (ot £() dT) dt

:ﬁ/:/tb(r—t)"lf(r) dr dt

21
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en utilisant le théoréme de Fubinni

1

J f(x) = m/: /xT(T—t)n_lf(T) dt dr

= ﬁ/:f(ﬂ </;(T—t)"1 dt) dr
[0 (i)

T fl) = & x —2 )!/(T—x)nf(T)dT:— (r — 2)" f(r) dr.

n  (n—1

ainsi

Ceci est le résultat souhaité.

2.2 Les opérateurs intégraux de Riemann-Liouville (RL)
d’ordre réel a > 0

En se basant sur les formules (2.1) et (2.2) établies sur IN, nous introduisons les défi-
nitions suivantes pour les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a réel positif.

Définition 2.1. Pour o > 0 et f € L'([a,b]), on définit les intégrales de Riemann-
Liouville d’ordre o a droite (respectivement a gauche) de la fonction f, par les expressions
suivantes :

RLE f(x) = ﬁ /I<x 0 ()de, a<a<b, (2.3)
et
RLE f(z) = ﬁ / (t— ) f()dt, a<z<b (2.4)

avec I'(v) désigne la fonction gamma d’Euler.

Remarque 2.1. Sia =0 on pose  JO, f(z) = f(z) et J)f(x)= f(x).

Siow =1 on déduit  JL f(x) = [T f(x)de et JLf(z) = f; f(z)dz, qui corres-
pondent a l'intégrale de Riemann.

Exemple 4.
« o 1 ! a—1 . —1 (t - x)a t - (t - a)a
RE) = gy [ -t = =
. (2.5)
a L 1 a—1 _ 1 (ZIZ’ — t)a b _ (b B t)a



2.2.1 Propriété de semi-groupe

Proposition 2.1. Soient f € L*([a,b]) et o, p € IR’ ; pour tout x € [a,b] nous avons :

RLS: (RLL f(2)) = RL f(a) = RLE (RES F(2))

et
RL;- (RE [(2) = REYH f(2) = RLY (REG-f())

Preuve 2.1. La formule (2.3) appliquée deux fois, nous donne

1

[RLS (RLE )] () = (@) /m(x —s)* " (RLY f) (s)ds

11 " o [N )
_ mm/a(g;—s) /a(s £ (1) dtds,

En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

[REs: (RLLN) 0) = syre | 10| [ (o= or s = 00| ar

en réalisant le changement de variable s =t+ (x —t)y, 0 <y <1 on obtient
1
RES, (RLE £)] () / FO =0 [ (1= )ty e,
0

Finalement, en utilisant (12) et la relation (13), on arrive a

[RLo (RLf)] (x) = O"“‘ / F(6) (@ — ) dt
= m/@ (x — )T f(t)dt
= (RLIVS) (@)

(2.6)

(2.7)

La deuxieme égalité dans (2.6) découle de la propriété de commutativité : o+ pu = p+ a.

On démontre (2.7) de maniére similaire, d’apres la définition (2.9), nous avons :

b
(REL1) () = = [ =9 p0) .

L)

En appliquant RLy- a ce résultat, nous obtenons :

Rep REp 1)) @) = i [m o (s [a-sp s a) o

1 ’ ’ a—1 _Sp—l s
= W/I/S(S—x) (t—s)* 7 f(t) dtds,
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en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

[RLy (RLYf)] (z) = m / b f(t) { /x t(s — )t — st ds] dt. (2.8)

Posons le changement de variable s = x+ (t—z)y, ou 0 <y <1, alors ds = (t —x)dy,
et lintégrale intérieure devient :

/;(s — )t —s)hds = (t — g)otH! /01 1y dy

= (t — )" B(a, ).

En substituant dans (2.8) puis en utilisant la relation B(c, p) = SEW)

(o)

, nous obtenons
[RLE (RLEf)] (z) = % / FO)(t — 2) 1t

1

b
:m/x(t—x)a F(E) di

= (RLMF) ().

Nous avons ainsi démontré la premiére égalité dans (2.7), la deuziéme égalité découle
de la commutativité de 'addition o 4+ p = p + o qui donne :

RLHf(x) = RLY (RLY- f(x)).

2.2.2 Propriété de la bornitude

Nous allons établir que les opérateurs RL;+ et RL;- sont bien définis, pour tout ordre
d’intégration o > 0, et bornés sur L'([a, b]).

Théoréme 2.1. [15] Si f € L*([a,b]), alors pour tout o > 0

I RLGf M= C L leas (2.9)
et
I RLf Mlerqasn= C I et (2.10)
(b—a)*
Fla+1)
Preuve 2.2. soit f € L*([a,b]), alors

ou C =

b
I RES S ustoy = | [RE2 Fa)| o

1 b px -
<wa [ [ @0l

24

/a “ =)ot f(t)dt] dz



en appliquant le Théoreme de Fubini, on déduit

| RLG f 22 (o) _F // —)* " Hf ()| dr dt

/\f ]/ — ) dz dt
o 1) (2[-07]) @

En se basant sur la propriété (0.4) de la fonction Gamma et sur la décroissance de la
fonction t— (b—1t)", ona

a 1 b N
| RLG+ f ||L1([a,b]) < m/a lf()] (b—1t)*dt

(b—a) [°

= Mla+1) J, T
b—a)®

= ﬁ || f ”Ll([a,b])

De maniere similaire, pour f € L'([a,b]) on a

b
I REF oy = | |RES )] d

_ ﬁ/b /:(x — 0 ()] de

<t [ [ @) aa,
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le Théoreme de Fubini, donne

| RLY-f Il [ab)_F // ) £ (1)] d dt

- ﬁ/b £ /at(t —a)* 'drdt
= i [en (Rfe-ar]') o
- od“l(a) /ab\f(t>| (t — a) dt

et de la propriété (0.4) de la fonction Gamma et la croissance de la fonctiont — (t —a)®,
on aboutit a

o 1 b .
| RLY-f 1oty < m/ 1F(8)| (t — a)® dt

b-ar [
< s | ol

~ (b—a)”

CT(a+1)
Remarque 1. D’apres les propriétés (2.9) et (2.10), si f € L'([a,b]), alors pour tout
a>0

I f et (o) -

RLE f € L' ([a,b]) et RLYEf € LY[a,b]), (2.11)

ce qui €tablit que les opérateurs d’intégration fractionnaire RLo+ et RL,- sont bien définis
sur L' ([a,b]), pour tout o > 0.

2.2.3 Propriété utile

Le lemme suivant présente une propriété utile pour un travail ultérieur.
Lemme 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable, si F(t) = f(t) + f(a +b—1)
alors
RLLF(b) + RLy-F(a) = 2[RLY f(b) + RL- f(a)]. (2.12)
Preuve 2.3.
1. Calcul de RLY . F(b) : En utilisant la définition de F

RL F(b) = ﬁ / (b— £~ F () dt
1 b a1 ’ a-1
:m{/ (b—1t) f(t)dt+/a(b—t) fla+b—t)dt

b
RL f(b) + %a) / (b=t fla+b—t)dt
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Effectuons le changement de variable u = a + b —t (donc du = —dt) :

/:(b O f(a+ b t)di = /ba(b ~(a+b—w)* () (—du)
_ /ab(u — ) f () du
=I'(a)RLy- f(a),
RLoF(b) = RL F(b) + RLE f(a). (2.13)
. Caleul de RLEF(a) : De méme

RLS F(a) = ﬁ / (t— a)* F(t) dt

1 b a—1 ’ _ ya-1 _
:T&)[/a (t—a) f(t)dt+/Q(t a)* fla+b—t)dt
1

b
=RLy f(a)+ m/ (t—a)* 'fla+b—t)dt,

avec le changement de variable u =a+b—1 :

b a
/ (t—a)* ' fla+b—1t)dt = /b ((a+b—u)—a)* ' f(u)(—du)

— -0 wdu
= D(0)RLL /(D).

donc

RLE F(a) = RLE f(a) + RLE f(b). (2.14)

En additionnant (2.13) et (2.14) :

RLE,F(b) + RLE Fa) = [RLE F(b) + RLE f(a)] + [RLE f(a) + RLE f(b)]

— 2[RLY f(b) + RLE- f(a)].

C’est le résultat désiré.
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2.3 Inégalités H-H via l'intégral fractionnaire de Riemann-
Liouville pour les fonctions h—convexes

Dans cette partie on s’est inspiré de [16, 17] combiné avec la notion de B-fonction de
[12]. A Pinverse de l'intégrale classique de Riemann, dans le cas fractionnaire on peut
considérer trois types d’inégalités H-H sur un intervalle [a, b] :

1. premier sens : faisant intervenir des intégrations de a vers b et inversement.

2. second sens (middle ending point) : faisant intervenir des intégrations de a

vers ‘ITH’ et de b vers aT*b

3. troisiéme sens (middle starting point) : faisant intervenir des intégrations de

atb vers a et de “T“’ vers b.

b
2

Le lemme suivant est utilisée pour établir les inégalités de Hermite-Hadamard qui vont
suivre.

Lemme 2.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur |a,b], alors les inégalités
suivantes sont vérifiées pour tout x € |a, b

(45020 (5) U@ fao-ol <20 (3) @+ f0). @219

Preuve 2.4. Soit a < b et f soit h-conveze ot h satisfait l'inégalité (15), alors pour tout
a, € 1[0,1] tel que a+ f =1 nous avons

F (a+b) _; ((aa+ﬁb)+(ﬁa+ab))

2 2
< h (1) [f(aa + Bb) + f(Ba + ab)

< h(3) (h(a) + h(B)) [f(a) + f(D)]

d’ou

1

1(“50) =0 (5) aas )+ fsa v an) <22 (5 ) U@+ F0] (219

En changeant la variable v = «aa + b dans (2.16), nous obtenons x € [a,b] puisque
a+p=1,et

1(550) =0 (5) V@) + sa o= a) <202 (3) (@) + o)

C’est le résultat désiré.
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2.3.1 Inégalités de H-H au premier sens

Un premier résultat relatif & 'intégration au premier sens (faisant intervenir des inté-
grations de a vers b et inversement) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-conveze sur [a,b], alors l'inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1 a-+b [a+1) N N 1
IO (“37) = 5 RE2 0+ REF@] < (5 ) U@ + 0], 217

Preuve 2.5. En multipliant (2.15) par

/ab (llz(;:)al_)l / (a;b) v

g/bh % %)(b—t)a1f(t)dt+L(b—t)a1f(a+b—t)dt1

(b—t)>1
I(e)

et en intégrant surt € [a,b], on obtient

o I I(a)
= / 2 (%) (1?(;—26:)1 [f(a) + f(0)] dt,
ot ()

<h (%) [ﬁ /ab(b—t)a—lf(t) dt + ﬁ/ﬂb(b—t)a—lf(wrb—t) dt

<21 (3) faas L@ + 70,

en effectuant le changement de variable u = a+b—t dans F(la) f:(b—t)“_lf(a+b—t) dt,
on obtient
b a
ﬁ/ (b= flat+b—t)dt — ﬁ/b (b= (a+b—u)* f(u) (—du)
- | @) ()
b
- | o
b
S RGO
donc
(b—a)

r(“57) < Rez o ey sin (3) <20 (5) = @)+ o,

['(a+1)
I'(a+1)

en multipliant par Th) -0
2

on obtient le résultat désiré (2.17).
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Exemple 2.1.
Soit la fonction convexe définie par f(x) = x* sur [a,b] = [1,2]. Pour h(t) =t, on obtient
la Figure 2.1 qui illustre l'inégalité (2.17) réécrite sous la forme suivante :

ek (M) s e+ rep ) < e |1

----- [Left_Expr]
HRL_{aN+}}"{a} }f(b) + {RL_{bM-1}"{a} }f(a)]
[Right_Expr]

I I I I I
0.5 1.0 15 20 25 3.0

FIGURE 2.1 — Estimations of RL%, f(b) + RLY f(a)

2.3.2 Inégalités de H-H au second sens (middle ending point)

Un deuxiéme résultat relatif a I'intégration au deuxiéme sens (faisant intervenir des
intégrations de a vers ‘”’b et de b vers a+b) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.3. Soit h une B-fonction. Si f est h-conveze sur [a,b], alors l'inégalité de
Hermate-Hadamard suivante est vérifice

AU (“F) < E R0t ey g () e g ()| < (3) @) + 500,
(2.18)

( a+b)o¢71

Preuve 2.6. En multipliant (2.15) par t# et en intégrant surt € [*2,b] on obtient

b
a+>dt

) F(t)dt + F<1a) (t— a;—b)a_lf(a—l—b—t)dt]
L

: /;b 20 (i) r(a) [f(a) + f(b)] dt,
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1
) [ﬁ/b (i- “jb)a_lf@mﬁ/a; (i a;b)a_lﬂwb—wdt]

en effectuant le changement de variable u = a + b —t dans

1 -
T(a) f% ( - QTH)) lf(a—i—b—t) dt on obtient

1 b a+b\*"! 1 ot b\
- t— b—t)dt — —— b—u) — _d
P(a)/a;b( ) Serhona = g /(+ ) ) ()
“er a—1
1 b
= —F / <a i ) f(u) du
1 a—1
= 5N t)dt
e [ () e
donc
(54)"  [a+b a+b a+b 1\ (52)°
- < |RLy, RLG h <2h? =2 b
0 () st 210 (3 500 3 0
puis en multipliant par % on obtient le résultat désiré (2.18).
Exemple 2.2.
Pour la fonction conveze définie par f(x) = x? sur [a,b] = [1,2]. Pour h(t) =t, on obtient

la Figure 2.2 qui illustre l'inégalité (2.18) réécrite sous la forme suivante :

QQ(?F_(S): ; ; (a—;b) - { o (a+b) LRLE <a—2|rb)} - QQ(?F—(S): . {f(a)—;f(w]’

- LefExp)
[ D)+ e Y]
[Right Expr]

b b
FIGURE 2.2 — Estimations of RLS: < —2i_ > +RL-f (a;— )
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2.3.3 Inégalités de H-H au troisiéme sens (middle starting point)

Un troisiéme résultat relatif & l'intégration au troisiéme sens (faisant intervenir des
intégrations de “2 vers a et de “E2 vers b) est obtenue comme suit :

Théoréme 2.4. Soit h une B-fonction. Si f est h-conveze sur [a,b], alors l'inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

! (557) = T [Res S0+ R fl0)] < 1 (5) 1)+ 0,

(2.19)

Preuve 2.7. En multipliant (2.15) par 0" ot en intégrant surt € [“E b] on obtient

I'(«)
b=t fa+b\ T
L v ( 2 >

C (Y[ L (et b
g[mh(i) [W(b_” f(t)dt+r(a)(b )"  fla+b—t)dt

ainst

1 b ot L b e )
)[m/a;b(b_t) f(t)de(a)/a_{b(b ) fla+b t)dt]

<17t + g2 (3) 2

en effectuant le changement de variable w = a+b—t dans F(l ) fa+b (b—t)*tfla+b—t)dt,
on obtient

1 ’ a—1 — L ’ — (a —ua_l u){—au
m/ b= flatb=t)dt = o /(b (a+b—u)™" flu) (=du)

atb
2

= = [ (w=a)"" f(u) (~du)

F atb
1 a+b ot
_ @/ (u— @) f(u) du
1 atb .
ol RG]

L () < (R 0+ Ry @] (3) < tarssonzee (1) L 2L

(a+1)
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Exemple 2.3.
Considérons la fonction convexe définie par f(x) = x* sur [a,b] = [1,2]. Pour h(t) = t,
on obtient la Figure 2.3 qui illustre l'inégalité (2.19) rééerite sous la forme suivante :

za((fr_((j): 5/ (a;b> < [REs) JO) + REG ) fla)] < za((fr_((j): 3 V W (b)} ,

== === [Left Expr]

(RN O + R ]

)
15- A\ [Right_Expr]

2 3 4 5

FIGURE 2.3 — Estimations of RLy, f (a —2|- b) + RLY f (@ ‘2" b)

Remarque 2.2.
En prenant o = 1 dans (2.17), (2.18) et (2.19) on obtient l’inégalité de Hermite-Hadamard
via ['opérateur intégral de Riemann pour les fonctions h-convexes.

th(%) [f (a;b)] < [/abf(t) dt] <h (%) [Fa)+ F(B)], (2.20)

et qui est une version du type de l'inégalité (1.4).

2.4 Inégalités H-H via l'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville pour des cas particuliers de convexité

Dans les résultats établis dans la section précédente pour les fonctions h—convexes,
on va considérer des valeurs spécifiques pour h(t). Cela va engendrer des inégalités H-H
pour types spécifiques de convexité.

2.4.1 Inégalités H-H pour les fonctions convexes

En prenant h(t) =t dans (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient les résultats suivants.
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Corollaire 2.1. Si f est convexe sur [a,b], alors les inégalités de Hermite-Hadamard
suivantes sont vérifiées

F("57) = g Rz £+ reg ) < ULy

((o5) 2t s (137) s (4] 2310

P(55Y) < 2o [ g0+ Re, si] < T oy

Remarque 2.3. On retrouve dans (2.21) et (2.22) les résultats de [16] et [17] (respecti-
vement).

Remarque 2.4. Pour a = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent a
[intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent

a linégalité suivante
f(a+b)< 1a/bf(t)dt§M (2.24)

2 —b— 2

qui n’est autre que l’inégalité (1.1).

2.4.2 Inégalités H-H pour les fonctions s—convexes

En prenant h(t) = t*, s € (0,1], dans (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient les résultats
suivants.

Corollaire 2.2. Si f est s-conveze sur [a, b] avec s € (0, 1], alors les inégalités de Hermite-
Hadamard suivantes sont vérifiées

2 f ( . ”) < g(f‘_ji Reg £(6) + R fa)] < IO g o)
s1,.(a+Db 20710 (o + 1) N a+b N a+b f(a)+ f(b)
(25 s s () (59 225

(2.26)

951 f (“ > b) < % [RELGus) F0) + REwsy fla)] < M (2.27)

Remarque 2.5. Pour a = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent a
[intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent
a linégalité suivantes

9s—1f (a;b> < bia/a Ft)dt < M (2.28)

qui est une autre version de l'inégalité (1.9).
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2.4.3 Inégalités H-H pour les P—fonctions
En prenant h(t) = 1, dans (2.17) et (2.18), (2.19), on obtient les résultats suivants.

Corollaire 2.3. Si f est une p-fonction sur [a,b] avec s € (0,1], alors les inégalités de
Hermite-Hadamard suivantes sont vérifiées

3 (“57) < 5oy [RELFO) + REF@] < fla)+ 0. (220

b (439) < s (5) e (52 0
(2.30)

3 (“57) = Gt (R, S0+ Refs,_1(0)] < Fl0) 4 0. 230

Remarque 2.6. Pour a = 1 les deux opérateurs de Riemann-Liouville se réduisent a

[intégrale classique de Riemann et les trois inégalités du corollaire précédent se réduisent
a linégalité suivantes

a b

qui n'est autre que 'inégalité (1.10).
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Chapitre 3

Inégalités de Hermite-Hadamard via les

opérateurs intégrales fractionnaires
Psi-Hilfer

3.1 Les opérateurs d’ordre entier

Cette partie concernant 1’élaboration des intégrales par rapport a une autre fonction
Y est inspirée de [18] avec quelques adaptations. Dans ce chapitre 1) est une fonction
contintiment différentiable (i.e. de classe C! ) tels que v’ > 0.

3.1.1 Premier opérateur :

Soit f € Ly([a,0]) = {f : Ifll, = f f)yY'(t)dt < oo}, nous définissons alors la
fonction J,+ f : [a,b] — R par

Jur [z /f

Nous définissons J!, f(z) := J,+ f(x), et nous allons procéder a une composition suc-
cessive de cette intégration :

Jf+f(a:):/zJi+f(s)¢’(3)ds J§+f(x):/xjg+1 (s) 4/ (s) ds.

En utilisant le théoréme de Fubini, nous obtenons

o) /(/f ) vis= [ [ s
/ / £ 5)ds dt = /xf@)w’(t) (/;ws) ds) it

- / (6(x) — $(t)) F(&) ¥ (t)dt.

a
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Ce qui nous donne i
@) = [ @) - 0) fO vt

Suivant la méme approche, intégrons J2, f(x)

Rt = [ pe) ) ds
- [([ o - v sy ar) sy
=[] @ - v s v o) drs
= [ @ - v sy v v dsar
= [Fsowo ([ o - v v is)

- [(rove ([e - w0 )a

—5 | 0@ v o v,
Ref@) =5 [ - s f v,

Conjecture : pour tout n € N*

R fe) = o [ @) = vy r v

(n—1
Appliquons une démonstration par récurrence pour établir ce résultat : supposons que

R fe) = ot | @) = vy v ar, (3)

(n—1
et démontrons que

B ge) = 2 [ ) - s rove .
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On a par définition J”Jrl f(x fa o f '(t) dt, donc

- (- _1 5 tw(t) — U FO ) o0 d

- [ [ - e s e,

d’apreés le théoréeme de Fubini

@ = o= [ @O =) e des

— o | 0w ([ wo - vervo ) i
o) (|50 - vy ) ar

nous obtenons

T 1) = 5 [ @) o = [ @ -un)y e dr.
C’est ce qu’il fallait démontrer.
3.1.2 Deuxiéme opérateur :

Pour f € Ly, ([a,b]) = {f : Ifll, = f f(t)4'(t)dt < oo}, nous définissons la fonction

Jp-f i |a, b]—>]Rpar

_ / £ /(1) dt

Nous définissons J. f(z) := Jy- f(x), et nous allons procéder a une composition suc-
cessive de cette intégration :

:/belf(s)lp’(s)ds Jﬁf(m):/sz_lf(S)w( )d

En utilisant le théoréeme de Fubini, on arrive a

:/:(/Sbfuw ) as= [ [ rowows)aas
[ [t ([ e}
= [[row ([veas) a= [wo - veprovoa
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ainsi ,
7 fa) = / (6(t) — (@) FE0 (1) dt

Suivant la méme approche, intégrons J2f(z)

s = [ Prewe s
= [([wo-vonsovoa)veras= [ [wn -
-/ b / (0(s) — () FO () (1) ds dt = / b ( / (W) — 0D FEY(s) ds) o ()t

= [ fOU@) | | @) =) (s)ds | dt= [ f(t)y'(t) _—(w(t)—w(s»zt dt
[rovo([ Jar= [ v ([ /)

alors
1

R fla) =5 [ (Wit = vla)2fow o d.

Conjecture : pour tout n € N*

1

R / ((t) — ()" F(E) (1) dt.

On suppose que

B 1w) = o [ 00 =@y 32

(n—1
et en utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que

b
T ) = o [ w00 - v s

Comme J' f(z) = fxb Ji- f(t)y'(t) dt on obtient

L f(r) = / b (ﬁ / (0lr) — ) TN () df) W/(t) dt

n—1

i | [ e —vor sovoveda.
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en utilisant le théoréme de Fubini

1

@) = o [ @ = ey o ove) drar

oy B ([ ) - viorvio ) ar

-t [ v ([Few -vor] ) ar.

1 b 1 [
I / (W(r)=(@)" f(T) (T)dr = — | ((7) = ()" f(7)¢'(T) dT .

n 1
T @) = X i),

Cecl est le résultat souhaité.

3.2 Les opérateurs intégrales Psi-Hilfer YZ d’ordre réel
a >0

En se basant sur les formules (3.1) et (3.2) établies sur IN, nous introduisons les
définitions suivantes pour les intégrales fractionnaires de fonctions par rapport & une
autre fonction (ou plus simplement intégrales Psi-Hilfer) d’ordre « réel positif.

Définition 3.1. Pour o > 0 et ¢(.) est une fonction positive, contindment dérivable,
telle que V' (t) > 0, on définit les intégrales Psi-Hilfer d’ordre o a droite (respectivement
a gauche) de la fonction f € L'([a,b]), par les expressions suivantes :

“I% f(x) = ﬁ / (W) — v WD, a <z <D, (3.3)
et . )

TS = [ 0w -y e, a<a <. (3.4)
ou I'(.) désigne la fonction gamma d’Euler.
Exemple 5.
oo (1) = ﬁ / H0E) — () (@) — FZ;) (v(t) —aw<w>>a . w(;)(a— f(n))
VT (1) = ﬁ / (U(2) = ¥(1)" 1/ (w)dr = = (1a) W)= vO)r " ngza—fg”” |

(3.5)

Remarque 3.1. Selon les valeurs de v et «, des types particuliers d’opérateurs intégrales
sont obtenus.
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1. Sip(t) =t alors on obtient les opérateurs de Riemann-Liouville (2.3) et (2.4) :

RE:f(a) = iy [ (o= 0 (0

b
RLL-f(@) = ey [ (6= 2) (0.
2. Si(t) =t et a =1, on obtient l'intégrale de Riemann (classique).

3. Si(t) =1n(t) et a > 1, on aura les opérateurs de Hadamard d’ordre o > 0

3 00) = o [ ) =@ 50
’ (3.6)
dt

H3 S 0) = gy [ (o) — @) )

4. Pour ¢(t) = %, nous obtenons les opérateurs de Katugompola d’ordre o > 0 et
de parametre p > 0

z[pp _gp] oL
K f(2) = £ L
a+f(x) — T(a) 0 f( ) )
) ) (3.7)
[0 — pp ]!

Kef@) = ey [ |

tP=f(t) dt.

3.2.1 Propriété de semi-groupe

Proposition 3.1. Soient f € L*([a,b]) et o, pp € IRY. ; pour tout x € [a,b] nous avons :

CI3 (VT S (@) = T () = 7 (T @) 39
et
Iy (VT (@) = T @) = 7 (T ) (3.9)

Preuve 3.1. La formule (3.3) appliquée deux fois, nous donne

A EAIOIE / ") — (s)* (VT ) ()9 (s)ds

1 1

= i | @ = v [ ooy e o s,

en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

Ve (VIE )] (2) = m / " (1) { / ") — () (@0(s) — wle)) N (s)ds | d.
(3.10)
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En réalisant le changement de variable 1(s) — ¥(t) = (Y(z) — ¥ (t))y, pourt < s <z on
a0<y<1ety(s)ds=((x)—1(t))dy, dautre part on déduit

| _y= Y(@) —v(t) —v(s) + () _ d(x) —¥(s)

(¥(z) —¥(t)) (¥(z) = (1))’

Uintégrale intérieure dans (3.10) devient :

I = / ") — B(s)* () — (0 (s)ds
- / (@) — () (- )™ (@(x) — SOy () - b(b)) dy
— ($(x) — (1) / (1— )y dy
= () — B0 Bla ).

En substituant dans (3.10) puis en utilisant la relation f(a, p) = F(O‘Oz El“) nous obtenons

Vo (Y r) = /B(aal'L) ‘ ) — a+p—1,,/
(T (TN @) = pegs | 0@ - o)
]' ’ a+p—1 /
- Fars L e@ e e o

— (T @)

La deuxieme égalité dans (3.8) découle de la propriété de commutativité : o+ pu = p+ a.

On démontre (3.9) de maniére similaire, d’aprés la formule (3.3) , nous avons :

1 ’ p—1 /
o / ((8) — ()" F(E0 (1) dt.

En appliquant wI{f_ a ce résultat, nous obtenons :

("Z 1) () =

VT (T8 f)] (1) = ﬁ / ((s) — () (ﬁ / (w(t)—w(S))“‘lf(t)w’(t)dt) W(s)ds

1 b b
= e | ] e = @) e - ey e ) s
en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient

1 b t - VRV I
e [0 [ e — vt - sy o] v

(3.11)
Posons le changement de variable ¥(s) — ¥(x) = (Y(t) — ¥ (x))y, pour x < s <t on
a0<y<1ety(s)ds=(U(t)—1(x))dy, dautre part on déduit
|y VD =) = vl ) _ ()= u()
(¥(t) —¥(x)) (¥(t) = (x))’
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Uintégrale intérieure dans (3.11) devient :

= (Y(t) = (@) Bla, ).

()T (p)

Tlatp 2 OUS obte-

En substituant dans (3.11) puis en utilisant la relation (o, p) =
nons

PTp (T 0] @) = s [ F00 - vy a

1

B m/ (W(t) — (@) (8 () dt

= (‘bIbO‘f“f) ().
Nous avons ainsi démontré la premiére égalité dans (3.9), la deuziéme égalité découle
de la commutativité de ['addition oo + = p + o qui donne :

YL () =0 I (VT f(w)

3.2.2 Propriété de la bornitude

Nous allons établir que les opérateurs YZ% et YZ" sont bien définis et bornés sur

L'([a, b]) pour tout ordre d’intégration o > 0.
Théoréme 3.1. Si f € L'([a,b]), alors pour tout o > 0
¥ Ze f N @< C |l f et e » (3.12)

et
1Y Z f e qaen< C L f e » (3.13)

(¥ (b) — ¥(a))®
['(a+1) '

Preuve 3.2. soit f € L'([a,b]), alors

b
¥ 25 oy = |

1 b * a—1 / /
gﬁgllﬂw@—wm £ (0 () dt d,

ov C =

"2 ()

' (x) dx

' (z) dx

‘fwm—wmawmmw
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en appliquant le Théoreme de Fubini, on déduit

1° Zo4 f 1|2t (tay < F / / Y F ) [ () (t) dae dt

/‘f |/ Yo~y () (t) da di
- / o) ([0t - vee])) v do

1 ’ o
- | 01w - sy,

En se basant sur la propriété (0.4) de la fonction Gamma et sur la décroissance de la
fonction t— (Y(b) —(t)*, on a

¥ Ze4 f 1l (ta) < (w(ll:)(a_f%b))a/a |f()|'(t)dt

_ (©(b) —(a))
- F(a+ 1) H f HLl([a,b]) '

De maniére similaire, pour f € L'([a,b]) on a

by
I 255 oo = [
1 b
_@/a
1 b b -
sméé<w<b>—w<t>> RO (00 @) dt de,

le Théoreme de Fubini, donne

1 T f Nl ) < (o) / / ) f () (2)Y (t) da dt

- ﬁ / o) / (W) — () (@) (1) de e
= i [ 101 (3w - v ) v e

Ly f(x)

Y (z) dx

'(x) dx

/ (b(x) — () F () (Dt
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et de la propriété (0.4) de la fonction Gamma et la croissance de la fonction t — (¢(t) —
¥(a))®, on aboutit a

1Y e f Nl o) < (¢(§)(;f§§>>a / | ()| (8)dt

— (¢(b) B ¢(a))a H f || L
(o + 1) et
Remarque 2. D’apres la propriété (3.12) et (3.13), si f € L'([a,b]), alors pour tout

a>0

YTy f € Li([a,b]) et I f € L'([a,b)),
ce qui établit que les opérateurs d’intégration fractionnaire YI% et VI sont bien définis
sur L' ([a,b]), pour tout o > 0.

3.3 Inégalités H-H via I’'intégral fractionnaire Psi-Hilfer
pour les fonctions h—convexes

Dans ce cas aussi on peut considérer trois types d’inégalités H-H sur U'intervalle [a, b] :

1. premier sens : faisant intervenir des intégrations de a vers b et inversement.

a+b
=
vers b.

2. second sens : faisant intervenir des intégrations de a vers %2 et de b vers

2
3. troisiéme sens : faisant intervenir des intégrations de CLT“’ vers a et de “T“’

On rappelle I'inégalité (2.15) établie, au lemme (2.2) dans le chapitre précédent, pour
h une B-fonction et f h-convexe.

f (a;b) <h () [f@)+ fla+b—2)] <2h% (L) [f(b) + f(a)]. (3.14)

3.3.1 Inégalités de H-H au premier sens

Théoréme 3.2. Soit h une B-fonction. Si f est h-conveze et integrable sur |a,b], alors
[inégalité de Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1 a+b I'(a+1)
2h(%)f( 2 )§4<w<b>—w<a>>“
ou F(t) = f(t)+ fla+b—1t)

Démonstration. En multipliant (3.14) par % Y'(t) et en intégrant sur t € [a, bl
on obtient

[

VT3, F(b) + VTG F(a)] < b (3) [F) + ()],
(3.15)




ainsi

CORKIC)N < + b) < h (1) VI, F(b) < 2h2 (3) WO [54) 4 f(a).

[(a+1) 2 (a+1)
(3.16)
En multipliant (3.14) par % Y'(t) et en intégrant sur t € [a, b], on obtient
W) —v@) (et

[ e (57)

< [ | MOTEY o

< [one () PO ) 10 + s,

O (452) < h(3) T Flo) < 202 () 382 1) + ).

(3.17)

Additionnons (3.16) et (3.17) pour obtenir

’ W?(; f S»a f ( > b) < h(3) |VTo F(b) + VT Fa)]| < 4k (3) S [5(0) + fa)).

en multipliant par — (%)%‘){;?@ @ on obtient le résultat désiré (3.15). ]

3.3.1.1 Cas particuliers pour la fonction

Dépendant de la fonction 1, les résultats suivants sont obtenus sous I’hypothése du
Théoréme (3.2).
1. En posant ¢(t) = t, nous obtenons 'inégalité de Hermite-Hadamard (2.17) via les
opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour ¢(t) =t et @ = 1, nous aurons 'inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
I'intégrale de Riemann).

3. Si¢(t) = In(t), il résulte I'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1 a+b Ma+1) o T4 o 1 fla) + f(b)
%)f( ! )54 e [ >+Ha+f<b>13h(2) ) 270,

(3.18)

4. Avec Y(t) = %, il s’en suit I'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs
fractionnaires de Katugompola d’ordre o > 0 et de parametre p > 0

1 a+b pPla+1) ) o 1Y\ fla) + f(b)
s (7)< i 7o v sz rm) < o () 1010
(3.19)
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3.3.2 Inégalités de H-H au deuxiéme sens

Théoréme 3.3. Soit h une B-fonction. Si f est h-convexe sur [a,b], alors l'inégalité de
Hermite-Hadamard suivante est vérifiée

1 a+b 20710 (a + 1) . a+b N a+b 1
(@)’ ( 2 ) = WO - @) {%J (T (T)] =h (5) FO)+ fal,
(3.20)

Preuve 3.3. En multipliant (3.14) par
on obtient

(zb(b);d)(a )a atb X , . (w(b)fw(a))“
F(%50) <) oz reegt) <2 (3) Sl 50+ o

I'(a+1)
(3.21)
En maltipliant (3.14) par LEEVO T 400y o en integrant sur ¢ € (252, btient

n multipliant (3.14) par o) Y'(t) et en intégrant surt € [%2,b], on obtien

ainst

$(b)—p(a) |
2 a+b 1 o a+b o 1y (M)
<F(a—|—13 f( 2 > <h(3) 7, Fegt) < 202 (8) Sl o)+ ).
(3.22)

Additionnons (3.21) et (3.22) pour obtenir

(wb);w(a))‘“ b
2 i (“

['(a+1)

( Y(b)—¥(a) )O‘

en multipliant par 4h(1)r((ﬁ$£)w(a))a on obtient le résultat désiré (3.20).
2 2
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3.3.2.1 Cas particuliers pour la fonction

Dépendant de la fonction 1, les résultats suivants sont obtenus sous I’hypothése du
Théoréme (3.3).

1. En posant 9(t) = t, nous obtenons l'inégalité de Hermite-Hadamard au second
sens (2.18) via les opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour 9(t) =t et @ = 1, nous aurons 'inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
I'intégral de Riemann).

3. Si¢(t) = In(t), il résulte I'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1 a+b 22710 (e + 1) o o atb o - a+Db 1
i’ (57) £ Gy [P RO+ D) <0 (5) 1)+ )

(3.23)

4. Avec (t) = %, il s’en suit l'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs
fractionnaires de Katugompola d’ordre o > 0 et de parametre p > 0

1 a+b p*T(a+1)
2h(§)f( 2 )S (bp — ar)e

atb ., ng(a;b)] <h (%) () + f(a)].

(3.24)

i 7

3.3.3 Inégalités de H-H au troisiéme sens

Théoréme 3.4. Soit h une B-fonction. Si f est h-conveze sur [a,b], alors l'inégalité de
Hermate-Hadamard suivante est vérifice

1 a+b 207+ 1) [yra v o . 1 ;
! (50) < G [T 0+ T, 7] < (5) [f(b)lrf( ))1,
3.25

Preuve 3.4. En multipliant (3.14) par % Y'(t) et en intégrant sur t € [“£2, 0],
on obtient

[’ (¥ (b) ;(zgt))al W) f (a;b)

<¢(b);¢(a)>a a+b (LOze@ )
F(%57) <0) T, 70 < 202 (3) G o)+ la.

(3.26)
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En multipliant (3.14) par % Y'(t) et en intégrant surt € [“EL b], on obtient
b =) (et
/ 0 ()
o | @O = @)
< [ h @ | v T
ey W) —v(@)
< /2h () "y V0 0+ Sa)],
(w(b);m >0‘ _— 1 ) L (e
(o + 1) f( 92 ) <h (5) I(GTer)—]:(a) <2h (5) T T(at1) [F(b) + f(a)] -

(3.27)
Additionnons (3.26) et (3.27) pour obtenir

P(0) (@) \*
2 b 1 . . 5 1y (ERswe a
2 <F(a+12 f<a§ )fh(a) VT FO) + T Flo)| < an? (5) Sz 10 + i)

en multipliant par 4h(1)r((ﬁ;£)w(a))a on obtient le résultat désiré (3.25).
) (T2

3.3.3.1 Cas particuliers pour la fonction v

Dépendant de la fonction v, les résultats suivants sont obtenus sous I'hypothése du
Théoréme (3.4).

1. En posant ¢(t) = t, nous obtenons 'inégalité de Hermite-Hadamard (2.19) via les
opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville .

2. Pour ¢(t) =t et @ = 1, nous aurons 'inégalité de Hermite-Hadamard (2.20) (via
I'intégral de Riemann).

3. Si¢(t) = In(t), il résulte I'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs frac-
tionnaires de Hadamard

1 a+b 2071 (a+ 1) N N 1
2h(%)f( 5 ) S O [ (GTH,),]-"(a)nLH(%H,ﬁ}"(b)} <h (5) [£(0) + f(a)].
(3.28)

4. Avec Y(t) = %, il s’en suit I'inégalité de Hermite-Hadamard via les opérateurs
fractionnaires de Katugompola d’ordre o > 0 et de parametre p > 0

1 a+b pPTla+1)7, ) e 1
2h(%)f( 5 )SW K(QTM)_./T(CL)-% K(T)+,7:(b)]§h<§> [f(b) + f(a)].

(3.29)
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3.4 Inégalités H-H pour des cas particuliers de convexité

Dans les résultats établis dans la section précédente pour les fonctions h—convexes,
on va considérer des valeurs spécifiques pour h(t). Cela va engendrer des inégalités H-H
pour types spécifiques de convexité.

3.4.1 Inégalités H-H pour les fonctions convexes
En prenant h(t) =t dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats suivants

Corollaire 3.1. Si f est conveze sur [a,b], alors les inégalités de Hermite-Hadamard
sutvantes sont vérifies

a+b Ma+1) o v ) M
f( 2 ) = 1060) — d(a)e [T F(0) +7 I Fla)] < . (3:30)

(3 = e [ 7o (7)o a7 (57 < 0
(3.31)

a+b 2071 (a+1) |, . ] < 10+ f(a)
1(57) < G sty [ TP O+ Ty 70] < L o

Remarque 3.2. Pour a =1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
inégalités du corollaire précédent se réduisent a linégalité suivante

f<a+b> /f dt<f()+f() (3.33)

2

3.4.2 Inégalités H-H pour les fonctions s—convexes

En prenant h(t) = t*, s € (0,1], dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats
sulvants

Corollaire 3.2. Si f est s-convezxe sur [a, b] avec s € (0, 1], alors les inégalités de Hermite-
Hadamard suivantes sont vérifiées

F(b) + fla)

> (3.34)

R Lla+1) . o
i f(2 )SMW@—WQVV%“F@+¢wFH@kE

e (50) = Gt [T () w7 (57) | < 1
(3.35)

w1, [a+b 2971 (a + 1)
’ f( )§<ww—w@>P?“ﬂf““ﬁ9“wfmﬂﬁ

Remarque 3.3. Pour a = 1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
méqgalités du corollaire précédent se réduisent a linégalité suivante

951 f (“+b> / FO) W (8) dt < f(b);f(a). (3.37)
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3.4.3 Inégalités H-H pour les P—fonctions
En prenant h(t) = 1, dans (3.15), (3.20) et (3.25), on obtient les résultats suivants

Corollaire 3.3. Si f est une p-fonction sur [a,b] avec s € (0,1], alors les inégalités de
Hermite-Hadamard suivantes sont vérifiées

1 a+b Fla+1) b b o " "
5 (“57) = T gy R 70+ Ty F@) <50+ fla). (339

o (55) = e [ o7 (55) + 20-7 (159)] 0 50

1 a+b 2971 (a + 1) " P a a
o (50) < e [T, FO0) + T, Fla)] <500+ 1) (340)

Remarque 3.4. Pour a = 1 les deux opérateurs de Psi-Hilfer se confondent et les trois
mégalités du corollaire précédent se réduisent a [inégalité suivante

L (““’) / PO 0@y dt < Fb)+ f(a). (3.41)
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Conclusion

A travers cette étude, nous étudions des inégalités intégrales de Hermite-Hadamard
dans un cadre généralisé de calcul fractionnaire, qui est celui de I'intégration par rapport
a une autre fonction 1.

En outre la notion de h—convexité combinée a celle de B—fonction fournit un outil
puissant pour mettre en évidence les liens simplifiés entre différents types de convexité et
estimations d’intégrales.

La discussion selon les cas particuliers de 9 (t) combinée a celle des valeurs particuliéres
de h(t) offre d’importants résultats variés et liés aux inégalités de Hermite-Hadamard.

Un travail analogue peut étre fait pour d’autres types d’inégalités, en particulier celle

de trapezoid et celle de midpoint qui sont étroitement liée aux inégalités de Hermite-
Hadamard.
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