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Introduction
Le 10 juin 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) donna son fameux ≪
Habilitationsvortrag≫ au colloque de la faculté de Philosophie de Gottingen. Son discours
lors d’une conférence inaugurale intitulé≪ Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen≫ est souvent considéré comme le plus important de l’histoire de la géomé-
trie différentielle. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) était dans l’assistance, à l’âge
de 77 ans, et est dit avoir été très impressionné par son ancien étudiant.

En Mathématique, la géométrie différentielle est l’application des outils du calcul diffé-
rentiel à l’étude de la géométrie. Les objets d’étude de base sont les variétés différentielles,
ensembles ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, et les fonc-
tions définies sur ces variétés.
La géométrie différentielle trouve sa principale application physique dans la théorie de la
relativité générale où elle permet une modélisation d’une courbure de l’espace-temps.
La géométrie riemannienne s’est fortement développée durant la seconde moitié du XXe
siècle. Mais les premiers travaux dans ce domaine se confondent avec la naissance du concept
de variété différentielle. Les idées révolutionnaires de Riemann sont une généralisation di-
recte de la géométrie différentielle des surfaces de Gauss en n dimensions. Plus tard cela
conduit à une définition exacte du concept moderne d’une variété riemannienne abstraite.

Chaque variété lisse admet une métrique Riemannienne, ce qui aide souvent à résoudre
des problèmes de topologie différentielle. il sert également de niveau d’entrée pour la struc-
ture plus compliquée des variétés pseudo-Riemanniennes, qui (en quatre dimensions) sont
les principaux objets de la théorie de la relativité générale. D’autres généralisations de la
géométrie Riemannienne incluent la géométrie de Finsler.

Il traite d’un large éventail de géométries dont les propriétés métriques varient d’un
point à l’autre, y compris les types standard de géométrie non Euclidienne .

Il existe une analogie étroite de la géométrie différentielle avec la structure mathéma-
tique des défauts dans les cristaux réguliers. Les dislocations et les divulgations produisent
des torsions et des courbures.

Ces nouvelles idées ont menées directement à la géométrie non euclidienne et à la rela-
tivité générale par exemple.

Notre travail s’articule autour de trois points essentiels :
Le premier chapitre est consacré au rappel des notions de base essentielles à la com-

préhension on introduira les notions fondamentales de la géométrie différentielle et de la
topologie différentielle, nous définissons les espaces topologiques, la topologie séparée, la
topologie produit, le voisinage et l’homéomorphisme, les applications linéaires continues
sur des espaces vectoriels normés et les théorèmes fondamentales du calcul différentiel.
Le deuxième chapitre constitue le premier pas du travail où nous développons avec beau-
coup de détails les notions essentielles qui consistent à l’étudie les variétés différentielles,
nous définissons la notion de variété différentiable (Variété topologique, Carte sur une va-
riété topologique, Atlas sur une variété topologique), la notion d’espace tangent à une variété
différentiable en un point donné, champs de vecteurs, le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs, transformation d’un champs de vecteurs d’une variété à une autre variété, Espace
cotangent-Fibré cotangent, et l’application pull-back.

Le dernier chapitre est une introduction à l’algèbre tensorielle, où nous définissons la
notion de tenseurs, champs tensoriels, les n-formes, les champs de n-formes, l’algèbre exté-
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rieur et les notions de tenseurs sur une variété différentielle.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. [1]Une topologie sur un ensemble X est une partie T de P (X) (l’ensemble des
sous-ensembles de X) qui vérifie les propriétés suivantes :

i) ∅ ∈ T ,X ∈ T

ii) L’intersection de deux éléments de T est un élément de T

iii) La réunion (finie ou infinie) d’une famille d’éléments de T est un élément de T

□ Un espace topologique est un couple (X,T ) où X est un ensemble et T une topologie sur X.

□ Les éléments de T sont appelés les ouverts de X.

□ Un fermé de (X,T ) est une partie de X dont le complémentaire de X est un ouvert de (X,T ).

□ Une base B pour une topologie T est une collection d’ouverts de T telle que tout ouvert
O ∈ T peut s’écrire comme une réunion d’éléments Oi ∈B, i ∈ I : O =

⋃
i∈I

Oi .

Exemple 1.1. Sur un ensemble X il existe toujours deux topologies "extrêmes", la topologie dis-
crète Td = P (X) et la topologie grossière Tg = {∅,X}. Pour la topologie discrète, toute partie de X
est à la fois ouverte et fermée, pour la topologie grossière, les fermés sont ∅ et X.

Exemple 1.2. Un ensemble à deux éléments X = {x,y} peut être muni de quatre topologies diffé-
rentes :

Tg = {∅,X}, Td = P (X), T1 = {∅, {x},X}, T2 = {∅, {y},X},

les fermés de T1 sont les éléments de T2 et inversement.

Exemple 1.3. Sur R, l’ensemble formé de ∅,R et des intervalles de la forme ]a,b[, n’est pas une
topologie, car la propriété (iii) n’est pas vérifiée. En revanche, l’ensemble formé de ∅ et R et des
réunions quelconques d’intervalles de la forme ]a,b[ est bien une topologie sur R. On l’appelle
topologie usuelle sur R et on la note par Tu .

7
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1.1.1 Topologie induite

Définition 1.1.2. Soient (X,T ) un espace topologique et A une partie de X. On vérifie immédia-
tement que l’ensemble

TA := {O ∩A ,O ∈ T },

est une topologie sur A . On l’appelle topologie induite sur A par T

Remarque 1.1.1. Les ouverts de la topologie induite sur A par la topologie de X sont donc les
intersections des ouverts de X avec A .
Par passage au complémentaire, on vérifie facilement que les fermés de A sont aussi les intersec-
tions des fermés de T avec A .

Exemple 1.4. L’intervalle [0,1[ est un ouvert de [0,2] muni de la topologie induite par Tu , car
[0,1[=] − 1,1[∩[0,2] et ] − 1,1[∈ Tu . Notons que [0,1[ est aussi un fermé de [−1,1[, muni de la
topologie induite par Tu , car [0,1[= [0,4]∩ [−1,1[ avec [0,4] fermé de (R,Tu).

1.1.2 Topologie produit

Le produit de deux espaces topologiques est naturellement un espace topologique.

Définition 1.1.3. Soit (Xi ,Ti)i∈I , une famille d’espaces topologiques, et soit X le produit cartésien
des Xi . La topologie produit sur X est la topologie sur X ayant le moins d’ouverts et telle que toutes
les projections pi : X −→ Xi sont continues. Les ouverts élémentaires de la topologie produit sont
les ensembles : ⋂

i∈J
p−1
i (Ui),

où J est une partie finie de I et Ui est un élément de Ti (autrement dit, un ouvert de Xi). Tout
ouvert s’écrit comme réunion d’ouverts élémentaires.

Démonstration. i) Puisque ∅ =
∏
i∈I
∅ et X =

∏
i∈I
Xi donc ∅,X ∈ T

ii) Un ouvert est de la forme
⋃

i=(i1,..,in)∈I
Ui1 × ... ×Uin où I est une famille de multi-indices

quelconque, or :(⋃
i∈I
Ui1 × ...×Uin

)
∩
(⋃
j∈J
Vj1 × ...×Vjn

)
=

⋃
(i,j)∈I×J

(
(Ui1 × ...×Uin)∩ (Vj1 × ...×Vjn)

)
=

⋃
(i,j)∈I×J

(Ui1 ∩Vj1)× ...× (Uin ∩Vjn),

et Uik ∩Vjk est un ouvert de Xk.

iii) Par définition de la topologie produit.

Exemple 1.5. La topologie produit de R
n ×Rm, avec chacun des facteurs R

n et Rm muni de sa
topologie usuelle, est la topologie usuelle sur Rn+m.
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1.1.3 Topologie quotient

Définition 1.1.4. Soit X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X notons
p : X −→ X/R la projection canonique. La topologie quotient sur X/R est telle que : u ⊂ X/R est
ouvert si p−1(u) est un ouvert de X.

Exemple 1.6. La loi R/Z, avec la relation d’équivalence R définie par

∀x,y ∈R : xRy⇔ x − y ∈Z.

1.1.4 Voisinages

Définition 1.1.5. Soient (X,T ) un espace topologique, A et B deux parties de X. On dit que B est
un voisinage de A lorsqu’il existe un ouvert O de T tel que

A ⊂ O ⊂ B.

• Si A = {x}, on dit simplement que B est un voisinage de x :

∃O ∈ T : x ∈ O ⊂ B.

• On note V (x) l’ensemble des voisinages de x,

V (x) = {B ∈ X / ∃O ∈ T ;x ∈ O ⊂ B}.

Remarque 1.1.2. Une partie A de X est un ouvert si et seulement si A est un voisinage de chacun
de ses points.

1.1.5 Espace séparé

[2]Un espace topologique (X,T ) est dit séparé, si pour tout points distincts X et y de X,
il existe des voisinages disjoints Vx et Vy de x et y respectivement :

∀x,y
x,y
∈ X, ∃Vx ∈ V (x), ∃Vy ∈ V (y) / Vx ∩Vy = ∅.

Exemples :

1) (R,Tu) est séparé.

2) X = {0,1}, la topologie {∅,X, {0}} est non séparée, puisque le seul ouvert contenant 1 est
X et 0 ∈ X.

1.1.6 Continuité et homéomorphismes

Définition 1.1.6. Une application d’un espace topologique X dans un espace topologique Y est
dite continue si l’image réciproque d’un ouvert de Y est un ouvert de X.
Si ϕ est une bijection entre deux espaces topologiques telle que ϕ et ϕ−1 soient continues, alors ϕ
est dite un homéomorphisme et les deux espaces sont homéomorphes.

Proposition 1.1.1. Soient X, Y deux espaces topologiques tels que X est homéomorphe à Y et Y
est séparé. Alors X est séparé.
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Démonstration. Soit f : X −→ Y un homéomorphisme et x1,x2 ∈ X, tel que x1 , x2.
Alors f (x1), f (x2) ∈ Y et f (x1) , f (x2).
Par la condition de séparabilité, il existe deux ouverts v1,v2 de Y tels que

f (x1) ∈ v1, et f (x2) ∈ v2, et v1 ∩ v2 = ∅⇒ x1 ∈ f −1(v1), x2 ∈ f −1(v2)

⇒ f −1(v1)∩ f −1(v2) = f −1(v1 ∩ v2) = ∅.

D’où X est séparé.

1.1.7 Espace métrique

Définition 1.1.7. Si E est un ensemble, une application

d : E ×E −→R+

telle que ∀x,y,z ∈ E :

1) d(x,y) ≥ 0 et [d(x,y) = 0⇔ x = y].

2) d(x,y) = d(y,x).

3) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z).

Est dite une distance et fait de l’ensemble E un espace métrique, qu’on notera (E,d).

Proposition 1.1.2. Tout espace métrique est séparé.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique, et x,y ∈ X, x , y.
On pose 0 < d(x,y)

2 = r et u = B(x,r), v = B(y, r) et supposons que z ∈ U ∩V , on a alors :
d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y) < 2r = d(x,y) ce qui est une contradiction, donc U ∩V = ∅ et X est
séparé.

Sur un espace métrique (E,d), une boule ouverte de centre x, x ∈ E et de rayon ε > 0 est
définie par :

B(x,ε) = {y ∈ E / d(x,y) < ε}.

La collection des sous-ensembles de E obtenues en considérant toutes les réunions de boules
ouvertes, définit une topologie sur E.
Sur l’espace métrique (E,d), la suite {xn} est dite suite de Cauchy si

∀ε > 0 ∃N ∈N, ∀n,m ∈N : n,m ⩾N ⇒ d(xn,xm) < ε.

L’espace est dit complet si toute suite de Cauchy converge.

1.1.8 Espace vectoriel normé

Norme

Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle norme sur E une application

∥ . ∥: E −→R
+

x 7−→∥ x ∥,

qui vérifie
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1) ∀x ∈ E : ∥ x ∥= 0⇔ x = 0.

2) ∀λ ∈R,∀x ∈ E : ∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥.

3) ∀x,y ∈ E : ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥.

Un espace vectoriel sur R muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé (e.v.n).
Soit E un espace vectoriel normé, l’application

d : E ×E −→R+

(x,y) 7−→ d(x,y) =∥ x − y ∥,

est une distance sur E, on l’appelle distance induite par la norme.

Exemples

Les normes usuelles de R
n :

Pour tout x = (x1, ..xn) ∈Rn

∥ x ∥1=
n∑
i=1
| xi | , ∥ x ∥2=

√
n∑
i=1
| xi |2 , ∥ x ∥∞= max

1≤i≤n
| xi |

Espace de Banach

Définition 1.1.8. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé qui est complet pour la
distance induite par la norme.

1.2 Applications différentiables

1.2.1 Applications linéaires continues

Rappels

Soient (E,∥ . ∥E),(F,∥ . ∥F) et (G,∥ . ∥G) des espaces vectoriels normés.
Une application linéaire continue u : E −→ F est continue si et seulement si :

∃k ≥ 0, ∀x ∈ E : ∥ u(x) ∥F≤ k ∥ x ∥E . (i.e si elle est continue en 0E )

Cas particulier, si la dimension de E est finie et si u : E −→ F est linéaire alors u est continue.
Une application bilinéaire ϕ : E ×F −→ G est continue si et seulement si

∃k ≥ 0, ∀x ∈ E, ∀y ∈ F : ∥ ϕ(x,y) ∥G ≤ k ∥ x ∥E∥ y ∥F .

Cas particulier, si les dimensions de E et F sont finies, alors toute application bilinéaire de
E ×F −→ G est continue.

Proposition 1.2.1. Soit u ∈ (E,F), les proprietés suivantes sont équivalentes :

1. ∃M ≥ 0 ; ∀x ∈ E : ∥ u(x) ∥F≤M ∥ x ∥E .

2. u est continue sur E.

3. u est continue en 0.

4. u est bornée sur la boule d’unité.
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5. u est bornée sur la sphère d’unité.

Démonstration. il suffit de prouver les implications cycliques entre les propriétés.
(1) =⇒ (2) :
Par la linéarité de u, on a u(y)−u(x) = u(y − x) donc, ∀(x,y) ∈ E2, ||u(y)−u(x)||F ≤ k||y − x||E .
Donc u est lipschitzienne alors continue .
(2) =⇒ (3) : trivial.
(3) =⇒ (4) : Puisque u est continue en 0, on en déduit l’existence d’un certain η > 0 tel
que ||u(x)||F ≤ 1 pour tout x ∈ B̄E(0,η). Or x ∈ B̄E(0,η) si seulement si η−1 x ∈ B̄E (0,1), par
linéarité de u, on conclut que ||u(x)||F ≤ η−1 pour tout x ∈ B̄E (0,1).
Donc u est bornée sur la boule unité .
(4) =⇒ (5)trivial .
(5) =⇒ (1)Notons M une borne de u restreinte à la sphère d’unité.
En utilisant la linéarité de u et le fait que u est bornée par M sur la sphère unité, on obtient
donc :

||u(x)||F = ||x||E ||u( x
||x||E

)||F ≤M ||x||E

1.2.2 Différentielle

Définition 1.2.1. Soient (E,∥ . ∥E) et (F,∥ . ∥F) deux espaces de Banach, et soit U un ouvert non
vide de E.
Une application f :U ⊂ E −→ F est dite différentiable en a ∈U s’il existe une application linéaire
continue L ∈L (E,F) telle que

Lim
x→a

∥ f (x)− f (a)−L(x − a) ∥F
∥ x − a ∥E

= 0.

En posant x − a = h on obtient

Lim
h→0E
h,0E

∥ f (a+ h)− f (a)−L(h) ∥F
∥ h ∥E

= 0.

• L’application L est unique, elle est appelée différentielle de f en a qui noter daf ou
(
df

)
(a).

• On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point x ∈U .
Dans ce cas, on appelle différentielle de f l’application

df :U −→L (E,F)
x 7−→ dxf .

Si de plus, df est continue on dit que f est de classe C1.

Remarque 1.2.1. Une application différentiable est nécessairement continue.

Exemples

1) Toute application constante est différentiable, de différentielle nulle.

2) Si f : E −→ F ( E et F deux e.v.n de Banach) est une application linéaire continue, alors
f est différentiable et on a, pour tout a ∈ E : daf = f ′.
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3) Si g : E ×E −→ F est une application bilinéaire continue, alors g est différentiable et on
a, pour tout x1,x2,h1,h2 ∈ E(

d(x1,x2)g
)
(h1,h2) = g(x1,h2) + g(h1,x2).

4) Toute application affine continue

A : E −→ F

x 7−→ A(x) = b+L(x).

où b ∈ F et L : E −→ F une application linéaire continue, est différentiable, et on a pour
tout a ∈ E; daA = L.

Proposition 1.2.2. Soient E,F,G des espaces de Banach.

i) Si f : U ⊂ E −→ F et g : V ⊂ E −→ F sont différentiables respectivement sur les ouverts U
et V d’un même espace E. Alors leur somme f + g est différentiable sur U ∩V et on a, pour
tout x ∈U ∩V

dx(f + g) = dxf + dxg.

D’autre part, quelque soit λ ∈R, λf est différentiable et on a, pour tout x ∈U

dx(λf ) = λdxf .

ii) Si f : U ⊂ E −→ F est différentiable en un point x ∈ U et g : V ⊂ F −→ G est différentiable
en un point y = f (x) ∈ V , alors g ◦ f :U ⊂ E −→ G est différentiable en x et on a

dx(g ◦ f ) = df (x)g ◦ dxf .

iii) Si f :U −→R
m et g :U −→R ( U un ouvert de E) deux application différentiables au point

a ∈U . Alors l’application

f .g :U −→R
m

x −→ (f .g)(x) := f (x)g(x),

est différentiable en a et on a :

da(f .g) = g(a).daf + f (a).dag.

iv) Si f :U −→R est une application différentiable au point a ∈U . Si f (a) , 0, alors l’applica-

tion
1
f

est définie dans un voisinage de a et est différentiable en a :

da(
1
f

) =
−1
f 2(a)

daf .

1.2.3 Applications différentiables en dimension finie

On s’intéresse ici au cas où E = R
n et F = R

m.
Une application f : U −→ R

m, avec U ouvert de R
n est déterminée par ses composantes

(fi)i=1,...m.
Lorsqu’elles existent, les différentielles partielle des composantes sont les applications li-
néaires de R dans R :

djfi : hj −→
∂fi
∂xj

hj , i ∈ [1,m] et j ∈ [1,n].
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Matrice Jacobienne

La matrice Jacobienne de f en a est la matrice des dérivées partielles :

Jaf =
( ∂fi
∂xj

)
1≤i≤m
1≤j≤n

=



∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

. . .
∂f2
∂xn

. . . . .

. . . . .
∂fm
∂x1

. . .
∂fm
∂xn


.

Proposition 1.2.3. Si f est différentiable en a, alors la matrice de daf ∈ L (E,F) dans les bases
canoniques est la matrice Jacobienne Jaf .

Remarque 1.2.2. f est de classe C1 sur U si et seulement si la matrice Jacobienne existe et est
continue sur U .

1.2.4 Difféomorphisme

Soient U , V deux ouverts (non vides) d’espaces de Banach E et F, respectivement.

Définition 1.2.2. On dit qu’une application f : U −→ V est un difféomorphisme de U sur V si
et seulement si

1) f est une bijection.

2) f est de classe C1 sur U .

3) f −1 est de classe C1 sur V .

Proposition 1.2.4. Si f : U −→ V est un difféomorphisme, alors en tout point de U sa différen-
tielle est un isomorphisme de E sur F et la différentielle de f −1 est liée à celle de f par la formule

dyf
−1 =

(
df −1(y)f

)−1
, pour tout y ∈ V .

1.2.5 Théorème d’inversion locale

Si f :U −→ V est de classe C1, et si a ∈U et tel que daf soit un isomorphisme de E sur F,
alors il existe un voisinage ouvert Ua de a dans U et un voisinage ouvert Vb de b = f (a) dans
V tel que la restriction f /Ua soit un difféomorphisme de Ua vers Vb.

1.2.6 Théorème d’inversion globale

Soit f : U −→ F une application de classe C1 avec U un ouvert non vide. Alors f est un
difféomorphisme de U vers f (U ) si et seulement si f est injective et sa différentielle en tout
point de U est un isomorphisme de E sur F.

Remarque 1.2.3. Soit U un ouvert de R
p et f : U −→ R

p une application injective et de classe
C1. Alors f est un difféomorphisme si et seulement si le déterminant de sa matrice Jacobienne ne
s’annule pas sur U .
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1.2.7 Théorème des fonctions implicites

Le théorème des fonctions implicites concerne la résolution d’équations non-linéaires de
la forme f (x,y) = 0, et doit son nom au fait que, sous certaines hypothèses on peut étirer
y comme fonction de x : on dit que f (x,y) = 0 définit implicitement y, ou encore y comme
fonction implicite de x.

Théorème 1.2.1. (Des fonctions implicites)
Soit f une fonction de classe Ck définie sur un ouvert Ω de R

p × Rq, à valeurs dans R
q. Soit

(a,b) ∈Rp ×Rq tel que f (a,b) = 0. On suppose que la matrice(
∂fi
∂yj

(a,b)
)

1≤i,j≤q

est inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U de (a,b) dans Rp ×Rq, et un voisinage V de a
dans Rp et une fonction g : V →R

q de classe Ck tels que, pour tout (x,y) ∈U , on a

f (x,y) = 0⇔ y = g(x).

1.2.8 Applications différentiables d’ordre supérieur

Soient E et F deux espaces de Banach et f : U ⊂ E −→ F où U est un ouvert de E, et soit
n ∈N tel que n ≥ 2. On dit que

i) f est n-fois différentiable en x ∈ U , si elle est différentiable dans un voisinage ouvert
Ux de x et sa différentielle

df :Ux −→L (E,F) est (n− 1) fois différentiable en x.

ii) f est n-fois différentiable dans U si elle est n-fois différentiable en tout point de U .

iii) f est de classe Cn si et seulement si sa différentielle est de classe Cn−1.

iv) f est de classe C∞ si elle est de classe Cn pour tout n ≥ 1.

Exemple

Les applications linéaires continues sont de classe C∞.



CHAPITRE 2

VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

En termes simples, ce sont des espaces qui, localement ressemblent à un espace euclidien
R
n, et sur lequel on peut faire du calcul.

Les exemples les plus familiers, mis à part les espaces euclidiens eux-mêmes, sont les plans
lisses, les courbes telles que les cercles et les paraboles, et les surfaces lisses telles que les
sphères, paraboloïdes, ellipsoïdes et hyperboloïdes. Les variétés les plus simples sont les

variétés topologiques, qui sont des espaces topologiques avec certaines propriétés qui
codent ce que nous voulons dire sur le faite qu’ils "ressemblent localement " à R

n.
Cependant, de nombreuses applications importantes de variétés impliquent le calcul. Par

exemple, les applications de la théorie des variétés à la géométrie impliquent des
propriétés telles que le volume et la courbure. Généralement, les volumes sont calculés par
intégration, et les courbures sont calculées par différenciation, donc pour étendre ces idées

à des variétés nécessiterait certains moyens de donner un sens à l’intégration et à la
différenciation sur une variété.

L’application à la mécanique classique impliquent la résolution des systèmes d’équations
différentielles ordinaires sur les variétés, et les applications à la relativité générale (la

théorie de la gravitation) impliquent la résolution d’un système d’équations aux dérivées
partielles.

2.1 Notions de base sur les variétés

2.1.1 Variétés topologiques

Définition 2.1.1. [9]Soit M un espace topologique. On dit que M est une variété topologique de
dimension n ou un n-variété topologique s’il possède les propriétés suivantes :

• M est séparé .

• M est à base dénombrable : il existe une base dénombrable pour la topologie de M.

• M est localement euclidien de dimension n : chaque point de M possède un voisinage
qui est homéomorphe à un sous-ensemble ouvert de Rn.
La troisième propriété signifie, plus précisément, que pour tout p ∈M nous pouvons trouver

□ Un ouvert U ⊆M contenant p,

□ Un ouvert Û ⊆R
n, et

16
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□ Un homéomorphisme ϕ :U −→ Û .

Figure 2.1 – Variété topologique

Si M est une variété topologique, nous abrégions souvent la dimension de M comme dimM.
Officieusement, on écrit parfois «SoitMn une variété» comme raccourci pour «SoitMn une variété
de dimension n». L’exposant n ne fait pas partie du nom de la variété, et n’est généralement pas
inclus dans la notation après la première occurrence. Il est important de noter que chaque variété
topologique a, par définition, une dimension spécifique et bien définie.

Remarque 2.1.1. En pratique, les propriétés (i) et (ii) sont généralement facile à vérifier, en par-
ticulier pour les espaces qui sont construits à partir d’autres variétés, parce que les deux propriétés
sont héritées par des sous-espaces et des produits finis). En particulier, il s’ensuit que chaque
sous-ensemble ouvert d’une variété topologique est lui-même une n-variété topologique (avec la
topologie induite, bien sûr).

2.1.2 Cartes de cordonnées

Soit M une n-variété topologique, une carte de cordonnées sur M (où simplement carte
sur M) est un couple (U,ϕ) où U est un ouvert de M et ϕ :U → Û est un homéomorphisme
de U dans un ouvert Û = ϕ(U ) ⊆ R

n. Par la définition d’une variété topologique, tout point
p ∈M est contenu dans le domaine de quelque cartes (U,ϕ). Si ϕ(p) = 0, on dit que la carte
est centrée en p.

Soit(U,ϕ) une carte, on appelle U le domaine de cordonnées, où un voisinage de cor-
données de tout ses points. L’application ϕ est appelée application de cordonnées (locale),
et les fonctions composante (x1,x2, ...,xn) de ϕ définit par ϕ(p) =

(
x1(p),x2(p), ...,xn(p)

)
. Sont

appelées cordonnées locale sur U .

Remarque 2.1.2. Une variété topologique de dimension n est de classeCk si les homéomorphismes
ϕ sont de classe Ck, k ≥ 1.

2.1.3 Exemples de variétés topologiques

Exemple 2.1. (Graphes de fonctions continues).
Soit U ⊆ R

n un ouvert et soit f : U −→ R
k une fonction continue. Le graphe de f est un sous

ensemble de Rn ×Rk définit par

Γ (f ) = {(x,y) ∈Rn ×Rk : x ∈U et y = f (x)},

avec la topologie induite, soit π1 : Rn ×Rk −→R
n qui définit la projection sur la première compo-

sante, et soit ϕ : Γ (f ) −→U la restriction de π1 sur Γ (f ) :

ϕ(x,y) = x , (x,y) ∈ Γ (f ).
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Puisque ϕ est la restriction d’une fonction continue, elle est continue, et c’est un homéomorphisme
car son inverse ϕ−1 = (x,f (x)) est continue. D’où Γ (f ) est une variété topologique de dimension
n. En faite, Γ (f ) est homéomorphe à U lui même, et (Γ (f ),ϕ) est une carte de cordonnées globales,
appelée cordonnées du graphe.
La même observation est appliquée à tout sous-ensemble de Rn+k définie en mettons n’importe quel
k des cordonnées (pas nécessairement le dernier k) égale à quelques fonctions continues de l’autre
n, qui est restreinte à se trouver dans un ouvert de Rn.

Exemple 2.2. (Les sphéres).
Pour tout entier n ≥ 0, la sphère d’unité Sn est séparé et à base dénombrable car c’est un sous espace
topologique de R

n+1. Pour montrer qu’il est localement Euclidien, pour tout indice i = 1, ...,n+ 1
soit U+

i un sous espace de Rn+1, où la ime cordonnées est positive :

U+
i = {(x1, ...,xn+1) ∈Rn+1 : xi > 0}.

Similaire-ment U−i est l’ensemble où xi < 0.
Soit f : Bn −→R une fonction continue.

f (u) =
√

1− | u |2.

Donc pour tout i = 1, ...,n+1, il est facile de vérifier que U+
i ∩S

n définit le graphe de cette fonction

xi = f (x1, ..., x̂i , ...,xn+1),

où le chapeau indique que xi est enlevé. Similaire-ment, U−i ∩S
n définit le graphe de

xi = −f (x1, ..., x̂i , ...,xn+1),

Donc, tout sous ensemble U+
i ∩ S

n est localement euclidien de dimension n, et les applications
ϕ :U+

i ∩S
n→B

n définis par

ϕ
+
i (x1, ...,xn+1) = (x1, ..., x̂i , ...,xn+1),

sont des cordonnées de graphe pour Sn. Puisque tout point de Sn est dans le domaine d’au moins
une de ces 2n+ 2 cartes, Sn est une n−variété topologique.

Figure 2.2 – Cartes de S
n

Afin de donner un sens aux dérivés des fonctions à valeurs réelles, courbes ou application
entre variétés, nous devons introduire un nouveau type de variétés appelé une variété lisse
ou différentiable. Elle sera une variété topologique avec une structure supplémentaire en
plus de sa topologie, qui nous permettra de décider quelles fonctions vers ou depuis la
variété sont lisses.
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2.1.4 Variétés différentiables

La définition sera basée sur le calcul des application entre les espaces Euclidien, com-
mencent par revoir quelques terminologies de base à propos de ce genre d’application. Si U
et V sont des ouverts d’espaces Euclidien R

n et Rm, respectivement, une fonction F :U → V
est dite lisse (où de classe C∞, ou infiniment différentiable) si toutes ses fonctions compo-
santes possèdent des dérivées partielles continues de tout les ordres. Si de plus F est bijective
et son application inverse est continue, elle est appelée difféomorphisme.
En particulier, un difféomorphisme est un homéomorphisme.
Pour voir quelle structure supplémentaire sur une variété topologique peut être appropriée
pour discerner quelle application est lisse, considérons une n−variété topologique arbitraire
M.
Tout point de M est dans un domaine d’une carte ϕ :U → Û = ϕ(U ) ⊆R

n.
Une définition plausible d’une fonction différentiable sur M sera de dire que f :M→ R est
différentiable si est seulement si la fonction composée f ◦ϕ−1 : Û → R est différentiable au
sens du calcul habituel. Mais ceci aura un sens seulement si cette propriété est indépendante
du choix de la carte. Pour garantir cette indépendance, on va restreindre notre attention sur
les " cartes lisses". Puisque la licité n’est pas une propriété d’homéomorphisme invariant, la
manière de faire ceci est de considérer la collection de toutes les cartes comme une sorte de
structure sur M.
Avec cette motivation en tête, nous pourrons décrire les détails de cette construction.

Définition 2.1.2. (Changement de cartes).
Soit M une n-variété topologique.
Soient (U,ϕ), (V ,ψ) deux cartes telles que U ∩ V , ∅, l’application de composition ψ ◦ ϕ−1 :
ϕ(U ∩V )→ ψ(U ∩V ) est appelée changement de cartes de ϕ vers ψ . C’est une composition
d’homéomorphismes, et devient elle même un homéomorphisme.

Figure 2.3 – Changement de cartes

Deux cartes (U,ϕ), (V ,ψ) sont dites compatible si, soit U ∩ V , ∅ ou le changement de
cartes ψ ◦ϕ−1 est un difféomorphisme. Puisque ϕ(U ∩ V ) et ψ(U ∩ V ) sont des ouverts de R

n,
la différentiabilité de cette application peut être interprétée dans le sens ordinaire en ayant des
dérivées partielles continues de tout les ordres.

Définition 2.1.3. (Atlas surM).
On définit un atlas pour M en étant la collection des cartes dont leurs domaines de définition
recouvrent M,
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A := {(Ui ,ϕi)}i∈I .

Exemple 2.3. Rn est un espace topologique séparé, on prendU = R
n, etϕ = Id

R
n , alors {(Rn, Id

R
n)}

est un atlas de dimension n et de classe C∞.
Puisque Id

R
n : Rn −→R

n est un homéomorphisme, et Id
R
no(Id

R
n)−1 = Id

R
n de classe C∞.

Exemple 2.4. Soit R une variété topologique, en effet R est séparé, et l’application identité

Id
R

: x 7→ x,

est un homéomorphisme, quelque soit U = ]−∞,1[ et V = ]0,+∞[ , on définit

ϕ :U −→ ϕ(U )
x 7−→ ϕ(x) = exp(x)

et
ψ : V −→ ψ(V )

x 7−→ ψ(x) = x2 ,

alors
ϕ−1 : ϕ(U ) −→U

y 7−→ ln(y)
et

ψ−1 : ψ(V ) −→ V
y 7−→ √y ,

on a : U ∩V , ∅ car 1
2 ∈U et 1

2 ∈ V et (U ∪V ) = R, ϕ et ψ sont continues et ϕ−1, ψ−1 sont aussi
continues, elles sont bijectives (surjectives par construction et injectives par définition) donc ϕ et
ψ sont des homéomorphismes.
ψ ◦ϕ−1(x) = (ln(x))2 est bijective et de classe C1 et (ψ ◦ϕ−1)−1 = exp(

√
x) est de classe C1 donc

ψoϕ−1 est un difféomorphisme.
Alors la famille

{
(]0,+∞[ ,x2); (]−∞,1[ ,exp(x))

}
est un atlas sur R.

Un atlas A est appelée atlas lisse si toutes les cartes de A sont compatible deux à deux.
Pour montrer qu’un atlas est lisse, on aura besoin seulement de vérifié que tout changement de
cartes ψ ◦ϕ−1 est lisse pour toutes cartes (U,ϕ), (V ,ψ) de A , une fois avoir prouvé ceci, on dé-
duit que ψ ◦ ϕ−1 est un difféomorphisme car son inverse (ψ ◦ ϕ−1)−1 = ϕ ◦ ψ−1 est l’une des
changements de cartes qu’on a déjà vérifié la licité. Alternativement, étant donné deux cartes par-
ticulière (U,ϕ), (V ,ψ), il est souvent plus facile de montrer qu’elles sont compatibles en vérifiant
que ψ ◦ϕ−1 est lisse et est injective avec un Jacobien non nul en tout point.
On pourrait choisir de définir une structure lisse comme une classe d’équivalence d’atlas lisses
avec une relation d’équivalence appropriée. Cependant, il est plus direct de poser les définitions
suivantes

2.1.5 Atlas compatibles

Définition 2.1.4. Soit M une variété différentiable, soit A et B deux atlas de dimension n et de
classe CK sur M. A et B sont dit atlas compatibles sur M si

i) ∀(U,ϕ) ∈ A et (V ,ψ) ∈ B : U ∩V , ∅ et ϕ ◦ψ−1 est un Ck−difféomorphisme.

ii) ϕ ◦ψ−1 : ψ(U ∩V ) −→ ϕ(U ∩V ) est Ck−difféomorphisme.

iii) ϕ ◦ψ−1 et ψ ◦ϕ−1 sont Ck− différentiables (Puisque ϕ ◦ψ−1 est bijective).

Notons AT L(M) l’ensemble des atlas de dimension n et de classe Ck sur M, k ≥ 1.

Définition 2.1.5. On définit la relation suivante

∀A,B ∈ AT L(M) : A Re B⇔ A et B sont compatibles.

Re est bien une relation d’équivalence.
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Démonstration. 1. Re est réflèxive :
Soit A ∈ AT L(M) et (U,ϕ) ∈ A.
PuisqueU∩U =U alorsU∩U , ∅, etϕ :U −→ ϕ(U ),ϕoϕ−1 = IdU est unCk−difféomorphisme
alors A Re A.

2. Re est symétrique :
Soit A,B ∈ AT L(M) et (U,ϕ) ∈ A et (V ,ψ) ∈ B .
On suppose queA et B sont compatibles alorsAReB, alorsϕ◦ψ−1 est unCk−difféomorphisme
donc il est bijective est sa réciproque (ϕ ◦ψ−1)−1 = ψoϕ−1 est aussi un Ck− difféomor-
phisme. D’où B Re A.

3. Re est transitive :
Soit A,B,C ∈ AT L(M) et (U,ϕ) ∈ A et (V ,ψ) ∈ B, (W,φ) ∈ C .
On suppose queAReB et BReC on a alors :ϕ◦ψ−1 etψ◦φ−1 sont desCk−difféomorphismes,
et puisque ϕ ◦φ−1 = ϕ ◦ψ−1 ◦ψ ◦φ−1 alors ϕ ◦φ−1 est aussi un Ck−difféomorphisme.
D’où A et C sont compatibles i.e A Re C.
On déduit que Re est une relation d’équivalence.

L’ensemble des classes d’équivalence :

AT L(M)/Re =
{
Å, A ∈ AT L(M)

}
,

tel que
Å = {B ∈ AT L(M) / A Re B}

Définition 2.1.6. (Atlas maximal).
Un atlas A sur M est maximal s’il n’est pas contenu dans un autre atlas lisse plus large (i.e A
est la réunion de tous les atlas appartenant à la même classe d’équivalence).
Ceci revient à dire que toutes carte est compatible avec toutes carte de A est déjà en A .

Définition 2.1.7. (Variété différentiable).
Soit M une variété topologique, une structure lisse sur M est un atlas lisse maximal.
Une variété lisse est un couple (M,A ) où M une variété topologique et A est une structure lisse
sur M.
On mentionnera simplement "M et une variété lisse", les structures lisses sont aussi appelées
structure différentiable ou structure C∞.

Remarque 2.1.3. Il n’est pas toujours possible de trouver une structure lisse sur une variété to-
pologique donnée, il existe des variétés topologiques qui n’admettent aucune structure lisse (le
premier exemple est une variété topologique compacte de dimension 10 trouvée en 1960 par Mi-
chel Kervaire).

Exemple 2.5. (Deux atlas non-compatibles).
Prenons l’atlas du premier exemple {(Rn, Id

R
n)}.

(R, {(R,ϕ)}) est une variété différentiable de dimension 1 de classe C∞, où

ϕ : R −→R

x 7−→ ϕ(x) = x3,

ϕ est bien un homeomorphisme. en effet, ϕ est bijective, continue et

ϕ−1 : R −→R

x 7−→ ϕ−1(x) =3 √x.
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ϕ−1 est bien continue.
(R,ϕ) est un atlas sur R.
La question qui se pose, est ce que ces deux atlas sont compatibles?
On a

ϕ ◦ Id−1
R

: R −→R

x 7−→ ϕ ◦ Id−1
R

(x) = ϕ(x) = x3

qui est C∞ différentiable.

Id
R
◦ϕ−1 : R −→R

x 7−→ Id
R
◦ϕ−1(x) =3

√
3

qui n’est pas différentiable en 0, (ϕ−1)
′
(x) =

1

3.3
√
x2

.

D’où les deux atlas (R, Id) et (R,ϕ) ne sont pas compatibles.

Exemple 2.6. (Variétés différentielles de dimension 1).

1. les courbes, les droites, les graphes de fonctions continues, les cercles, les segments.
Soit f : R −→ R une application continue. et Γf = {(x,f (x)) ∈ R×R} muni de la topologie
induite par Tu et de l’atlas A = {Γf ,p1/Γf } où p1 définit la projection canonique sur le
premier facteur, est une variété différentielle de dimension n. en effet

p1/Γf : Γf −→R

(x,f (x)) 7−→ p1(x,f (x)) = x,

est un homéomorphisme.

2. Le cercle d’unité S1 =
{
(x,y) ∈R2/x2 + y2 = 1

}
⊂R

2 est une variété différentiable de dimen-
sion 1 et et de classe C∞ avec l’atlas A = {(Ui ,ϕi)}i∈[1,4].

Considérons les ouverts :
U1 =

{
(x,y) ∈ S1; y > 0

}
,

U2 =
{
(x,y) ∈ S1; y < 0

}
,

U3 =
{
(x,y) ∈ S1; x > 0

}
,

U4 =
{
(x,y) ∈ S1; x < 0

}
.

Et les applications suivantes :

ϕ1 :U1 ⊂ S1 −→ ϕ1(U1) ⊂R, ϕ2 :U2 ⊂ S1 −→ ϕ2(U2)
(x,y) 7−→ ϕ1(x,y) = x. (x,y) 7−→ ϕ2(x,y) = x.

ϕ3 :U3 ⊂ S1 −→ ϕ3(U3) ϕ4 :U4 ⊂ S1 −→ ϕ4(U4)
(x,y) 7−→ ϕ3(x,y) = y. (x,y) 7−→ ϕ4(x,y) = y.

i) Les ϕi sont surjectives par construction.

ii) ϕ1 est injective car :

∀ (x,y) , (x′, y′) ∈U1 : ϕ1 (x,y) = ϕ1 (x′, y′) =⇒ x = x′

on a : {
(x,y) ∈U1 ⊂ S1

(x′, y′) ∈U1 ⊂ S1 =⇒
{
x2 + y2 = 1; y > 0.
x′2 + y′2 = 1; y′ > 0.

puisque x = x′ alors y2 − y′2 = 0, avec y′, y > 0, d’où y = y′
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iii) ϕ1 est continue (évident), et

ϕ−1
1 : ϕ1 (U1) ⊂R −→U1

x 7−→ ϕ−1
1 (x) =

(
x,
√

1− x2
)

= ϕ1 (U1) ; x ∈ ]−1,1[

ϕ−1
1 continue car ses fonctions composantes sont continues.

iv) On a U1 ∩U3 , ∅, U2 ∩U4 , ∅ et U1 ∩U3 , ∅,

ϕ1oϕ
−1
3 : ϕ3 (U1 ∩U3) −→ ϕ1 (U1 ∩U3)

x 7−→ ϕ1oϕ
−1
3 (x) =

√
1− x2.

D’où ϕ1oϕ
−1
3 est un difféomorphisme.

Exemple 2.7. ( Variétés de dimension 2).
la sphère S2 =

{
(x1,x2,x3) ∈R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}
⊂ R

3 une variété différentiable de dimension 2
et de classe C∞.

Considérons les ouverts UN = S2\N et US = S2\S telle que : N = (0,0,1) et S = (0,0,−1).
L’application : ϕN :UN −→ ϕN (UN ) ⊂R

2 définie par

ϕN (x,y,z) = ( x
1−z ,

y
1−z ),

est continue surUN car ses composantes sont continues surUN , de plusϕN est bijective (surjective
par construction et injective par définition), son application inverse est donnée par

ϕ−1
N (x1,x2) = ( 2x1

1+x2
1+x2

2
, 2x2

1+x2
1+x2

2
,
−1+x2

1+x2
2

1+x2
1+x2

2
),

est aussi continue car ses composantes sont continues, donc ϕN est un homéomorphisme de R
3

sur UN L’application : ϕS :US −→ ϕS(US) ⊂R
2 définie par

ϕS(x,y,z) = ( x
1+z ,

y
1+z ),

est aussi un homéomorphisme de R2sur US , l’inverse pour expression

ϕ−1
S (x,y) = ( 2x1

1+x2
1+x2

2
, 2x2

1+x2
1+x2

2
,

1−x2
1−x

2
2

1+x2
1+x2

2
)

l’application de changement de cartes

ϕ−1
S ◦ϕN (x,y) = ( x

x2+y2 ,
y

x2+y2 ),

qui est clairement de classe C∞, donc {(UN ,ϕN ), (US ,ϕS)} est un atlas sur S2.

Exemple 2.8. (Variété de dimension n).

1) R
n muni de la topologie usuelle et de l’atlas à une seule carte A = {(Rn, Id)} est une variété

différentiable de dimension n.

2) Tout R− espace vectoriel E de dimension n est une variété différentiable de même dimension :
tout isomorphisme ϕ : E −→ R

n définit un atlas (E,ϕ). De même tout ouvert U ⊂ E de
l’espace vectoriel est également une variété différentiable, l’atlas étant (U,ϕ).
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Proposition 2.1.1. Soit M une variété différentiable de dimension n, munie de l’atlas A =
{(Ui ,ϕi)}i∈I .
Soit U est un ouvert de M, alors U est une variété différentiable de dimension n, avec l’atlas

A ′ =
{((

Ui ∩U
)
, ϕi

/
(Ui ∩U )

)}
i∈I

Démonstration.
{(
Ui ∩U

)}
i∈I

est un recouvrement ouvert,

∪
i∈I

(Ui ∩U ) = (∪
i∈I
Ui)∩U =M ∩U =U.

ϕi
/
(Ui ∩U ) : Ui ∩U −→ ϕi(Ui ∩U ) ⊂R

n,

est un homéomorphisme.
Soit

(
(Ui ∩U ), ϕi

/
(Ui ∩U )

)
et

(
(Uj ∩U ),ϕj

/
(Uj ∩U )

)
deux cartes telles que

(Ui ∩U )∩ (Uj ∩U ) , ∅, on pose

T = (Ui ∩U )∩ (Uj ∩U ),

ϕj
/
(Uj ∩U ) ◦ϕ−1

i

/
(Ui ∩U ) : ϕi(T ) −→ ϕj(T ),

est un C∞−difféomorphisme.

Exemple 2.9. L’ensemble des matrices inversibles :

GL(n,R) = {A ∈Mn(R) / det(A) , 0}

muni de la topologie induite par la topologie usuelle de R
n2

est une variété différentiable de di-
mension n2 car :

GL(n,R) = det−1 (]−∞,0[∪ ]0,+∞[)
= {A ∈Mn(R)/ det(A) , 0} ,

tel que :
det :Mn(R) −→R

A 7→ detA,

]−∞,0[∪ ]0,+∞[ est un ouvert dans R, det est continue, on a alors GL(n,R) est un ouvert.

2.1.6 Sous-variétés différentiables

Définition 2.1.8. Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe Ck avec (k ≥ 1).
soit p un entier naturel inférieur ou égal à n (p ≤ n), et soient X un espace topologique et f : X −→
M une application qui vérifie la propriété suivante Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvertU
de x, une carte locale (V ,ϕ) au point y = f (x) telle que f (U ) ⊂ V et ϕof est un homéomorphisme
de U sur ϕ(V )∩Rp, en identifiant Rp au sous-espace Rp × {0} de Rn.

Exemple 2.10. (Sous-variétés)

1. L’exemple "canonique" de sous-variété différentiable de dimension m de Rn est donc, d’aprés
la définition, le sous-espace Rm × {0}.
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2. Pour λ ∈R, soit
Sλ =

{
(x1,x2,x3) ∈R3, x2

1 + x2
2 − x

2
3 = λ

}
,

considérons F : R3 −→R définie par :

F(x1,x2,x3) = x2
1 + x2

2 − x
2
3 −λ,

alors F est de classe C1, JacF(x1,x2,x3) = (2x1,2x2,−2x3) et

Sλ =
{
(x1,x2,x3) ∈R3, F(x1,x2,x3) = 0

}
,

si λ , 0, rang(JacF(x1,x2,x3)) = 1 (le maximum possible) car sinon x1,x2,x3 seraient tous
nuls ( ce qui est impossible car x2

1 + x2
2 − x

2
3 = λ , 0 ), comme :

(0,0,0) < Sλ,∀a ∈ Sλ : rangJacF(a) = 1

et donc Sλ est une sous-variété différentiable de R3 de dimension 2 .

2.1.7 Variétés orientables

Définition 2.1.9. Soit M une variété différentiable. On dit que M est orientable lorsqu’il existe
un atlas (compatible avec la structure différentielle de M) tel que les jacobiens des changements
de cartes sont positifs.

2.1.8 Variété produit

Proposition 2.1.2. Soient (M1,A1), (M2,A2) deux variétés de classe C∞, munies de deux atlas
A1 et A2 de dimension n1, n2 respectivement, alors le produit A1 ×A2 donné par :

A1 ×A2 =
{
(Ui ×Uj ,ϕi ×ψj)\ (Ui ,ϕi) ∈ A1, (Uj ,ψj) ∈ A2

}
,

où,

ϕi ×ψj :Ui ×Uj −→ ϕi(Ui)×ψj(Uj)
(x,y) 7−→ (ϕi(x),ψj(y)),

est un atlas sur M1 ×M2 de dimension n1 +n2 et de classe C∞.
Alors La variété (M1 ×M2, A1 ×A2) est dite variété produit de M1 et M2.

Démonstration. M1 ×M2 = (∪
i∈I
Ui)× (∪

j∈J
Uj) =

⋃
(i,j)∈I×J

(Ui ×Uj)

ϕi ×ψj :Ui ×Uj −→ ϕi(Ui)×ψj(Uj),
(x,y) 7−→ (ϕi(x),ψj(y)),

est un homéomorphisme.
Les fonctions de transitions sont définit par

(ϕi ×ϕj) ◦ (ϕα ◦ψβ)−1 = (ϕi ◦ϕ−1
α )× (ψj ◦ψ−1

β ).

Proposition 2.1.3. □ SiM1 etM2 sont deux variétés de classe C∞, les projections canoniques
π1 :M1 ×M2 −→M1 et π2 :M1 ×M2 −→M2 sont de classe C∞.

□ Soit M1, M2 et M3 sont trois variétés, alors l’application f : M3 −→M1 ×M2 est de classe
C∞ si et seulement si π1 ◦ f et π2 ◦ f sont de classe C∞, f = (π1 ◦ f ,π2 ◦ f ).
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2.1.9 Applications différentiables entre deux variétés différentiables

Définition 2.1.10. Soit (M,A), et (N,B) deux variétés différentiables de dimension n et m res-
pectivement et de classe Ck , Cp, respectivement, soit

f : (M,A) −→ (N,B)
x 7−→ f (x),

f est dite application Cr−différentiable si ∀(U,ϕ) ∈ A et ∀(V ,ψ) ∈ B :

ψ ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(U ) −→ ψ(V ),

est Cr−différentiable.

Figure 2.4 – Application différentiable entre deux variétés

Remarque 2.1.4. On note par C∞(M) l’ensemble des fonctions C∞−différentiables sur M ;
C∞(M) = {f , f :M −→R est de classe C∞}

Définition 2.1.11. Soient M, N deux variétés différentiables.
L’application f :M −→N est dite Ck−difféomorphisme, k ≥ 1 si

i) f est bijective.

ii) f est Ck−différentiable.

iii) f −1 est Ck−différentiable.
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2.2 Notion d’espace tangent à une variété différentiable en
un point

2.2.1 Courbes tracées sur une variété différentiable

Définition 2.2.1. Soit M une variété différentiable de classe Ck et de dimension n,
A = {(Ui ,ϕi)}i∈I un atlas sur M et soit x ∈M et

γ : I ⊂R −→M
t 7−→ γ(t), (I centré en 0)

une courbe de classe Ck sur M, passante par le point x, γ(0) = x.
Notons par C(M,x) l’ensemble des courbes de classe Ck sur M, passantes par x :

C(M,x) =
{
γ/ γ : I ⊂R −→M, de classe Ck , γ(0) = x

}
.

On définit sur C(M,x) la relation suivante :

∀γ,γ ′ ∈ C(M,x); γℜγ ′⇔ ∃(U,ϕ) ∈ A :
d
dt

(ϕ ◦γ)t=0 =
d
dt

(ϕ ◦γ ′)t=0,

on dit que les deux courbes γ,γ ′ sont tangentes au point x.

Proposition 2.2.1. ℜ est une relation d’équivalence.

Démonstration. 1)ℜ est réflèxive,
∀γ ∈ C(M,x) : γℜ γ , puisque x ∈M alors il existe une carte (U,ϕ) tel-que x ∈U et

d
dt

(ϕoγ)t=0 =
d
dt

(ϕoγ)t=0.

2)ℜ est symétrique
Soit γ,γ ′ ∈ C(M,x) : γℜ γ ′ =⇒ γ ′ℜ γ car

γRγ ′⇐⇒∃(U,ϕ), x ∈U et d
dt (ϕ ◦γ)t=0 = d

dt (ϕ ◦γ
′)t=0.

=⇒∃(U,ϕ), x ∈U et d
dt (ϕ ◦γ

′)t=0 = d
dt (ϕ ◦γ)t=0.

=⇒ γ ′ℜγ.

3)ℜ est transitive
Soient γ,γ ′,γ ′′ ∈ C(M,x), alors γ(0) = γ ′(0) = γ ′′(0) = x et γ,γ ′,γ ′′ sont desCk−difféomorphismes:

(γℜγ ′et γ ′ℜγ ′′) =⇒ γℜγ ′′ i.e :
?
∃(W,φ), x ∈W et

d
dt

(φoγ)t=0 =
d
dt

(φoγ ′′)t=0.

On a :
γℜγ ′ =⇒∃(U,ϕ), x ∈U et d

dt (ϕoγ)t=0 = d
dt (ϕoγ

′)t=0,

γ ′ℜ γ ′′ =⇒∃(V ,ψ), x ∈ V et d
dt (ψoγ

′)t=0 = d
dt (ψoγ

′′)t=0,
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x ∈U et x ∈ V alors x ∈U ∩V , et

d
dt (ϕ ◦γ)t=0 = d

dt (ϕ ◦γ
′)t=0.

= d
dt (ϕ ◦ψ

−1 ◦ψ ◦γ ′)t=0.

=Dψ(γ ′(0))(ϕ ◦ψ−1)( ddt (ψ ◦γ
′)t=0).

=Dψ(γ ′(0))(ϕ ◦ψ−1)( ddt (ψ ◦γ
′′)t=0).

=Dψ(γ ′′(0))(ϕ ◦ψ−1)( ddt (ψ ◦γ
′′)t=0).

= d
dt (ϕ ◦γ

′′)t=0.

on trouve d
dt (ϕ ◦γ)t=0 = d

dt (ϕ ◦γ
′′)t=0, avec x ∈U ∩V , donc il suffit de prendre W =U ∩V et

φ = ϕ/U ∩V .

2.2.2 Espace tangent

Définition 2.2.2. Un vecteur tangent à M en x est une classe d’équivalence de courbes tangentes
en x.
L’espace tangent à M en x, noté TxM, est l’ensemble des vecteurs tangents à M en x, défini par

TxM = C(M,x)/ℜ.
TxM = {γ̊ / γ ∈ C(M,x)} .

=
{
γ̊ / γ : I ⊂R −→M; Ck − difféomorphisme et γ(0) = x

}
.

Remarque 2.2.1. γ̊ = [γ].

Proposition 2.2.2. (Structure d’espace vectoriel sur un espace tangent.)
Pour tout x ∈M, ∃ (U,ϕ) ∈ A tel-que x ∈ (U,ϕ), considérons l’application

ϕ̃x : TxM −→R
n

γ̊ = [γ] 7−→ ϕ̃x ([γ]) = d
dt (ϕ ◦γ)t=0

ϕ̃x est bien définie :
Soit γ̊ = [γ] ∈ TxM et γ̊ ′ = [γ ′] ∈ TxM telles que

[γ] = [γ ′] ,

montrons que ϕ̃x ([γ]) = ϕ̃x ([γ ′]) .
On a [γ] = [γ ′] donc γℜγ ′ alors ∃(V ,ψ),x ∈ V et d

dt (ψ ◦γ)t=0 = d
dt (ψ ◦γ

′)t=0,

x ∈U ∩V =⇒ d
dt (ψ ◦ϕ

−1 ◦ϕ ◦γ)t=0 = d
dt (ψ ◦ϕ

−1 ◦ϕ ◦γ ′)t=0.

=⇒Dϕ(γ(0))(ψ ◦ϕ−1)( ddt (ϕ ◦γ)t=0) =Dϕ(γ ′(0))=ϕ(γ(0))(ψ ◦ϕ−1)( ddt (ϕ ◦γ
′)t=0).

=⇒ d
dt (ϕ ◦γ)t=0 = d

dt (ϕ ◦γ
′)t=0. (ψ ◦ϕ−1est un difféomorphisme)

=⇒ ϕ̃x ([γ]) = ϕ̃x ([γ ′]) .

ϕ̃x est injective
∀ [γ] , [γ ′] ∈ TxM : ϕ̃x ([γ]) = ϕ̃x ([γ ′]) =⇒ [γ] = [γ ′] .
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On a ϕ̃x ([γ]) = ϕ̃x ([γ ′]) implique d
dt (ϕ ◦γ)t=0 = d

dt (ϕ ◦γ
′)t=0, donc γRγ ′, i.e [γ] = [γ ′] .

ϕ̃x est surjective

∀y ∈Rn : ∃γ ∈ C(M,x), y = ϕ̃x ([γ]) =
d
dt

(ϕ ◦γ)t=0

ϕ ◦γ est de classe Ck , donc ϕ ◦γ est développable en 0,

ϕ ◦γ(t) = ϕ ◦γ(0) + t
1!
d
dt (ϕ ◦γ)t=0.

ϕ(γ(t)) = ϕ(x) + ty.
γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + ty).

γ est bien de classe Ck , car
∀ (V ,ψ) ∈ A : psi ◦γ ◦ Id = ψ ◦γ,

est de classe Ck puisque ψ ◦ γ(t) = ψ ◦ϕ−1(ϕ(x) + ty) car (ψ ◦ϕ−1 est Ck−difféomorphisme et ϕ
est C∞−difféomorphisme). D’où ϕ̃x est bijective.

On munit TxM d’une loi interne +TxM et d’une loi externe .TxM qui rend ϕ̃x une application
linéaire.

Soit γ,γ ′ ∈ C(M,x) et λ ∈R :

ϕ̃x([γ] +TxM [γ ′]) = ϕ̃x([γ]) +
R
n ϕ̃x([γ ′]).

ϕ̃x(λ.TxM [γ]) = λ.
R
nϕ̃x([γ]).

(Rn,+
R
n , .

R
n) est un R−espace vectoriel, donc ϕ̃x est bijective

[γ] +TxM [γ ′] = ϕ̃−1
x (ϕ̃x([γ]) + ϕ̃x([γ ′])) .

λ.TxM [γ] = ϕ̃−1
x (λ.ϕ̃x([γ])) .

On a [γ] , [γ ′] ∈ TxM, posant [γ] = Xn et [γ ′] = Yn,

Xn +Yn = ϕ̃−1
x (ϕ̃x(Xn) + ϕ̃x(Yn)) .

λ.Xn = ϕ̃−1
x (λ.ϕ̃x(Xn)) .

Alors (TxM,+TxM , .TxM) est R−espace vectoriel de dimension n.

Figure 2.5 – Espace tangent en un point x

Remarque 2.2.2. Soit ϕ̃x est un isomorphisme de TxM dans R
n considérons {ei}i=1,n la base

canonique de Rn, alors
{
ϕ̃−1
x (ei)

}
i=1,n

est une base de TxM on la note par

δ
δxi
|x = ϕ̃−1

x (ei) ou encore δi |x = ϕ̃−1
x (ei).
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Pourϕ (x) = (x1,x2, . . . ,xn) on dit que (x1,x2, . . . ,xn) sont les cordonnées locales deϕ (x) où (U,ϕ) ∈
A et x ∈U.

Remarque 2.2.3. Si E est un R−espace vectoriel de dimension n, alors pour tout x ∈ E, on a

TxE ≃ E,

puisque TxE ≃R
n et E ≃R

n, c’est à dire

TxE ≃R
n

R
n ≃ E =⇒ TxE ≃ E.

Figure 2.6 – Espace tangent en un point x de M

2.2.3 Fibré tangent

Définition 2.2.3. Soit M une variété différentiable de classe Ck, et de dimension n, et soit A un
atlas sur M, On appelle espace fibré tangent à M, l’ensemble

⋃
x∈M

TxM noté par

TM =
⋃
x∈M

TxM

Figure 2.7 – Fibré tangent

Proposition 2.2.3. TM est une variété différentiable.
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Démonstration. Considérons la surjection

π : TM −→M
ϕ 7−→ π(ϕ) = x,

on a ϕ ∈ TM alors il existe x ∈M tel-que ϕ ∈ TxM. On munit TM de la topologie qui rend π
continue.
1) TM est un espace topologique :
i) ∅ = π−1(∅) est un ouvert de TM, car ∅ est un ouvert de M, et TM = π−1(M) est un ouvert
de TM puisque M est un ouvert de M.
ii) Soient Ũ1 et Ũ2 deux ouverts de TM, il existe alors U1et U2 deux ouverts de M tel-que :

Ũ1 = π−1(U1) et Ũ2 = π−1(U2),
Ũ1 ∩ Ũ2 = π−1(U1)∩π−1(U2),

= π−1 (U1 ∩U2) ,

qui est un ouvert de TM puisque U1 ∩U2 est un ouvert de M.
iii) Soit

{
Ũi

}
i∈I

une famille d’ouverts de TM, il existe alors {Ui}i∈I une famille d’ouverts de

M tel-que Ũi = π−1(Ui).
Ainsi ∪

i∈I
Ũi = ∪

i∈I
π−1(Ui) = π−1(∪

i∈I
Ui), qui est un ouvert de TM, car ∪

i∈I
Ui est un ouvert

dans M.

2) TM est séparé :
Soient V ,W ∈ TM, il existe alors x,y ∈M tel-que, V ∈ TxM et W ∈ TyM.
Puisque M séparé, alors il existe Ux un voisinage ouvert contenant x et Uy un voisinage

ouvert contenant y, tel-que Ux∩ Uy = ∅
π−1(Ux)∩π−1(Uy) = π−1

(
Ux ∩Uy

)
= π−1(∅) = ∅, de plus, V ∈ π−1(Ux) car π (V ) = x ∈Ux et

W ∈ π−1(Uy) car π (W ) = y ∈Uy .

3) Carte sur TM :
Soit (U,ϕ) une carte de l’atlas A de M considérons :

ϕ̃ : π−1(U ) ⊂ TM −→ ϕ (U )×Rn

V 7−→ ϕ̃ (V ) =
(
ϕ (π (V )) , ϕ̃π(V )

(
Vπ(V )

))
ϕ̃π(V ) : T

π(V )
M −→R

n isomorphisme

ϕ :U ⊂M −→ ϕ (U ) homéomorphisme

ϕ̃ est bien définie, puisque ϕoπ est une application bien définie et ϕ̃π(V ) est bien définie.
ϕ̃ est bijective, considérons l’application

g : ϕ (U )×Rn −→ π−1(U )
(x,y) 7−→ g (x,y) = ϕ̃−1

ϕ−1(x)(y)

(x ∈ ϕ (U ) ⊂R
net y ∈Rn) alors ϕ−1(x) ∈U ⊂M donc ϕ̃ϕ−1(x) : Tϕ−1(x)M −→R

n d’où

ϕ̃−1
ϕ−1(x) : Rn −→ Tϕ−1(x)M

y 7−→ ϕ̃−1
ϕ−1(x)(y)

tel-que π
(
ϕ̃−1
ϕ−1(x)(y)

)
= ϕ−1(x).
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On montre maintenant que ϕ̃og = goϕ̃ = Id,

ϕ̃og : ϕ (U )×Rn −→ ϕ (U )×Rn
(x,y) 7−→ (ϕ̃og) (x,y) = (x,y) ,

car :
(ϕ̃og) (x,y) = ϕ̃(g (x,y))

= ϕ̃
(
ϕ̃−1
ϕ−1(x)(y)

)
=

(
ϕ(ϕ−1(x)

)
, ϕ̃ϕ−1(x)(ϕ̃

−1
ϕ−1(x)(y)) = (x,y)

de plus
goϕ̃ : π−1(U ) −→ π−1(U )

V 7−→ goϕ̃ (V ) = V
,

car :
goϕ̃ (V ) = g(ϕ̃ (V ))

= g(ϕ(π (V )), ϕ̃π(V )

(
Vπ(V )

)
).

= ϕ̃−1
ϕ−1(ϕ(π(V ))(ϕ̃π(V )

(
Vπ(V )

)
).

= V .

4) Fonction de transition :
Soit (U,ϕ) et (V ,ψ) deux cartes dansA, tel-queU∩V , ∅, donc

(
π−1(U ), ϕ̃

)
et

(
π−1(V ), ψ̃

)
deux cartes dans B (B atlas de TM) tel-que : π−1(U )∩π−1(V ) , ∅ On a

ψ̃oϕ̃−1 : ϕ̃
(
π−1(U )∩π−1(V )

)
−→ ψ̃

(
π−1(U )∩π−1(V )

)
,

tel-que
ϕ̃

(
π−1(U )∩π−1(V )

)
= ϕ̃

(
π−1(U ∩V )

)
= ϕ (U ∩V )×Rn,

et
ψ̃
(
π−1(U )∩π−1(V )

)
= ψ̃

(
π−1(U ∩V )

)
= ψ (U ∩V )×Rn.

Soient x dans ϕ (U ∩V ) et y dans Rn on a alors ϕ̃−1 (x,y) = ϕ̃−1
ϕ−1(x) (y) , donc(

ψ̃oϕ̃−1
)
(x,y) = ψ̃(ϕ̃−1(x,y)) = ψ̃(ϕ̃−1

ϕ−1(x) (y)) =
(
ψ
(
ϕ−1 (x)

)
, ψ̃ϕ−1(x)(ϕ̃

−1(y))
)
,

avec (
ψ̃ϕ−1(x)oϕ̃

−1
ϕ−1(x)

)
(y) = ψ̃ϕ−1(x)

(
ϕ̃−1
ϕ−1(x) (y)

)
,

et
ψ̃ϕ−1(x) : T

ϕ−1(x)
M −→R

n

[η] 7−→ ψ̃ϕ−1(x) ([η]) = d
dt (ψoη)t=0 ,

de plus on a :
ϕ̃−1
ϕ−1(x) : Rn −→ Tϕ−1(x)M

z 7−→ ϕ̃−1
ϕ−1(x)(z) = [γ]

tel-que γ(t) = ϕ−1
(
ϕ

(
ϕ−1 (x)

)
+ tz

)
et γ(0) = ϕ−1 (x) . Alors(

ψ̃ϕ−1(x)oϕ̃
−1
ϕ−1(x)

)
(y) = ψ̃ϕ−1(x) ([γ])

= d
dt (ψoγ)t=0

= d
dt

(
(ψoϕ−1) (x+ ty)

)
t=0

=
(
Dx(ψoϕ−1

)
)y =

(
D

(
ψoϕ−1

))
(x) (y)

,

donc ψoϕ−1 est de classe Ck alors D
(
ψoϕ−1

)
est de classe Ck−1
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Proposition 2.2.4. Le fibré tangent TM =
⋃
p∈M

TpM, d’une variété différentiable de classe Ck et

de dimension n est une variété différentiable de classe Ck−1 et de dimension 2n.

2.2.4 Applications linéaires tangentes

Définition 2.2.4. Soient (M,A) et (N,B) deux variétés différentiables de dimension m et n res-
pectivement et de classe Ck .
Soit f : M −→ N une application différentiable de classe Cr , soit x ∈ M; on appelle application
linéaire tangente à f en x et on note dxf ou d∗f , l’application

dxf : TxM −→ Tf (x)N
[γ] 7−→ (dxf ) ([γ]) = [f oγ] .

Étude de linéairité de dxf :

Puisque x ∈ M et f (x) ∈ N alors il existe une carte locale (U,ϕ) ∈ A tel que x ∈ U et
(V ,ψ) ∈ B avec f (x) ∈ V , de plus f oγ ∈ C(N,f (x)) car (f oγ) (0) = f (x) car γ (0) = x; et f oγ est
de classe Cr .

ϕ̃x : TxM −→R
m

[γ] 7−→ ϕ̃x ([γ]) = d
dt (ϕoγ)t=0

et
ψ̃f (x) : Tf (x)N −→R

n

[η] 7−→ ψ̃f (x) ([η]) = d
dt (ψoη)t=0

On a (dxf ) ([γ]) = [f oγ] de plus ψ̃f (x) est une application, donc :

ψ̃f (x) ((dxf ) ([γ])) = ψ̃f (x) ([f oγ])
ψ̃f (x) ((dxf ) ([γ])) = d

dt (ψo (f oγ))t=0
ψ̃f (x) ((dxf ) ([γ])) = d

dt

(
ψof oϕ−1oϕoγ

)
t=0

ψ̃f (x) ((dxf ) ([γ])) = (Dϕ(γ(0))(ψof oϕ−1))
(
d
dt (ϕoγ)t=0

)
ψ̃f (x) ((dxf ) ([γ])) = (D

ϕ(x)
(ψof oϕ−1))(ϕ̃x ([γ]))

puisque ψ̃f (x) bijective, on trouve

(dxf ) ([γ]) =
(
ψ̃−1
f (x)oDϕ(x)

(ψof oϕ−1)oϕ̃x
)
([γ])

dxf = ψ̃−1
f (x)oDϕ(x)

(ψof oϕ−1)oϕ̃x

dxf est bien linéaire, puisque c’est la composition de trois application linéaires.

Définition 2.2.5. M et N étant deux variétés différentiables et f :M −→N alors

1. f est dite une immersion de classe Ck si f est de classe Ck et dxf est injective.

2. f est dite une submersion de classe Ck si f est de classe Ck et dxf est surjective.
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2.3 Notion de champs de vecteurs

Définition 2.3.1. Soit (M,A) une variété C∞−diférentiable et de dimension n, muni d’un atlas
A et soit TM (M, π, Rn) le fibré tangent à M, on appelle section de TM toute application

X :M −→ TM,

vérifiant πoX = IdM , c’est à dire pour tout point x ∈M on associe Xx ∈ TxM une telle section de
classe C∞, sera appelée champ de vecteurs sur M.

X :M −→ TM
x 7−→ X(x) = Xx ∈ TxM,

tel-que (πoX) (x) = π (Xx) = x, où

π : TM −→M
V ∈ TxM 7−→ π (V ) = x.

Pour toute carte (U,ϕ) contenant x, on associe n vecteurs tangent àM en x
{
δ
δx1 |x

, . . . , δ
δxn |x

}
qui forme une base de TxM.

Xx étant un vecteur tangent àM en x, il existe alors n scalaires (réels)
{
Xix

}n
i=1
⊂R, tel-que

Xx =
n∑
i=1

Xix
δ
δxi |x

,

considérons l’application suivante

Xi :U ⊂M −→R

x 7−→ Xi (x) = Xix
, ∀i = 1, n.

Ainsi donc, tout champ de vecteurs X sur l’ouvert U , s’écrit sous forme : X =
n∑
i=1

Xi δδxi , on

peut aussi écrire, en utilisant la convention d’Einstein : X = Xi δδxi .

Ainsi X est C∞−différentiable, si par rapport à une carte (U,ϕ) les composantes Xi ,
i ∈ {1, . . . ,n} sont C∞−différentiables sur l’ouvert de la carte locale

Figure 2.8 – Espace tangent en un point x

Exemple 2.11. 1) Considérons pour tout i = 1, n et par rapport à une carte (U,ϕ) de l’atlas de
M.
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δ
δxi

:U ⊂M −→ TM

x 7−→ δ
δxi

(x) = δ
δxi |x

= ϕ̃−1
x (ei)

où {ei}ni=1 désigne la base canonique de Rn, alors δ
δxi

est bien un champ de vecteurs sur U.(
πo

δ
δxi

)
(x) = π

(
δ
δxi |x

)
= x = IdM (x) .

On appelle
{
δ
δx1
, . . . , δ

δxn

}
repère locale par rapport à la carte (U,ϕ).

2) Champs de vecteurs sur les sphères
i\ Sur S1 = {exp(it)} , tout champ de vecteurs est de la forme Xt = f (t) ddt , avec f ∈ C∞(S1).
ii\ Sur S2 =

{
(x,y,z) ∈R3, x2 + y2 + z2 = 1

}
, tout champ de vecteurs est de la forme

X(x,y,z) = f (x,y,z) δδx + g(x,y,z) δδy + h(x,y,z) δδz ,

avec f ,g,h ∈ C∞(S2), telles que

xf (x,y,z) + yg(x,y,z) + zh(x,y,z) = 0.

Remarque 2.3.1. On note χ (M) l’ensemble des champs de vecteurs sur M.

2.3.1 Structure algèbrique sur χ (M)

Structure d’espace vectoriel

(χ (M) ,+, .) est un R−Espace vectoriel pour la loi interne

+ : χ (M)×χ (M) −→ χ (M)
(X,Y ) 7−→ X +Y ,

où
X +Y :M −→ TM

x 7−→ (X +Y ) (x) = Xx +Yx ∈ TxM.
Et la loi externe

. : R×χ (M) −→ χ (M)
(λ,X) 7−→ λ.X,

où
λ.X :M −→ TM

x 7−→ (λ.X) (x) = λ.Xx.

Structure de C∞(M)-module

Considérons C∞(M), l′ensemble des fonctions différentiables de classe C∞ sur M, alors
(C∞(M),+, .) est un anneau commutatif unitaire, pour les opérateurs suivants :

+ : C∞(M)×C∞(M) −→ C∞(M)
(f ,g) 7−→ f + g,

où
f + g :M −→R

x 7−→ (f + g) (x) = f (x) + g(x).

et

. : C∞(M)×C∞(M) −→ C∞(M)
(f ,g) 7−→ f .g,

où
f .g :M −→R

x 7−→ (f .g) (x) = f (x)g(x) .
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A présent, on muni χ (M) des deux lois suivantes :

+ : χ (M)×χ (M) −→ χ (M)
(X,Y ) 7−→ X +Y ,

où
X +Y :M −→ TM
x 7−→ (X +Y )x = Xx +Yx.

Et

. : C∞(M)×χ (M) −→ χ (M)
(f ,X) 7−→ f .X,

où
f .X :M −→ TM
x 7−→ (f .X)x = f (x).Xx.

Alors (χ (M) ,+, .) est un C∞(M)-module (i.e χ (M) est un espace vectoriel sur C∞(M)).

Structure d’algèbre de Lie sur χ (M)

Rappelons qu’une structure d’algèbre sur un ensemble non-vide E, est la donnée de trois
lois de composition notée, ” + ”, ”.” et ”T ” telle que ” + ” et ”T ” soient internes et ”.” soient
externe, vérifiant les conditions suivantes

1) (E,+, .) est un k−espace vectoriel, (k étant un corps commutatif).
2) L’application

T : E ×E −→ E
(x,y) 7−→ T (x,y) ,

est ℸ−bilinéaire.
Afin de construire une structure d’algèbre sur χ (M) , on introduit l’opérateur de dérivation
associe à un champ de vecteurs.

2.3.2 Opérateur de dérivation associe à un champ de vecteurs

Soit (M,A) étant une variété C∞−différentiable de dimension n, pour tout champ de
vecteurs X sur M on associe l’application de C∞(M) dans lui même noté ∂X est définie par

∂X : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ (∂Xf ) ,

où
(∂Xf ) :M −→R

x 7−→ (∂Xf ) (x) = ∂Xxf = d
dt (f oγ)|t=0 ,

telle-que Xx = [γ] où γ ∈ C(M,x).

Notons que si Xx = [γ] = [γ ′] alors γℜγ ′, donc

d
dt

(ψoγ)t=0 =
d
dt

(ψoγ ′)|t=0 .

Alors :
d
dt (f oγ)t=0 = d

dt

(
f oψ−1oψoγ

)
t=0
.

=
(
Dψ(x)

(
f oψ−1

))(
d
dt (ψoγ)t=0

)
.

=Dψ(x)

(
f oψ−1

)(
d
dt (ψoγ ′)t=0

)
.

= d
dt (f oγ ′)|t=0 .

Proposition 2.3.1. Soit X un champ de vecteurs sur M, alors ∂X est une dérivation de C∞(M),
c’est à dire

1) ∂X est R−linéaire.
2) ∂X vérifie la relation de Leibniz :

∂X (f .g) = ∂Xf .g + f ∂Xg;∀f ,g ∈ C∞(M).
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Démonstration. Soit X ∈ χ(x),

∂X : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ ∂X(f ),

où
∂X(f ) :M −→R

x 7−→ (∂Xf ) (x) = ∂Xxf = d
dt (f oγ)t=0 ,

telle que [γ] = Xx et γ ∈ C (M,x).
1) ∂X est R−linéaire :
i) ∀f ,g ∈ C∞(M), et pour tout x ∈M on a

(∂X(f + g)) (x) = ∂Xx(f + g) =
d
dt

((f + g)oγ)t=0

de plus on a

((f + g)oγ) (t) = (f + g) (γ (t)) = f (γ (t)) + g (γ (t)) = (f oγ) (t) + (goγ) (t) ,

alors
(∂X(f + g)) (x) = d

dt ((f oγ) + (goγ))t=0.
= d
dt (f oγ)t=0 + d

dt (goγ)t=0.
= ∂Xxf +∂Xxg.
= (∂Xf ) (x) + (∂Xg) (x) .
= (∂Xf +∂Xf ) (x) .

ii) Soit α ∈R, f ∈ C∞(M) et x ∈M, on a

(∂X(αf )) (x) = ∂Xx(αf ).
= d
dt (αf oγ)t=0 .

= d
dt (α (f oγ))t=0 .

= α d
dt (f oγ)t=0.

= α∂Xxf .
= α (∂Xf ) (x) .
= (α∂Xf ) (x) .

donc
∂X(αf ) = α∂Xf ou ∂Xx(αf ) = α∂Xxf .

2) Montrons maintenant la deuxième condition.
Soient f ,g ∈ C∞(M) et x ∈M,

(∂X(f .g)) (x) = ∂Xx(f .g) =
d
dt

((f .g)oγ)t=0 ,

on a
((f .g)oγ) (t) = (f .g) (γ (t)) .

= f (γ (t)) .g (γ (t)) .
= (f oγ) (t) . (goγ) (t) .
= ((f oγ) . (goγ)) (t) .

Alors
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(∂X(f .g)) (x) = d
dt ((f oγ) . (goγ))t=0 .

=
(
d
dt (f oγ)t=0

)
. (goγ)t=0 + (f oγ)t=0 .

(
d
dt (goγ)t=0

)
.

= ∂Xxf .g(x) + f (x).∂Xxg.
= (∂Xf ) (x) .g(x) + f (x). (∂Xg) (x) .
= ((∂Xf ) .g) (x) + (f . (∂Xg)) (x).
= ((∂Xf ) .g + f . (∂Xg)) (x) .

donc
∂X(f .g) = ∂Xf .g + f .∂Xg.

Alors ∂X est un opérateur de dérivation de C∞(M) dans C∞(M).

Remarque 2.3.2. 1) De la démonstration précédente on déduit que pour tout vecteur tangent à
M en x, Xx ∈ TxM, l’application

∂Xx : C∞(M) −→R

f 7−→ ∂Xxf = d
dt (f oγ)t=0 ,

où [γ] = Xx, est un opérateur de dérivation en x.

2) Réciproquement, il est facile de voir que toute dérivation de C∞(M) dans C∞(M) définit un
champ de vecteur. En effet, soit D : C∞(M) −→ C∞(M) un opérateur de dérivation, soit x ∈M, il
existe alors une carte locale (U,ϕ) contenant x, considérons, pour tout i = 1,n les fonctions :

fi :U −→R

x 7−→ fi(x) = xi
,

où ϕ (x) = (x1,x2, . . . ,xn) sont les cordonnées locales dans la carte (U,ϕ).
Notons que fi sont de classe C∞ sur U, puisque pour toute carte (V ,ψ) de l’atlas de M contenant
x

Idofioψ
−1 : ψ (U ∩V )

ψ−1

−→U ∩V
fi−→R

ψ (y) = (y1, y2, . . . , yn) 7−→ y 7−→ fi (y) = yi ,

ainsi Dfi est aussi C∞, considérons l’application

X :U ⊂M −→ TM

x 7−→ Xx =
n∑
i=1

Dfi(x) ∂
∂xi |x
∈ TxM,

où ∂
∂xi |x

= ϕ̃−1
x (ei) , et

ϕ̃x : TxM −→R
n

[γ] = Xx 7−→ ϕ̃x ([γ]) = d
dt (f oγ)t=0 ,

X est bien un champ de vecteurs sur U , puisque Dfi ∈ C∞ (U ) et (πoX) (x) = x.
Ainsi un champ de vecteurs on peut le voir comme un opérateur de dérivation X ≡ ∂X tel que

X :M −→ TM
x 7−→ Xx ∈ TxM,

ou bien

X : C∞ (M) −→ C∞ (M)
f 7−→ X (f ) ,

avec
X (f ) :M −→R

x 7−→ (Xf ) (x) = d
dt (f oγ)t=0 .
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2.3.3 Opérateur de dérivation associé au repère local

Soit x ∈M, il existe alors une carte (U,ϕ) ∈ A et contenant x.
Rappelons que ∂

∂xi |x
= ϕ̃−1

x (ei) où {ei}ni=1 désigne la base canonique de R
n et

ϕ̃x : TxM −→R
n

Xx = [γ] 7−→ ϕ̃x ([γ]) = d
dt (ϕoγ)t=0 ,

cherchons
∂ ∂
∂xi

: C∞ (M) −→ C∞ (M)

f 7−→ ∂ ∂
∂xi

f ,

c’est à dire
∂ ∂
∂xi

f :M −→R

x 7−→
(
∂ ∂
∂xi

f
)

(x) = ∂ ∂
∂xi |x

f .

Soit f ∈ C∞ (M) , calculons ∂ ∂
∂xi |x

f ;

(
∂ ∂
∂xi

f
)

(x) =
d
dt

(f oγ)t=0 ,

avec [γ] = ∂
∂xi |x

= ϕ̃−1
x (ei) et γ (t) = ϕ−1 (ϕ (x) + tei) , car

ϕ̃x ([γ]) = z donc γ (t) = ϕ−1 (ϕ (x) + tz) ,

et on a ∂
∂xi |x

= ϕ̃−1
x (ei) donc ϕ̃x

(
∂
∂xi |x

)
= ei , par conséquence

(
∂ ∂
∂xi

f
)

(x) = d
dt

((
f oϕ−1

)
(ϕ (x) + tei)

)
t=0
.

=
(
Dϕ(x)

(
f oϕ−1

))(
d
dt (ϕ (x) + tei)

)
t=0
.

=
(
Dϕ(x)

(
f oϕ−1

))
(ei) .

=
n∑
j=1

(
∂
∂xj

(
f oϕ−1

))
ϕ(x)

.δ
j
i .

=
n∑
j=1

(
∂
∂xj

(
f oϕ−1

))
(ϕ(x)) δij

.

=
(
∂(f oϕ−1)

∂xi
oϕ

)
(x) .

alors

∂ ∂
∂xi

(f ) =

∂
(
f oϕ−1

)
∂xi

oϕ. (2.1)

Proposition 2.3.2. 1) Soit X,Y dans χ (M) et f ∈ C∞ (M), donc : ∂X+Y f = ∂Xf +∂Y f .
2) Soit X dans χ (M) et f ∈ C∞ (M) alors pour toute λ ∈R on a ∂λXf = λ∂Xf .
3) Soit X ∈ χ (M) ,et f ,g ∈ C∞ (M) on a alors ∂gXf = g∂Xf .
4) Soit X,Y ∈ χ (M) , ∂X = ∂Y alors X = Y .
5) soit f ∈ C∞ (M) alors, f est constante si et seulement si ∂Xf = 0 pour tout X ∈ χ (M)
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Démonstration. 1) Soit X,Y ∈ χ (M) et f ∈ C∞ (M) , montrons que pour tout x ∈M

(∂X+Y f ) (x) = (∂Xf +∂Y f ) (x) ,

on a

(∂X+Y f ) (x) = ∂(X+Y )xf =
d
dt

(f oη)t=0 ,

où [η] = (X +Y )x , posons [γ] = Xx et [δ] = Yx alors

γ (t) = ϕ−1 (ϕ (x) + tz) = ϕ−1 (ϕ (x) + tϕ̃x (Xx)) .
= ϕ−1 (ϕ (x) + tϕ̃x (X +Y )x) .
= ϕ−1 (ϕ (x) + tϕ̃x (Xx +Yx)) .
= ϕ−1 (ϕ (x) + t(ϕ̃x (Xx) + ϕ̃x(Yx)) .

Donc

(∂X+Y f ) (x) =
d
dt

(
f oϕ−1

)
(ϕ (x) + t(ϕ̃x (Xx) + ϕ̃x(Yx))t=0 .

=
(
Dϕ(x)

(
f oϕ−1

))
(ϕ̃x (Xx) + ϕ̃x(Yx)) .

=
(
Dϕ(x)

(
f oϕ−1

))
(ϕ̃x(Xx)) +D

ϕ(x)

(
f oϕ−1

)
(ϕ̃x(Yx)) .

=
(
D
ϕ(x)

(
f oϕ−1

))( d
dt

(ϕoγ)
t=0

)
+
(
D
ϕ(x)

(
f oϕ−1

))( d
dt

(ϕoδ)t=0

)
=
d
dt

(f oγ)t=0 +
d
dt

(f oδ)t=0 .

= ∂Xxf +∂Yxf .

= (∂Xf ) (x) + (∂Y f ) (x) .
= (∂Xf +∂Y f ) (x) .

Alors ;
∂X+Y f = ∂Xf +∂Y f .

La deuxième et troisième sont intuitives.
4) Soit X,Y ∈ χ (M) tel que ∂X = ∂Y , montrons que X = Y .
On a X,Y ∈ χ (M) donc

X = Xi
δ
δxi

et Y = Y i
δ
δxi

,

c’est à dire Xx = Xix
δ
δxi |x

, Yx = Y ix
δ
δxi |x

, tel-que x ∈ (U,ϕ) ∈ A.

On a ∂X = ∂Y i.e
∀f ∈ C∞ (M) : ∂Xf = ∂Y f ,

donc
∂ n∑

i=1

Xix
δ
δxi |x

f = ∂ n∑
i=1

Y ix
δ
δxi |x

f ,

d’après les propriétés de l’opérateur de dérivation on trouve :

n∑
i=1

Xix∂ δ
δxi |x

f =
n∑
i=1

Y ix∂ δ
δxi |x

f ,
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alors
n∑
i=1

(
Xix −Y ix

)
∂ δ
δxi |x

f = 0,

en utilisant (2.1), on trouve

n∑
i=1

(
Xix −Y ix

)
∂ δ
δxi

(f oϕ−1)|ϕ(x)
= 0.

En particulier, pour les fonctions de cordonnées fj ; j = 1,n (C∞ −différentiable)

fj :U −→R

x 7−→ fj (x) ,

on déduit
n∑
i=1

(
Xix −Y ix

)
∂ δ
δxi

(fjoϕ−1)ϕ(x)
= 0,

et on a

fjoϕ
−1 : ϕ (U )

ϕ
−→U

fj
−→R

ϕ (x) 7−→ x 7−→ xj ,

donc
n∑
i=1

(
Xix −Y ix

) δxj
δxi ϕ(x)

= 0,

cela conduit à
n∑
i=1

(
Xix −Y ix

)
δ
j
i = 0,

donc
X
j
x = Y jx ;∀j = 1,n

On a alors
Xx = Yx.

5) Soit f ∈ C∞ (M) , tel-que f = constante

f :M −→R

x 7−→ f (x) = λ.

Soit x ∈ (U,ϕ) ∈ A, on a Xx = Xix
∂
∂xi |x

.

Calculons ∂Xxf

∂Xxf = ∂Xix ∂
∂xi |x

f .

= Xix∂ ∂
∂xi |x

f .

= Xix
δ
δxi

(
f oϕ−1

)
ϕ(x)

.

= 0.

Réciproquement
On pose ∂Xxf = 0 et montrons que f ≡ constantE.
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Soit X ∈ χ (M), tel-que ∂Xf = 0, en particulier X = ∂
∂xi
, on a alors

∂ ∂
∂xi |x

f = 0,

donc
δ
δxi

(
f oϕ−1

)
ϕ(x)

= 0.

On a

f oϕ−1 : ϕ (U )
ϕ−1

−→U
f
−→R

ϕ (x) 7−→ x 7−→
(
f oϕ−1

)
(ϕ (x)) = f (x) ,

alors puisque δ
δxi

(
f oϕ−1

)
ϕ(x)

= 0, f est constante.

2.4 Connexions

Il s’est avéré qu’il est plus facile de définir une connexion d’abord comme une façon de
différentialiser les sections de fibré vectoriel. La définition est faite pour capturer les pro-
priétés essentielles des opérateurs de dérivation directionnelle Euclidienne et tangentielle
(∇̄ and ∇+) qu’on a définit ci dessous.(On vérifiera plus tard que ces opérateurs sont des
connexions). Après avoir définit les connexions dans ce cadre général, On adoptera la défi-
nition dans le cas d’un champs de vecteurs tout au long d’une courbe.
Soit π : E −→M un champ de vecteurs sur une variété lisse M, et on note Γ (E) l’espace des
sections lisses de E.
Une connexion dans E est une application

∇ : χ(M)× Γ (E) −→ Γ (E)
(X,Y ) 7−→ ∇XY ,

qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) ∇XY est linéaire sur C∞(M) dans X : pour tout f1, f2 ∈ C∞(M) et X1,X2 ∈ χ(M),

∇f1X1+f2X2
Y = f1∇X1

Y + f2∇X2
Y ,

(ii) ∇XY est linéaire sur R dans Y : pour tout a1, a2 ∈R et Y1,Y2 ∈ Γ (E),

∇X(a1Y1 + a2Y2) = a1∇XY1 + a2∇XY2,

(iii) ∇ satisfait la loi de produit suivante : pour tout f ∈ C∞(M),

∇X(f Y ) = f ∇XY + (Xf )Y ,

Le symbole ∇ est lu ’del’ ou ’nabla’ et ∇XY est dit la dérivée covariante de Y dans la direc-
tion de X. Il existe plusieurs types de connexions qui sont utiles dans différentes circons-
tances. Le type de connexion qu’on vient de définir ici est souvent appelée une connexion
de Koszul afin de la distinguer des autres types. Puisque nous n’avons aucun besoin de dé-
finir les autres types de connexion dans cet ouvrage, on fera référence à la connexion de
Koszul simplement par une connexion.
Bien qu’une connexion est définit par son action sur les sections globales, qui découle de la
définition qu’elle est enfaite un opérateur locale.
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2.5 Crochet de Lie ou produit de Lie de deux champs de vec-
teurs

Définition 2.5.1. Soit X, Y ∈ χ (M) , on note

[X,Y ] = XY −YX.

appelé commutateur ou crochet de Lie des deux champs de vecteurs.

Proposition 2.5.1. Soit X, Y ∈ χ (M) , l’application définie par

∂[X,Y ] : C∞ (M) −→ C∞ (M)
f 7−→ ∂[X,Y ] (f ) = (∂Xo∂Y −∂Y o∂X) (f ) ,

∂[X,Y ] est une dérivation de C∞ (M) dans C∞ (M) car
1) ∂[X,Y ] est bien R−linéaire.
2) ∂[X,Y ] vérifie la relation de Leibniz.

Démonstration. pour tout f , g ∈ C∞ (M) on a :
∂[X,Y ] (f .g) = (∂Xo∂Y −∂Y o∂X) (f .g) .

= ∂X(∂Y (f .g))−∂Y (∂X (f .g)).
= ∂X((∂Y f ) .g + f . (∂Y g))−∂Y ((∂Xf ) .g + f . (∂Xg)).
= ∂X((∂Y f ) .g) +∂X(f .(∂Y g))−∂Y ((∂Xf ) .g)−∂Y (f . (∂Xg)).
= (∂X∂Y f )g +∂Y f ∂Xg +∂Xf ∂Y g + f ∂X∂Y g − (∂Y∂Xf ) .g

−∂Xf ∂Y g −∂Y f ∂Xg − f ∂Y∂Xg.
= (∂X∂Y f −∂Y∂Xf ) .g + f (∂X∂Y g −∂Y∂Xg) .
=

(
∂[X,Y ]f

)
.g + f

(
∂[X,Y ]g

)
.

Donc ∂[X,Y ] étant un opérateur de dérivation, on peut donc le voir comme un champ de
vecteurs du M,

∂[X,Y ] ≡ [X,Y ] et on note [X,Y ] = XY −YX.

On peut donc muni χ(x) d’une autre loi interne, qu’on montra [, ] , tel-que

[, ] : χ(x)×χ(x) −→ χ(x)
(X,Y ) 7−→ [X,Y ] ≡ ∂[X,Y ],

et
∂[X,Y ] : C∞ (M) −→ C∞ (M)
f 7−→ ∂[X,Y ]f = (∂Xo∂Y −∂Y o∂X)f ,

et nous appellerons crochet de Lie ou produit de Lie de X et Y , le champ de vecteurs [X,Y ] .
D’aprés les propriétés précédentes on déduit que le crochet de Lie est une application

R−bilinéaire, car pour tout α1,α2 ∈ R et X1, X2, Y ∈ χ(x)

[α1X1 +α2X2,Y ] = ∂[α1X1+α2X2,Y ].

= ∂α1X1+α2X2
o∂Y +∂Y o∂α1X1+α2X2

.

=
(
α1∂X1

+α2∂X2

)
o∂Y −∂Y

(
α1∂X1

+α2∂X2

)
.

= α1 [X1,Y ] +α2 [X2,Y ] .

Et pour tout Y1, Y2 et X dans χ(x) et α1,α2 ∈ R

[X,α1Y1 +α2Y2] = α1 [X,Y1] +α2 [X,Y2] ,

ainsi donc (χ(x),+, ., [, ]) est une algèbre réelle.
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De plus, un calcul simple montre que le crochet de Lie est antisymétrique c’est à dire,

[X,Y ] = − [Y ,X]

et vérifie l’identité de Jacobien c’est à dire pour tout X,Y ,Z ∈ χ(x) on a

[[X,Y ] ,Z] + [[Y ,Z] ,X] + [[Z,X] ,Y ] = 0.

L’algèbre (χ(x),+, ., [, ]) est alors une algèbre de Lie (c’est à dire une algèbre dont la deuxième
loi interne est antisymétrique et vérifie l’identité du Jacobien).

Proposition 2.5.2. Soit X,Y dans χ(x)
1) Pour tout f ,g dans C∞ (M) on a

[f X,gY ] = f g [X,Y ] + f X (g)Y − gY (f )X.

2)
[
∂
∂xi
, ∂∂xj

]
= 0 ; ∀i, j ∈ {1, . . . ,n}

Démonstration. 1) Soit X,Y dans χ(x), alors

∂[f X,gY ] = ∂f Xo∂gY −∂gY o∂f X .
= f ∂X (g∂Y )− g∂Y (f ∂X) .
= f (∂Xg∂Y + g∂Xo∂Y )− g(f ∂Y o∂X +∂Y f ∂X).
= f g∂[X,Y ] + f ∂Xg∂Y − g∂Y f ∂X .
= f g [X,Y ] + f X (g)Y − gY (f )X.

2) On a
[
∂
∂xi
, ∂∂xj

]
= ∂[

∂
∂xi
, ∂∂xj

], montrons que
[
∂
∂xi
, ∂∂xj

]
= 0 c’est à dire ∂[

∂
∂xi
, ∂∂xj

] (f ) = 0;

∀f ∈ C∞ (M) . On a

∂[
∂
∂xi
, ∂∂xj

] (f ) =
(
∂ ∂
∂xi

o∂ ∂
∂xj

)
(f )−

(
∂ ∂
∂xj

o∂ ∂
∂xi

)
(f ) .

= ∂ ∂
∂xi

(
∂ ∂
∂xj

f

)
−∂ ∂

∂xj

(
∂ ∂
∂xi

f
)
.

= ∂ ∂
∂xi


∂

(
f oϕ−1

)
∂xj

oϕ
−∂ ∂

∂xj


∂

(
f oϕ−1

)
∂xi

oϕ
 .

On pose

gj =
((
∂(f oϕ−1)

∂xj

)
oϕ

)
et gi =

((
∂(f oϕ−1)

∂xi

)
oϕ

)
,

alors on obtient

∂[
∂
∂xi
, ∂∂xj

] (f ) =

∂
(
gjoϕ

−1
)

∂xi

oϕ −
∂

(
gioϕ

−1
)

∂xj

oϕ.
=

 ∂
∂xi

∂
(
f oϕ−1

)
∂xj

oϕoϕ−1


oϕ −

 ∂
∂xj

∂
(
f oϕ−1

)
∂xi

oϕoϕ−1


oϕ.

=

∂2
(
f oϕ−1

)
∂xi∂xj

−
∂2

(
f oϕ−1

)
∂xj∂xi

oϕ.
= 0.
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Remarque 2.5.1. La condition de Cauchy Schwartz, puisque f oϕ−1 ∈ C∞ (M), cette condition
nous informe que

∂2(f oϕ−1)
∂xi∂xj

=
∂2(f oϕ−1)
∂xj∂xi

.

Expression du crochet de Lie en cordonnées locales

Proposition 2.5.3. Soit X,Y ∈ χ (M) , alors [X,Y ]i = Xj ∂Y
i

∂xj
−Y j .

Démonstration. Soit X,Y ∈ χ (M) , posons X = Xi ∂∂xi et Y = Y j ∂
∂xj
, alors

[X,Y ] =
[
Xi

∂
∂xi

,Y j
∂
∂xj

]
.

= XiY j
[
∂
∂xi

,
∂
∂xj

]
+Xi

∂
∂xi

Y j
∂
∂xj
−Y j

(
∂Xi
∂xj

)
∂
∂xi

.

= Xi
∂
∂xi

Y j
∂
∂xj
−Y j

(
∂Xi
∂xj

)
∂
∂xi

.

On remplaçons i par j, on obtient

[X,Y ] = Xj
∂Y i

∂xj

∂
∂xi
−Y j ∂Xi

∂xj

∂
∂xi

.

=
(
Xj
∂Y i

∂xj
−Y j ∂Xi

∂xj

)
∂
∂xi

.

On a [X,Y ] ∈ χ (M) c’est à dire [X,Y ] = [X,Y ]i ∂
∂xi

, alors [X,Y ]i = Xj ∂Y
i

∂xj
−Y j .

Exemple 2.12. Considérons dans R3 les champs de vecteurs définis par

E1 = f ∂
∂x −

ly
2
∂
∂z .

E2 = f ∂
∂y + lx

2
∂
∂z .

E3 = ∂
∂z .

où
{
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

}
désigne le repère locale, et f = 1 +m

(
x2 + y2

)
et l, m ∈R, on trouve

[E1,E3] =
[
f
∂
∂x
−
ly

2
∂
∂z
,
∂
∂z

]
=

[
f
∂
∂x
,
∂
∂z

]
−
[
ly

2
∂
∂z
,
∂
∂z

]
= f

[
∂
∂x
,
∂
∂z

]
+ f .0.1− 1.0.f − l

2

(
y.1

[
∂
∂z
,
∂
∂z

]
+ f .0

)
= 0,
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et [E2,E3] = 0. , de plus

[E1,E2] =
[
f
∂
∂x
−
ly

2
∂
∂z
, f

∂
∂y

+
lx
2
∂
∂z

]
.

=
[
f
∂
∂x
,f
∂
∂y

]
+
l
2

[
f
∂
∂x
,x
∂
∂z

]
− l

2

[
y
∂
∂z
,f
∂
∂y

]
− l

2

4

[
y
∂
∂z
,x
∂
∂z

]
.

Et on a [
f ∂
∂x , f

∂
∂y

]
= 2mf

(
x ∂
∂y − y

∂
∂x

)
.[

f ∂
∂x ,x

∂
∂z

]
= f ∂

∂z .[
y ∂
∂z , f

∂
∂y

]
= −f ∂

∂z .[
y ∂
∂z ,x

∂
∂z

]
= 0.

Donc

[E1,E2] = 2mf
(
x
∂
∂y
− y ∂

∂x

)
+ lf

∂
∂z
.
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2.5.1 Transformation d’un champ de vecteurs d’une variété à une variété

Proposition 2.5.4. Soient (M,A) et (N,B) deux variétés différentielles de dimension respective-
ment m et n et soit f : M −→ N un C∞−difféomorphisme. Alors l’application notée f∗ définie
par :

f∗ : χ(M) −→ χ(N )
X 7−→ f∗ (X) ,

tel-que
f∗ (X) :N −→ TN

y 7−→ (f∗X)y =
(
df −1(y)f

)(
X
f −1(y)

)
,

avec

df −1(y)f : T
f −1(y)

M −→ TN

X
f −1(y)

7−→
(
df −1(y)f

)(
X
f −1(y)

)
,

transforme tout champ de vecteurs X sur M, en un champ de vecteurs f∗X sur N , de plus f∗ est
compatible avec le crochet de Lie, c’est à dire

∀X,Y ∈ χ(M), f∗ [X,Y ] = [f∗X, f∗Y ] .

Proposition 2.5.5. 1) f∗X est une section de TN. En effet

(πof∗X) (y) = π
(
(f∗X)y

)
= y,

car

π : TN −→N
S ∈ TyN 7−→ π (S) = y.

2) f∗X est unC∞−difféomorphisme, car pour tout champs de vecteursX, X = Xi ∂∂xi et
{
∂
∂xi

}
i=1,n

le repère locale de M, et
{
∂
∂yj

}
j=1,n

le repère locale de N , avec (U,ϕ) étant une carte de A et (V ,ψ)

une carte de B tel que

∂
∂xi x

= ϕ̃−1
x (ei) et

∂
∂yi y

= ψ̃−1
y

(
uj

)
,

où {ei}i=1,m la base canonique de Rm, et
{
uj

}
j=1,n

la base canonique de Rn, et on a
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(f∗X)y =
(
df −1(y)f

)(
X
f −1(y)

)
.

=
(
df −1(y)f

)(
Xi
f −1(y)

∂
∂xi f −1(y)

)
.

= Xi
f −1(y)

(
df −1(y)f

)(
∂
∂xi f −1(y)

)
, car Xi

f −1(y)
∈R.

= Xi
f −1(y)

(
ψ̃−1
f (f −1(y))oDϕ(f −1(y))

(
ψof oϕ−1

)
oϕ̃f −1(y)

)(
∂
∂xi f −1(y)

)
.

= Xi
f −1(y)

(
ψ̃−1
y (Dϕ(f −1(y))

(
ψof oϕ−1

)
) (ei)

)
.

= Xi
f −1(y)

(
ψ̃−1
y

((
∂(ψof oϕ−1)

∂xi

)j
ϕ(f −1(y))

Uj

))
.

= Xi
f −1(y)

(
∂(ψof oϕ−1)

∂xi

)
(ϕof −1)(y)

.ψ̃−1
y

(
Uj

)
.

=
(
Xiof −1

)
(y) .

(
∂(ψof oϕ−1)

∂xi

)(
ϕof −1

)
(y) ∂

∂yj y
.

(f∗X)y =
(((
Xiof −1

)
.
∂(ψof oϕ−1)

∂xi
o
(
ϕof −1

))
∂
∂yj

)
(y) .

alors

(f∗X)jy =

(Xiof −1
)
.
∂
(
ψof oϕ−1

)
∂xi

o
(
ϕof −1

) (y) .

Et on aXiof −1 :N −→R estC∞−différentiable etψof oϕ−1 : ϕ (U ) −→ ψ (V ) estC∞−différentiable,
ϕof −1 :N −→R

m tel-que Id
R
mo

(
ϕof −1

)
oψ−1 est C∞−différentiable.

Alors, f∗X est bien C∞−différentiable puisque (f∗X)j sont C∞−différentiable pour tout j = 1,n.

3) maintenant, on montre que f∗ [X,Y ] = [f∗X,f∗Y ] pour tout X,Y dans χ(M).

Soit X ∈ χ(M), donc f∗X ∈ χ(M), on peut donc le voir comme une dérivation c’est à dire

f∗X ≡ ∂f∗X : C∞ (N ) −→ C∞ (N )
h 7−→ ∂f∗Xh,

où
∂f∗Xh :N −→R

y 7−→
(
∂f∗Xh

)
(y) ,

tel-que (
∂f∗Xh

)
(y) = ∂(f∗X)yh = d

dt (h o courbe)t=0 .

On a (f∗X)y =
(
df −1(y)f

)(
X
f −1(y)

)
.
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Posons X
f −1(y)

= [γ] tel que γ ∈ C
(
M,f −1 (y)

)
, donc (f∗X)y =

(
df −1(y)f

)
([γ]) = [f oγ] , alors(

∂f∗Xh
)
(y) = d

dt (h o (f oγ))t=0 .

= d
dt ((h o f )oγ)t=0 avec [γ] = X

f −1(y)
.

= ∂X
f −1(y)

(h o f ) .

= (∂X (h o f ))
(
f −1 (y)

)
,

on trouve (
∂f∗Xh

)
= (∂X (h o f ))of −1.

Soit h ∈ C∞ (N ) , alors

∂[f∗X, f∗Y ]h =
(
∂f∗Xo∂f∗Y

)
(h)−

(
∂f∗Y o∂f∗X

)
(h) .

= ∂f∗X
(
∂Y (hof )of −1

)
−∂f∗Y

(
∂X (hof )of −1

)
.

On pose ∂Y (hof )of −1 = g et ∂X (hof )of −1 =Q, on obtient alors

∂[f∗X, f∗Y ]h = ∂f∗Xg −∂f∗YQ.
= (∂X (gof ))of −1 − (∂Y (Qof ))of −1.

= (∂X (gof )−∂Y (Qof ))of −1.

=
(
∂X

(
∂Y (hof )of −1of

)
−∂Y

(
∂X (hof )of −1of

))
of −1.

= ((∂X∂Y ) (hof )− (∂Y∂X) (hof ))of −1.

=
(
∂[X,Y ] (hof )

)
of −1 = ∂f∗[X,Y ] (h) ,

Alors ∂[f∗X,f∗Y ] = ∂f∗[X,Y ].

Proposition 2.5.6. Soit M,N,L trois variétés différentiables et soit f : M −→ N , g : N −→ L
deux application C∞−difféomorphisme, alors

1) (gof )∗ = g∗of∗.
2) f∗ est bijective et on a :(f∗)

−1 = (f −1)∗.

Démonstration. On a g ◦ f :M −→ L une application C∞-difféomorphisme, et

(g ◦ f )∗ : χ (M)→ χ (L)
X 7−→ (g ◦ f )∗X,

avec (g ◦ f )∗X ≡ ∂(g◦f )∗X .
Soit h ∈ C∞ (L)

∂(g◦f )∗Xh = [∂X (h ◦ (g ◦ f ))] ◦ (g ◦ f )−1 .

=
(
[∂X((h ◦ g) ◦ f )] ◦ f −1◦

)
g−1.

=
(
∂f∗X (h ◦ g)

)
◦ g−1.

= ∂g∗(f∗X)h.

= ∂(g∗◦f∗)Xh,

alors (g ◦ f )∗X = (g∗ ◦ f∗)X , c’est a dire (g ◦ f )∗ = g∗ ◦ f∗.
2) On applique la proposition précédente pour g = f −1.
On a

(
f ◦ f −1

)
∗

= f∗ ◦
(
f −1

)
∗

et tel-que f ◦ f −1 :N →N,
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f −1 ◦ f

)
∗

=
(
f −1

)
∗
◦ f∗ tel-que f −1 ◦ f :M→M.

Puisque f ◦ f −1 = IdN et f −1 ◦ f = IdM .
On déduit que f∗ ◦ (f −1)∗ = (IdN )∗ et (f −1)∗ ◦ f∗ = (IdM)∗ tel que f∗ ◦ (f −1)∗ : χ (N )→ χ (M) et
(f −1)∗ ◦ f∗ : χ (M)→ χ (N ), et

(IdN )∗ : χ (M)→ χ (N )
Y 7−→ (IdN )∗Y ≡ ∂(IdN )∗Y ,

alors pour tout h on trouve ∂(IdN )∗Y h = (∂Y (h ◦ IdN )) ◦ IdN = ∂Y h.
Donc ∂(IdN )∗Y = ∂Y c’est à dire (IdN )∗Y = Y , alors (IdN )∗ = Idχ(N ).

De même (IdM)∗ = Idχ(M), Donc f∗ est bijective et on a

f −1
∗ =

(
f −1

)
∗
.

2.6 Espace cotangent et fibré cotangent

Définition 2.6.1. On définit maintenant le dual de l’espace tangent à une variété.
Soit (M,A) une variété C∞−différentiable de dimension n muni d’un atlas A.

Une premiére forme (ou covecteur) en x ∈ M est une forme linéaire sur TxM c’est à dire une
application linéaire

ωx : TxM→R

Xx 7→ωx (Xx) ,

l’espace cotangent à M en x, noté T ∗xM est l’espace vectoriel des 1-formes en x c’est l l’espace
vectoriel dual de TxM c’est à dire :

T ∗xM = (TxM)∗ ,

et on a
dimT ∗xM = dimTxM = n,

cherchons alors une base de l éspace cotangent T ∗xM.
Soit (u,ϕ) une carte de l’atlas A de M contenant x et considérons l’isomorphisme

ϕ̃x : TxM→R
n

[γ] 7→ ϕ̃x ([γ]) =
d
dt

(ϕ ◦γ)|t=0 .

On peut donc considérer l’application transposée de ϕ̃x qu’on notera : ϕ̃∗x, définie par

ϕ̃∗x : (Rn)∗→ T ∗xM

θ 7→ ϕ̃∗x (θ) = θ ◦ ϕ̃x.

Notons que ϕ̃∗x est aussi un isomorphisme.
Désignons par

{
e∗i
}n
i=1

la base duale de la base canonique {ei}ni=1, Ainsi
{
ϕ̃∗x

(
e∗i
)}n
i=1

forme une
base de T ∗xM.

Posons pour tout i = 1,n :
dxi|x = ϕ̃∗x ((ei)

∗) ,
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on a alors
{
dxi|x

}n
i=1

est la base duale de la base
{
∂
∂xi |x

}
de TxM, car

(
dxi|x

)( ∂
∂xj |x

)
= ϕ̃∗x ((ei)

∗)
(
∂
∂xj |x

)
.

= ((ei)
∗ ◦ ϕ̃x)

(
∂
∂xj |x

)
.

= (ei)
∗
(
ϕ̃x

(
∂
∂xj |x

))
.

= (ei)
∗ (ej) = δij =

{
0, i , j
1, i = j

Ainsi ; dans cette base toute 1-forme de T ∗xM s’écrit

ωx =ωixdx
i
|x,

où

ωix =ωx

(
∂
∂xi |x

)
,

Notons que tout vecteurs de TxM s’écrit

Xn = Xix
∂
∂xi |x

,

où
Xix = dxi|x (Xn) .

Définition 2.6.2. Le fibré cotangent d’une variété différentielle M noté T ∗M est l’ensemble

T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM.

Définition 2.6.3. Considérons la surjection

π̄ : T ∗M→M

ω ∈ T ∗xM 7→ π̄ (ω) = x.

Le fibré cotangent T ∗M est muni d’une topologie naturelle c’est à dire on munit T ∗M de la
topologie qui rend π̄ continue, on a alors :

Proposition 2.6.1. Soit (U,ϕ) une carte de l’atlas de M, considérons l’application

ϕ̄ : π̄−1 (U )→ ϕ (U )× (Rn)∗

ω 7→ ϕ̄ (ω) =
(
ϕ (π̄ (ω)) , (ϕ̃∗)−1

π̄(ω) (ω)
)
.

Alors
(
π̄−1 (u) , ϕ̄

)
est une carte de T ∗M de plus ces cartes définissent une structure de variétés

C∞−différentiable et de dimension 2n sur T ∗M.
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2.6.1 Champs de 1-formes sur une variété différentiable

Soit (M,A) une variété différentiable de dimension n et T ∗M l’éspace fibré cotangent de
M.

Définition 2.6.4. On appelle champ de 1-formes différentielles sur M toute section de classe C∞

de l’espace fibré cotangent de M

ω :M→ T ∗M

x 7→ω (x) =ωx ∈ T ∗xM

C∞−différentiable et π̄ ◦ω = id.

On note Ω1 (M) ou encore χ∗ (M) ; l’ensemble des champs de 1-formes différentielles sur
M.
Soit maintenant ω ∈ Ω1 (M) et x ∈ M il existe alors une carte locale (U,ϕ) de l’atlas de M
contenant x, ainsi ωx =ωixdx

i
|x où

{
dxi|x

}
désigne la base dual de la base

{
∂
∂xi |x

}n
i=1

dans la carte
(U,ϕ) .

Considérons alors les n fonctions définies par :

ωi :U →R

x 7→ωi (x) =ωix, i = 1, . . . ,n.

Ainsi donc, tout champ de 1-forme ω sur l’ouvert U s’écrit sous la forme : ω =ωidxi .
Ainsi, ω est C∞−différentiable par rapport à une carte (U,ϕ) car les composantes ωi , i =
1, . . . ,n sont de classe C∞ sur l’ouvert U.

Exemple 2.13. Considérant pour tout i = 1, . . . ,n et par rapport a la carte (U,ϕ) de l’atlas A de
M :

dxi :U ⊂M→ T ∗M

x→ dxi (x) = dxi|x = ϕ̃∗x ((ei)
∗) ,

où {(ei)∗}ni=1 désigne la base duale de la base canonique de R
n, alors dxi est bien une 1-forme sur

U . On appelle
{
dx1,dx2, . . . ,dxn

}
le corepère local par rapport à la carte (U, ϕ).

2.6.2 Structure algébrique sur Ω1 (M)

Proposition 2.6.2. 1) structure d’espace vectoriel :
Ω1 (M,+, ·) est un R-espace vectoriel pour la loi interne :

+ : Ω1 (M)×Ω1 (M) −→Ω1 (M)
(ω,η) 7−→ ω+ η,

où
ω+ η :M −→ T ∗M

x 7−→ (ω+ η) (x) =ωx + ηx,

et la loi externe :
· R×Ω1 (M) −→Ω1 (M)

(λ,ω) 7−→ λ ·ω,
où

λ ·ω :M −→ T ∗M
x 7−→ (λω) (x) = λωx.
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Remarque 2.6.1. On a π̄ ◦ (ω,η) = π̄ ◦ (λω) = id et ω+ η et λω sont C∞−différentiable.

2) Structure de C∞ (M)_module :
A présent on munit Ω1 (M) des deux lois suivante :

+ : Ω1 (M)×Ω1 (M) −→Ω1 (M)
(ω,η) 7−→ ω+ η,

où
ω+ η :M −→ T ∗M

x 7−→ (ω+ η) (x) =ωx + ηx,
et :

· : C∞ (M)×Ω1 (M) −→Ω1 (M)
(f ,ω) 7−→ f ·ω,

où
f ·ω :M −→ T ∗M

x 7−→ (f ·ω) (x) = f(x) ·ωx,

alors
(
Ω1(M),+, ·

)
est un C∞ (M)-module.

Remarque 2.6.2. Un champ de 1-formes peut être vu comme une application C∞ (M) linéaire
sur χ (M) .

Soit ω ∈Ω1(M), considérons l’application notée ω et définie par :

ω : χ (M) −→ C∞ (M)
X 7−→ ω (X) ,

où
ω (X) :M −→R

x 7−→ (ω (X)) (x) =ωxX.

Il est claire que ω et C∞ (M)-linéaire, c’est à dire

ω (X +Y ) =ω (X) +ω (Y ) ; ∀X,Y ∈ χ (M)

et
ω (f X) = f ω (X) ; ∀X ∈ χ (M) ; ∀f ∈ C∞ (M)

2.7 Application Pull Back (ou image réciproque)

Définition 2.7.1. Soit M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement
et soit f :M→N une application C∞−différentiable.

On appelle application pull-back associée à f , ou l’image réciproque de f notée f ∗, l’applica-
tion :

f ∗ : Ω1 (M) −→Ω1 (M)
ω 7−→ f ∗ (ω) ,

où
f ∗ (ω) :M −→ T ∗M

x 7−→ (f ∗ω)x =ωf (x) ◦ dxf ,
et

ωf (x) ◦ dxf : TxM −→R

Xx 7−→
(
ωf (x) ◦ dxf

)
(Xx) =ωf (x) (dxf (Xx)) ,

f ∗ transforme un champ de 1-formes sur N en champ de 1-formes sur M, il est clair que f ∗ est
R-linéaire.
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Proposition 2.7.1. Soit M,N,G trois variétés différentiables et soient f :M→N et g :N → G
deux applications C∞−différentiable on a alors

1) (g ◦ f )∗ = f ∗ ◦ g∗.
2) si f :M→N et un C∞−difféomorphisme, alors f ∗ est bijective et on a : (f ∗)−1 =

(
f −1

)∗
.

Démonstration. 1) On a g ◦ f :M→ G alors

(g ◦ f )∗ : Ω1 (G) −→Ω1 (M)
ω 7−→ (g ◦ f )∗ (ω)

où
(g ◦ f )∗ (ω) :M −→ T ∗M

x 7−→ ((g ◦ f )∗ω)x ,

donc

((g ◦ f )∗ω)x =ω(g◦f )(x) ◦ dx (g ◦ f ) .

=ωg(f (x)) ◦ (df (x)g ◦ dxf ).

=ωg(f (x)) ◦
(
df (x)g ◦ dxf

)
.

=
(
ωg(f (x))odf (x)g

)
◦ dxf .

= (g∗ω)f (x) ◦ dxf .
= (f ∗ (g∗ω))x .
= ((f ∗ ◦ g∗) (ω))x ,

alors (g ◦ f )∗ = f ∗ ◦ g∗.
2) On a (

f −1 ◦ f
)∗

= id∗M et (f ◦ f −1)∗ = id∗N .

f ∗ ◦
(
f −1

)∗
= id∗M et (f −1)∗ ◦ f ∗ = id∗N .

tel-que
id∗M : Ω1 (M) −→Ω1 (M)

ω 7−→ id∗M (ω) .

où
id∗M (ω) :M −→ T ∗M

x 7−→
(
id∗Mω

)
x
,

alors
(
id∗Mω

)
x

=ωx ◦ dxidM =ωn.
De plus

idΩ1(M) : Ω1 (M) −→Ω1 (M)
ω 7−→ idΩ1(M) (ω) ,

où
idΩ1(M) (ω) :M −→ T ∗M

x 7−→ ωx,

et
dxidM : TxM −→ TxM

[γ] 7−→ (dxidM) ([γ]),

tel-que (dxidM) ([γ] ) = [id ◦γ] = [γ] c’est à dire f ∗ est bijective, alors (f ∗)−1 =
(
f −1

)∗
.
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Remarque 2.7.1. Nous pourrons définir l’application Pull-Back pour les fonctionsC∞−différentiables
comme

Si f : M → N est une application C∞−différentiable, on définie l’application notée f ∗, par la
formule :

f ∗ : C∞ (N ) −→ C∞ (M)
h 7−→ f ∗ (h) = h ◦ f .

Ainsi pour tout ω ∈Ω1 (N ) et pour tout h ∈ C∞ (N ) on a

f ∗ (hω) = f ∗ (h)f ∗ω = (h ◦ f )f ∗ω.

Soit x ∈M

(f ∗ (hω))x = (hω)f (x) ◦ dxf =
(
h (f (x))ωf (x)

)
◦ dxf .

= h (f (x))
(
ωf (x) ◦ dxf

)
.

= (h ◦ f )x (f ∗ω)x .
= ((h ◦ f ) (f ∗ω))x .
= (f ∗ (h)f ∗ω)x ,

donc : f ∗ (hω) = f ∗ (h)f ∗ω = (h ◦ f )f ∗ω.



CHAPITRE 3

TENSEURS ET FORMES
DIFFÉRENTIELLES

3.1 Rappel sur les tenseurs

Définition 3.1.1. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n, un tenseur d’ordre p est
une application p− linaire de V p dans R.
Soit T un tenseur d’ordre p. La p linéarité du tenseur T signifie que son application à p vecteur
est linéaire par rapport à chacun de ses arguments.

T (.....,xk + xk′ , ....) = T (.....,xk , .....) + T (......,xk′ , ....), ∀k ∈ [1, ...p] .
T (.....,λxk , ....) = λT (.....,xk , .....), ∀k ∈ [1, ...p] , ∀λ ∈R.

3.1.1 Composantes d’un tenseur

Soit T un tenseur d’ordre p et soient p-vecteurs {V1,V2, ....,Vp} donnés par leurs compo-
santes contravariantes sur une base {ei}

V1 = (V1)i1ei1 ; ......; Vp = (Vp)ipeip .

L’application T à ces p-vecteurs conduit au nombre réel :

T (V1,V2, ....,Vp) = T ((V1)i1ei1 , ......, (Vp)ipeip) = T (ei1 , ......, eip)(V1)i1 .......(Vp)ip .

3.1.2 Composantes covariantes d’un tenseur

On appelle composantes covariantes du tenseur T d’ordre p les np nombres notés Ti1......ip
obtenue par l’application de T à p vecteurs de bases :

Ti1......ip = T (ei1 , ......, eip).

3.1.3 Tenseurs euclidiens particuliers

Tenseur métrique

Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension 2 .
Un tenseur métrique noté G est le tenseur du second ordre défini par :

{x,y} ∈ V 2 −→ G(x,y) = x.y ∈R

56
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Tenseur d’orientation

Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension 3 .
On appelle tenseur d’orientation le tenseur d’ordre 3, noté H défini par :

{x,y,z} ∈ V ×V ×V −→H(x,y,z) = [x,y,z] ∈R

Théorème 3.1.1. L’ensemble des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel .

Démonstration. Muni des deux opérations, l’ensemble des tenseurs d’ordre p satisfait les
axiomes de définition d’un espace vectoriel avec l’élément neutre de l’addition, le tenseur
nul d’ordre p noté 0 défini par :

0(x1, ....,xp) = 0 , ∀
{
x1, ....,xp

}
.

L’élément neutre de la multiplication est le scalaire 1 .

Dans le but de définir une base de l’espace vectoriels des tenseurs d’ordre p, on défi-
nit une nouvelle opération entre vecteurs

3.1.4 Produit tensoriel de deux vecteur

Définition 3.1.2. On appelle produit tensoriel de deux vecteur V etW , le tenseur du second ordre
noté V ⊗W défini par :

(x,y) ∈ V 2 −→ (V ⊗W )(x,y) = (V .x)(W.y) ∈R.

En exprimant les vecteurs x et y sur la base {ei} .

Définition 3.1.3. Produit tensoriel de deux formes :
Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions respective p et q .
Notons E∗ et F∗ leurs espaces vectoriels dual .
Pour f ∈ E∗ et g ∈ F∗ on définit l’application suivante

f ⊗ g :E ×F −→R

(x,y) 7−→ (f ⊗ g)(x,y) = f (x).g(y)

Si {e1, ...., ep} une base de E∗ et {f 1, ...., f q} une base de F∗ , alors l’espace vectoriel des formes
bilinéaires sur E ×F admet une base pour les p.q éléments : {ei ⊗ f j} .
En effet, il suffit de montrer que la famille

{ei ⊗ f j} 1≤i≤p
1≤j≤q

est libre

Démonstration. Puisque la dimension de l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur E × F
est p.q (i.e dimL2

(E ×F,R) = dimE.dimF), et card{ei ⊗ f j} 1≤i≤p
1≤j≤q

= p.q .

Soit alors αij ; i = 1, ...p, j = 1, ...q des réels, vérifiant :

p∑
i=1

q∑
j=1

αije
i ⊗ f j = 0.
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Considérons {e1, ...., ep} une base de E, telle que ei(ek) = δik( i.e {ei}pi=1 est la base duale de

{ek}
p
k=1 ) et {f1, ...., fp} une base de F, telle que f j(fl) = δjl pour tout j, l ∈ {1, ...,q}.

On a alors
p∑
i=1

q∑
j=1

αij .(e
i ⊗ f j)(ek , fl) = 0 , d’où

p∑
i=1

q∑
j=1

αij .e
i(ek).f

j(fl) =
p∑
i=1

q∑
j=1

αij .δ
i
k .δ

j
l = 0.

On a donc αkl = 0 Pour tout k ∈ {1, ...,p} et l ∈ {1, ...,q} , d’où la famille {ei⊗f j} 1≤i≤p
1≤j≤q

est bien

libre .

3.1.5 Notation-Définition

Par définition, l’ensemble des formes bilinéaires sur E ×F est noté E∗⊗F∗ et appelé Pro-
duit tensoriel de E∗ et F∗ .
Tout élément T ∈ E∗ ⊗F∗ s’écrit donc T = Tijei ⊗ f j .
Nous savons d’autre part que tout vecteur de E peut être considéré comme une forme li-
néaire sur E∗, c’est à dire comme élément de E∗∗. En effet, en dimension finie on a E ≃ E∗∗ par
l’isomorphisme défini par

i :E −→ E∗∗

x 7−→ i(x) : E∗ −→R

l 7−→ (i(x))(l) = l(x).

• i est bien linéaire (puisque l ∈ E∗ )
• i est injective : en effet, supposons que i(x) = 0 pour tout x ∈ E on a alors, (i(x))(l) = 0 pour
tout l ∈ E∗. Soit maintenant {ei}i=1,...p une base de E, et soit {ei}i=1,...p sa base duale.

Ainsi, on peut écrire : x =
p∑
i=1
xiei .

On a alors, (i(x))(l) = l(x) = 0 , d’où l(
p∑
i=1
xiei) = 0⇒

p∑
i=1
xil(ei) = 0 .

En particulier, pour l = ej ; j = 1, ...,p :
p∑
i=1
xie

j(ei) = 0⇒
p∑
i=1
xiδ

j
i = 0⇒ xj = 0; j = 1, ...,p , Ainsi x = 0E .

Nous pouvons donc appliquer le schéma de construction du produit tensoriel à E∗ et F∗ afin
de définir le produit tensoriel E ⊗F ≃ E∗∗ ⊗F∗∗ .
Une base de E ⊗F est alors {ei ⊗ fj}i=1,..p j=1,...q où {ei} et {fj} sont des bases de E et F .
Soient x ∈ E et y ∈ F , x⊗ y ∈ E ⊗F ≃ E∗∗ ⊗F∗∗ := L2(E∗ ×F∗,R) ainsi :

x⊗ y :E∗ ×F∗ −→R

(l,h) 7−→ (x⊗ y)(l,h) = (i(x))(l).(i(y))(h)
(x⊗ y)(l,h) = l(x).h(y).

Nous avons alors les règles algébriques suivantes, si x,x1,x2 ∈ E, y,y1, y2 ∈ F et λ ∈R alors :

x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2 .
(x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y .
(λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y) .
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Montrons la première règle :
Soit l ∈ E∗ et h ∈ F∗ :

(x⊗ (y1 + y2))(l,h) =l(x).h(y1 + y2).
=l(x)[h(y1) + h(y2)].
=l(x).h(y1) + l(x).h(y2).
=(x⊗ y1)(l,h) + (x⊗ y2)(l,h).
=(x⊗ y1 + x⊗ y2)(l,h).

D’où , x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2 .
De la même manière on montrera les autres règles .

3.1.6 Les types de tenseurs

Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi E⊗E⊗....⊗E⊗F⊗....⊗F
. Pour la suite, nous particulariserons F en prenant F = E∗.
Nous obtenons alors E ⊗E ⊗E ⊗ ....⊗E︸                ︷︷                ︸

s−f ois

⊗E∗ ⊗ ....⊗E∗︸        ︷︷        ︸
r−f ois

un tel élément s’écrit :

T = T i1.i2....isj1.j2...jr
ei1 ⊗ ei2 ⊗ ....⊗ eis ⊗ e

j1 ⊗ ej2 ⊗ ....⊗ ejr .

On l’appelle tenseur de type (s,r). Nous dirons que les coefficients T i1.i2....isj1.j2...jr
sont les cordon-

nées du T dans la base {ei1 ⊗ ei2 ⊗ ....⊗ eis ⊗ e
j1 ⊗ ej2 ⊗ ....⊗ ejr }

Convention

Un tenseur de type (0,0) est par convention un élément de R (un scalaire).

Remarque 3.1.1. ♦ Un tenseur de type (1,0) est un vecteur de E, et un tenseur de type (0,1) est
une forme de E∗.
♦ Un tenseur de type (0, r) est dit tenseur r-fois covariant (ou tenseur covariant ), et un tenseur
de type (s,0) est dit tenseur s-fois contravariant (ou tenseur contravariant ).

Définition 3.1.4. Un tenseur s-fois contravariant (i.e de type (s,0) ) T = T i1.i2....isei1⊗ei2⊗ ....⊗eis
est dit symétrique (resp antisymétrique ) si

T i1.i2....is = T iσ (1).iσ (2)....iσ (s) resp ( T i1.i2....is = (−1)signσT iσ (1).iσ (2)....iσ (s ∀σ ∈ Ss )

où Ss désigne le groupe de permutations de l’ensemble {1, ...s} (i.e les bijections de {1, ...s} dans
{1, ...s} .
Cette définition s’applique aussi pour les tenseurs r-fois covariant (i.e des tenseurs de type (0, r) ).

Exemple 3.1. Soit un tenseur de type (0,2), on a alors :
T = Ti1i2e

i1 ⊗ ei2
T est symétrique si Ti1i2 = Tiσ (1)iσ (2)

pour tout σ ∈ S2, or = {Id,τ12} où τ12 est la transposition
définie par τ12(1) = 2 et τ12(2) = 1.

Ainsi T est symétrique si :

Ti1i2 = Ti1i2
Ti1i2 = Ti2i1
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3.1.7 Opérations sur les tenseurs

Produit tensoriel

Le produit tensoriel du tenseur S de type (q,p) :

S = S
k1.k2....kq
l1.l2...lp

ek1
⊗ ek2

⊗ ....⊗ ekq ⊗ e
l1 ⊗ el2 ⊗ ....⊗ elp .

Avec le tenseur de type(s, r) :

T = T i1.i2....isj1.j2...jr
ei1 ⊗ ei2 ⊗ ....⊗ eis ⊗ e

j1 ⊗ ej2 ⊗ ....⊗ ejr ,

est le tenseur :

S⊗T = S
k1.k2....kq
l1.l2...lp

T i1.i2....isj1.j2...jr
ek1
⊗ek2

⊗ ....⊗ekq⊗ei1⊗ei2⊗ ....⊗eis⊗e
l1⊗el2⊗ ....⊗elp⊗ej1⊗ej2⊗ ....⊗ejr

Qui est un tenseur de type (q+ s,p+ r).

Contraction

La contraction d’un tenseur consiste à sommer l’un de ses indices hauts avec l’un de
ses indices bas, la contraction fait passer d’un tenseur de type (s, r) à un tenseur de type
(s − 1, r − 1).
Plus précisément, soit

T = T i1.i2....isj1.j2...jr
ei1 ⊗ ei2 ⊗ ....⊗ eis ⊗ e

j1 ⊗ ej2 ⊗ ....⊗ ejr un tenseur de type (s, r).

Et soit i1 ≤ il ≤ is et j1 ≤ jk ≤ jr .
On appelle contraction de T et on note le tenseur de type (s − 1, r − 1) défini par :

Ciljk (T ) =
∑
T i1....m....isj1....m...jr

ei1 ⊗ ....⊗ eil−1
⊗ eil+1

....⊗ eis ⊗ e
j1 ....⊗ ejk−1 ⊗ ejk+1 ⊗ ....⊗ ejr

la position m définie la position de il et jk .

Exemple 3.2. Soit T un tenseur de type (1,1). Alors C1
1 est le tenseur de type (0,0) défini par :

C1
1(T ) =

∑
m
Tmm où T = T ij ei ⊗ e

j .

En particulier, si α ∈ E∗ et x ∈ E , alors α ⊗ x est un tenseur de type (1,1), et on a :

C1
1(α ⊗ x) =C1

1(αie
i ⊗ xjej)

=C1
1((αix

j)ei ⊗ ej)

=
∑
m

αmx
m = α(x)

Puisque α(x) = (αiei)(xj)ej) = αixjei(ej) = αixjδ
i
j = αixi .

C1
1(α ⊗ x) = α(x)

Exemple 3.3. Soit T un tenseur de type (2,3) déterminer C1
3T .

On a T = T ijklmei ⊗ ej ⊗ e
k ⊗ el ⊗ em. Ainsi C1

3T est un tenseur de type (1,2) défini par :

C1
3(T ) =

∑
s
T
ij
klmej ⊗ e

k ⊗ el
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Première utilisation du produit tensoriel

On va montrer que E ⊗E∗ s’identifie canoniquement, en dimension finie à L(E), l’espace
vectoriel des endomorphismes de E .
En effet, tout élément M =M i

j eie
j ∈ E ⊗E∗ s’identifie à l’endomorphisme :

E −→ E

v 7−→ (M i
jv
j)ei

C’est à dire, tout simplement, que M i
j est la matrice associée à cet endomorphisme dans

la base {ei} de E .
Réciproquement, tout endomorphismeM ∈ L(E) se met sous forme d’une matrice (M i

j ) dans

la base {ei}, et donne l’élément (M i
j )eie

j ∈ E ⊗E∗ dans cette identification.
Il est claire que cette identification est indépendante du choix de la base {ei} de E .

Seconde utilisation du produit tensoriel : l’algèbre extérieure

La seconde utilisation du produit tensoriel va consister à définir l’espace ∧rE∗ des r-
formes multilinéaires antisymétriques sur E . Pour cela, considérons l’espace vectoriel :

⊗rE∗ = E∗ ⊗ ....⊗E∗︸        ︷︷        ︸
r−f ois

Et posons ∧rE∗ le sous-espace vectoriel de ⊗rE∗ des éléments complètement antisymé-
triques.
Définissons alors le produit extérieur, qu’on notera ∧ :

∧ : ∧rE∗ ×∧sE∗ −→∧r+sE∗

(w,η) 7−→ w∧ η

Pour :
(w∧ η)(x1, ....,xr+s) = 1

r!s!
∑

σ∈Sr+s
(−1)sign(σ )w(xσ (1), ....xσ (r)).η(xσ (r+1), ...xσ (r+s)) ∀x1, ....xr+s ∈ E.

Convention

On pose par convention ∧0E∗ = R .

Remarques et commentaires

♦ On a ∧1E∗ = E.
♦ ∧2 E∗ = S−2 (E) := l’ensemble des formes bilinéaires antisymétriques (ou alternées) sur E .
Si {e1, ...en} est une base de E, E étant de dimension n, alors {ei1 ∧ ei2}1≤i1<i2≤n est une base de
∧2E∗, où {e1, ...en} est la base duale de E∗ et

(ei1 ∧ ei2)(x1,x2) =
ei1(x1) ei1(x2)
ei2(x1) ei2(x2)

En effet, on sait que {ei1 ∧ ei2}i1,i2=1,....n est une base de ⊗2E∗ = E∗ ⊗E∗.
Ainsi pour T ∈ ∧2E∗ ⊂

s.e.v
⊗2E∗, on a T = Ti1i2e

i1 ⊗ ei2 , et comme T est antisymétrique, on aura
Ti1i2 = −Ti2i1 .
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D’où :
T =

∑
i1,i2

Ti1i2e
i1 ⊗ ei2 =

∑
i1<i2

Ti1i2e
i1 ⊗ ei2 +

∑
i1>i2

Ti1i2e
i1 ⊗ ei2 +

∑
i1,i1

Ti1i1e
i1 ⊗ ei1

T =
∑
i1<i2

Ti1i2e
i1 ⊗ ei2 −

∑
i2<i1

Ti2i1e
i1 ⊗ ei2 (Ti1i1 = 0)

T =
∑
i1<i2

Ti1i2e
i1 ⊗ ei2 −

∑
i1<i2

Ti1i2e
i1=2 ⊗ ei1

T =
∑
i1<i2

Ti1i2(ei1 ⊗ ei2 − ei1=2 ⊗ ei1)

Ainsi {ei1 ∧ ei2}1≤i1<i2≤n est une famille génératrice de ∧2E∗.

De plus, {ei1 ∧ ei2}1≤i1<i2≤n est une famille libre.

En effet, soient {αi1i2}i1<i2 des réels, tel que
∑
i1<i2

αi1i2e
i1 ∧ ei2 = 0, on a alors :

∑
i1<i2

αi1i2(ei1 ∧ ei2)(ek , el) = 0 ⇒
∑
i1<i2

αi1i2(ei1 ⊗ ei2 − ei2 ⊗ ei1)(ek , el) = 0

⇒
∑
i1<i2

αi1i2[(ei1 ⊗ ei2)(ek , el)− (ei2 ⊗ ei1)(ek , el)] = 0

⇒
∑
i1<i2

αi1i2[ei1(ek).e
i2(el)− ei2(ek).e

i1(el)] = 0

⇒
∑
i1<i2

αi1i2[δi1k δ
i2
l − δ

i2
k δ

i1
l ] = 0

k<l
⇒ αkl = 0

On a alors {ei1∧ei2}1≤i1<i2≤n est bien une base de∧2E∗, de plus dim∧2E∗ =
n2 −n

2
=
n(n− 1)

2
=

C2
n =

n!
2!(n− 2)!

.

De façon générale, on a dim ∧r E∗ = Crn =
n!

r!(n− r)!
où r ≤ n et n = dimE ( Notons que

∧rE∗ = {0} si r > n = dimE ).
{ei1 ∧ .....∧ eir }1≤i1<....<ir≤n est une base de ∧rE∗.

Propriétés 3.1.1. i) α ∧ β = (−1)rsβ ∧α pour α ∈ ∧rE∗ et β ∈ ∧sE∗ .

ii) α ∧ (β ∧γ) = (α ∧ β)∧γ .

iii) (α1 +α2)∧ β = (α1 ∧ β) + (α2 ∧ β) .

iv) λ(α ∧ β) = (λα)∧ β = α ∧ (λβ) , ∀λ ∈R .

Algèbre extérieure

Considérons l’espace vectoriel :

∧E∗ =∧0 E∗ ⊕∧1E∗ ⊕ ......⊕∧nE∗ ;n = dimE.

=∧0 E∗ ×∧1E∗ × ......×∧nE∗.

Alors, le produit extérieur donne à ∧E∗ une structure d’algèbre. C’est l’algèbre extérieure
sur E∗.
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3.1.8 Tenseurs sur une variété

Soit (M,A) une variété différentielle de dimension n.

Définition 3.1.5. Pour tout x ∈M, définissons l’espace vectoriel :

T
(s,r)
x M = TxM ⊗ ......⊗ TxM︸                ︷︷                ︸

s−f ois

⊗T ∗xM ⊗ .....⊗ T ∗xM︸                ︷︷                ︸
r−f ois

Un élément Tx ∈ T
(s,r)
x M est un tenseur de type (s, r) au dessus de x ( ou en x ).

Si (U,ϕ) est une carte locale contenant x, dans les cordonnées (x1, ...,xn), T s’écrit :

Tx = T i1i2....isj1j2...jr
(x)

∂
∂xi1|x

⊗ ....⊗ ∂
∂xis |x

⊗ dxj1|x ⊗ ......⊗ dx
jr
|x

Puisque
{

∂
∂xi |x

}
i

est une base de TxM et
{
dx

j
|x

}
j

est une base de T ∗xM .

Cas particuliers

▷ Un élément de T (1,0)
x M = TxM est un vecteur tangent à M en x .

▷Un élément de T (0,1)
x M = T ∗xM est un covecteur (une 1-forme).

Champs de tenseurs

Nous pouvons donc considérer la variété différentielle :

T (s,r)M =
⋃
x∈M

T
(s,r)
x M

Qu’on appelle fibré des tenseurs de type (s,r). Ainsi, un champ de tenseurs de type (s, r)
sur M, est une section C∞-différentiable du fibré T (s,r)M :

T :M −→ T (s,r)M

x −→ Tx ∈ T
(s,r)
x M = TxM ⊗ ......⊗ TxM︸                ︷︷                ︸

s−f ois

⊗T ∗xM ⊗ .....⊗ T ∗xM︸                ︷︷                ︸
r−f ois

T s’écrit donc localement :

T = T i1i2....isj1j2...jr
(x)

∂
∂xi1
⊗ ....⊗ ∂

∂xis
⊗ dxj1 ⊗ ......⊗ dxjr

Où T i1i2....isj1j2...jr
sont des fonctions C∞(U ) avec (U,ϕ) est une carte locale de cordonnées {x1, ...xn}

.

Cas particuliers

1) Un champ de tenseurs de type (1,0) est un champ de vecteurs sur M .

2) Un champ de tenseurs de type (0,1) est un champ de 1-forme différentielle sur M.

3) Un champ de tenseurs de type (0,0) n’est rien d’autre qu’une fonction C∞ sur M.
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Notation

On désigne par F (s,r)(M) l’ensemble des champs de tenseur M.
On a alors : F (1,0)(M) = X(M) , F (0,1)(M) = Ω1(M)(= X∗(M)) et F (0,0)(M) = C∞(M).

Commentaires

Globalement, il est facile de vérifier qu’un champ de tenseurs de type (s, r) peut être vu
comme une application C∞(M)-multilinéaire sur : Ω1(M)× ....×Ω1(M)︸                    ︷︷                    ︸

s−f ois

×X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸
r−f ois

à

valeurs dans C∞(M).

i) Si ω est un champ de tenseurs de type (0,1), alors on peut le voir comme une applica-
tion C∞(M)-linéaire sur X∗(M), noté ω :

ω : X(M) −→ C∞(M)
X 7−→ ω(X) :M −→R

x 7→ (ω(x))(x) = ωx(Xx).

ii) Si X est un champ de tenseurs de type (1,0), on peut donc le représenter comme une
application C∞(M)-linéaire sur Ω1(M) :

ω : Ω1(M) −→ C∞(M)
θ 7−→ X(θ) = θ(X) :M −→R

x 7→ (θ(x))(x) = θx(Xx).

iii) Si A : X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸
r−f ois

−→ X(M) est une application C∞(M)-multilinéaire, alors A in-

duit un champ de tenseurs de type (1, r) :

Ā : Ω1(M)×X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸
r−f ois

−→ C∞(M)

(ω,X1, ...,Xr) 7−→ Ā = A(ω,X1, ...,Xr) = ω(A(X1, ...,Xr)).

3.1.9 Produit tensoriel de deux tenseurs sur M

Soient A ∈ F (s,r)(M) et B ∈ F (s′ ,r ′)(M), on définit le produit tensoriel de A et B par :

A⊗B : Ω1(M)× ...Ω1(M)︸                 ︷︷                 ︸
s+s′

×X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸
r+r ′

−→ C∞(M)

(θ1, ...,θs+s
′
,X1, ...,Xr+r ′ ) 7−→ A(θ1, ...,θs,X1, ...,Xr).B(θs+1, ...,θs+s

′
,Xr+1, ...,Xr+r ′ )

A⊗B ∈ F (s+s′ ,r+r ′)(M). si r ′ = s′ = 0 alors B est une fonction f ∈ C∞(M), et on pose :
A⊗ f = f ⊗A = f .A .
Ainsi, si A est de type (0,0), on retrouve le produit usuel des fonctions C∞(M).
Il est claire que : (f A+ gA′)⊗B = f A⊗B+ gA′ ⊗B pour tout f ,g ∈ C∞(M) et B ∈ F (s′ ,r ′)(M).
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1. Le produit tensoriel est associatif : (A⊗B)⊗C = A⊗ (B⊗C).

2. Le produit tensoriel n’est pas commutatif ,par exemple, en cordonnées locales (x1, ...xn)
on a dx1,dx2 ∈ F (0,1)(M) et :

(dx1 ⊗ dx2)
(
∂x
∂x1

,
∂x
∂x2

)
= dx1

(
∂x
∂x1

)
.dx2

(
∂x
∂x2

)
= 1,

(dx2 ⊗ dx1)
(
∂x
∂x1

,
∂x
∂x2

)
= dx2

(
∂x
∂x1

)
.dx1

(
∂x
∂x2

)
= 0.

Ainsi dx1 ⊗ dx2 , dx2 ⊗ dx1.

3. A ∈ F (s,0)(M) et B ∈ F (0,r)(M), alors A⊗B = B⊗A.

3.1.10 Application pull-back sur les champs de tenseurs

Soient M,N deux variétés différentiables, et soit f :M −→ N un C∞-difféomorphisme, il
est possible de définir l’application pull-back pour les champs de tenseurs, qu’on notera f ∗ :

f ∗ : F (s,r)(N ) −→ F (s,r)(M)
T 7−→ f ∗T ,

tel que :

f ∗T : Ω1(M)× ...Ω1(M)︸                 ︷︷                 ︸
s−f ois

×X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸
r−f ois

−→ C∞(M)

(θ1, ...,θs,X1, ...,Xr) 7−→ f ∗T (θ1, ...,θs,X1, ...,Xr)

f ∗T (θ1, ...,θs,X1, ...,Xr) = T
(
(f −1)∗θ1, ..., (f −1)∗θs, f∗X1, ..., f∗Xr

)

3.2 Connexions sur le fibré tangent

Pour la géométrie Riemannienne ou pseudo-Riemannienne, notre préoccupation princi-
pale est les connexions sur le fibré tangent, donc pour le reste du chapitre on se concentrera
sur ce cas. Une connexion sur le fibré tangent est souvent appelée une connexion sur M.
(Les termes de connexions affine et connexion linéaire sont aussi parfois utilisés dans ce
contexte, mais il existe un léger désaccord sur la définition précise de ces termes, donc on
les évitera.)
Supposons M est une variété lisse avec ou sans bords. Parla définition que nous venons de
donner une connexion dans TM est une application

∇ : χ(M)×χ(M) −→ χ(M)

qui satisfait les propriétés (i) − (iii). Bien que la définition d’une connexion rassemble la
caractérisation d’un champ de tenseurs de type (1,2) donner par le lemme de caractérisa-
tion de tenseurs, une connexion dans TM n’est pas un champ de tenseurs car elle n’est pas
linéaire sur C∞(M) pour sa seconde composante, mais par contre satisfait la loi du produit.
Pour le calcul, on aura besoin d’examiner comment apparaissent les connexion en terme de
bases locales . Soit (Ei) une base locale lisse de TM sur un ouvert U ⊆M.
Pour tout choix d’indices i et j, on peut étendre le champ de vecteurs ∇EiEj en terme de la
même base :
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∇EiEj = Γ kijEk.

Puisque i, j et k prennent les valeurs de 1 à n = dimM, ceci définit n3 fonctions lisses
Γ kij : U −→ R, appelées les coefficients de connexion de ∇ en respectant la base donnée.
La proposition suivante montre que la connexion est complètement déterminée sur U par
les coefficients de connexion.
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3.3 Formes différentielles

Définition 3.3.1. Soit M une variété différentielle de dimension n
Une r-forme différentielle (ou r-forme) surM est un champ de tenseurs de type (0,r) complètement
antisymétrique. On notera Ωr(M) l’espace vectoriel des r-formes sur M.
Pour r = 0, on a Ω0(M) = C∞(M) .
Pour r = 1, on retrouve les 1−formes différentielles.
Pour r > n, on a Ωr(M) = {0}.
Une r-forme différentielle est donc une application C∞(M)-multilinéaire antisymétrique
de X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸

r−f ois

dans C∞(M).

3.3.1 Expression locale

Soit à présent ω une r-forme différentielle, i.e ω est un champs de tenseurs de type (0, r)
complètement antisymétrique :

ω :M −→ T (0,r)M =
⋃
x∈M

T
(0,r)
x M

x 7−→ ωx ∈ T
(0,r)
x M = T ∗xM ⊗ ...⊗ T ∗xM︸              ︷︷              ︸

r−f ois

ωx ∈ T ∗xM ⊗ ...⊗ T ∗xM︸              ︷︷              ︸
r−f ois

et comme ωx est antisymétrique, on peut dire que ωx ∈ ∧rT ∗xM.

D’autre part, soit (U,φ) une carte locale contenante x,
{
dxi|x

}n
i=0

est alors une base de T ∗xM.

Ainsi,
{
dxi1|x ∧ ...dx

ir
|x

}
1≤i1<..<i2≤n

forme une base de ∧rT ∗xM.

Notons que :
dxi1|x ∧ ...dx

ir
|x

=
∑
σ∈σr

ε(σ ) dxi1|x ∧ ...dx
ir
|x

.

On a alors
ωx =

∑
1≤i1<..<i2≤n

ωi1...ir ,x dx
i1
|x
∧ ...dxir|x

Posons :

ωi1...ir :U −→R

x 7−→ ωi1...ir (x) = ωi1...ir ,x

ωi1...ir ∈ C
∞(U ), On peut écrire :

ω =
∑

1≤i1<..<i2≤n
ωi1...ir dx

i1 ∧ ...dxir

3.3.2 Produit extérieur

Pour ω ∈ Ωr(M) et η ∈ Ωs(M), On peut définir le produit extérieur ω ∧ η ∈ Ωs+r par la
formule :

(ω∧ η)(X1, ..,Xr+s) =
1
r!s!

∑
σ∈σr+s

ε(σ )ω(Xσ1
...Xσr ).η(Xσr+1

...Xσr+s)
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Considérons l’espace vectoriel :

Ω∗(M) = Ω0(M)⊕Ω1(M)⊕ ...⊕Ωn(M) ;n = dimM

= Ω0(M)×Ω1(M)× ...×Ωn(M)

Alors, le produit extérieur donne à Ω∗(M) une structure d’algèbre .Il a la propriété de com-
mutativité : ω∧ η = (−1)rsη ∧ω ;∀ω ∈Ωr(M),∀η ∈Ωs(M).

3.3.3 Fibré des formes différentielles

Jusqu’à présent, nous avons défini les champs de vecteurs, les 1-formes différentielles et
les champs de tenseurs comme des sections de fibrés. Nous pouvons faire de même pour les
r-formes différentielles sur M.
Pour tout x ∈ M, posons ∧rT ∗xM l’espace vectoriel des r-formes multilinéaires antisymé-
triques sur TxM.
Définissons alors la variété :

∧rT ∗M =
⋃
x∈M
∧rT ∗xM

appelée fibré des r-formes différentielles. Alors toute r-forme différentielle est une section
C∞ de ce fibré.

ω :M −→∧rT ∗M
x 7−→ ωx ∈ ∧rT ∗xM.

ωx : TxM × ...× TxM︸             ︷︷             ︸
r−f ois

−→R , r-multilinéaire et antisymétrique .

3.3.4 Application pull-back des formes différentielles

SoientM etN deux variétés différentiables et f :M −→N une applicationC∞-différentiable,
On peut donc définir l’application pull-back sur les r-formes différentiables par :

f ∗ : Ωr(N ) −→Ωr(M)
ω 7−→ f ∗ω :−→ X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸

r−f ois

−→ C∞(M)

(X1, ...,Xr) 7−→ (f ∗ω)(X1, ...,Xr)

tel que :

(f ∗ω)(X1, ...,Xr) = ω
(
f∗X1, ..., f∗Xr

)
Pour r = 1, On retrouve la définition déjà donnée du pull-back sur les 1-formes différen-
tielles.



3.3. FORMES DIFFÉRENTIELLES 69

3.3.5 Différentielle

Définition 3.3.2. On définit la différentielle d sur Ωr(M) par

d : Ωr(M) −→Ωr+1(M)
ω 7−→ dω :−→ X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸

r+1−f ois

−→ C∞(M)

tel que :

(dω)(X0,X1, ...,Xr) =
r∑
i=0

(−1)iXi

(
ω(X0,X1, ..

i
∨◦ ..,Xr)

)
+
∑
i<j

(−1)i+jω
(
[Xi ,Xj],X0,X1, ..

i
∨◦ ..

j
∨◦ ..,Xr

)
Avec dΩ0(M) = C∞(M) −→Ω1(M) la différentielle sur les fonctions déjà définie(
(df )(X) = X(f )

)
.

i
∨◦ signifie que l’on met Xi dans les arguments de ω.

Exemple 3.4. Lorsque r = 1 .

d : Ω1(M) −→Ω2(M)
ω 7−→ dω : X(M)×X(M) −→ C∞(M)

(X0,X1) 7−→
(
dω

)
(X0,X1).

(dω)(X0,X1) = (−1)0X0

(
ω(X1)

)
+(−1)1X1

(
ω(X0)

)
+(−1)0+1ω

(
[X1,X1]

)
= X0

(
ω(X1)

)
−X1

(
ω(X0)

)
−ω

(
[X0,X1]

)
Propriétés 3.3.1. i. Il est facile, en utilisant l’identité de Jacobi de vérifier que : d2 = 0 .

ii. On a aussi l’importante relation ( le faite que d une antidérivation de l’algèbre Ω∗(M) ) :

d(ω∧ η) = dω∧ η + (−1)rω∧ dη , ω ∈Ω∗(M) .

iii. Dans une carte locale (U,ϕ), de cordonnées (x1, ...xn) sur M, si :

ω =
∑

i1<...<ir

ωi1...irdx
i1 ∧ ...dxir .

Alors :

dω =
∑

i1<...<ir

(
∂
∂xi

ωi1...ir

)
dxi1 ∧ ...dxir .

iv. Si M et N sont deux variétés différentiables, et si f : M −→ N est une application C∞-
différentiable alors, pour toute forme différentielle ω ∈Ω∗(M), nous avons :
d(f ∗ω) = f ∗(dω)
C’est à dire que f ∗ et d commutent .Notons que d’un coté il s’agit de la différentielle sur M,
et de l’autre de la différentielle sur N .
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3.4 Produit extérieur

Définition 3.4.1. Soit M une variété de dimension n, et Soit X un champ de vecteur sur M .
On appelle produit intérieur sur les formes différentielles, et on note iX l’application :

iX : Ωr(M) −→Ωr−1(M)
ω 7−→ iXω : X(M)× ....×X(M)︸                ︷︷                ︸

(r−1)−f ois

−→ C∞(M)

(X1, ...,Xr−1) 7−→ (iXω)
(
X1, ...,Xr−1

)
=ω

(
X,X1, ...,Xr−1

)
C’est à dire que X prend la place du premier argument dans ω.
Sur les fonctions on pose iXf = 0.

Propriétés 3.4.1. Pour ω ∈Ωr(M) et η ∈Ωs(M), on a :
iX(ω∧η) = (iXω)∧η+(−1)rω∧ iXη et (iX)2 = 0. (C’est à dire que iX est une anti dérivation sur
Ω∗(M) )

3.5 Dérivée de Lie

On veut maintenant généraliser le fait qu’un champ de vecteurs X soit une dérivation
sur C∞(M), en étant cette dérivation aux tenseurs et aux formes. Cette dérivation portera le
nom de dérivée de lie dans la direction X et sera notée LX .
Elle ne modifiera pas le type du tenseur au quel elle s’applique.
Il existe plusieurs approche possible est algébrique : on se donne des règles de calcul qui
permettent d’atteindre tous les tenseurs et toutes les formes. La seconde est analytique : on
se donne l’expression de cette dérivée dans des cordonnées locales.
Enfin, la dernière est géométrique : on réinterprète ce qui signifie géométriquement la déri-
vée sur les fonctions et on généralise aux tenseurs et aux formes.

3.5.1 Approche algèbrique

• Sur les fonctions, on pose :
LXf = X(f ) = (df )(X), pour f ∈ C∞(M).

• Sur les champs de vecteurs, on pose :
LXY = [X,Y ] pour tout Y ∈ X(M).

Pour définir LX sur les tenseurs, on se donne les règles suivantes :

i. LX(T ⊗ S) = T ⊗LXS +LXT ⊗ S.

ii. LX commute avec la contraction des tenseurs.

iii. LX est linéaire sur R.

iv. LX+Y = LX +LY et Lf X = f LX .

Ces règles nous assurent que LX est bien définie sur tout tenseur.
En effet, un tenseur quelconque est une somme finie de produits tensoriel de vecteurs et de
1-formes (de champs de vecteurs et de 1-formes différentielles).
Ainsi, si nous connaissons LX sur les vecteurs ( ce qui est le cas ) et les 1-formes alors la
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linéarité et la première règle nous donnent LX sur ce tenseur .
Soit alors α ∈Ω1(M), calculons Lxα :
Pour tout Y ∈ X(M), la première règle donne :

LX(α ⊗Y ) = LXα ⊗Y +α ⊗LXY

Appliquons alors l’opération de la contraction C1
1 , notons que α ⊗ Y est un tenseur de type

(1,1) :

C1
1

(
LX(α ⊗Y )

)
= C1

1

(
(LXα)⊗Y

)
+C1

1

(
α ⊗ (LXY )

)
, C1

1 est bien définie.

Utilisons la seconde règle au premier membre :

LX
(
C1

1(α ⊗Y )
)
= C1

1

(
(LXα)⊗Y

)
+C1

1

(
α ⊗ (LXY )

)
On a alors, puisque C1

1(α ⊗Y ) = α(Y ) :

LX(α ⊗Y ) = (LXα)(Y ) +α(LXY ).

C’est à dire :

X
(
α(Y )

)
= (LXα)(Y ) +α

(
[X,Y ]

)
.

On a alors :

(LXα)(Y ) = X
(
α(Y )

)
−α

(
[X,Y ]

)
; α ∈Ω1(M)

Exemple 3.5. Calculer LXg, pour g ∈ F (0,2)(M), i.e un tenseur de type (0,2).
Soit alors g ∈ F (0,2)(M), on a alors localement :
g = gijdxi ⊗ dxj où gij ∈ C∞(U ); (U,ϕ) une carte locale de cordonnées (x1, ...xn) et

{
dxi

}n
i=1

le repère locale .

LXg = LX(gijdx
i ⊗ dxj)

= LX
(
gij ⊗ (dxi ⊗ dxj)

)
= LXgij .(dx

i ⊗ dxj) + gij
[
LXdx

i ⊗ dxj + dxi ⊗LXdxj
]
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Soient maintenant Y ,Z ∈ X(M) .

(LXg)(Y ,Z) = (LXgij)
(
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z) + gij

[(
Lxdx

i
)
(Y ).dxj(Z) + dxi(Y )

(
LXdx

j
)
(Z)

]
.

= X(gij)
(
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z) + gij

[(
X
(
(dxi)(Y )

)
−
(
(dxi[X,Y ]

)
dxj(Z) + dxi(Y )

(
X
(
(dxj)(Z)

))
− dxj

(
[X,Z]

)]
.

= X(gij)
(
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z) + gij

[
X
(
(dxi)(Y )

)
dxj(Z) + dxi(Y ).X

(
dxj(Z)

)]
− gij

[(
dxi ⊗ dxj

)(
[X,Y ],Z

)
+
(
dxi ⊗ dxj

)(
Y , [X,Z]

)]
.

= X(gij)
(
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z) + gijX

(
dxi(Y ).dxj(Z)

)
−gij

(
dxi ⊗ dxj

)
︸           ︷︷           ︸

g

(
[X,Y ],Z

)

− gij
(
dxi ⊗ dxj

)
︸           ︷︷           ︸

g

(
Y , [X,Z]

)
.

= X(gij)
(
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z) + gijX

((
dxi ⊗ dxj

)
(Y ,Z)

)
−g

(
[X,Y ]

)
−g

(
Y , [X,Z]

)
.

= X
(
gij

(
dxi ⊗ dxj

)
︸          ︷︷          ︸

g

(Y ,Z)
)
−g

(
[X,Y ],Z

)
−g

(
Y , [X,Z]

)
.

= X
(
g(Y ,Z)

)
−g

(
[X,Y ],Z

)
−g

(
Y , [X,Z]).(

LXg
)
(Y ,Z) = X

(
g(Y ,Z)

)
−g

(
[X,Y ],Z

)
−g

(
Y , [X,Z],

)
.Pour tout g ∈ F (0,2)(M).

Propriétés 3.5.1. Soit X un champ de vecteurs sur M, on a :

1) LX = iXd + diX sur Ωr(M) .

2) LXd = dLX .

3)
[
LX , iX

]
= i[X,Y ] , pour tous X,Y ∈ X(M) .

4) L[X,Y ] =
[
LX ,LY

]
, pour tous X,Y ∈ X(M) .
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3.5.2 Expression en cordonnées locales de la dérivée de Lie d’un champ
de tenseurs de type (s,r)

Posons X = Xm
∂
∂xm

et soit T un tenseur de type (s, r) :

T = T k1...ks
l1...lr

∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

⊗ dxl1 ⊗ ....⊗ dxlr .

LXT est alors un tenseur de type (s, r) ( puisque T est de type (s, r) ) .
Ainsi,

LXT =
(
LXT

)i1...is
j1....jr

∂
∂xi1
⊗ ....⊗ ∂

∂xis
⊗ dxj1 ⊗ ....⊗ dxjr .

Calculons
(
LXT

)i1...is
j1....jr

, notons que :

(
LXT

)i1...is
j1....jr

= (LXT )
(
dxi1 , ....,dxis ,

∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
.

Tout d’abord on a :

LXT = LX
(
T k1...ks
l1...lr

∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

⊗ dxl1 ⊗ ....⊗ dxlr
)
.

=
(
LXT

k1...ks
l1...lr

) ∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

⊗ dxl1 ⊗ ....⊗ dxlr + T k1...ks
l1...lr


(
LX

( ∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

))
⊗dxl1 ⊗ ....⊗ dxlr

+
( ∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

)
⊗LX

(
dxl1 ⊗ ....⊗ dxlr

)
 .
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Appliquons à LXT ,
(
dxi1 , ....,dxis ,

∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
. On a alors :

(
LXT

)(
dxi1 , ....,dxis ,

∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
= X

(
T k1...ks
l1...lr

)
δi1k1
...δisks .δ

l1
j1
...δlrjr+

+ T k1...ks
l1...lr


(
LX

( ∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

))(
dxi1 , ....,dxis

)
.δl1j1 ...δ

lr
jr

+δi1k1
...δisks .

(
LX

(
dxl1 ⊗ ...⊗ dxlr

))( ∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
 .

= X
(
T i1...isj1....jr

)
+T k1...ks

j1...jr

(
LX

( ∂
∂xk1

⊗ ....⊗ ∂
∂xks

))(
dxi1 , ....,dxis

)
+

T i1...isl1....lr

(
LX

(
dxl1 , ....,dxlr

))( ∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
.

= Xm
∂
∂xm

T i1...isj1....jr
+ T k1...ks

j1....jr


((
LX

∂
∂xk1

)
⊗...⊗ ∂

∂xks

)(
dxi1 , ...,dxis

)
+

...+
(
∂
∂xk1

⊗ ...⊗
(
LX

∂
∂xks

))(
dxi1 , ...,dxis

)


+ T i1...isl1....lr


((
LXdx

l1
)
⊗...⊗ dxlr

)(
∂
∂xj1

, ...,
∂
∂xjr

)
+...

...+
(
dxl1 ⊗ ...⊗

(
LXdx

lr
))( ∂
∂xj1

, ...,
∂
∂xjr

)
 .

= Xm
∂
∂xm

T i1...isj1....jr
+ T k1...ks

j1....jr


(
LX

∂
∂xk1

)
(dxi1).σ i1k2

...σ isks + ...

+σ i1k1
...σ is−1

ks−1
.
(
LX

∂
∂xk1

)
(dxis)

+

+ T i1...isl1...lr


(
LXdx

l1

)( ∂
∂xj1

)
.σ l2j2 ...σ

lr
jr

+ ...

...+ σ l1j1 ...σ
lr−1
jr−1

(
LXdx

lr

)( ∂
∂xjr

)
 .

= Xm
∂
∂xm

T i1...isj1...jr
+ T k1i2...is

j1...jr

(
LX

∂
∂xk1

)i1+...+ T i1...is−1ks
j1...jr

(
LX

∂
∂xks

)is+
+ T l1...lsl1j2...jr

(
LXdx

l1

)( ∂
∂xj1

)
+...+ T l1...lsj1...jr−1lr

(
LXdx

lr

)( ∂
∂xjr

)
.
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D’autre part on a : (
LX

∂
∂xk1

)i1 =
[
X,

∂
∂xk1

]i1
.

=
[
Xm

∂
∂xm

,
∂
∂xk1

]i1
.

= −
[ ∂
∂xk1

Xm,
∂
∂xm

]i1
.

= −∂X
i1

∂xk1

.

d’où
(
LX

∂
∂xk1

)i1= −∂X
i1

∂xk1

et
(
LXdx

l1
)( ∂
∂xj1

)
= X

(
dxl1

( ∂
∂xj1

))
+dxl1

([
X,

∂
∂xj1

])
.

= −
[
X,

∂
∂xj1

]l1
.

=
∂Xl1

∂xj1
.

d’où
(
LXdx

l1
)( ∂
∂xj1

)
=
∂Xl1

∂xj1(
LXT

)(
dxi1 , ....,dxis ,

∂
∂xj1

, ....,
∂
∂xjr

)
= Xm

∂
∂xm

.T i1...isj1....jr
− T k1i2...is

j1....jr

∂Xi1

∂xk1

− ...− T i1...is−1
j1....jr

∂Xis

∂xks

+ T i1...isl1j2....jr

∂Xl1

∂xj1
+ ...+ T i1...isj1j2....jr−1

∂Xlr

∂xjr
.

On a alors :

(
LXT

)i1...is
j1...jr

= Xm
∂
∂xm

.T i1...isj1...jr
−

s∑
p=1

T
i1..ip−1,ip+1..is
j1...jr

∂Xip

∂xl
+

r∑
p=1

T i1...isj1...jp1 ,jp+1..jr

∂Xl

∂xjp
(3.1)

De façon plus générale :
Soit T un tenseur de type (s, r) et soit X un champ de vecteurs sur M. On a alors :

(
LXT

)
(θ1, ...,θs,V1, ...Vr) = X

(
T
(
θ1, ...,θs,V1, ...,Vr

))
−

s∑
p=1

T
(
θ1, ...,LXθ

p, ...,θs,V1, ...,Vr
)

+
s∑
p=1

T
(
θ1, ...,θs,V1, ...,LXV

p, ...,Vr
)
.

Pour tout θ1, ...,θs ∈Ω1(M) et V1, ...,Vr ∈ X (M) .
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Proposition 3.5.1. Soit M une variété différentiable, et soit X un champ de vecteurs sur M et ϕt
le groupe à un paramètre induit par X .
Pour tout tenseur T de type (s, r) sur M, on a :(
LXT

)
x
=
d
dt |t=0

(
ϕ∗tT

)
x

où x ∈M

Remarque 3.5.1. Pour T ∈ F (1,0)(M), i.e lorsque T est un champ de vecteurs sur M, on retrouve
l’expression du crochet de Lie, en fonction du groupe local à un paramètre induit par X .

i.e
(
LXY

)
x
= [X,Y ]x = − d

dt |t=0

(
(ϕt)∗Y

)
x
.
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Conclusion

Ce travail vise à éclairer les concepts fondamentaux de la géo-
métrie différentielle et des tenseurs, avec un accent particulier
sur la structure des variétés différentielles, ceci constitue une
introduction fondamentale au concept de la géométrie rieman-
nienne en tant qu’outil Mathématique puissant qui peut être
utilisé un pont pour comprendre et élargir les concepts dans
le cadre des espaces métriques, ce qui en fait une base pour
tout chercheur souhaitant se plonger dans des applications phy-
siques ou mathématiques modernes qui s’appuient sur la géo-
métrie riemannienne( relativité générale, géométrie différentielle
contemporaine, théorie des champs).

Résumé

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de la géométrie diffé-
rentielle. il s’agit dans un premier temps de présenter quelques
objets de la géométrie différentielle : variétés différentiables qui
sont des espaces localement similaires à l’espace euclidien, on
introduit ensuite les champs de vecteurs et les formes différen-
tielles.
Dans le dexiéme temps de ce travail est consacrée à la notion de
tenseur, un objet Mathématique qui généralise les scalaires, les
vecteurs et les formes. les tenseurs jouent un rôle fondamental
en géométrie différentielle et en physique.
Enfin, ces concepts constituent une introduction à la géométrie
riemannienne en tant qu’outil Mathématique puissant utilisé
dans des applications physiques ou Mathématiques.
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Mots clés : Espace Topologique, Variétés Topologiques, Variétés
Différentielles, Espace Tangent, Tenseurs.
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