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Introduction

Le 10 juin 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) donna son fameux <«
Habilitationsvortrag > au colloque de la faculté de Philosophie de Gottingen. Son discours
lors d’une conférence inaugurale intitulé < Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen > est souvent considéré comme le plus important de ’histoire de la géomé-
trie différentielle. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) était dans ’assistance, a I’age
de 77 ans, et est dit avoir été trés impressionné par son ancien étudiant.

En Mathématique, la géométrie différentielle est I'application des outils du calcul diffé-
rentiel a ’étude de la géométrie. Les objets d’étude de base sont les variétés différentielles,
ensembles ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, et les fonc-
tions définies sur ces variétés.

La géométrie différentielle trouve sa principale application physique dans la théorie de la
relativité générale ou elle permet une modélisation d’une courbure de 'espace-temps.

La géométrie riemannienne s’est fortement développée durant la seconde moitié du XXe
siecle. Mais les premiers travaux dans ce domaine se confondent avec la naissance du concept
de variété différentielle. Les idées révolutionnaires de Riemann sont une généralisation di-
recte de la géométrie différentielle des surfaces de Gauss en n dimensions. Plus tard cela
conduit a une définition exacte du concept moderne d’une variété riemannienne abstraite.

Chaque variété lisse admet une métrique Riemannienne, ce qui aide souvent a résoudre
des problemes de topologie différentielle. il sert également de niveau d’entrée pour la struc-
ture plus compliquée des variétés pseudo-Riemanniennes, qui (en quatre dimensions) sont
les principaux objets de la théorie de la relativité générale. D’autres généralisations de la
géométrie Riemannienne incluent la géométrie de Finsler.

I1 traite d’'un large éventail de géométries dont les propriétés métriques varient d’un
point a l'autre, y compris les types standard de géométrie non Euclidienne .

I1 existe une analogie étroite de la géométrie différentielle avec la structure mathéma-
tique des défauts dans les cristaux réguliers. Les dislocations et les divulgations produisent
des torsions et des courbures.

Ces nouvelles idées ont menées directement a la géométrie non euclidienne et a la rela-
tivité générale par exemple.

Notre travail s’articule autour de trois points essentiels :

Le premier chapitre est consacré au rappel des notions de base essentielles a la com-

préhension on introduira les notions fondamentales de la géométrie différentielle et de la
topologie différentielle, nous définissons les espaces topologiques, la topologie séparée, la
topologie produit, le voisinage et ’homéomorphisme, les applications linéaires continues
sur des espaces vectoriels normés et les théoremes fondamentales du calcul différentiel.
Le deuxieme chapitre constitue le premier pas du travail ou nous développons avec beau-
coup de détails les notions essentielles qui consistent a ’étudie les variétés différentielles,
nous définissons la notion de variété différentiable (Variété topologique, Carte sur une va-
riété topologique, Atlas sur une variété topologique), la notion d’espace tangent a une variété
différentiable en un point donné, champs de vecteurs, le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs, transformation d’un champs de vecteurs d’une variété a une autre variété, Espace
cotangent-Fibré cotangent, et I’application pull-back.

Le dernier chapitre est une introduction a l’algebre tensorielle, ou nous définissons la
notion de tenseurs, champs tensoriels, les n-formes, les champs de n-formes, 1’algebre exté-
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rieur et les notions de tenseurs sur une variété différentielle.



CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. [1]Une topologie sur un ensemble X est une partie T de P(X) (I'ensemble des
sous-ensembles de X) qui vérifie les propriétés suivantes :

i)0eT,XeT
ii) L’intersection de deux éléments de T est un élément de T

iii) La réunion (finie ou infinie) d’une famille d’éléments de T est un élément de T

O Un espace topologique est un couple (X, 7T ) ont X est un ensemble et T une topologie sur X.
O Les éléments de T sont appelés les ouverts de X.
O Un fermé de (X, 7T ) est une partie de X dont le complémentaire de X est un ouvert de (X, 7).

O Une base % pour une topologie T est une collection d’ouverts de T telle que tout ouvert

O €T peut s’écrire comme une réunion d’éléments 0; € B, i€l : 0 =] 0.
iel

Exemple 1.1. Sur un ensemble X il existe toujours deux topologies "extrémes”, la topologie dis-
créte Ty = P(X) et la topologie grossiere T, = {0, X}. Pour la topologie discréte, toute partie de X
est d la fois ouverte et fermée, pour la topologie grossiere, les fermés sont @ et X.

Exemple 1.2. Un ensemble a deux éléments X = {x,y} peut étre muni de quatre topologies diffé-
rentes :

T, =10, X}, 73=P(X), Ty ={0,{x}, X}, T ={0,{y}, X},
les fermés de T sont les éléments de T, et inversement.

Exemple 1.3. Sur R, 'ensemble formé de 0, R et des intervalles de la forme |a,b[, n’est pas une
topologie, car la propriété (iii) n'est pas vérifiée. En revanche, 'ensemble formé de () et R et des
réunions quelconques d’intervalles de la forme |a,b| est bien une topologie sur R. On l'appelle
topologie usuelle sur R et on la note par 7,,.
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1.1.1 Topologie induite

Deéfinition 1.1.2. Soient (X,7) un espace topologique et o/ une partie de X. On vérifie immédia-
tement que l'ensemble

T, ={0NA ,0ecT},
est une topologie sur 7. On l'appelle topologie induite sur o/ par T

Remarque 1.1.1. Les ouverts de la topologie induite sur </ par la topologie de X sont donc les
intersections des ouverts de X avec < .

Par passage au complémentaire, on vérifie facilement que les fermés de o/ sont aussi les intersec-
tions des fermés de T avec < .

Exemple 1.4. L'intervalle [0, 1] est un ouvert de [0,2] muni de la topologie induite par T, car
[0,1[=]-1,1[N[0,2] et | - 1,1[€ 7,,. Notons que [0, 1] est aussi un fermé de [—1,1[, muni de la
topologie induite par T, car [0,1[=[0,4]N[-1, 1] avec [0, 4] fermé de (R, 7).

1.1.2 Topologie produit

Le produit de deux espaces topologiques est naturellement un espace topologique.

Définition 1.1.3. Soit (X;,7;);c;, une famille d’espaces topologiques, et soit X le produit cartésien
des X;. La topologie produit sur X est la topologie sur X ayant le moins d’ouverts et telle que toutes
les projections p; : X — X; sont continues. Les ouverts élémentaires de la topologie produit sont
les ensembles :

Np;'(U)),

i€f

ou ] est une partie finie de I et U; est un élément de 7T; (autrement dit, un ouvert de X;). Tout
ouvert s’écrit comme réunion d’ouverts élémentaires.

Démonstration. i) Puisque @ =[]0et X =]]X; donc®,XeT

iel iel
ii) Un ouvert est de la forme U U x..xU; oul est une famille de multi-indices

1:(1’1,..,1',1)61
quelconque, or :

(U U, X oo X Uin)m(U Vi X X V]-n) = | (U xexU) 0 (V) . x V)

icl jeJ (i,j)elx]

= U (U, N V). x(U; N V),
(1,j)elx]

et Uj NV, est un ouvert de X;.

iii) Par définition de la topologie produit.
O

Exemple 1.5. La topologie produit de R" x IR™, avec chacun des facteurs R" et R"™ muni de sa
topologie usuelle, est la topologie usuelle sur R"™™.



1.1. ESPACES TOPOLOGIQUES 9

1.1.3 Topologie quotient

Définition 1.1.4. Soit X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X notons
p: X — X/R la projection canonique. La topologie quotient sur X/R est telle que : u C X/R est
ouvert si p~(u) est un ouvert de X.

Exemple 1.6. La loi R/Z, avec la relation d’équivalence R définie par

Vx,yeR : xRy o x-yeZ

1.1.4 Voisinages

Deéfinition 1.1.5. Soient (X,7) un espace topologique, A et B deux parties de X. On dit que B est
un voisinage de A lorsqu’il existe un ouvert O de T tel que

AcOCcCB.
e Si A = {x}, on dit simplement que B est un voisinage de x :
J0eT :xcOCB.
e On note V(x) I'ensemble des voisinages de x,
V(x)={BeX / 30eT;xeOCB}.

Remarque 1.1.2. Une partie A de X est un ouvert si et seulement si A est un voisinage de chacun
de ses points.

1.1.5 Espace séepare

[2]Un espace topologique (X,7) est dit séparé, si pour tout points distincts X et y de X,
il existe des voisinages disjoints V, et V, de x et y respectivement :

Vx,p€X, AV, €V(x), AV, €V(y) / VNV, =0.
X#Y
Exemples :

1) (R,7,) est séparé.

2) X ={0,1}, 1a topologie {0, X, {0}} est non séparée, puisque le seul ouvert contenant 1 est
Xet0eX.

1.1.6 Continuité et homéomorphismes

Définition 1.1.6. Une application d’un espace topologique X dans un espace topologique Y est
dite continue si l'image réciproque d’un ouvert de Y est un ouvert de X.

Si @ est une bijection entre deux espaces topologiques telle que ¢ et ¢~ soient continues, alors ¢
est dite un homéomorphisme et les deux espaces sont homéomorphes.

Proposition 1.1.1. Soient X, Y deux espaces topologiques tels que X est homéomorphe a Y et Y
est séparé. Alors X est sépareé.
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Démonstration. Soit f : X — Y un homéomorphisme et x, x, € X, tel que x; # x,.

Alors f(x1), f(xp) €Y et f(x1) = f(x2).
Par la condition de séparabilité, il existe deux ouverts v{,v, de Y tels que

f(x1)€vy, et f(xp) €vy, etvi NV =0=x ef‘l(vl), Xy ef‘l(vz)
= f )N (w) = (v Nwy) =0.

D’ou X est séparé. O

1.1.7 Espace métrique
Deéfinition 1.1.7. Si E est un ensemble, une application
d:EXE— R,

telle que Vx,y,z€ E :

1) d(x,y)>0 et [d(x,y)=0x=y]

2) d(x,v) =d(y,x).

3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).
Est dite une distance et fait de I'ensemble E un espace métrique, qu’on notera (E,d).
Proposition 1.1.2. Tout espace métrique est séparé.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique, et x,y € X, x # y.

On pose 0 < @ =retu=B(x,r),v=DB(y,r)et supposons que z€ UNV, on a alors :

d(x,y) <d(x,z) + d(z,v) < 2r = d(x,y) ce qui est une contradiction, donc UNV =0 et X est
séparé. N

Sur un espace métrique (E,d), une boule ouverte de centre x, x € E et de rayon ¢ > 0 est
définie par :

B(x,e)={y € E/d(x,y) <e}.

La collection des sous-ensembles de E obtenues en considérant toutes les réunions de boules
ouvertes, définit une topologie sur E.
Sur l'espace métrique (E, d), la suite {x,} est dite suite de Cauchy si

Ve>0 AN €N, Vn,meIN: n,m> N = d(x,,x,,) < €.

L'espace est dit complet si toute suite de Cauchy converge.

1.1.8 Espace vectoriel norme
Norme

Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle norme sur E une application

I|.|l: E— R*

x+—l x|,

qui vérifie
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1) Vxe€eE: ||x|=0ex=0.
2) VAeR,Vx€eE: || Ax|l=| Al x|I.
3) Vx,yeE: |Ix+yli<llxl[+]pll

Un espace vectoriel sur R muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé (e.v.n).
Soit E un espace vectoriel normé, 'application

d:ExXE—IRR,
(v, y)—d(x,v)=llx-v]]

est une distance sur E, on 'appelle distance induite par la norme.

Exemples

Les normes usuelles de IR" :
Pour tout x = (xq,..x,,) € R"

n n
Ixlhi= 2 Ixil, Ix =y L [x: 12, | X [lo= max | x;|
i=1 i=1 l<i<n

Espace de Banach

Définition 1.1.8. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé qui est complet pour la
distance induite par la norme.

1.2 Applications différentiables

1.2.1 Applications linéaires continues
Rappels

Soient (E,||. ||g).(F, || - llp) et (G, || . |lg) des espaces vectoriels normés.
Une application linéaire continue u : E — F est continue si et seulement si :

dk>0,Vx€E: ||u(x)||[p< k]|l x||g. (i.e sielle est continue en Of )

Cas particulier, si la dimension de E est finie et si u : E — F est linéaire alors u est continue.
Une application bilinéaire ¢ : E x F — G est continue si et seulement si

k>0, VxeE, VyeF: [lo(xy) o <kllx el y Il

Cas particulier, si les dimensions de E et F sont finies, alors toute application bilinéaire de
E x F — G est continue.

Proposition 1.2.1. Soit u € (E, F), les proprietés suivantes sont équivalentes :
1. AM > 0; Vx € E : ||u(x) ||p< M || x ||g.
2. u est continue sur E.
3. u est continue en 0.

4. u est bornée sur la boule d’unité.
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5. u est bornée sur la sphéere d'unité.

Démonstration. il suffit de prouver les implications cycliques entre les propriétés.
(1)=(2):

Par la linéarité de u, on a u(y) — u(x) = u(y — x) donc, ¥(x,v) € E?, ||lu(v) — u(x)||r < klly — x|
Donc u est lipschitzienne alors continue .

(2) = (3): trivial.

(3) = (4) : Puisque u est continue en 0, on en déduit l'existence d’un certain 7 > 0 tel
que |lu(x)|[r < 1 pour tout x € Bg(0,1). Or x € Bg(0,1) si seulement si ! x € B (0,1), par
linéarité de u, on conclut que ||u(x)||r < #~! pour tout x € B (0,1).

Donc u est bornée sur la boule unité .

(4) = (5)trivial .

(5) = (1)Notons M une borne de u restreinte a la sphére d’unité.

En utilisant la linéarité de u et le fait que u est bornée par M sur la sphere unité, on obtient
donc :

(e = Il lu (Nl < M lxllg

1.2.2 Différentielle

Définition 1.2.1. Soient (E,||. ||g) et (F,|| . ||r) deux espaces de Banach, et soit U un ouvert non
vide de E.

Une application f : U C E — F est dite différentiable en a € U s’il existe une application linéaire
continue L € Z(E, F) telle que

L )= fla)=Lx=a)llp _
S x-alk

En posant x —a = h on obtient

| f@+h)~f@)-Lillr _

Lim
h—0 Il 7 lle
h#0F

e L'application L est unique, elle est appelée différentielle de f en a qui noter d,f ou (df)(a).
e On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point x € U.
Dans ce cas, on appelle différentielle de f l'application

df : U —> Z(E,F)
x+—d.f.

Si de plus, df est continue on dit que f est de classe C!.

Remarque 1.2.1. Une application différentiable est nécessairement continue.

Exemples

1) Toute application constante est différentiable, de différentielle nulle.

2) Si f:E— F ( EetF deux e.v.n de Banach) est une application linéaire continue, alors
f est différentiable et on a, pour toutae E: d,f = f’.
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3) Sig:ExE — F est une application bilinéaire continue, alors g est différentiable et on
a, pour tout x,x,,hy,hy, € E

(e, )8 ) (11, h2) = 81, ) + g (hy, x3).
4) Toute application affine continue
A:E—F
X+ A(x) =b+ L(x).

oubeFetL:E— Funeapplication linéaire continue, est différentiable, et on a pour
tout a€ E; d,A=1L.

Proposition 1.2.2. Soient E, F,G des espaces de Banach.

i) Si f:UCE— Fetg:V CE — F sont différentiables respectivement sur les ouverts U
et V. d’'un méme espace E. Alors leur somme f + g est différentiable sur U NV et on a, pour
toutxeunNv

dx(f +g) = dxf+dxg'

D’autre part, quelque soit A € R, Af est différentiable et on a, pour tout x € U

dy(Af) = Adyf.

ii) Si f : U C E — F est différentiable en un point x € U et §: V C F — G est différentiable
en un pointy = f(x) € V,alors go f : U C E — G est différentiable en x et on a

dy(gof)= df(x)go dyf.

iii) Si f : U — R"et g: U — R (U un ouvert de E) deux application différentiables au point
a e U. Alors I'application

f.g:U—R"
x — (f.8)(x) := f(x)g(x),

est différentiable en a et on a :

do(f-8) = gla)-daf + f(a)-d,g.
iv) Si f: U — Rest une application différentiable au point a € U. Si f(a) # 0, alors I'applica-

tion — est définie dans un voisinage de a et est différentiable en a :

f

1 -1
da(]—[) = mduf'

1.2.3 Applications différentiables en dimension finie

On s’intéresse ici au cas ou E =R" et F = R™.
Une application f : U — IR™, avec U ouvert de R" est déterminée par ses composantes
(fi)izl,...m-
Lorsqu’elles existent, les différentielles partielle des composantes sont les applications li-
néaires de R dans R :

i . .
djfi:hj_)a_xzjh]‘; ie[l,m] et je[l,n]
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Matrice Jacobienne

La matrice Jacobienne de f en a est la matrice des dérivées partielles :

I 9h

dx; ~ dx,

N
of o
]af_(a ])113]5!;’_ . .. .
dx; 0 0dx,

Proposition 1.2.3. Si f est différentiable en a, alors la matrice de d,f € £ (E,F) dans les bases
canoniques est la matrice Jacobienne |, f.

Remarque 1.2.2. f est de classe C! sur U si et seulement si la matrice Jacobienne existe et est
continue sur U.

1.2.4 Difféeomorphisme

Soient U, V deux ouverts (non vides) d’espaces de Banach E et F, respectivement.

Définition 1.2.2. On dit qu’une application f : U — V est un difféomorphisme de U sur V si
et seulement si

1) f est une bijection.
2) f estde classe C' sur U.
3) f~!estdeclasse C' sur V.

Proposition 1.2.4. Si f : U — V est un difféomorphisme, alors en tout point de U sa différen-
tielle est un isomorphisme de E sur F et la différentielle de f~! est liée d celle de f par la formule

-1
dyf' = (dfq(y)f) , pour tout y € V.

1.2.5 Théoréeme d’inversion locale

Sif:U— Vestdeclasse C!,etsiac U et tel que d,f soit un isomorphisme de E sur F,
alors il existe un voisinage ouvert U, de a dans U et un voisinage ouvert V;, de b = f(a) dans
V tel que la restriction f/U, soit un difffomorphisme de U, vers Vj,.

1.2.6 Théoreme d’inversion globale

Soit f : U —> F une application de classe C! avec U un ouvert non vide. Alors f est un
diffefomorphisme de U vers f(U) si et seulement si f est injective et sa différentielle en tout
point de U est un isomorphisme de E sur F.

Remarque 1.2.3. Soit U un ouvert de RP et f : U — RP une application injective et de classe
Cl. Alors f est un difféomorphisme si et seulement si le déterminant de sa matrice Jacobienne ne
s‘annule pas sur U.
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1.2.7 Theéoreme des fonctions implicites

Le théoreme des fonctions implicites concerne la résolution d’équations non-linéaires de
la forme f(x,y) = 0, et doit son nom au fait que, sous certaines hypotheses on peut étirer
y comme fonction de x : on dit que f(x,y) = 0 définit implicitement y, ou encore y comme
fonction implicite de x.

Théoreme 1.2.1. (Des fonctions implicites)
Soit f une fonction de classe C* définie sur un ouvert Q) de RP x RY, d valeurs dans R1. Soit
(a,b) € RP xIR1 tel que f(a,b) = 0. On suppose que la matrice

df;
(a—yﬁ“"”)

1<i,j<q

est inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U de (a,b) dans RP x RY, et un voisinage V de a
dans IRP et une fonction g: V — RY de classe C tels que, pour tout (x,v) € U, on a

fxy)=0y=g(x)

1.2.8 Applications différentiables d’ordre supérieur

Soient E et F deux espaces de Banach et f : U C E — F ou U est un ouvert de E, et soit
n € N tel que n > 2. On dit que

i) f est n-fois différentiable en x € U, si elle est différentiable dans un voisinage ouvert
U, de x et sa différentielle

df :U, — Z(E,F) est(n—-1)fois différentiable en x.
ii) f est n-fois différentiable dans U si elle est n-fois différentiable en tout point de U.

iii) f est de classe C" si et seulement si sa différentielle est de classe C"~1.

iv) f est de classe C™ si elle est de classe C" pour tout n > 1.

Exemple

Les applications linéaires continues sont de classe C*.



CHAPITRE 2
VARIETES DIFFERENTIABLES

En termes simples, ce sont des espaces qui, localement ressemblent a un espace euclidien
IR", et sur lequel on peut faire du calcul.

Les exemples les plus familiers, mis a part les espaces euclidiens eux-mémes, sont les plans
lisses, les courbes telles que les cercles et les paraboles, et les surfaces lisses telles que les
spheres, paraboloides, ellipsoides et hyperboloides. Les variétés les plus simples sont les

variétés topologiques, qui sont des espaces topologiques avec certaines propriétés qui
codent ce que nous voulons dire sur le faite qu’ils "ressemblent localement " a R".
Cependant, de nombreuses applications importantes de variétés impliquent le calcul. Par
exemple, les applications de la théorie des variétés a la géométrie impliquent des
propriétés telles que le volume et la courbure. Généralement, les volumes sont calculés par
intégration, et les courbures sont calculées par différenciation, donc pour étendre ces idées
a des variétés nécessiterait certains moyens de donner un sens a l'intégration et a la
différenciation sur une variété.

L’application a la mécanique classique impliquent la résolution des systemes d’équations
différentielles ordinaires sur les variétés, et les applications a la relativité générale (la
théorie de la gravitation) impliquent la résolution d’un systéeme d’équations aux dérivées
partielles.

2.1 Notions de base sur les variéteés

2.1.1 Variétes topologiques

Définition 2.1.1. [9]Soit M un espace topologique. On dit que M est une variété topologique de
dimension n ou un n-variété topologique s’il posséde les propriétés suivantes :

o M est séparé .
e M est a base dénombrable : il existe une base dénombrable pour la topologie de M.

e M est localement euclidien de dimension n : chaque point de M posséde un voisinage
qui est homéomorphe a un sous-ensemble ouvert de R".
La troisieme propriété signifie, plus précisément, que pour tout p € M nous pouvons trouver

O Un ouvert U C M contenant p,

O Un ouvert U C R", et

16
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0 Un homéomorphisme ¢ : U —> U.

Ficure 2.1 — Variété topologique

Si M est une variété topologique, nous abrégions souvent la dimension de M comme dimM.
Officieusement, on écrit parfois «Soit M" une variété» comme raccourci pour «Soit M" une variété
de dimension n». L'exposant n ne fait pas partie du nom de la variété, et n'est généralement pas
inclus dans la notation apreés la premiére occurrence. 1l est important de noter que chaque variété
topologique a, par définition, une dimension spécifique et bien définie.

Remarque 2.1.1. En pratique, les propriétés (i) et (ii) sont généralement facile a vérifier, en par-
ticulier pour les espaces qui sont construits a partir d’autres variétés, parce que les deux propriétés
sont héritées par des sous-espaces et des produits finis). En particulier, il s'ensuit que chaque
sous-ensemble ouvert d’'une variété topologique est lui-méme une n-variété topologique (avec la
topologie induite, bien siir).

2.1.2 Cartes de cordonnées

Soit M une n-variété topologique, une carte de cordonnées sur M (ou simplement carte
sur M) est un couple (U, p) ou U est un ouvertde M et ¢ : U — U est un homéomorphisme
de U dans un ouvert U = ¢(U) C R". Par la définition d’une variété topologique, tout point
p € M est contenu dans le domaine de quelque cartes (U, ¢). Si ¢(p) = 0, on dit que la carte
est centrée en p.

Soit(U, ) une carte, on appelle U le domaine de cordonnées, ou un voisinage de cor-
données de tout ses points. L'application ¢ est appelée application de cordonnées (locale),

et les fonctions composante (x!,x2,...,x") de ¢ définit par ¢(p) = (xl(p), xz(p),...,x”(p)). Sont
appelées cordonnées locale sur U.

Remarque 2.1.2. Une variété topologique de dimension n est de classe C* si les homéomorphismes
@ sont de classe Ck k>1.

2.1.3 Exemples de variétés topologiques

Exemple 2.1. (Graphes de fonctions continues).
Soit U C R" un ouvert et soit f : U —> R* une fonction continue. Le graphe de f est un sous
ensemble de R" x R définit par

F(f):{(x,y)eIR”xIRk:xeUety:f(x)},

avec la topologie induite, soit 1t : R" x Rk — R" qui définit la projection sur la premiére compo-
sante, et soit ¢ : I'(f) — U la restriction de 1ty sur I'(f):

p(x,y)=x, (xy)el(f)
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Puisque @ est la restriction d’une fonction continue, elle est continue, et c’est un homéomorphisme
car son inverse ! = (x, f(x)) est continue. D’ott T(f) est une variété topologique de dimension
n. En faite, I'(f) est homéomorphe a U lui méme, et (I'(f), @) est une carte de cordonnées globales,
appelée cordonnées du graphe.

La méme observation est appliquée a tout sous-ensemble de R"* définie en mettons n’importe quel
k des cordonnées (pas nécessairement le dernier k) égale a quelques fonctions continues de l'autre
n, qui est restreinte a se trouver dans un ouvert de R".

Exemple 2.2. (Les sphéres).

Pour tout entier n > 0, la sphére d’unité S" est séparé et a base dénombrable car c’est un sous espace
topologique de R, Pour montrer qu’il est localement Euclidien, pour tout indice i = 1,..,n+ 1
soit U un sous espace de R"*, o1l la i cordonnées est positive :

Ub={(x!,...x") e R : x> 0.

Similaire-ment U est Uensemble o1t x' < 0.
Soit f : B" — R une fonction continue.

flu)=~+1-|ul>

Donc pour tout i = 1,...,n+1, il est facile de vérifier que U;" NS" définit le graphe de cette fonction

x' = f(xh ., xl, ., X,
N . . l 3 . . . — n s e
oul le chapeau indique que x' est enlevé. Similaire-ment, U; N'S" définit le graphe de

xl = —f(xl,..., xi]--'} xn+1)

’

Donc, tout sous ensemble Uii NS" est localement euclidien de dimension n, et les applications
Q: Uiiﬂ S" — B" définis par

o | n+1) 1

(. x = (x1, .., xf,..., x"*,

sont des cordonnées de graphe pour §". Puisque tout point de S" est dans le domaine d’au moins
une de ces 2n + 2 cartes, $" est une n—variété topologique.

Figure 2.2 — Cartes de "

Afin de donner un sens aux dérivés des fonctions a valeurs réelles, courbes ou application
entre variétés, nous devons introduire un nouveau type de variétés appelé une variété lisse
ou différentiable. Elle sera une variété topologique avec une structure supplémentaire en
plus de sa topologie, qui nous permettra de décider quelles fonctions vers ou depuis la
variété sont lisses.
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2.1.4 Varieéteés difféerentiables

La définition sera basée sur le calcul des application entre les espaces Euclidien, com-
mencent par revoir quelques terminologies de base a propos de ce genre d’application. Si U
et V sont des ouverts d’espaces Euclidien R” et R", respectivement, une fonction F: U — V
est dite lisse (ou de classe C*, ou infiniment différentiable) si toutes ses fonctions compo-
santes possedent des dérivées partielles continues de tout les ordres. Si de plus F est bijective
et son application inverse est continue, elle est appelée difféeomorphisme.

En particulier, un difféomorphisme est un homéomorphisme.

Pour voir quelle structure supplémentaire sur une variété topologique peut étre appropriée
pour discerner quelle application est lisse, considérons une n—variété topologique arbitraire
M.

Tout point de M est dans un domaine d’une carte ¢ : U — U = (U) C R".

Une définition plausible d’une fonction différentiable sur M sera de dire que f : M — R est
différentiable si est seulement si la fonction composée f o @~ : U — R est différentiable au
sens du calcul habituel. Mais ceci aura un sens seulement si cette propriété est indépendante
du choix de la carte. Pour garantir cette indépendance, on va restreindre notre attention sur
les " cartes lisses". Puisque la licité n’est pas une propriété d’homéomorphisme invariant, la
maniere de faire ceci est de considérer la collection de toutes les cartes comme une sorte de
structure sur M.

Avec cette motivation en téte, nous pourrons décrire les détails de cette construction.

Définition 2.1.2. (Changement de cartes).

Soit M une n-variété topologique.

Soient (U, p),(V, 1) deux cartes telles que U NV = 0, lapplication de composition o ¢! :
e(UNV)—-yPp(UNV)est appelée changement de cartes de ¢ vers 1p . C'est une composition
d’homéomorphismes, et devient elle méme un homéomorphisme.

Ficure 2.3 — Changement de cartes

Deux cartes (U, @), (V,y) sont dites compatible si, soit UNV = 0 ou le changement de
cartes o @1 est un difféomorphisme. Puisque (U N'V) et (U N V) sont des ouverts de R",
la différentiabilité de cette application peut étre interprétée dans le sens ordinaire en ayant des
dérivées partielles continues de tout les ordres.

Définition 2.1.3. (Atlas sur M).
On définit un atlas pour M en étant la collection des cartes dont leurs domaines de définition
recouvrent M,
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A = {(Up, 0i)}ies -

Exemple 2.3. IR" est un espace topologique séparé, on prend U = R", et ¢ = Idgn, alors {(R", [dgn)}
est un atlas de dimension n et de classe C™.
Puisque Idgn : R" — R" est un homéomorphisme, et Idgno(Idgs)~' = Idgs de classe C*.

Exemple 2.4. Soit IR une variété topologique, en effet IR est séparé, et U'application identité
ldg: x+— x,

est un homéomorphisme, quelque soit U = |—oco,1[ et V =0, +0o0[, on définit

p:U— g(U) o PV — (V)

X — @(x) = exp(x) x> P(x) =x% "’

alors
¢l ipU)— U ot plip(V)—V

y > In(y) RV

ona:UNV =0 car % eUet % € Vet (UUV)=RR, @ et sont continues et =, =1 sont aussi
continues, elles sont bijectives (surjectives par construction et injectives par définition) donc ¢ et
Y sont des homéomorphismes.

P o ~(x) = (In(x))? est bijective et de classe C! et () o 1)1 = exp(\/x) est de classe C' donc
Yot est un difféomorphisme.

Alors la famille {(]0,+oo[,x2); (]—oo, 1[,exp(x))} est un atlas sur R.

Un atlas o/ est appelée atlas lisse si toutes les cartes de o/ sont compatible deux a deux.

Pour montrer qu’'un atlas est lisse, on aura besoin seulement de vérifié que tout changement de
cartes 1 o @~ est lisse pour toutes cartes (U, ¢),(V,) de o/, une fois avoir prouvé ceci, on dé-
duit que 1 o @71 est un diffeomorphisme car son inverse ( o =)™ = @ o 7! est I'une des
changements de cartes qu’on a déja vérifié la licité. Alternativement, étant donné deux cartes par-
ticuliere (U, @), (V, ), il est souvent plus facile de montrer qu’elles sont compatibles en vérifiant
que o = est lisse et est injective avec un Jacobien non nul en tout point.

On pourrait choisir de définir une structure lisse comme une classe d’équivalence d’atlas lisses
avec une relation d’équivalence appropriée. Cependant, il est plus direct de poser les définitions
suivantes

2.1.5 Atlas compatibles

Définition 2.1.4. Soit M une variété différentiable, soit A et B deux atlas de dimension n et de
classe CX sur M. A et B sont dit atlas compatibles sur M si

i) V(U,p)eAet(V,p)eB: UNV %0 et ot est un Ck—diffeomorphisme.
ii) o~ : P(UNV)— @(UNV)est Ck~difféomorphisme.

iii) @ o' et o~ sont Ck— différentiables (Puisque ¢ o =" est bijective).
Notons ATL(M) l'ensemble des atlas de dimension n et de classe C* sur M, k > 1.
Définition 2.1.5. On définit la relation suivante

VA, Be ATL(M): A ReB & A et Bsont compatibles.

Re est bien une relation d’équivalence.
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Démonstration. 1. Re est réfléxive :

2.

3.

Soit Ae ATL(M) et (U,p) € A.
Puisque UNU = U alors UNU #0,et ¢ : U — @(U), o~ = Idy; est un Ck—difféomorphisme
alors A Re A.

Re est symétrique :

Soit A,Be ATL(M) et (U,p) € Aet (V, ) €B.

On suppose que A et B sont compatibles alors A ReB, alors @otp~! est un C¥—difféomorphisme
donc il est bijective est sa réciproque (¢ o p~!)"! = o' est aussi un Ck— difféomor-
phisme. D’ou B Re A.

Re est transitive :

Soit A,B,C e ATL(M)et (U,p)cAet(V,p)eB, (W,p)eC.

On suppose que AReB et BReC on a alors : potp~! et po¢p~! sont des CK—difféomorphismes,
et puisque pop~l =potp~lohop! alors p o ¢! est aussi un CK—difféomorphisme.
D’ou A et C sont compatiblesi.e A Re C.

On déduit que Re est une relation d’équivalence.

L'ensemble des classes d’équivalence :

ATL(M)/Re={A, Ae ATL(M)},

tel que

o

A={Be ATL(M)/A Re B)

Définition 2.1.6. (Atlas maximal).

Un atlas of sur M est maximal s’il n’est pas contenu dans un autre atlas lisse plus large (i.e .o/
est la réunion de tous les atlas appartenant a la méme classe d’équivalence).

Ceci revient a dire que toutes carte est compatible avec toutes carte de </ est déja en < .

Deéfinition 2.1.7. (Variété différentiable).

Soit M une variété topologique, une structure lisse sur M est un atlas lisse maximal.

Une variété lisse est un couple (M, <7) o1t M une variété topologique et <7 est une structure lisse
sur M.

On mentionnera simplement "M et une variété lisse”, les structures lisses sont aussi appelées
structure différentiable ou structure C.

Remarque 2.1.3. Il n’est pas toujours possible de trouver une structure lisse sur une variété to-
pologique donnée, il existe des variétés topologiques qui n’admettent aucune structure lisse (le
premier exemple est une variété topologique compacte de dimension 10 trouvée en 1960 par Mi-
chel Kervaire).

Exemple 2.5. (Deux atlas non-compatibles).
Prenons l'atlas du premier exemple {(R", [dgn)}.
(R, {(R, )}) est une variété différentiable de dimension 1 de classe C*, ot

¢:R— R

X @(x) = X3,

@ est bien un homeomorphisme. en effet, @ est bijective, continue et

1 R—R
x— @ (x) =3 V.
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¢! est bien continue.
(R, ) est un atlas sur R.
La question qui se pose, est ce que ces deux atlas sont compatibles?

Ona
poldg' :R— R
x»—>(pold]1§1(x):(p(x):x3

qui est C* différentiable.

Idrop™':R— R

x> Idgo @ t(x) =3 V3
1

2

D’oii les deux atlas (R, Id) et (IR, ) ne sont pas compatibles.

qui n'est pas différentiable en 0, (¢~') (x)

Exemple 2.6. (Variéteés différentielles de dimension 1).

1. les courbes, les droites, les graphes de fonctions continues, les cercles, les segments.
Soit f : R — IR une application continue. et Iy = {(x, f (x)) € Rx R} muni de la topologie
induite par T, et de l'atlas o/ = {Iy,p1/Ts} out py définit la projection canonique sur le
premier facteur, est une variété différentielle de dimension n. en effet

pl/rf : Ff — R
(%, f(x)) = p1(x, f(x)) = x,
est un homéomorphisme.

2. Lecercle d’unité St = {(x,y) e R?/x%>+y? = 1} C IR? est une variété différentiable de dimen-
sion 1 et et de classe C* avec l'atlas o/ = {(Uj, @;)}ie[1,4]-

Considérons les ouverts :

U ={(x,v) €St y>ol,
U, =1{(x,y) € St; y <04,
Us ={(x,y) € St; x> 01,
Us=1{(x,v) €S x<0

Et les applications suivantes :

@1: U CS'— @1(U) CR,
(x,9) — @1(x,9) = x.

@3 : Uz C ST — ¢3(U3)
(x,9) — @3(x,9) = 9.

i) Les ¢; sont surjectives par construction.

ii) ¢y est injective car :

P2: Uy St — @y(Uy)
(%,9) — @2(x,9) = x.

@q: Uy C St — @u(Uy)
(x,9) — @4(x,9) = p.

V(%) (x,y)eUr: ¢1(xp)=¢1(x,y)) = x=x

ona:

(x,y) e U, c S?
(x',y")e U, c St

x2+y2=1;9>0.
x?+y?%=1;9>0.

puisque x = x" alors y>—y'?> =0, avec v,y >0,dotiy =y’
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iii) ¢y est continue (évident), et

71 (U CR— Uy
x— ot (x) = (x, VI=x2) = (Uy) ; x€]-11]
(pl_l continue car ses fonctions composantes sont continues.
iv) Ona U10U3¢(D, U20U4¢®€t Uang,i@,

1095 1 @3 (U N U3) — @1 (U N U3)
x> @ro@;! (x) = V1 —x2.

Dot @io@3" est un difféomorphisme.

Exemple 2.7. ( Variétés de dimension 2).
la sphére S* = {(xl,xz, x3)€R3: xf + x% + x§ = 1} C IR3 une variété différentiable de dimension 2
et de classe C*.

Considérons les ouverts Uy = S?\N et Ug = S?\S telle que : N = (0,0,1) et S = (0,0,—1).
Lapplication : oy : Uy — @n(Uy) C R? définie par

oN(%Y,2) = (5 25),

est continue sur Uy car ses composantes sont continues sur Uy, de plus @y est bijective (surjective
par construction et injective par définition), son application inverse est donnée par

2,.2
2x1 sz —1+x1 +X5 )
’

27 2

-1
X1,X2) =
PN (x1,%2) (14-xf+x§’1+xf+x2 1+x3+x3

est aussi continue car ses composantes sont continues, donc @y est un homéomorphisme de R>
sur Uy Lapplication : g : Us — @s(Us) C IR? définie par

Ps5(%,9,2) = (73 132)

est aussi un homéomorphisme de R?sur Us, I'inverse pour expression

2x; 2%, 1‘%"‘%)

2, .27 2, .27 2,2
T4+xi+x5" T+xi+x;" T+x7+x5

5 (%) =
Papplication de changement de cartes
s o pn(nY) = (o ),

qui est clairement de classe C*, donc {(Uy, on ), (Us, @s)} est un atlas sur S,
Exemple 2.8. (Variété de dimension n).

1) R" muni de la topologie usuelle et de I'atlas a une seule carte o/ = {(R",1d)} est une variété
différentiable de dimension n.

2) Tout R— espace vectoriel E de dimension n est une variété différentiable de méme dimension :
tout isomorphisme @ : E — R" définit un atlas (E, ). De méme tout ouvert U C E de
Uespace vectoriel est également une variété différentiable, I'atlas étant (U, @).
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Proposition 2.1.1. Soit M une variété différentiable de dimension n, munie de l'atlas of =

(Ui, @i)}ier-
Soit U est un ouvert de M, alors U est une variété différentiable de dimension n, avec 'atlas

o = {((Ui NU), ¢;/(U;n U))}

Démonstration. {(Ui N U)}l_el est un recouvrement ouvert,

iel

U(U;nU)=(UU;)nU=MnU = U.

i€l iel
¢;[(U;nU): U;nU — ¢;(U;nU)CR",

est un homéomorphisme.
Soit ((Ui NU), (pi/( Uu,n U)) et ((Uj NU), (pj/( un U)) deux cartes telles que
(UinU)N(U;NU) =0, on pose

TZ(UiﬂU)ﬂ(UjﬂU),

9i[(UnU) 09! [(U;nU): @:(T) — @(T),

est un C*—difféomorphisme. O
Exemple 2.9. L'ensemble des matrices inversibles :

GL(n,R) = {A € M,(R) / det(A) = 0)

muni de la topologie induite par la topologie usuelle de R™ est une variété différentiable de di-
mension n® car :
GL(n,R) = det™ (]—00,0[ U ]0, +0c0])
={A e M,(R)/det(A) =0} ~

tel que :
det: M,(R) — R
A detA,

]—00,0[ U ]0, +oo[ est un ouvert dans R, det est continue, on a alors GL(n,R) est un ouvert.

2.1.6 Sous-variétés difféerentiables

Définition 2.1.8. Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe Ck avec (k > 1).
soit p un entier naturel inférieur ou égal a n (p < n), et soient X un espace topologique et f : X —
M une application qui vérifie la propriété suivante Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U
de x, une carte locale (V, @) au point y = f(x) telle que f(U) C V et pof est un homéomorphisme
de U sur (V)N IRP, en identifiant RP au sous-espace RP x {0} de IR".

Exemple 2.10. (Sous-variétés)

1. L'exemple "canonique” de sous-variété différentiable de dimension m de R" est donc, d’aprés
la définition, le sous-espace IR™ x {0}.
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2. Pour A € R, soit
Sy = {(xl,xz,x3) e R, x% + x% —x§ = /\},
considérons F : R® — R définie par :
F(x1,%3,X3) = X2 + X5 — x5 — A,
alors F est de classe C!, JacF(xq,%,,%3) = (2x1,2X,, —2x3) et
S/\ = {(Xl,XZ,X3) € R?), F(Xl,X2,X3) =0 },

si A= 0, rang(JacF(xq,x,,x3)) = 1 (le maximum possible) car sinon xi,x,, x5 seraient tous
nuls ( ce qui est impossible car x% + x% - x§ =A1=20), comme:

(0,0,0)¢ S),Yae S, : rangJacF(a)=1

et donc S) est une sous-variété différentiable de R® de dimension 2 .

2.1.7 Variétés orientables

Définition 2.1.9. Soit M une variété différentiable. On dit que M est orientable lorsqu’il existe
un atlas (compatible avec la structure différentielle de M) tel que les jacobiens des changements
de cartes sont positifs.

2.1.8 Variété produit

Proposition 2.1.2. Soient (M1,A;), (My,A,) deux variétés de classe C*®, munies de deux atlas
A; et A, de dimension ny, n, respectivement, alors le produit Ay x A, donné par :

Al XAz = {(Ul X Uj,(pi X ¢])\ (Ui'(Pi) S Al, (U], 110]) € Az},
ou,
pix ;Ui x U — @;(U;) x 9;(Uj)
(%,9) > (@i(x), P;(v)),

est un atlas sur My x M, de dimension ny + n, et de classe C*.
Alors La variété (My x My, Ay x A,) est dite variété produit de M, et M,.

Démonstration. My xM,=(UU;))x(VU;)= U (U;xUj)
i€l j€l (i,j)elx]
@i x ;i Upx Up — @i(U;) x ¢;(Uj),
(x,9) — (@i(x), P;(v)),

est un homéomorphisme.
Les fonctions de transitions sont définit par

(@i xPj) 0 (Pa 0 p) ™" = (piopa!) x (Y0 P5).
O

Proposition 2.1.3. O Si M et M, sont deux variétés de classe C*, les projections canoniques
70 : My X My —> M et 1ty : My X My —> M, sont de classe C*.

O Soit My, M, et M3 sont trois variétés, alors l'application f : M3 — M; x M, est de classe
C® si et seulement si 171 o f et 15 o f sont de classe C*°, f = (1o f,p0 f).
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2.1.9 Applications différentiables entre deux variétés différentiables

Définition 2.1.10. Soit (M, A), et (N, B) deux variétés différentiables de dimension n et m res-
pectivement et de classe ck, cp, respectivement, soit

f:(M,A)— (N,B)
x+— f(x),

f est dite application C"—différentiable si V(U,p)e A et V(V,¢)€B:
pofop i p(U)—p(V),
est C"—différentiable.

TN f T
. s ¥
F e N M / TN

\\. ) \\-: _‘/U /;// f L e

) @) o

Ficure 2.4 — Application différentiable entre deux variétés

Remarque 2.1.4. On note par C*(M) I'ensemble des fonctions C*°—différentiables sur M ;
C®M)={f, f: M — Rest de classe C*}

Définition 2.1.11. Soient M, N deux variétés différentiables.
Lapplication f : M —> N est dite Ck—difféomorphisme, k > 1 si

i) f est bijective.
ii) f est Ck—différentiable.
iii) f~1 est Ck—différentiable.
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2.2 Notion d’espace tangent a une variété différentiable en
un point

2.2.1 Courbes tracées sur une varieéeteé difféerentiable

Définition 2.2.1. Soit M une variété différentiable de classe Ck et de dimension n,
A ={(Uj, @i)};c; un atlas sur M et soit x € M et

y:ICR—M
t— y(t), (I centréen 0)

une courbe de classe C* sur M, passante par le point x, y(0) = x.
Notons par C(M, x) Uensemble des courbes de classe C* sur M, passantes par x :

C(M, x) :{7// y: I CR— M, de classe Ck, 7(0) :x}.

On définit sur C(M, x) la relation suivante :

Vi Vi d d Vi
Yy,y €C(M,x); yRey & A(U,p)eA: E((poy)t:o:E(qooy)t:o,

on dit que les deux courbes y,y’ sont tangentes au point x.
Proposition 2.2.1. Re est une relation d’équivalence.

Démonstration. 1) Re est réflexive,
Yy e C(M,x):y Re y, puisque x € M alors il existe une carte (U, ) tel-que x € U et

4 00y)ieo = L(goy)
it QOY )i=0 = it QoY )i=o-

2) Re est symétrique
Soit y,y’ € C(M,x):y Re y' =y’ Re y car

YRy = 3(U, ), xe Uet L(poy)ieg=L(p 07 )iz0.
= (U, @), xeUet L(poy)ieo=%(p 0¥)i=0-
= y'Rey.

3) Re est transitive
Soient y,7’,y” € C(M, x), alors (0) = y’(0) = y”(0) = x et y,’,»” sont des C¥—difféomorphismes:

’ i v Y/ ? d d v
(yRey'et y' Rey”) = yRey " ie: I(W,¢p), xe Wet E(cpoy)tzo = E((j)oy )i=0-

Ona:
yRey' = (U, @), x€ U et L(poy)i=o = L(poy)s=0,

Y Re y” =3V, 9), x€ Vet L(Poy')mo = L(Poy”)i=o,
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xeUetxeValorsxeUNV,et
L(@oy)io =L@ oy )izo

(o™ ooy’).

S~

Dyyrop(@ o ) 0y )iz)-
= Dy(yon(@ o P (P o y”)izo)-

= Dy(yron(@ o ™) (G (% 0y )0

L(p oy )iz

on trouve %((p 0Y)i=g = %((p 0y”)i=0, avec x € UNV, donc il suffit de prendre W =UNV et
p=p/UNV. O

2.2.2 Espace tangent

Définition 2.2.2. Un vecteur tangent a M en x est une classe d’équivalence de courbes tangentes
en x.
L'espace tangent a M en x, noté T, M, est I’ensemble des vecteurs tangents a M en x, défini par

TxM = C(M;x)/RZ
T.M={y/ yeC(M,x)}.
= {7/ / v:1cR— M; C*—difffomorphisme et (0) = x }
Remarque 2.2.1. y =[y].

Proposition 2.2.2. (Structure d’espace vectoriel sur un espace tangent.)
Pour tout x e M, (U, ) € A tel-que x € (U, ), considérons l'application

@y : TM — R"
P =r1— ¢ ([y) = F(@oy)o

@y est bien définie :
Soit y =[yle TuM et p' =[y’] € T,M telles que

VAEIVAE

montrons que ([ = . ('), d d
Ona [y]=[y’] donc yRey  alors A(V,),x € Vet Z(Poy)i—o= (P oV )iz0,

xeUNV = Zpopopoy)o=Fop™opoy)y.
= Do) o P (& (@oy)izo) = Doy 0)=p(r(0p($ o )i (@ 0¥ )=o)
= L(Qoy)o=L(poy) o (¢ o @~ Lest un difféomorphisme)

@, est injective
VIyLIY1eTM: o ([y)=¢([Y') = [rI=1V]
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On a ¢x([y]) = ¢x ([¥')) implique F(¢ 0 y)izo = Gr(@ 0¥ )izo, donc yRy’,ie [y] = [y'].
@, est surjective
d
Yy eR": Iy e CM,x), y = @u([¥]) = (@0 Y)i=o
@ oy est de classe C¥, donc ¢ oy est développable en 0,
(e )=<p07 0)+ 1147 (¢ © ¥)i=o0

() X) + ty.
y(t) = ( (x) +tp).

y est bien de classe Ck, car
V(V,p)eA:psioyold=1oy,

est de classe C* puisque 1 o y(t) = P o o (@(x) + ty) car (i o ' est Ck—difféomorphisme et ¢
est C*—difféomorphisme). D’oui @, est bijective.

. , . , . : - L
On munit T,M d’une loi interne +1 et d'une loi externe .1y qui rend ¢, une application

linéaire.
Soity,y' € C(M,x) et AeR:

Ox[y]+1,m [V']) = @x([y]) +re @[]
(px(/\-TxM [7]) = /\-IR”(ﬁx([V])-

(R", +Rn, .gn) est un R—espace vectoriel, donc @, est bijective

[Y1+rm Y] = ((ﬁ (7D +@xlly])-
Az [y]= @ (Aox([¥])-

Onalyl,[y'] € TyM, posant [y]| =X, et [y'|=Y,,

X,+Y, = @;1 ((px(Xn) + gax(Yn))
AX, = @)Zl (Agax(Xn))

Alors (TyM, +1 pm,.T,Mm) est R—espace vectoriel de dimension n.

M

FiGure 2.5 — Espace tangent en un point x

Remarque 2.2.2. Soit ¢, est un isomorphisme de T,M dans R" considérons {e;};_, , la base

canonique de IR", alors {@;1(€i)}i_ﬁ est une base de T,M on la note par

o’%ilx = @y l(e;) ou encore il = @il (e;).
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Pour ¢ (x) = (x1,x5,...,%,) on dit que (xq,x»,...,x,) sont les cordonnées locales de ¢ (x) o1t (U, @) €
AetxelU.

Remarque 2.2.3. Si E est un R—espace vectoriel de dimension n, alors pour tout x € E, on a
T.E~E,

puisque T,E ~IR" et E ~R", c’est a dire

T,E ~R"
R" ~E

— T,E ~E.

FIGURE 2.6 — Espace tangent en un point x de M

2.2.3 Fibré tangent

Définition 2.2.3. Soit M une variété différentiable de classe Ck et de dimension n, et soit A un

atlas sur M, On appelle espace fibré tangent a M, l'ensemble | ) T,M noté par
xeM

FiGure 2.7 — Fibré tangent

Proposition 2.2.3. TM est une variété différentiable.
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Démonstration. Considérons la surjection

n:TM —M
¢+ 7(p) =x,
ona ¢ € TM alors il existe x € M tel-que ¢ € T,M. On munit TM de la topologie qui rend 7
continue.
1) TM est un espace topologique :
i) 0 = 7 1(0) est un ouvert de TM, car @ est un ouvert de M, et TM = 7t~! (M) est un ouvert

de TM puisque M est un ouvert de M.
ii) Soient U; et U, deux ouverts de TM, il existe alors U;et U, deux ouverts de M tel-que :

Ul = TC_l(Ul) et UZ = T(_l(Uz),
Ul N Uz = n_l(Ul)ﬂ 7'(_1(U2),
= T(_l (Ul N Uz),

qui est un ouvert de TM puisque U; N U, est un ouvert de M.
iii) Soit {U,-},el une famille d’ouverts de TM, il existe alors {U;};.; une famille d’ouverts de
1
M tel-que U; = Y(U;).
Ainsi UU; = U }(U;) = =} (U U;), qui est un ouvert de TM, car U U; est un ouvert
iel iel iel iel

dans M.

2) TM est séparé :

Soient V,W € TM, il existe alors x,y € M tel-que, Ve T,M et W € TyM.

Puisque M sépare, alors il existe U, un voisinage ouvert contenant x et U, un voisinage
ouvert contenant y, tel-que U,N Uy =0

N (U) N (Uy) = (U N Uy ) = 7' (0) =0, de plus, V € 7! (Uy) car 7t (V) = x € Uy et

Y
W en ! (U,) car t(W)=yp € U,

3) Carte sur TM :
Soit (U, @) une carte de 'atlas A de M considérons :

@:mHU)cTM — ¢ (U)xR"
Vis @ (V) = (@ (V), Gr) (V)

®r(v): T, M — R" isomorphisme

@:UCM — ¢(U) homéomorphisme

@ est bien définie, puisque @o7 est une application bien définie et @ (v) est bien définie.
@ est bijective, considérons l'application

g:¢(U)xR" — n!(U)
(v y)—gxy)=¢ L @)

(x€ @(U) CR"t y e R") alors ¢~ ' (x) € U C M donc @1y : Tp-1(yM — R" d’ota
(ﬁ_{l X :R" — T(p—l(x)M
Yy (p;l(x)(y)

tel-que ((P;ﬁl(x)(y)) =@~ (x).
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On montre maintenant que ¢og =go¢ =1d,

Pog: p(U)xR" — ¢ (U)xR"
(%,9) = (Pog) (x,9) = (x,9) ’

car :
(Pog) (x,y) = (g (x,v))

= (75010 @)

= (@@ (), P11 P, 1 @) = (x,9)
de plus

go¢ : N (U) — n (V)
Vi—gop(V)=V"~

car :

4) Fonction de transition :
Soit (U, @) et (V, 1) deux cartes dans A, tel-que UNV = @, donc (n‘l(U), <p) et (n‘l (V), 1,5)
deux cartes dans B (B atlas de TM) tel-que : ==/ (U) N7 (V) =0 On a

Pog™t: ¢ (U)N 7T (V) — p(n (U)nm (V)

tel-que

P(r (U N7 (V) =@ (r(UNV))=p(UNV)xR",
et

P U N (V) = p(r (UNV)) = ¢(UmV)><1R"
Soient x dans ¢ (U N V) et y dans R" on a alors ¢~ (x,y) = )(y), donc

(Pog™") (6, 9) = P(§7 (x,9) = (G, 1 @) = (¥ (97 <>) P10 @' @),

avec
et

de plusona:

donc op! est de classe C* alors D (z,DO(p_l) est de classe C¥! O
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Proposition 2.2.4. Le fibré tangent TM = |J T,M, d'une variété différentiable de classe Ck et
peM

de dimension n est une variété différentiable de classe CK~1 et de dimension 2n.

2.2.4 Applications linéaires tangentes

Définition 2.2.4. Soient (M, A) et (N, B) deux variétés différentiables de dimension m et n res-
pectivement et de classe CX.

Soit f : M — N une application différentiable de classe C", soit x € M; on appelle application
linéaire tangente a f en x et on note d,f ou d.f, l'application

dxf . TxM — Tf(x)N
(Y] (d f)([y]) =[for].

Etude de linéairité de d, f :

Puisque x € M et f(x) € N alors il existe une carte locale (U,p) € A tel que x € U et
(V,)eBavec f(x) e V,de plus foy € C(N, f(x)) car (foy)(0) = f(x) car ¥ (0) = x; et foy est
de classe C".

@ : T.M —> R™
[y]+— @2 ([¥]) = E(poy)i=o

et
Vs TN — R”

(1] — P ([1]) = 4 (pon), g

On a (dyf)([y]) = [foy] de plus iy est une application, donc :

J’f(x)((dxf)([y])) ij(x) [f07/]

Prio (A f) (YD) = L (o (Foy)),—

Prio (e f) (V) = 5 (wofop~ ogoy)

B (A ) ([¥]) = (D0 ¢0f0<P >(di )=o)
Do () (YD) = (D, ¢ofocp (D)

puisque ¢ f(x) bijective, on trouve

(@def)([¥]) = (@f()0D, (o o™ oy ) ([¥])
dof = P7lyoD, . (Pofop~ o,

d.f est bien linéaire, puisque c’est la composition de trois application linéaires.
Définition 2.2.5. M et N étant deux variétés différentiables et f : M — N alors
1. f est dite une immersion de classe C¥ si f est de classe C* et d,f est injective.

2. f est dite une submersion de classe C¥ si f est de classe C* et d,.f est surjective.
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2.3 Notion de champs de vecteurs

Deéfinition 2.3.1. Soit (M, A) une variété C*—diférentiable et de dimension n, muni d’un atlas
Aet soit TM (M, 1, R") le fibré tangent a M, on appelle section de T M toute application

X:M—TM,

vérifiant woX = Id)yy, c’est a dire pour tout point x € M on associe X, € T,M une telle section de
classe C*, sera appelée champ de vecteurs sur M.

X:M—TM
x+— X(x) =X, € TyM,

tel-que (10X) (x) = (X,) = x, ol

w:TM — M
VeTMr—m(V)=
Pour toute carte (U, ¢) contenant x, on associe n vecteurs tangent a M en x {%W o) 5i |x}

qui forme une base de T, M.
-\ 1
X, étant un vecteur tangent a M en x, il existe alors n scalaires (réels) {X;C}  C R, tel-que
1=

X, ZXx T

considérons l'application suivante

X:UcM—R
x— X' (x)=XL'’

Vi=1, n.

n
Ainsi donc, tout champ de vecteurs X sur 'ouvert U, s’écrit sous forme : X = E Xi%, on
1
i=1
peut aussi écrire, en utilisant la convention d’Einstein : X = X' -2 T
1

Ainsi X est C®—différentiable, si par rapport a une carte (U, ¢) les composantes X',
i €{l,...,n} sont C®—différentiables sur 'ouvert de la carte locale

- e '-‘\ )

— " .
I - ~_
e o e —_
\\..\‘. _ — — - — /

FiGure 2.8 — Espace tangent en un point x

Exemple 2.11. 1) Considérons pour tout i = 1, n et par rapport a une carte (U, @) de l'atlas de
M.
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o .
5—xi.UCM—>TM

5 5 ~_
xo (0= =5l ()

ot {e;}i_, désigne la base canonique de R", alors 5% est bien un champ de vecteurs sur U.
o o
— =n|— |=x=1d .
(Tw 0X;i )(x) n(éxi |x) ¥ Hih )

o o
ox1’° " oxy

On appelle { } repére locale par rapport a la carte (U, @).

2) Champs de vecteurs sur les sphéres
i\ Sur S! = {exp(it)}, tout champ de vecteurs est de la forme X, = f(t)%, avec f € C*®(S1h).

ii\ Sur S§? = {(x, V,2) € R3, x2+ y2 +22= 1}, tout champ de vecteurs est de la forme
Xipa) = f(09,2)5% +8(69,2)F + h(x,9,2) 5,
avec f,g,h e C°°(SZ), telles que

xf(x,v,2)+vg(x,v,2)+zh(x,y,2) = 0.

Remarque 2.3.1. On note x (M) I'ensemble des champs de vecteurs sur M.

2.3.1 Structure algebrique sur x (M)
Structure d’espace vectoriel

(x (M), +,.) est un R—Espace vectoriel pour la loi interne

+:x (M) x x (M) — x (M)
(X,Y)— X+7Y,

ou
X+Y:M—TM
x— (X+Y)(x) =X, +Y, e M.
Et la loi externe
O Rxxy (M) — x (M)
(A, X)— LX,
ou
A X M—TM
x+— (LX) (x) = 1.X,.

Structure de C*°(M)-module

Considérons C*®(M), I’ensemble des fonctions différentiables de classe C* sur M, alors
(C*®(M),+,.) est un anneau commutatif unitaire, pour les opérateurs suivants :

+:C®(M)x C®(M) — C®(M) ot f+g:M—R
(f,8)—f+8 x— (f +8)(x) = f(x) +g(x).
et
:COM)x C®(M) — C*®(M) ol f.g:M—R

(f,8)—f.& x— (f.8)(x) = f(x)g(x) .
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A présent, on muni x (M) des deux lois suivantes :

+:x(M)x x (M) — x (M) ot X+Y:M—TM
(X,Y)— X+Y, x— (X+Y), =X, +Y,.
Et
COM)x x (M) — x (M) ol fX:M—TM

(f,X)— f.X, x— (f.X), = f(x).X,.

Alors (x (M), +,.) est un C*°(M)-module (i.e x (M) est un espace vectoriel sur C*(M)).

Structure d’algebre de Lie sur x (M)

Rappelons qu’une structure d’algebre sur un ensemble non-vide E, est la donnée de trois
lois de composition notée, ” +”, ”.” et ”"T” telle que ” +” et ”T” soient internes et ”.” soient
externe, vérifiant les conditions suivantes

1) (E,+,.) est un k—espace vectoriel, (k étant un corps commutatif).

2) Lapplication

T:ExXE—E
(x,y)— T(xy)’
est T-bilinéaire.
Afin de construire une structure d’algebre sur x (M), on introduit l'opérateur de dérivation
associe a un champ de vecteurs.

2.3.2 Opérateur de dérivation associe a un champ de vecteurs

Soit (M, A) étant une variété C*—différentiable de dimension n, pour tout champ de
vecteurs X sur M on associe I’application de C*(M) dans lui méme noté dx est définie par

dx : C¥(M) — C=(M) (dxf):M —R

f—(9xf), X+ (9x f) (x) = Ix,.f = & (foy)=0-
telle-que X, = [y] ou y € C(M, x).

Notons que si X, = [y] =[y’] alors yRey’, donc

d d ,
77 W0Y)io = 77 ($07)jig-
Alors :

Proposition 2.3.1. Soit X un champ de vecteurs sur M, alors dx est une dérivation de C*(M),
c’est a dire

1) dx est R-linéaire.

2) dx vérifie la relation de Leibniz :

Ix(f-8) =Ixf.g+fIxgVf g € CT(M).
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Démonstration. Soit X € x(x),

dx : C®(M) — C*®(M)
f — aX(f)l

ou
Ix(f): M — R

x = (Ix f)(x) = Ix,f = & (foy)—o,

telle que [y] = X, et y € C(M, x).
1) dx est R-linéaire :
i)Vf,g € C®(M), et pour tout xe M on a

(Pxf + ) ()= 3x,(F +.8) = - (F +8)0p)icy
de plus on a

(f+oy)(t)=(f+ (¥ () =f(y () +g(¥ (1) = (foy)(t)+(goy)(t),

alors
(x(f + &) dd ((foy)+ goy))
F(foy)i= O+dt(g07)t 0-
Ix f+dx. g
(9 f)(x)+ (8xg)( ).
(Ixf+Ixf)(x

ii) Soita e R, f e C®(M)etxeM,ona

(dx(af))(x) Off
0% )s=0-
t(a (foy)i=o-

foy)i=o-
f
f
xf)

II
’\><

Q a~|s.\.§;|m

SR

)(x).
(x).

4
dt
ady,
(Ix
ad

donc

Ix(af) = adxf ou dx (af) = adx,f.

2) Montrons maintenant la deuxieme condition.
Soient f,g € C*(M)etxe M,

(@800 = 5,9 = 5= (.87 )y

ona

((f-g)oy)(t

Alors
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(Ix(f.8)(x) = L ((foy).(g0¥))0
% 07/t 0) (gOV)t:0+(fOV)t:O'<%(gO7’)t:0)'

= Xxfg f x).0x, g

= (dxf)(x) +f(x).(dxg) (x).
=((dxf).8) f (3Xg))( )-
= ((dxf). g+f (dxg))(x).

donc
Ix(f.8)=dxf.g+f.9xg.
Alors dyx est un opérateur de dérivation de C*(M) dans C*(M).
Remarque 2.3.2. 1) De la démonstration précédente on déduit que pour tout vecteur tangent d
M en x, X, € T,M, l'application
dx, : C®(M)— R
f=oxf =& (for)o:

ot [y] = Xy, est un opérateur de dérivation en x.

2) Réciproquement, il est facile de voir que toute dérivation de C*°(M) dans C*(M) définit un
champ de vecteur. En effet, soit D : C*°(M) — C*°(M) un opérateur de dérivation, soit x € M, il
existe alors une carte locale (U, @) contenant x, considérons, pour tout i = 1,n les fonctions :

fi:U—R
X = fi(x) = x;

’

ol ¢ (x) = (x1,%,...,%,) sont les cordonnées locales dans la carte (U, @).
Notons que f; sont de classe C* sur U, puisque pour toute carte (V,1) de I'atlas de M contenant
x
-1 P fi
Ijofiop™" :p(UNV) —UNV —>IR
P@) =Ly oy oy fily) =i

ainsi D f; est aussi C*, considérons l'application

X:UcM—TM
n
x+— X, = ZDfl-(x)aixilx e T, M,
i=1

oit o\ =Py (en), et
¢y TM — R"
[V]=Xs— @ ([y]) = % (fOV)tZQ;

X est bien un champ de vecteurs sur U, puisque D f; € C*®(U) et (toX)(x) = x.
Ainsi un champ de vecteurs on peut le voir comme un opérateur de dérivation X = dy tel que

X M—TM
x— X, eT\M,
ou bien

X:C®(M)— C®(M) X(f):M—R
Fro X(f), avec
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2.3.3 Opérateur de dérivation associé au repere local

Soit x € M, il existe alors une carte (U, ¢) € A et contenant x.

Rappelons que a%”x = ;! (e;) ol {¢;}_, désigne la base canonique de IR" et

@y TM — R
Xy = [7/] — @x([y]) = % ((pOY)t:O'
cherchons
aai:C“(M)—>C°°(M)
fr—04f,
c’est a dire
Q%f :M— R
% — (aaf)(x) —9, f.

ox; ox;

ilx

Soit f € C* (M), calculons d 5 f;

(9)(,‘ |x

(9.5 )01 = - (For)ico,

avec [y] = a%i =@yl(e)) ety (t) =@l (p(x)+te;), car

|x
Px([y) =2z donc y(H)=¢ " (p(x)+12),

= (f’;l (e;) donc ¢, (8i ) = e;, par conséquence
X

etona ai
X Xi|x

alors

0. (2.1)

Proposition 2.3.2. 1) Soit X,Y dans x (M) et f € C® (M), donc: dx,yf =dxf +dyf.
2) Soit X dans x (M) et f € C*® (M) alors pour toute A€ Rona d,xf = Adxf.
3) Soit X € x (M),et f,g € C* (M) on a alors dgx f = gdxf.
4) Soit X,Y € x (M), dx =dy alors X =Y.
5) soit f € C*® (M) alors, f est constante si et seulement si dx f = 0 pour tout X € x (M)
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Démonstration. 1) Soit X,Y € x (M) et f € C* (M), montrons que pour tout x € M

(Ix+vf)(x) = (9xf + Iy f)(x)
on a
@er ) = Doy f = o (fon) o,
ol [] = (X +Y),, posons [] = X, et [5] = Y, alors

P (@ (x) + @ (X +Y),)
=@ (@ (%) + @y (X, + Yy))
= @71 (@ () + 1@ (Xy) + Pr(Yy))
Donc
@er )00 = (o™ ) (0 () + £ () + (Ve
= (qu(x) (fO(P_l )) ((px (Xx) + (Px(Yx))
= (D (Foe ™)) (@x(X)) + D, (For™ ) (Px(Yz)
d
= (D, (for 1))(5@07%_0)4% (for 1))(5<(P05>t—o)
d
= 51 (fo)ico+ 77 (Fod)icg
=dx f+Iy.f
= (dxf)(x)+(dyf)(x)
= (dxf +dyf)(x)
Alors;

dxiyf=0dxf+dyf.

La deuxieme et troisieme sont intuitives.
4) Soit X,Y € x (M) tel que dy = dy, montrons que X =Y.
OnaX,Y € x(M) donc

X :X'i etY=Y — 0
0X; ox;’

cestadire X, = X% Y, =Y/2 | tel-quexe (U, @)€eA.

X oxi|y’ X6X|
On adyx =dy i.e
VfeC®(M):dxf =dyf,
donc

J f=d.  f

Xli YIL
z [ ox |y z ;T oN

i=1 i=1

d’apres les propriétés de I'opérateur de dérivation on trouve :

X a(}?{l |Xf ZY a&xl x ’

i=1
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alors
n

Z( Yl)aéil f=0,

i=1

en utilisant (2.1), on trouve

Z(X; B Y;)a%(f0¢71)|(p(x) =0

i=1

En particulier, pour les fonctions de cordonnées f;; j = 1,n (C*™ —différentiable)

fj :U—R
x> fi(x)
on déduit i}
i i _
LY g, =0
1=
etona ;
ij(p‘lzgo(U)i> U-LR
P (x) > x > x;,
donc

n

Y -vi)sE <o

i=1 OX; P(x)

cela conduit a
n

Y (xi-vi)sl=o,

i=1
donc

X =vivj=Tn

On a alors

5) Soit f € C* (M), tel-que f = constante
f:M—R
x— f(x)=A

Soit x e (U, )€ A, on a X, - Xi 2

x ax1 |x
Calculons dx_f

Ix.f=0yia f

X 9
% |x

=Xd, f.

‘9"1 |x

_X’lcéx <f0(P ) (x)°
=0.

Réciproquement

On pose dx_f =0 et montrons que f = constantE.

41
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Soit X € x (M), tel-que dx f =0, en particulier X = %, on a alors

a#ile - 0’
donc 5
R -1 e
ox; (for )<p<x> 0.
On a
¢! f
fop~l:p(U)— U >R

@ (x) — x — (fop™" ) (@ (x)) = f (x),

alors puisque 5% (fO(p‘l)(p(x) =0, f est constante. O]

2.4 Connexions

I1 s’est avéré qu'’il est plus facile de définir une connexion d’abord comme une fagon de
différentialiser les sections de fibré vectoriel. La définition est faite pour capturer les pro-
priétés essentielles des opérateurs de dérivation directionnelle Euclidienne et tangentielle
(V and V*) qu’on a définit ci dessous.(On vérifiera plus tard que ces opérateurs sont des
connexions). Apres avoir définit les connexions dans ce cadre général, On adoptera la défi-
nition dans le cas d'un champs de vecteurs tout au long d’une courbe.

Soit 7t : E — M un champ de vecteurs sur une variété lisse M, et on note I'(E) ’espace des
sections lisses de E.
Une connexion dans E est une application

V:x(M)xT(E)— I'(E)
(X,Y)— VY,
qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) VxY est linéaire sur C*°(M) dans X : pour tout fi, f, € C*(M) et X;, X, € x(M),
Vaxiehx, Y = iVx, Y + f2Vx, Y,
(ii) VxY estlinéaire sur R dans Y : pour tout a;,4, € Ret Y;,Y, e ['(E),
Vx(a1Y1 +a,Yy) = a1 Vx Yy +a,Vx Y,
(iii) V satisfait la loi de produit suivante : pour tout f € C*(M),
Vx(fY)=fVxY +(X[)Y,

Le symbole V est lu ‘del’ ou 'nabla’ et Vx Y est dit la dérivée covariante de Y dans la direc-
tion de X. Il existe plusieurs types de connexions qui sont utiles dans différentes circons-
tances. Le type de connexion qu’on vient de définir ici est souvent appelée une connexion
de Koszul afin de la distinguer des autres types. Puisque nous n’avons aucun besoin de dé-
finir les autres types de connexion dans cet ouvrage, on fera référence a la connexion de
Koszul simplement par une connexion.

Bien qu’une connexion est définit par son action sur les sections globales, qui découle de la
définition qu’elle est enfaite un opérateur locale.
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2.5 Crochet de Lie ou produit de Lie de deux champs de vec-
teurs

Définition 2.5.1. Soit X, Y € x (M), on note

[X,Y]=XY-YX.
appelé commutateur ou crochet de Lie des deux champs de vecteurs.
Proposition 2.5.1. Soit X, Y € x (M), l'application définie par

8[X,Y] :C® (M) — C®(M)
fr— 8[X,Y] (f)=(dx0dy —dyodx)(f),

d|x,y] est une dérivation de C* (M) dans C* (M) car
1) d|x,v) est bien R-linéaire.
2) d|x,y| vérifie la relation de Leibniz.

Démonstration. pour tout f,ge C*(M)ona:
a[X,Y] (f-g) = (dx0dy —dyodx)(f.g).
= dx(dy (f-g)) = dy(dx (f-g))
=dx((dyf).g+ f.(9yg))—dy((dxf).g + f.(Ixg))
= dx((dyf).8) + Ix(f.(dyg)) — Idy((dxf).g) — dy(f.(Ixg))-
= (dxdyf)g+dyfoxg+dxfdyg+fdxdyg—(dydxf).g
—dxfdyg—dyfdxg—fdydxg.
= (dxdyf —dydxf).g+ f(dxdyg—dydxg).
= (dxnf)-g+ f(9x.v18):

Donc dx,y] étant un opérateur de dérivation, on peut donc le voir comme un champ de

vecteurs du M,
dix,y] =[X, Y] etonnote [X,Y]=XY -YX.

On peut donc muni x(x) d’une autre loi interne, qu’on montra [, |, tel-que

8[X’y] :C™® (M) — C*™® (M)
f— dixy)f =(dx0dy —dyodx)f,
et nous appellerons crochet de Lie ou produit de Lie de X et Y, le champ de vecteurs [X, Y].

D’aprés les propriétés précédentes on déduit que le crochet de Lie est une application
R-bilinéaire, car pour tout aj,a, € Ret X, X,, Y € x(x)

[]:x(x)x x(x) — x(x)

t
(X,Y)— [X, Y] = djx v} €

[a1 X1 + a2 X5, Y] = (g, X, +a,%,, Y]
= aa1X1+a2X208Y + aYoaa1X1+a2X2-
= (a19x, + @29x,)0dy - Iy (@19, + a2dx, ).
=a; [X1, Y]+ay[X;,Y].

Et pour tout Y;, Y, et X dans x(x) et @y, € R
[X,a1 Y1 +ar Vo] = o [X, Y]+ ap [X, Yo,

ainsi donc (x(x),+,.,[,]) est une algebre réelle.
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De plus, un calcul simple montre que le crochet de Lie est antisymétrique c’est a dire,
[X,Y] = ~[Y,X]
et vérifie I'identité de Jacobien c’est a dire pour tout X,Y,Z € y(x)on a
[[X,Y],Z]+][[Y,Z],X]+][[Z,X], Y]=0.

L’algebre (x(x),+,.,[,]) est alors une algebre de Lie (c’est a dire une algebre dont la deuxieme
loi interne est antisymétrique et vérifie I’identité du Jacobien). O

Proposition 2.5.2. Soit X,Y dans x(x)
1) Pour tout f,g dans C* (M) on a

[fX,gY]=fg[X, Y]+ fX(9)Y-gY(f)X.

2)[9 G ]:o,- Vijell,...n)

dx;” Jx;
Démonstration. 1) Soit X,Y dans x(x), alors
a[fx'gy] = BfXOc?gy - 8gY08fX.
= fdx (gdy) - gdy (fIX).
= f(dxgdy + gdx0dy) —g(f dyodx + dy f Ix).
= fga[x,y] +fdxgdy — gdyfdx.
=f8IX, Y]+ fX(g)Y -gY(f)X.

2)On a [aix,'aix]] = 8[%’%], montrons que [aixl,aix]] =0 c’est a dire a[i 5 ](f) =0;
Xi X]'

VfeC®(M).Ona

On pose

9(gj00™) 9(giop™)
R I L v
9 [2(foe™! 2 (2 !
“lox (;x(j )O(pogo_1 0 — (9_x][ (;, )0(P0§01]]0(P
B 82(f0(p‘1) 82(f0(p‘1)
B 8xio7x]- angxi O(P
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Remarque 2.5.1. La condition de Cauchy Schwartz, puisque fop™' € C® (M), cette condition
nous informe que

P?(fop™!) _ P(fop™!)

ax,‘an - axjax,-
N
Expression du crochet de Lie en cordonnées locales
Proposition 2.5.3. Soit X,Y € x (M), alors [X, Y] XJ 3y1 — Y7,
Démonstration. Soit X,Y € x (M), posons X = Xi% etY = Y7 a = alors
d d
X, Y X =y ——
| I= [ ox;” " oJx; ]
Jd d d d X;\ d
= XY |, |+ X ==Y — Y .
lax, ox; dx;  0x; ( ox; ) 1%
d d aX;\ d
=X ——YI—-YI S =
Jx;  Jx; ( Jx; ) 0x;
On remplacons i par j, on obtient
aY' 9 0X; o
X,Y]=XI -Y/ —
[ I= ox; Ix; ox; 8x1
= xi 28 _yj 9IX; i
Jx; dx; | dx;
Ona[X,Y]e x(M)cestadire [X,Y]=[X, YY) % ,alors [X,Y] =XJ aY? ~-YJ. O

Xj

Exemple 2.12. Considérons dans IR? les champs de vecteurs définis par

f___?i

2 dz°

J d

E2 = 9_y+7x9_
d
E3:$.

ou {%, a%' %} désigne le repére locale, et f =1+ m(x2 + y2) etl, meR, on trouve

2 3] [va a
[faz]‘b&&]
—fl; 88 +f01—10f—£(y1[88 a]+f.0)
:O,
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et [Ep E3]=0. ,deplus

[0 o Ix 9
[El'Ez]‘lfﬁ 292 fay 282]

z o1 I[ o o] P[ o o
R e e e e

Eton a
f 5o f 5] = omf (x5 - v ).
d ~dl_ rd
foxg|=fZ
d rd]_ J
yszg—y]——fz
0 J]_
yz,Xz]—O

Donc

% d d
[El,Ez] = 2mf (xa—y —yg) + lf&
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2.5.1 Transformation d’un champ de vecteurs d’une variété a une variéte

Proposition 2.5.4. Soient (M, A) et (N, B) deux variétés différentielles de dimension respective-
ment m et n et soit f : M — N un C*—difféomorphisme. Alors I'application notée f, définie
par:

for x(M) — x(N) ] fi(X):N— TN
X+ f.(X), tel-que yH(ﬁX)y:(df_l(y)f)(xf_l(y)),

avec
df’l(y)f . Tffl(y)M — TN

X . (x )
1) '—>( f l(y)f) 1)

transforme tout champ de vecteurs X sur M, en un champ de vecteurs f,X sur N, de plus f, est
compatible avec le crochet de Lie, c’est a dire

VX, YexM), f.[X,Y]=[f£X, f.Y].

Proposition 2.5.5. 1) f.X est une section de TN. En effet

(mof.X)(v) = ((£.X),) =,

car

n:TN — N
SeT,Nrm(S)=y.

. rps . i d d
2) f. X est un C*®—difféomorphisme, car pour tout champs de vecteurs X, X = X* prokds {a—xl}

i=1,n

le repére locale de M, et {a%} __lerepere locale de N, avec (U, @) étant une carte de A et (V, 1)
1) j=1,n

une carte de B tel que

% 1 d = 1
ox; . P () et i, =, (uj),
otl {e;};_1, la base canonique de R™, et {u]-}]_:171 la base canonique de R", et on a
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. ) j U
) 7% )w(fl(y)) ]))
i a(lzbofO(Pl)) ~_1

- Xffl(?) Jx; ((Pof_l)(})) 17b31 (U])

alors

8(1/)0f0g0‘1)

(£X)) = (Xiofl)-a—xZ_O((POfl)](}’)-

EtonaX'of ' : N — Rest C®—différentiable et pofoqp : @ (U) — 1 (V) est C*®—différentiable,
pofl: N — R™ tel-que Idmmo(goof‘l)oz,b‘l est C®—différentiable.
Alors, f.X est bien C®—différentiable puisque (ﬂX)j sont C®—différentiable pour tout j =1, n.

3) maintenant, on montre que f,[X,Y]|=[£.X, f.Y] pour tout X,Y dans x(M).
Soit X € x(M), donc f,X € x(M), on peut donc le voir comme une dérivation c’est a dire

fX =dpx: C®(N) — C=(N)

]’l > aﬁxh,
oul
y— (9rxh) ),
tel-que

(95xh) (@) = I(g.x),h = 4 (h o courbe),_y.

Ona (f.X), = (df‘l(y)f)(Xf—Hy))'
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Posons Xffl( )= [y]tel que y € C(M,f (y)) donc (f.X), = (df f) [y]) =[foy], alors

(9gxh) () =& (ho (foy)),-
(ho f)oy),_y avec [y]=X

i
; 7 ) o)’
=0y 0 .
f- 1(y) f

= (@x(ho (f' ),
on trouve

(9gxh)=(x (o f))of".
Soit he C*®(N), alors

a[ﬁxlﬂy]h = (aﬂxoaﬁy)(h) — (aﬁyo8ﬂx)(h)
= dzx (dy (hof)of )= Iy (dx (hof )of ).
On pose dy (hof)of ' = get dx(hof)of~! = Q, on obtient alors

dirx, fyih=9drxg—dry Q.

= (dx(gof)of 1= (dy (Qof))of L.

= (dx (gof) =9y (Qof))of".

(9x (9 (hof)of of )=y (dx (hof)of "of ))of ~".
(

=

(dxdy)(hof)—(dydx)(hof))of
px, v (hof))of ™ = 9 x.v (),

AZOT’S a[ﬂx'ﬂy] = aﬁ[xly]

Proposition 2.5.6. Soit M,N,L trois variétés différentiables et soit f : M — N, g: N — L
deux application C®—difféeomorphisme, alors

1) (gof). = g.of..
2) f. est bijective et on a :(f,)" = (f71)..

Démonstration. Ona go f : M — L une application C*-difféfomorphisme, et
(gof):x(M)—x(L)
X+ (gof),X,

avec (gof), X =d(4of) x
Soit h € C*®(L)

dgof).xh=[dx(ho(gof))]o (gof)"
([9x((hog)o f)lo f o )
(8fx(hog))og‘1.

8fX
=d

(8.0f)X

alors (gof),X=(g.of.)X ,cestadire (gof), =g.o f.
2) On applique la proposition précédente pour g = 1.

On a (fof‘l)*:f*o(f‘l)* et tel-que fof1:N — N,
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(flof) =(f") of tel-que flof:M— M.

Puisque fof 1 =1Idy et flof=1Idy.
On déduit que f,o (f7!), = (Idy). et (f').of.=Idy). tel que fro(f1),: x(N)— x (M) et
(f o for x (M) — x (N), et

(Idn),: x (M) — x (N)
Y+— (IdN)* Y= a(IdN)*y,

alors pour tout & on trouve d14,) vh = (dy (holdy))oldy = dyh.
Donc d(j4,,).y = dy c'est adire (Idy),Y =Y, alors (Idy), = Id,(n).
De méme (Idy), = Id, ), Donc f, est bijective et on a

=),

2.6 Espace cotangent et fibré cotangent

Définition 2.6.1. On définit maintenant le dual de l'espace tangent a une variété.

Soit (M, A) une variété C*—différentiable de dimension n muni d’un atlas A.
Une premiére forme (ou covecteur) en x € M est une forme linéaire sur T,M c’est da dire une
application linéaire

wy: TL,M — R
Xx = a)X(XX)’

Uespace cotangent a M en x, noté T;M est I'espace vectoriel des 1-formes en x c’est | 'espace

vectoriel dual de T,M c’est d dire :
M = (T.M)",

et ona
dimT;M =dim T,M = n,

cherchons alors une base de 1 éspace cotangent T, M.
Soit (u, @) une carte de 1’atlas A de M contenant x et considérons l’isomorphisme

@y T.M — R"
Y1 PllY) = o (po Yo
On peut donc considérer 'application transposée de ¢, qu’on notera : ¢, définie par
@: (R = TM
6 — @3(6) = 0.0 ¢y

Notons que ¢; est aussi un isomorphisme.
n n
Désignons par {e;}i_l la base duale de la base canonique {¢;}\_;, Ainsi {(ﬁ; (e:)}

. forme une
1=
base de T; M.

Posons pour tout i =1,n:

dxj, = @} ((e)"),
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- \H1
on a alors {dxrx},
1=

est la base duale de la base { J } de T,M, car

Ixi |x

i 9\ . @
()55, =0 g, )

=<<ei>*o¢x>(§j| )

Ainsi; dans cette base toute 1-forme de T; M s’écrit

i
Wy = a)l-xdx|x,

w2
Wi, = ©x 8xi|x ’

Notons que tout vecteurs de T, M s’écrit

ou

- d
X, =X— ,
" xaxi|x
ou
Xy = dxj, (X,,).

Définition 2.6.2. Le fibré cotangent d’une variété différentielle M noté T*M est I'ensemble

T*M = |J T}M.
xeM

Définition 2.6.3. Considérons la surjection

w:T°"M > M
weTiMm 1t(w) = x.

Le fibré cotangent T*M est muni d’une topologie naturelle c’est a dire on munit T*M de la
topologie qui rend 1t continue, on a alors :

Proposition 2.6.1. Soit (U, @) une carte de I'atlas de M, considérons I'application
@7 (U) > @ (U)x (R")
W @ () = (@ (7 (@), (§)z(0) (@).

Alors (ﬁ_l (u), (ﬁ) est une carte de T*M de plus ces cartes définissent une structure de variétés
C*™—différentiable et de dimension 2n sur T*M.
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2.6.1 Champs de 1-formes sur une variété différentiable

Soit (M, A) une variété différentiable de dimension n et T*M 1’éspace fibré cotangent de
M.

Définition 2.6.4. On appelle champ de 1-formes différentielles sur M toute section de classe C*
de 'espace fibré cotangent de M

w:M—->TM
X w(x)=w,e T;M
C>—différentiable et T o w = id.

On note Q! (M) ou encore x*(M); I'ensemble des champs de 1-formes différentielles sur
M.

Soit maintenant w € Q! (M) et x € M il existe alors une carte locale (U, @) de I'atlas de M
. . n

contenant x, ainsi w, = wixdx{x ou {dxfx} désigne la base dual de la base{i } ' dans la carte

1=

oxi|x
(U, ).

Considérons alors les n fonctions définies par :

w;:U—-R
X w; (X) = wjy, i=1,...,n
Ainsi dong, tout champ de 1-forme w sur l'ouvert U s’écrit sous la forme : w = w;dx".

Ainsi, w est C*—différentiable par rapport a une carte (U, @) car les composantes w;, i =
1,...,n sont de classe C* sur 'ouvert U.

Exemple 2.13. Considérant pour tout i = 1,...,n et par rapport a la carte (U, @) de I'atlas A de
M:
dx':UcM—T'M
x = dx' (x) = dx|, = @y ((e:)"),

ot {(e;)*};_, désigne la base duale de la base canonique de R", alors dx' est bien une 1-forme sur
U. On appelle {dxl,dxz,...,dx”} le corepere local par rapport a la carte (U, @).

2.6.2 Structure algébrique sur Q' (M)

Proposition 2.6.2. 1) structure d’espace vectoriel :
Q' (M, +,-) est un R-espace vectoriel pour la loi interne :

+: QM) x Q' (M) — Q1 (M)
() F— w+n,
on
w+n:M—T'M
X (w+1)(x) = wy + 1y,

et la loi externe :
- RxQN M) — Q' (M)
Nw) — A w,
on
Aw:M—TM
X (Aw)(x) = Aw,.
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Remarque 2.6.1. Ona 1o (w,n) = o (Aw) =id et w+1 et Aw sont C*—différentiable.
2) Structure de C*(M)_module :

A présent on munit Q' (M) des deux lois suivante :
+: Q' (M) x Q' (M) — QY (M)
(w,n)— w+1,

ol
w+n:M—T'M
X+ (@ +1)(x) = Wy + 1]y,
o L C® (M) x QL (M) — Q' (M)
(fw) — fw,
ou

fw:M—TM
x'—>(f'a))(x):f(x)'wx;

alors (Ql(M), +,~) est un C® (M)-module.

Remarque 2.6.2. Un champ de 1-formes peut étre vu comme une application C* (M) linéaire
sur x (M).

Soit w € QY (M), considérons 'application notée w et définie par :

w:x(M)— C®(M)
X +— w(X),
on
w(X):M—R
x> (w (X)) (x) = w, X.

Il est claire que w et C* (M)-linéaire, c’est a dire
w(X+Y)=w(X)+w(Y); VX,Y € x (M)

et
w(fX)=fw(X); VX € x(M); ¥VfeC®M)

2.7 Application Pull Back (ou image réciproque)

Définition 2.7.1. Soit M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement
et soit f : M — N une application C*®—différentiable.
On appelle application pull-back associée a f, ou l'image réciproque de f notée f*, 'applica-
tion :
O M) — QY (M)
wr— f*(w),

ou
f(w): M —T'M

x> (ffw)y = wpy) o dyf,
et
wf(x) e} dxf : TXM — R
Xy b= (“)f(x) o dxf)(Xx) = Wi (def (X)),

f* transforme un champ de 1-formes sur N en champ de 1-formes sur M, il est clair que f* est
R-linéaire.
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Proposition 2.7.1. Soit M,N, G trois variétés différentiables et soient f : M — N et g:N — G
deux applications C®—différentiable on a alors

1)(gof) =f"og" .
2)si f : M — N et un C®¥—difféomorphisme, alors f* est bijective et on a : (f*) = (f‘l) .

Démonstration. 1) Ona go f : M — G alors

(gof):Q1(G)— QN (M)

wr— (g0 f) (w)
ou
(gof)(w):M—TM
x— ((gof) w),,
donc

(g0 f) @), = Wgof)x) 0 dx (g0 f)-
= We(f() © (df()g © drf).
= Wg(f(x) (df gdef)
= (wg(f(x)0df(x)8) 0 dxf.

=(g )f(x odyf.
=(f"(§"w))y-
=((f o g) )y,
alors (gof)' =f*o
2)On a
(flof) =idy et (fof )y =idy.
fro(f) =idy et (F V) o fr=ids,.
tel-que

idy, : Q' (M) — Q' (M)
w > idy (w).
ou
idy (w): M — T'M
x|—>(id1*\,1a))x,

alors (id;‘wa))x =wyodyidy = w,.
De plus
ldQI(M)Ql( )—)Ql(M)
w > idgiy) (),
ou

X > Wy,

et
dxldM : TXM —> TxM

[y] ¥ (dyidp) ([¥])
tel-que (dyidyg) ([y] ) = [id o y] = [¥] C’est a dire f* est bijective, alors (f*) " = (f‘l)*. O
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Remarque 2.7.1. Nous pourrons définir 'application Pull-Back pour les fonctions C*—différentiables
comme

Si f : M — N est une application C®—différentiable, on définie I'application notée f*, par la
formule :

£ C®(N) — C™ (M)
h—s f*(h)=hof.

Ainsi pour tout w € Q' (N) et pour tout h€ C*(N) on a

f(hw) = f*(h) frfw = (ho f) frw.

SoitxeM

donc: f*(hw)=f*(h) frw = (ho f) f*w.



CHAPITRE 3

TENSEURS ET FORMES
DIFFERENTIELLES

3.1 Rappel sur les tenseurs

Définition 3.1.1. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n, un tenseur d’ordre p est
une application p —linaire de VP dans R.

Soit T un tenseur d’ordre p. La p linéarité du tenseur T signifie que son application a p vecteur
est linéaire par rapport a chacun de ses arguments.

T(ooor X+ Xpry o) = T (s Xpyeeee) + Ty Xy o), Vhe€[1,...p].
T(ooy Axpyorr) = AT (ceot, Xy o), Yk €[1,..p], VA ER.

3.1.1 Composantes d’un tenseur

Soit T un tenseur d’ordre p et soient p-vecteurs {Vi, V), ...., V,,} donnés par leurs compo-
santes contravariantes sur une base {e;}

Vi=(Vi)te; 5o ;%:mw%.

T(Vy, Vs, ..., V,

) =T((V1)1e; s (V,

3.1.2 Composantes covariantes d’un tenseur

On appelle composantes covariantes du tenseur T d’ordre p les n” nombres notés T; i
obtenue par l'application de T a p vecteurs de bases :

3.1.3 Tenseurs euclidiens particuliers
Tenseur métrique

Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension 2 .
Un tenseur métrique noté G est le tenseur du second ordre défini par :

x,9) e V? — G(x,y) =x.y €R

56
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Tenseur d’orientation

Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension 3 .
On appelle tenseur d’orientation le tenseur d’ordre 3, noté H défini par :

{x,9,2 eEVxVxV — H(x,v,2z) = [x,9,z] € R
Théoréeme 3.1.1. L'ensemble des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel .

Démonstration. Muni des deux opérations, I’ensemble des tenseurs d’ordre p satisfait les
axiomes de définition d’un espace vectoriel avec 1’élément neutre de I’addition, le tenseur
nul d’ordre p noté 0 défini par :

0(x, s Xp) =0, V{xl,....,xp}.
L’élément neutre de la multiplication est le scalaire 1 . N

Dans le but de définir une base de 1’espace vectoriels des tenseurs d’ordre p, on défi-
nit une nouvelle opération entre vecteurs

3.1.4 Produit tensoriel de deux vecteur

Définition 3.1.2. On appelle produit tensoriel de deux vecteur V et W, le tenseur du second ordre
noté V.Q W défini par :

(x,9) eV — (V@ W)(x,y) = (V.x)(W.y) e R.
En exprimant les vecteurs x et p sur la base {e;} .

Définition 3.1.3. Produit tensoriel de deux formes :

Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions respective p et q .
Notons E* et F* leurs espaces vectoriels dual .

Pour f € E* et g € F* on définit 'application suivante

f®g:ExF—TR
(6, 9) = (f ®8)(x,9) = f(x).8()

Si {el,....,eP) une base de E* et {fl,....,f‘?} une base de F* ,‘alorrs Uespace vectoriel des formes
bilinéaires sur E x F admet une base pour les p.q éléments : {e' ® f1} .
En effet, il suffit de montrer que la famille

{e'® fl}1<izp est libre

1<j<q

Démonstration. Puisque la dimension de l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur E x F
est p.q (i.e dim (E x F,R) = dim E.dim F), et card{e’ ® f/}i<ip = p.q .

1<j<q
Soit alors ai]-;i =1,..p,j =1,..q des réels, vérifiant :

P 9 ) )
Zaijel ®f] =0.
i=1 ]:1

1
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Considérons {ey,....,e,} une base de E, telle que e'(ep) = 5;{( ie {ei}f:1 est la base duale de

lex )t =1 ) et {fi,...., fp} une base de F, telle que fify) = 6{ pour tout j,l € {1,...,gq}.
On a alors

p 9 p 4 p 4 .
ZZ% e'®fl)er, fi)=0, dou ZZ%e‘(ffk)-fj(ﬁ):ZZaijﬁ;«é{:

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

On a donc ay; = 0 Pour tout k € {1,...,p} et I €{1,...,q} , d’ot1 la famille {¢' ® f/} 1<i<, est bien

1<j<q

libre . [

3.1.5 Notation-Définition

Par définition, I’ensemble des formes bilinéaires sur E x F est noté E*® F* et appelé Pro-
duit tensoriel de E* et F* .
Tout élément T € E*® F* s’écrit donc T = Tjje' ® f1.
Nous savons d’autre part que tout vecteur de E peut étre considéré comme une forme li-
néaire sur E¥, c’est a dire comme élément de E**. En effet, en dimension finie on a E ~ E* par
I'isomorphisme défini par

i:E—E™
x+—i(x):E*— R

1 —s (i(x)(1) = 1(x).

e i est bien linéaire (puisque / € E*)
e i est injective : en effet, supposons que i(x) = 0 pour tout x € E on a alors, (i(x))(/) = 0 pour
tout | € E*. Soit maintenant {¢;};—;, , une base de E, et soit {e'};_;,_, sa base duale.

Ainsi, on peut écrire : x = )_ x;e;.
i=1
p
On a alors, (i(x))(I) =1(x) =0 ,dou I(}_ x;e;)) =0= ) x;l(e;)=0.
i=1 '
En particulier, pour I=el;j=1,.,p:

P .
Y x;el(e;))=0= leéj 0=x;=0;j=1,..,p, Ainsi x = Og .
i=1 i=1
Nous pouvons donc appliquer le schéma de construction du produit tensoriel a E* et F* afin

de définir le produit tensoriel EQ F ~ E™ Q@ F™ .
Une base de E®QF est alors {e; ® fi}i—1, p j=1,.4 OU {¢;} et {f;} sont des bases de E et F .
SoientxeEetyeF ,xQ@Qye EQF ~E”®F" := L,(E*x F*,R) ainsi :

x®y:E'xF"— R
(L) = (x®y)(L, h) = (i(x))(1).(i(y))(h)
(x®)(I, 1) = I(x).h(y).

Nous avons alors les regles algébriques suivantes, si x,x1,x, € E, v,91,y, € F et A € R alors :
XY +72) =XV + XY, .

(X1 +X) @Y =x18Y+ X, QY .
()@Y =x®(Ay) = A(x®vV).
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Montrons la premiere regle :
Soitle E*ethe F*:

(x®(y1 +2))(L h) =1(x).

Dou, x®(y1+92) =x®y; +x®Y; .
De la méme maniére on montrera les autres regles .

3.1.6 Les types de tenseurs

Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi EQE®....QEQF®....QF
. Pour la suite, nous particulariserons F en prenant F = E*.
Nous obtenons alors EQEQE®... EQE*®....® E* un tel élément s’écrit :

s—fois r—fois

T = '1'}111]12---'156 ®e ®”“®eis®e].1®ej2®....®ejr.

12....15

oy sont les cordon-

On l'appelle tenseur de type (s,r). Nous dirons que les coefficients T -
nées du T dans la base {¢;, ®e¢;, ®....®¢;, Rel®el®...Qer)

Convention

Un tenseur de type (0,0) est par convention un élément de R (un scalaire).

Remarque 3.1.1. ¢ Un tenseur de type (1,0) est un vecteur de E, et un tenseur de type (0,1) est
une forme de E*.

O Un tenseur de type (0,r) est dit tenseur r-fois covariant (ou tenseur covariant ), et un tenseur
de type (s,0) est dit tenseur s-fois contravariant (ou tenseur contravariant ).

Définition 3.1.4. Un tenseur s-fois contravariant (i.e de type (s,0) ) T = Ti1-i2ds e, ®e;,®....Q¢;
est dit symétrique (resp antisymétrique ) si

Til-i2~~~-is — Tig(l).ig(z)....ig(s) resp ( Til-i2---~is — (_1)SignGTiG(])-ig(z)....io-(s Vo e Ss )

ou S, désigne le groupe de permutations de I'ensemble {1,...s} (i.e les bijections de {1,...s} dans
{1,...s}.
Cette définition s’applique aussi pour les tenseurs r-fois covariant (i.e des tenseurs de type (0,r) ).

Exemple 3.1. .Soit un tenseur de type (0,2), on a alors :
T ’I‘lllz ll ® 612
T est symétrique si T; ;, = Tlg(

définie par t15(1) = 2 et 115(2) =

,) pour tout o € Sy, or = {Id,t1,} oul T, est la transposition

=T

irip

=T

iriy

Ainsi T est symétrique si :{ "
iy
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3.1.7 Opérations sur les tenseurs
Produit tensoriel

Le produit tensoriel du tenseur S de type (¢q,p) :

ky.ky...k
S_SIZ q

) I I
=)t € ®C, ®... 8 @1 e ®...®ev.

Avec le tenseur de type(s,r) :

iy i o :
T=T/ ;"€ ®¢€,8..0¢ 8 ®e2Q..0¢,

est le tenseur :

ky.ky...k

S®T = Sll.lz...lp qulll_’].Zj_'_'.‘]‘.:sekl ®er, ®....® ¢k, ®¢;, ®e;,®....0¢; ®e'l @e2 ®..0c" @ ®el2®....@c)

Qui est un tenseur de type (q+s,p + 7).

Contraction

La contraction d’un tenseur consiste a sommer ’un de ses indices hauts avec 1’'un de
ses indices bas, la contraction fait passer d’un tenseur de type (s,r) a un tenseur de type
(s—1,r—1).

Plus précisément, soit

T = '1—'].111.'].122."'.']'.1561'1 ®e;,®...0¢; @/ ®e2®....@e/ un tenseur de type (s, 7).

Etsoiti; <ij<igetj; <jr <j,.

On appelle contraction de T et on note le tenseur de type (s— 1,7 — 1) défini par:

CHT) =L T, e ®..@¢  ®¢, .0 ®c. . @kl ®.. .0

J1ee Moy
la position m définie la position de 7; et jj .

Exemple 3.2. Soit T un tenseur de type (1,1). Alors C| est le tenseur de type (0,0) défini par :
CHT)=Y. Tl ou T = lee,~®ej .
m
En particulier, sia € E* et x € E , alors a @ x est un tenseur de type (1,1), etona:
Cll(a®x) :Cll(ociei ®xje]~)
:Cll((ocixj)ei ®e))

= Zamxm = a(x)

Puisque a(x) = (a;e')(x))el) = aixjei(e]-) = aixj6; = a;x'.
Cla®x) = a(x)

Exemple 3.3. Soit T un tenseur de type (2,3) déterminer C% T.
OnaT= Tkll]mei Qe ®ek@el ®@e™. Ainsi CyT est un tenseur de type (1,2) défini par :

C%(T) = ZTkll]me]- ®ek el
S
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Premiere utilisation du produit tensoriel

On va montrer que E ® E* s’identifie canoniquement, en dimension finie a §(E), I'espace
vectoriel des endomorphismes de E .
En effet, tout élément M = M]’ e;e/ € E® E* s’identifie a 'endomorphisme :

E—E

v (M;vj)ei

C’est a dire, tout simplement, que M]Z: est la matrice associée a cet endomorphisme dans
la base {¢;} de E . ‘
Réciproquement, tout endomorphisme M € £(E) se met sous forme d’une matrice (MJI) dans

la base {¢;}, et donne 1’élément (M;)eiej € E®E* dans cette identification.
I1 est claire que cette identification est indépendante du choix de la base {e;} de E .

Seconde utilisation du produit tensoriel : I’algebre extérieure

La seconde utilisation du produit tensoriel va consister a définir I’espace A"E* des r-
formes multilinéaires antisymétriques sur E . Pour cela, considérons l’espace vectoriel :

QE'=E'®...QFE"
~———
r—fois

Et posons A'E" le sous-espace vectoriel de ®'E* des éléments completement antisymé-
triques.
Définissons alors le produit extérieur, qu’on notera A :

A:ANE*XANE* — NTHE®
(w,)— wAn

Pour :

(WA (X1 Xpis) = r'Ls' % (_1)Slgn(a)w(xa(1)’""xa(r))-ﬁ(xa(wl)’"'xa(r+s)) Vxp, . X5 € E.
0E€Dyys

Convention

On pose par convention A’E*=TR.

Remarques et commentaires

¢OnaA'E*=E.
¢ NE*= S5 (E) := I'ensemble des formes bilineaires antisymétriques (ou alternées) sur E .
Si {ey,...e,} est une base de E, E étant de dimension n, alors {e! A ei2}1§i1<i25n est une base de
A?E*, ou {ey,...e,) est la base duale de E* et

el Ae2)(xy,x;) =| :

( )( 1 2) e’2(x1) ezz(xz)

En effet, on sait que {e'! A ei2}i1,i2:1 ,,,,, . est une base de ®”E* = E*® E*.

Ainsi pour T € A’E* C ®”E*,onaT =T,
s.e.v

Tiiy =T,

ipiy*

e'(x1) e'l(xy)

i€ ®e", et comme T est antisymétrique, on aura

1i2
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D’ou :
— i i _ i i i i i i
T_Z’I‘Z.ll-261®ez_ Z’Tilizel®ez+anizel®ez+znlilel®el
il,iz i1<i2 i1>i2 ilril
_ i i i i _
T_ Z nlizel®ez_ Z r‘l-‘l'zilel@ez ("rl'lil _O)
i1<i2 i2<i1
_ i i = i
T=) Te'"®e?— ) T,e'=2®e"
i1<i2 i1<i2
T= T Tyleh @ck e oei)

11<ip

Ainsi {e't A eiz}lg,-lq-zs” est une famille génératrice de A’E*.
De plus, {e't A eiz}ls,-lq-zgn est une famille libre.

En effet, soient {a; ; }; <;, des réels, tel que }_ a; ;e Ae2=0,0naalors:

i1<i2
Z ailiz(eil A eiz)(ek,el) =0 = Z ailiz(eil ®e'2—e2®e')(er, ) = 0
i1<i2 i1<i2
= Z ai i, [(e" ®e)(ex, ) — (€2 @e')(ex, e1)] = 0
i1<ip
= Z ai il (ex)-e(e)) — e (er).e" (e))] = 0
i1<ip
il ¢iy ¢y cip
=) a,[5007 -626/]=0
i]<i2
k<l
= ak] = 0
o _ 5 o, n>-n nn-1)
On a alors {e'"' Ae"}y < <i <, €5t bien une base de A“E*, de plus dimA“E* = T =T 5 =
n!
Cl= —— .
T 2l(n-2)!
. . n! N .
De facon générale, on a dim A" E* = C], = n—r)! our <mnetn=dimE ( Notons que
ri(n—r)!

AN'E*={0}sir>n=dimE).
{e" Ao Ae'}i<i <. <i<n €St une base de ATE".

Propriétés 3.1.1. i) aAf=(-1)"BAa pour « € N"E* et p € A°E".
i) a N(BAY)=(aAB)AY.
iii) (ap+a) Ap=(a1 AB)+(azAB).

iv) MaAB)=(Aa)AB=aA(AB) ,VieR.

Algebre extérieure
Considérons l’espace vectoriel :

sn=dimE.

Alors, le produit extérieur donne a AE* une structure d’algebre. C’est I'algébre extérieure
sur E*.
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3.1.8 Tenseurs sur une variéteé

Soit (M, A) une variété différentielle de dimension n.

Définition 3.1.5. Pour tout x € M, définissons l'espace vectoriel :

T M=TM®.... TMRTM®....0 T:M

s—fois r—fois

Un élément T, € T,gs’r)M est un tenseur de type (s, r) au dessus de x (ou en x ).
Si (U, @) est une carte locale contenant x, dans les cordonnées (xq,...,x,), T s’écrit :

d
.0

Rdx' ®.....0dx"
ox;,|, ox

X X

mitipeds
Te= T, )

Z'S|X

a .
Puisque {8 | } est une base de T, M et {dxlj } est une base de T; M .
Xilx); *j

Cas particuliers

12 1, N
> Un élément de T,g M = T, M est un vecteur tangent a M en x .

>Un élément de T,go'l)M = T;M est un covecteur (une 1-forme).

Champs de tenseurs

Nous pouvons donc considérer la variéte différentielle :

TeIM = | M
xeM

Qu’on appelle fibré des tenseurs de type (s,r). Ainsi, un champ de tenseurs de type (s,7)
sur M, est une section C®-différentiable du fibré T®")M :

T:M— TSM
Xx—TeT"M=TM®...0 TMOTM®....0 T'M

s—fois r—fois

T s’écrit donc localement :

i ®..Q
ax,'l 8xis

L iyiges
r= T'jl].Zer (x)

Ou 7"].111].122"".']11S sont des fonctions C*(U) avec (U, @) est une carte locale de cordonnées {x1,...x,}

Cas particuliers

1) Un champ de tenseurs de type (1,0) est un champ de vecteurs sur M .
2) Un champ de tenseurs de type (0,1) est un champ de 1-forme différentielle sur M.

3) Un champ de tenseurs de type (0,0) n’est rien d’autre qu’une fonction C* sur M.
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Notation

On désigne par F (5" (M) I'ensemble des champs de tenseur M.
On a alors : FLO(M) = ¥(M) , FOUM) = QY (M)(= ¥ (M)) et FOONM)=C=(M).
Commentaires

Globalement, il est facile de vérifier qu'un champ de tenseurs de type (s,r) peut étre vu
comme une application C®(M)-multilinéaire sur : Q' (M) x.... x QL (M) x ¥(M) x ... x ¥(M) a

s—fois r—fois

valeurs dans C*(M).

i) Si w est un champ de tenseurs de type (0, 1), alors on peut le voir comme une applica-
tion C*®(M)-linéaire sur X*(M), noté w :
w:X(M)— C*(M)
Xr—wX):M —R
x > (w(x))(x) = Wy (X)-

ii) Si X est un champ de tenseurs de type (1,0), on peut donc le représenter comme une

application C®(M)-linéaire sur Q!(M) :

w: QY M) — C®(M)
0r— X(0)=6(X):M —R
x > (6(x))(x) = O (Xy).

iii) Si A: X(M) x.... x X(M) — X(M) est une application C*(M)-multilinéaire, alors A in-

r—fois
duit un champ de tenseurs de type (1,7):

A: QY M)x X (M) % ... x ¥(M) — C®(M)

r—fois

(W, X100 X)) — A= A(w,Xq,..., X;) = 0(A(Xq, ..., X})).

3.1.9 Produit tensoriel de deux tenseurs sur M

Soient A € F')(M) et B e F"")(M), on définit le produit tensoriel de A et B par :

A®B: QY M) x.. QN (M)xX(M)x.... x ¥(M) — C®(M)

s+s’ r+r’

(01,..,0°" X1, Xpup) — A(OL, ..., 0%, X1, .., X,).B(O°), .., 65, X, 1oy Xyiy)

A®Be Frs' ) (M). sir’ = s’ = 0 alors B est une fonction f € C®(M), et on pose :
ARf=fQA=f.A.

Ainsi, si A est de type (0,0), on retrouve le produit usuel des fonctions C*(M).

1l est claire que : (fA+gA’)®B=fA®B+gA’®B pour tout f,g € C®(M) et Be F&"")(M).
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1. Le produit tensoriel est associatif : (A® B)@ C=A® (B C).

2. Le produit tensoriel n’est pas commutatif ,par exemple, en cordonnées locales (x1,...x,,)
onadx!,dx?>e FOU(M)et:

dx odx dx ox
1 2 gl 2 _
(dx' ®dx )(_8x1'_8x2) dx (—ax1 ).dx (_axz) 1,
Jdx odx dx ox
2 1 _ 42 1 _
(dx"®dx )(_8x1'_8x2) dx (—ax1 ).dx (_8x2) 0

Ainsi dx! @ dx? z dx* @ dx!.

3. Ac FEO(M) et Be FIO (M), alors A®B=BQ®A.

3.1.10 Application pull-back sur les champs de tenseurs

Soient M,N deux variétés différentiables, et soit f : M — N un C*°-difféomorphisme, il
est possible de définir I’application pull-back pour les champs de tenseurs, qu'on notera f*:

£ FENN) — FED(M)
T— 7T,

tel que :
FT: QY M) x..Q M)x¥(M) x.... x ¥(M) — C®(M)

s—fois r—fois

64,..,0%X,,...X,) — f*T(6%,..,0%X,,...X,)

*T(04,...,05 X,,...X,) = T (f1)0L,..(f )65 £.X1,... £L.X,

3.2 Connexions sur le fibré tangent

Pour la géométrie Riemannienne ou pseudo-Riemannienne, notre préoccupation princi-
pale est les connexions sur le fibré tangent, donc pour le reste du chapitre on se concentrera
sur ce cas. Une connexion sur le fibré tangent est souvent appelée une connexion sur M.
(Les termes de connexions affine et connexion linéaire sont aussi parfois utilisés dans ce
contexte, mais il existe un léger désaccord sur la définition précise de ces termes, donc on
les évitera.)

Supposons M est une variété lisse avec ou sans bords. Parla définition que nous venons de
donner une connexion dans TM est une application

Vi x (M) x x(M) — x(M)

qui satisfait les propriétés (i) — (iii). Bien que la définition d’une connexion rassemble la
caractérisation d’un champ de tenseurs de type (1,2) donner par le lemme de caractérisa-
tion de tenseurs, une connexion dans TM n’est pas un champ de tenseurs car elle n’est pas
linéaire sur C*°(M) pour sa seconde composante, mais par contre satisfait la loi du produit.
Pour le calcul, on aura besoin d’examiner comment apparaissent les connexion en terme de
bases locales . Soit (E;) une base locale lisse de TM sur un ouvert U C M.

Pour tout choix d’indices i et j, on peut étendre le champ de vecteurs Vg, E; en terme de la
méme base :
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Tk
Vi, E; =T} E.

Puisque i,j et k prennent les valeurs de 1 & n = dimM, ceci définit n® fonctions lisses
Fl]; : U — IR, appelées les coefficients de connexion de V en respectant la base donnée.
La proposition suivante montre que la connexion est complétement déterminée sur U par
les coefficients de connexion.
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3.3 Formes différentielles

Définition 3.3.1. Soit M une variété différentielle de dimension n

Une r-forme différentielle (ou r-forme) sur M est un champ de tenseurs de type (0,r) complétement
antisymétrique. On notera ()" (M) l'espace vectoriel des r-formes sur M.

Pour r=0,ona Q%M)=C>®(M).

Pour r =1, on retrouve les 1—formes différentielles.

Pour r>mn, ona Q"(M) = {0}.

Une r-forme différentielle est donc une application C*(M)-multilinéaire antisymétrique

de X(M)x...xX(M) dans C*®(M).

r—fois

3.3.1 Expression locale

Soit a présent w une r-forme différentielle, i.e w est un champs de tenseurs de type (0,7)
complétement antisymétrique :

w:M— TONpN = U 7% M
xeM

o w, e TV M =T/ M®... T:M

r—fois

wy € TyM®...9 T{M et comme w, est antisymétrique, on peut dire que w, € A"Ty M.

r—fois

n
D’autre part, soit (U, ¢») une carte locale contenante x, {dxr } est alors une base de T; M.
*)i=o0

Ainsi, {dxr1 A ...dxll’} forme une base de A"T; M.
* * 1<i1<..<ip<n
Notons que :

dxr1 /\...dxll’ =Y ¢(o) dx(1 /\...dxr’ .
X pe O.EO_r pe X
On a alors

_ il ir
Wy = E Wi i x dx|x A ...dxlx
1<i1<.<ip<n

Posons :

U —DR

Iy

wi, ...

X+ w;i i (X) =W o«

wj, i, € C*(U), On peut écrire :

w = Wi, ..i dx'' A...dx'r
E oy

1<i1<..<ip<n

3.3.2 Produit extérieur

Pour w € QQ"(M) et 1 € Q°(M), On peut définir le produit extérieur w A 7 € Q°*" par la
formule : .

(w AKXy, Xigs) = P

Y (o)X, X )1 (Xey, X )

O0€0y 45
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Considérons l’espace vectoriel :

QM) =Q° M) e Q' (M)®...e0 Q"(M) ;n=dimM
= QM) x QM) x...x Q" (M)

Alors, le produit extérieur donne a QQ*(M) une structure d’algebre .Il a la propriété de com-
mutativité : o A= (-1)"n Aw Yo € Q'(M), Yy € Q%5 (M).

3.3.3 Fibreé des formes différentielles

Jusqu’a présent, nous avons défini les champs de vecteurs, les 1-formes différentielles et
les champs de tenseurs comme des sections de fibrés. Nous pouvons faire de méme pour les
r-formes différentielles sur M.

Pour tout x € M, posons A"T;M l’espace vectoriel des r-formes multilinéaires antisymé-
triques sur T, M.
Définissons alors la variété :

NT*M=|J NT;:M
xeM

appelée fibre des r-formes différentielles. Alors toute r-forme différentielle est une section
C* de ce fibré.

w:M— ANT'M
x+— wy, € N'T{M.

wy: TMx..xT,M— R ,r-multilinéaire et antisymétrique .

r—fois

3.3.4 Application pull-back des formes différentielles

Soient M et N deux variéteés différentiables et f : M — N une application C*-différentiable,
On peut donc définir I'application pull-back sur les r-formes différentiables par :

f Q' (N)— Q" (M)
wr— ffw:— X(M)X...xX(M) — C*(M)

r—fois

(Xl""’XT) — (f*w)(Xli“';Xr)
tel que :
(ff)(Xy, . X;) = w(ﬂXl,...,ﬂXr)

Pour r = 1, On retrouve la définition déja donnée du pull-back sur les 1-formes différen-
tielles.
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3.3.5 Difféerentielle

Définition 3.3.2. On définit la différentielle d sur Q" (M) par

d: Q" (M) — Q™M)
wr— dw:— X(M)X... xX(M) — C*(M)

r+1-fois
tel que :

r

1
(dw)(Xg, X1, .0 X,) = (—1)iXi(a)(XO,X1,.. S ..,Xr))+ Z(—1)"+f'w([xi,xj],xo,xl,..
i=0

o<~
o< .

i<j
Avec dAQ°(M) = C®(M) — QY(M) la différentielle sur les fonctions déja définie
(@0 =x()

i
S signifie que I'on met X; dans les arguments de w.
Exemple 3.4. Lorsquer=1.
d: QY M) — Q*(M)
wr—dw: X(M)xX(M)— C*(M)

(X01X1) —> (da))(Xo, Xl)

(d0)(Xo X,) = <—1>°Xo(w<xl>)+<—1>1X1(w<xo>)+<—1>0“w([xl,x1])

= Xo(w(Xl))—Xl(w(Xo))—w([Xo:Xl])

Propriétés 3.3.1.  i. Il est facile, en utilisant I'identité de Jacobi de vérifier que : d*> =0 .
ii. On a aussi I'importante relation ( le faite que d une antidérivation de l'algébre ()" (M) ) :
dlwAn)=dwAn+(-1)"wAdn , we Q' (M).
iii. Dans une carte locale (U, @), de cordonnées (x,...x,) sur M, si :

w= ) wi ;dx"A..dx".

i1<...<i,

Alors :

dw= ) (ia)ilmir)dxil A...dxr

i) <. <, ox;
iv. Si M et N sont deux variétés différentiables, et si f : M — N est une application C*-
différentiable alors, pour toute forme différentielle w € QQ*(M), nous avons :
d(f*w) = f(dw)
C’est a dire que f* et d commutent .Notons que d’un coté il s’agit de la différentielle sur M,
et de autre de la différentielle sur N .
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3.4 Produit extérieur

Définition 3.4.1. Soit M une variété de dimension n, et Soit X un champ de vecteur sur M .
On appelle produit intérieur sur les formes différentielles, et on note ix l'application :

iy : Q"(M)— Q' (M)
wr—ixw:X(M)X...xX(M)— C*(M)

(r—-1)—fois

(Xll""Xr—l) > (iXa))(Xl,...,Xr_l ): C()(X,Xl,...,Xr_l)

C’est a dire que X prend la place du premier argument dans w.
Sur les fonctions on pose ix f = 0.

Propriétés 3.4.1. Pour w € Q" (M) et n € Q*(M), ona:
ix(wAn) = (ixw) An+(=1)"wAixn et (ix)> = 0. (Clest d dire que ix est une anti dérivation sur
Q*(M))

3.5 Dérivée de Lie

On veut maintenant généraliser le fait qu'un champ de vecteurs X soit une dérivation
sur C®(M), en étant cette dérivation aux tenseurs et aux formes. Cette dérivation portera le
nom de dérivée de lie dans la direction X et sera notée Ly.

Elle ne modifiera pas le type du tenseur au quel elle s’applique.

I1 existe plusieurs approche possible est algébrique : on se donne des regles de calcul qui
permettent d’atteindre tous les tenseurs et toutes les formes. La seconde est analytique : on
se donne l'expression de cette dérivée dans des cordonnées locales.

Enfin, la derniere est géométrique : on réinterprete ce qui signifie géométriquement la déri-
vée sur les fonctions et on généralise aux tenseurs et aux formes.

3.5.1 Approche algebrique

e Sur les fonctions, on pose :

Ly f = X(f) = (df )(X), pour f € C=(M).

e Sur les champs de vecteurs, on pose :
LyY =[X,Y] pourtoutY eX(M).

Pour définir Ly sur les tenseurs, on se donne les regles suivantes :
i Ly(T®S)=T®LxS+LxT®S.
ii. Lx commute avec la contraction des tenseurs.
iii. Ly est linéaire sur RR.
iv. Ly,y =Lx+Ly et L¢x = fLx.

Ces regles nous assurent que Ly est bien définie sur tout tenseur.

En effet, un tenseur quelconque est une somme finie de produits tensoriel de vecteurs et de
1-formes (de champs de vecteurs et de 1-formes différentielles).

Ainsi, si nous connaissons Ly sur les vecteurs ( ce qui est le cas ) et les 1-formes alors la
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linéarité et la premiere regle nous donnent Ly sur ce tenseur .
Soit alors @ € Q!(M), calculons L.« :
Pour tout Y € X(M), la premiére regle donne :

Lx(a®Y)=Lxa®Y+a®LxY

Appliquons alors 'opération de la contraction C}, notons que & ® Y est un tenseur de type
(1,1):

Cl(Lx(a@®Y))=C{((Lxa)® Y )}+C}(a®(LxY)) , C] est bien définie.
Utilisons la seconde regle au premier membre :
Lx(Cl(a®Y))=Cl((Lxa)® Y)+C}(a ® (LxY))
On a alors, puisque Cll(a Y)=a(Y):
Ly(a®Y)=(Lxa)(Y)+a(LxY).
C’est a dire :
X(a(Y))= (Lxa)(Y)+a([X, Y]).
On a alors :
(Lxa)(Y)=X(a(Y))-a([X,Y]) ;aeQl(M)

Exemple 3.5. Calculer Lyg, pour g € F\%2(M), i.e un tenseur de type (0,2).
Soit alors g € .7-"(0'2)(M), on a alors localement :

g= gijdxi Qdxl oil gij € C®(U); (U, @) une carte locale de cordonnées (xy,...x,) et {dxi}n

le repére locale .

Lxg= LX(gijdxi®dxj)
= LX(gij®(dxi®dxj))
= Lxgij-(dxi ®dx/) +gij[Lxdxi ®dx) +dx' ®Lxdxj]
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Soient maintenant Y,Z € X(M) .

(Lxg)(Y,Z) = (Lxgij)(dx' ®dxI (Y, Z) + gij| (Ledx')(Y).dx) (Z) + dxi(y)(Ldef)(Z)l.

= X(gij)(dx' @ dx)(Y, Z) +g,-jl(x((dxf)(Y))—((dxf (X, Y])dxj(Z) + dxi(Y)(X((dxj)(Z)))
—dxj([X,Z])l.
= X(gij)(dx' @ dx )(Y,Z) +g;; lX((dxi)(Y))dxj(Z) + dxi(Y).X(dxj(Z))]
—gij[(dxi ®dxj)([X, Y],z)+(dxi ®dxj)(Y, [X,Z])l.

= X(gij)(dx' @ dx)(Y, 2) +gin(dxi(Y).dxj(Z))—gij(dxi ®dxf)([x, Y]Z)

—_—————
g

—g,-j(dxi ®dxf)(Y, (X, 2])

|
&

= X(gij)(dx' ®dx!)(Y, 2) +g,']-X((dxi ® dxf)(Y,Z))—g([X, Y])-¢(Y,[X,2])

X gl-j(dxi®dxj)(Y,Z))—g([X,Y],Z)—g(Y, X, 2])

-

8
= X(8(v,2))-g([X, Y], Z)-g(Y,[X, Z]).

(Lxg)(Y,Z) = X(g(Y,2))-g(IX, Y], Z)-g(Y,[X, Z], ). Pour tout g € F*?(M).
Propriétés 3.5.1. Soit X un champ de vecteurs sur M, on a :

1) Ly = ixd +dix sur Q"(M).

2) Lyd =dLy.

3) [LX,iX] =i[X,Y] , pour tous X,Y € X(M)..

4) Lix,y) = [LX,LY] , pour tous X,Y € X(M) .
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3.5.2 Expression en cordonnées locales de la dérivée de Lie d’un champ
de tenseurs de type (s,r)

2,
Posons X = me et soit T un tenseur de type (s,7) :
m

0 0
T=Thk_2_ —— @dxh d
leaxk® ®8xk®x® . ®dxh

LxT est alors un tenseur de type (s,7) ( puisque T est de type (s,7) ) .
Ainsi,

d . ,
R..0 RAXN ®...QdxIr .

“ir X4, Ix;,

LyT = (LXT) &

Calculons (LXT)Z,I'"ZS, , notons que :

Jeedr

d 8).

(LT)"™" = (LyT)(dxh .., dac, G e

Tout d’abord on a :

ke 9 I o dy! h
LxT = Lx(T}" Wkl@)“..@@@dxl@m.@dx )

0 0 ; ]
( (a T ®.. ®a—k5))®dx1®....®dx

W@ ®a—)®LX(dxll®....®dxlf)

k a a 1 lr kl--~k5
= Ly )E&."@axks@dxl@....@dx +T o
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(LXT

Appliquons a Ly T (dx -

n

. .0 J
)(dx”,.---; dx’s, %,...., E) = X(Tllu.lr
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J ) On a alors :

. d
o dxts, —— i, —
ale axjr

A A
S r

P J | | ‘
e ( (axk® ®a—ks))(dxll,....,dxls).éﬁ...aj.:
R .(LX(dxll 6. ®dxlr))( 2 )
71 Jr
1105 J dJ i i
= X( T Ll 09
iy % 0
it (Lx(dxll,....,dxlf))( )
J J i i
0 it ((anxk )®.. ®E)(dx1,...,dx )+
=X Ele...,jﬁ"le.,..j, p) i i
o ool i)
((Lxdxll )®... szlx’r)(axj1 %)+

+le'1...;‘5 ; ;
1....r

ot ldx" ®... @ (Lydxl ey ——

+( e ®( XX )) ale axjr)

[ d i i i
Ly——)(dx").0,'...0° +...
_X Tll 15 k]...ks ( Xan )( ) k2 ks N
o I e +0, IS 1 (L i )(dxis)
ke X e
0
(Lxdxll)( )012 Ul +..
Tll s aX' Jr
o 8
+ollo '1 " Lx daclr |(=—=—
-t o 8
a iy. ls kyip...is a i i ois 1k a i
= X" ox Th] T]'l---]'r (anxkl) te +T]1] (Lxxks) +
xax =
(9’%

... I d
+T (LXd )(ax

ljaejr i

)+ + T ]r llr

)
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D’autre partona:

d \i d i
Ly—) =|X,
( Xaxkl) [ " Ixy, ]
= [Xmi,i]il'
0x,, axk
5 X", "
- {5 x" ]
P4
é’xkl .
0 \ii 0Xh
d’ou L =-
ou ( X&xkl) 8xk1
d 1% %
) _ l l
et (Lxdxl)(yh)—X(dxl(xh))'i'dxl([x,yh])
d 1l
=-[x,—|".
9%,
oxh
oxj,
d  oxh
PN I _
d’ou (Lde )( 8x]- )— e
1 J1
- .0 J J i ki ,-8Xi1 i X'
LxT |ldx",...., dx", oy =— ) = X — T, — T, V275 — =T —
( X )( X x dx;, axjr) Ox,y vde il 9y e 9
.. aXll .. aXl,
11...15 11...1
lijoejr 9% toeet i ax].r
On a alors :
(L T)llls_Xm a Tllls > Til"ipfl'ierl"isaXip_i_ r Tllls aXl (3 1)
jl--~jr_ axm. Ji--jr Jiejr axl JieJpyrdp+1--Jr o0x: ’
p=1 p=1 Ip
De facon plus générale :
Soit T un tenseur de type (s, r) et soit X un champ de vecteurs sur M. On a alors :
(LxT)©%,.... 6%, Vl,...V,):X(T(Gl,...,QS, Vi, ) ZT 6%, V1, V)

+ ZT(Gl,..., 0, Vi, Lx VP, .. V;).

Pour tout 61,..,0%¢ QI(M) et Vi,...,V,eX(M).
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Proposition 3.5.1. Soit M une variété différentiable, et soit X un champ de vecteurs sur M et @,
le groupe a un parametre induit par X .
Pour tout tenseur T de type (s,r) sur M, on a :

(1xT) =55, (@iT),  oixeM

Remarque 3.5.1. Pour T € FLO(M), i.e lorsque T est un champ de vecteurs sur M, on retrouve
Uexpression du crochet de Lie, en fonction du groupe local a un paramétre induit par X .

e (LyY) =X, VLo ==; ((90Y),
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Conclusion

Ce travail vise a éclairer les concepts fondamentaux de la géo-
meétrie différentielle et des tenseurs, avec un accent particulier
sur la structure des variétés différentielles, ceci constitue une
introduction fondamentale au concept de la géométrie rieman-
nienne en tant qu’'outil Mathématique puissant qui peut étre
utilisé un pont pour comprendre et élargir les concepts dans
le cadre des espaces métriques, ce qui en fait une base pour
tout chercheur souhaitant se plonger dans des applications phy-
siques ou mathématiques modernes qui s’appuient sur la géo-
métrie riemannienne( relativité générale, géométrie différentielle
contemporaine, théorie des champs).

Résumeé

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de la géométrie diffé-
rentielle. il s’agit dans un premier temps de présenter quelques
objets de la géometrie différentielle : variétés difféerentiables qui
sont des espaces localement similaires a ’espace euclidien, on
introduit ensuite les champs de vecteurs et les formes différen-
tielles.

Dans le dexiéme temps de ce travail est consacrée a la notion de
tenseur, un objet Mathématique qui généralise les scalaires, les
vecteurs et les formes. les tenseurs jouent un role fondamental
en géométrie différentielle et en physique.

Enfin, ces concepts constituent une introduction a la géométrie
riemannienne en tant qu’outil Mathématique puissant utilisé
dans des applications physiques ou Mathématiques.



78 CHAPITRE 3. TENSEURS ET FORMES DIFFERENTIELLES

Mots clés : Espace Topologique, Variétés Topologiques, Variétés
Différentielles, Espace Tangent, Tenseurs.
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