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Abstract

In this thesis, we studied the existence of solutions for certain types of
differential equations using Riemann-Liouville fractional derivatives and the
Hilfer derivative. The work is based on fundamental concepts from fractional
calculus and employs analytical tools such as Banach's Fixed Point Theorem
to demonstrate the existence and uniqueness of solutions. This study provides
a theoretical contribution to the analysis of boundary value problems involving
fractional differential equations.

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'existence de solutions pour certains
types d’équations différentielles en utilisant les dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville et la dérivée de Hilfer. Le travail repose sur les concepts
fondamentaux du calcul fractionnaire et utilise des outils analytiques tels que le
théoreme du point fixe de Banach pour démontrer I’existence et 1'unicité des
solutions. Cette étude constitue une contribution théorique a l’analyse des
équations différentielles fractionnaires avec conditions aux limites.
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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail :

— R : Ensemble des nombres réels.

— R, : Ensemble des nombres réels positifs.

— R : Ensemble des nombres réels strictement positifs.

— N : Ensemble des entiers naturels.

— N* : Ensemble des entiers naturels strictement positifs (i.e. N'\ {0}).
— C : Ensemble des nombres complexes.

Espaces fonctionnels :

— C([a,b]) : Espace des fonctions continues sur [a, b] & valeurs réelles.

— Co([a,b]) = C([a,b]) : (notation équivalente) Espace des fonctions continues
sur [a, b].

— AC([a,b]) : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
On a:

f € AC([a,b]) <= Fp € L'([a,b]) tel que f(x) = c+/x @(t)dt, pour p.p. x € [a,b)].

Fonctions et opérateurs spéciaux :

— I'(+) : Fonction Gamma.

— I? : Intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
— B(+,-) : Fonction Béta.

— RLpa . Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
— ©D2 : Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo.

Abréviations :
— R-L : Riemann-Liouville.



Introduction Générale

Le calcul fractionnaire est un domaine de recherche et de développement in-
tensif. Il s’agit d’une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire, qui
unifie et généralise les notions classiques de différentiation d’ordre entier et d’inté-
gration répétée. Ce domaine trouve de nombreuses applications en ingénierie |7],
en physique [5], en chimie [2], ainsi qu’en biologie [14].

Historiquement, 1’'idée d’une dérivation non entiére a été évoquée deés le XVII®
siecle par Leibniz, qui introduisit le symbole Z;—fi pour désigner la dérivée d’ordre n.
Cette notation, bien que classique aujourd’hui, souleva des questions fondamentales
a I’époque. Guillaume de I’'Hopital demanda alors : « Que se passerait-il si n = % ?
». En réponse, Leibniz écrivait en 1695 : « Ainsi il s’ensuit que d/?(x) sera égal
a 22v/dz : . Un paradoxe apparent dont on tirera un jour d’utiles conséquences.
» Ces réflexions ont marqué le point de départ d’'un domaine qui a connu une
évolution progressive, enrichie par les travaux de grands mathématiciens tels que
Euler, Lagrange, Liouville, Riemann, Grunwald et Letnikov.

Au fil du temps, plusieurs définitions rigoureuses des dérivées fractionnaires
ont été proposées, chacune adaptée & un contexte spécifique. La dérivée de Rie-
mann—Liouville constitue I'une des formulations les plus anciennes et repose sur
une extension de l'intégrale multiple & un ordre réel. Plus récemment, la dérivée
de Caputo a gagné en popularité dans les modeéles physiques car elle permet 1'uti-
lisation de conditions initiales classiques. Quant & la dérivée de Hilfer, elle offre
un compromis entre les deux précédentes en interpolant entre leurs structures, ce
qui lui confére une grande souplesse dans I’étude de systémes complexes et dyna-
miques.

Ces approches variées ont permis de mieux comprendre et modéliser un large
éventail de phénomeénes, en particulier a travers les équations différentielles frac-
tionnaires non linéaires. C’est dans ce contexte que s’inscrit le présent mémoire,
qui a pour objectif d’étudier 'existence de solutions pour certains problémes dif-
férentiels d’ordre fractionnaire.

Le but de ce mémoire est de présenter des résultats d’existence relatifs a certains
problémes différentiels non linéaires d’ordre fractionnaire. Il est structuré en trois
chapitres :



Dans le premier chapitre, intitulé « Préliminaires », nous rassemblons
quelques définitions, notations et outils de base concernant le calcul fractionnaire,
notamment les fonctions spéciales (fonction Gamma d’Euler et fonction Béta),
ainsi que les différentes approches des opérateurs fractionnaires (intégration et
dérivation). Le chapitre se termine par la présentation de quelques théorémes de
points fixes.

Dans le second chapitre, nous étudions un probléme aux limites faisant
intervenir quatre dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a ’existence et I'uni-
cité des solutions d’équations différentielles séquentielles impliquant la dérivée de
Hilfer.



Chapitre 1

Préliminaires



Chapitre 1

1.1 Introduction au calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions et théorémes importants que
nous utiliserons dans la suite de ce mémoire [4] [12] [19]. On désigne par C(]a, b], R)
I'espace des fonctions continues définies sur lintervalle [a,b] et & valeurs réelles
muni de la norme suivante

z]lc = sup |z(t)].
t€[a,b]

Soit p > 1, on note LP([a,b]),p > 1 l'espace des fonctions p intégrables sur
I'intervalle [a, b] et & valeurs réelles, défini par :

LP(la,b]) = {f : [a,b] = R | f est mesurable et || f]|, < oo},

dont la norme

i = (| If(x)l”dx); .

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma

Définition 1.2.1. Soit x un nombre réal strictement positif, on définie la fonction
gamma par [’expression suivante :

['(2) :/ t*te t dt.
0

Propriété 1.1. La fonction gamma vérifie les axiomes suivants
— Pour un entier positif n,

I'(n) = (n—1)!, (Relation avec la factorielle).

— Pour x>0, on a

Dx+1)=x-T(x), (Formule de récurrence ).

— Nous avaons



Fonctions spéciales

Démonstration. Démontrons la formule I'(n) = (n — 1)! pour tout entier positif n,

Nous savons que I'(n) = [ " e~ dt.
En utilisant la demonstratlon par récurrence on trouve
— Cas de base : Pour n = 1, la proposition est bien vérifiée, en effet I'(1) =

o etd = (e = 1= 0l
— Supposons que F(k) = (k — 1)! pour un entier £ > 1. Alors
Pk+1) =k-T(k) =k (k—1)! = kL.

Donc I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 1.
Maintenant montrons la formule de récurrence I'(z + 1) = z - I'(x) On sait que

['(z) = / t*te tdt.
0
Par Intégration par parties on trouve
[(z4+1)= [—t’ze*t}go + z/ tle tat
0
= z/ tletdt = 2 - T'(2).
0

Vériﬁons que I'(1) = 1 et T (3) = /7. Par définition de la fonction Gamma on
= [Fetdt= -] =1et
0 0

(2) Jo s *tdt-

En utilisant le Changement de variable t = u? on obtient

1 > 1 >
r (—) = / 9y du = 2/ e du.
2 0 U 0

Donc



Fonctions spéciales
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FIGURE 1.1 — graphe de fonction I'(2)

1.2.2 Fonction Béta
Définition 1.2.2. Soient (z,y) € R*, on définie la fonction Béta par

1
B(:c,y)z/ 71— t)v .
0

Propriété 1.2. La fonction Béta vérifie les propriétés suivantes :

- B(z,y) = B(y,z), Vz,y € R}
- yB(z+1,y) =xB(z,y + 1), Vo,y € R}
- B(1,1)=1¢et B}, =m.

272

Démonstration. Montrons que B(z,y) = B(y,x), nous avons B(z,y) = %

En échangeant = et y, on obtient facilement le résultat. La preuve de deuxiéme
axiome se fait de méme analogue que le premiér. Finalement, le calcul de B(1,1)

et B(3,3) repose totalement sur valeurs de I'(1) et I'(3) en utilisant la relation
I'(z)l
Br.y) — Hary. -



Fonctions spéciales

FIGURE 1.2 — graphe de fonction 5(x, y)

1.2.3 Relation avec la fonction Gamma

Propriété 1.3. La fonction béta est liée a la fonction gamma par la formule
susvante :

[(z) - T(y)

Ble.y) = T(r+y)

Démonstration.

L(2)(y) = ( /0 +OO ettxldt) ( /0 +OO eTTyldT)

—+o0 —+o0
= / / 1> Ly le= ) qrdr
0 0

Utilisons le changement de coordonnées suivant :

u=t+T, N t = uv,
v=t/(t+T), T=u(l—wv),



Outils d’analyse fonctionnelle

Donc,
d(z, 1) v u
A v) ‘ l—v —u = —uv —u(l —v) = —u,
alors,
1 +oo
[(x = )y — )" e | — u|dudv

8

+
/ w1 — v)Y e dudy

+oo 1
= </ e Uy Xty 1du> </ v (1 — v)yldv)
0 0
r

(z +y)B(z,y).

o

Ce qui entraine que B(z,y) = % ou I'(x +y) # 0. Si x,y sont des entiers
naturels, on obtient :
r—1)(y—1
Blay) = S-S
r+y—1)!

1.3 Outils d’analyse fonctionnelle

Soient F, F' deux espaces de Banach, on désigne par C(E, F') 'espace de toutes
les fonctions f : £ — F' continues.

1.3.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Soit M un sous ensemble de C(E, F).

1.0n dit que M est équicontinue en v € E, si pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que :

1 (w) = (W)l <e

et ceci pour tout f € M et pour tout v € F vérifiant :

lu = vllz <n.

10



Intégrale et dérivée fractionnaire

2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout u € F.
En particulier, si £ = [a,b] et F = R. On dit que M € C(E, F) est équicontinue
sur E si et seulement si :

Ve >0,39n > 0,Yf € M,Vz,y € [a,b] : |z —y| <n=|f(x)— fly)] <e

Soit M un sous ensemble de C(E, F).

On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C' > 0 tel que :

Ifll<C VfeM.

Théoréme 1.3.1. Soit M une partie de C([a,b]) muni de la norme de la conver-
gence uniforme.

M est relativement compact dans C([a,b]) si et seulement si M est équicontinue
et uniformément borné.

Soit A : E — F un opérateur. On dit que :

1. A est compact si 'image par A de tout borné de E est relativement compact
(c’est-a-dire que son adhérence est compact) dans F.

2. A est complétement continu s’il est continu et compact.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme d’Arzela-Ascoli généralis¢). Dans l’espace de Ba-
nach. Sotent E un espace de Banach compact et F' un espace de Banach quelconque.
Une partie M de C(E, F) est relativement compact si et seulement si :

- M est équicontinue sur E.

— M uniformément borné.

- M(z) ={f(z)/f € M} est relativement compact dans F,

1.3.2 Principe des applications contractantes

Soit E/ un espace Banach. On dit qu’une application.
T : EF — E est contractante, s’il existe 0 < K < 1 tel que :

V(z,y) € EXE:|T(x) = T(y)le < Kllz - ylle-

1.4 Intégrale et dérivée fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b], on considére 'intégrale

W = /tf(T)dT (1.1)
IPf(t) = / dt, / 1 f(r)dr. (1.2)

11



Intégrale et dérivée fractionnaire

D’aprés le théoréme du Fubini, on trouve;

I f(t) = % / (t — 1) f(r)dr. (1.3)

En répétant la méme opération n fois, on obtient

1™ £(2) :/atdtl /:1 dts /atQ...-/atm1(t—7)"‘1f(7)d7
L

-— / (t — )" L f(r)dr,

pour tout entier n. Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous
avons (n — 1)! = I'(n). Riemann rendu compte que la derniére expression pour-
rait avoir un sens méme quand n prenant des valeurs non-enters, alors c’était
naturel de définir 'opérateur d’intégration fractionnaire comme suit. Soit f €
L'[a, 40 [,a € R et o € R%, 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a de la fonction f de borne inférieure a est définie par

I3 f(t) = ﬁ/ (t — 1) f(1)dr, a <t < +oo, (1.4)

etona: Iy f(t)= f(t) (i.e. I} est l'opérateur identité).

Remarque 1.4.1. Par un changement de variable s =t — 7, on remarque que /g,
peut étre ecrit sous la forme suivante :

1 t—a
I ft) = =— >t —s)d 1.5
0= [ = s (15
Intégrales fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles

1. On pose f(t) = (t —a)’,t >aaveca € Ret B> —1:

1

1210 = / (t— 79 (7 — a)dr.

12



Intégrale et dérivée fractionnaire

En utilisant le changement de variable 7 = a + (t — a)s ou s varie de 0 4 1 et la
fonction Béta, on obtient

1

I f(t) = () /0 [t —a— (t —a)s]* [s(t — a)]’(t — a)ds

—L _anrﬁ 155 _804718
-t / (1 s)*d

= L -84 1,0)

()
_ F(/B + 1) —a a+
_Fm+ﬁ+n@ )
Donc,
r'p+1)

o B _
I3 (t—a)’ = T

@rarn o

Pour a =0, on a

BVCES

o _ gogff
]mﬂ_lt-_wa+ﬁ+n (1.7)
2. La fonction constante f(t) = C
oo L [ e
I; C= o) /a (t—7)* 'Cdr
c [ e
= m/a (t—7)* tdr
_C —(t—71)~ t
- I(e) ( a L
C [e%
B al'(«) (t—a)
__¢ (t—a)”
['(a+1)
D’ou,
o _ ¢ — )¢
Iy C = Tlat 1)(15 a)”. (1.8)

13



Intégrale et dérivée fractionnaire

Propriétés de l’intégrale fractionnaire au sens de R-L

Théoréme 1.4.1. Si f € L'[a,b] et o > 0 alors IS f(t) ewiste pour presque tout
t €la,b] et ona:

Ig. f € L'a,b].

Démonstration. Soit f € L'[a,b]; on a :

I <t>=% / (t — 1) f(r)dr = / " gt — T)h(r)dr,

a —00

avec —o0 < a <t < —+00

tel que :

uafl

g(u): T(@) O<u<g<b—a

0, ueR—-(0,b—a)

) ()
u), a<u<b

h(u) {O,uER—MM

comme g, h € L'(R), alors I¢, f € L'[a,b]. O

Théoréme 1.4.2. Pour f € L'[a,b], lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
possede la propriété de semi-groupe suivant :

o 6 _ o B
Ia+ ([a+f) (t) - Ia:_ f(t)’
pour a > 0 et § > 0.

Démonstration. Soit f € L'a,b],a > 0 et 8> 0, on a alors

12 (2 0 = i [ (6= (12.6) (e

Remarque 1.4.2. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment
s’écrire sous forme de produit de convolution de la fonction puissance hq(t) = R

@
et f(t)

1o f(t) = / halt — 1) f(T)dr = (ha * ) (1),

14



Intégrale et dérivée fractionnaire

Propriété 1.4. L'opérateur Iy, est linéaire.

Démonstration. En effet, si f et g sont deux fonctions telles que I f et I g
existent, alors pour ¢; et ¢, deux réels arbitraires, on a

I3 (erf +cag) (t) = ﬁ/ (t—7)*" (erf + cag) (T)dr

C1

= m/a (t—7) f(r)dr + Ta)\/a (t—T7)*"g(r)dr
= alg f(t) + 213 g(t).

Propriété 1.5. Soit f € C([a,b)). Alors on a
1.4(12 f)(t) = (Ig;l )(t), a>1.
2. limgyo4 (I, f) (8) = f(t), a>0.

Preuve : Appliquons régle de dérivation de Leibniz (7?7) nous obtenons

2.0 0= 5 (s [e=rr )

a—1

= t — 7)==l () dr
oy =

R ARk o
" la- T)I:(clx - / (t =D (r)dr

:; t _a=D=1r g (o1
ra [ e = () 0

2. Pour la derniére identité, comme f € C([a,b)), nous avons

1/ o1
m/a (t—7)"f(r)dr

D’apres la relation (1.5) on peut écrire :

I3, f(t) =

(t—a)®
Clatl)

I3 1=
at

15



Intégrale et dérivée fractionnaire

quand o« — 0T . Donc pour un certain 6 > 0, on aura

I A10) ~ it 0] = | [ €=t = s [0 o
(1.9)
< ﬁ / (t —7)° | f(7) — f()ldr (1.10)
t—0
- ﬁ / (t— ) f(r) — [(0)]dr (1.11)
1t -
—i—m/t_&(t—ﬂ |f(m) — f(t)|dr. (1.12)

D’une part, on a f est continue sur |a,b] alors,
Ve > 0,30 > 0,Vt, 7 € [a,b]: [T —t| <o = |f(T) — f(t)] <e
Ce qui entraine :

/ (t —7)*Nf(r) — flb)|dr < 6/ (t —7)* tdr = 6(57"“ (1.13)
t—8 t—6

D’autre part,

t—0 1 t—0
/ (t— 7)Y f(r) — fB)ldr < —— / (t— ) (F ()] + | ())dr (1.14)

I(a)
<2§S€uapt|f |/ — 1) Y7, Vt € [a, b]
(1.15)
= 2M ((t?Ta)a (Z) Vt € [a, bl (1.16)

ot M = supge(, 4 [ f(§)]-
Une combinaison de (1.9) et (1.13) et (1.14) nous donne :

@ (t — a)a 1 e @ e
12,10~ S 0] < s e84 2 (e a7 - 57
1 (0% (0% (0%
:F(oz+1)[€5 +2M ((t — a)* — 09)],
faisons tendre o vers 07, on obtient :
’ _1f )‘ F(O{g—i— 1)7 VG>0,

16



Intégrale et dérivée fractionnaire

ce qui montre que

lim 12 f(t) — f(t) = 0.

a—0t

Les lemmes suivants fournissent quelques propriétés de I%, . Les preuves peuvent
étre trouvées dans [25].

Lemme 1. Pour a > 0, I8, envoie Cla,b] dans Cla,b].
Lemme 2. Soita >0 et 0 <y < 1. Alors I, est borné de C,[a,b] dans C,[a,b].

Lemme 3. Soit « > 0 et 0 < vy < 1. St v < o, Alors I%. est borné de C,[a,b]
dans Cla,b].

Lemme 4. Soit 0 <y <1 et f € C,la,b] . Alors

I% f(a) = lim I&% f(z) =0, 0 <7y < a.
z—at

Démonstration. Notez que d’aprés le lemme 3, I f € C,[a,b]. Puisque f €
C,la,b] Alors (x — a)" f(z) est continue sur [a, b], il existe M > 0 telle que

|(z —a)'f(x)| < M, z € [a,b].
Donc
[Lgs f2)| < ML (t —a)™7].

Par le lemme

r'a--) _
IS f(o)| < M ————(x —a)* .
‘aJrf( )’ F<a+1_7>( )
Puisque « >, le membre de droite — 0 comme z — a™. O

1.4.2 Deérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f € L'[a,+oo,aeR et a € Ri,n € N, la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre o de f de borne inférieure a est définie par :

D2 f(t) = ﬁ% / (t = 7y f (), (1.17)
DR (), (1.18)

R n L., .
out D" = L= est la dérivée d’ordre entier n = [o] + 1.

On a en particulier
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Intégrale et dérivée fractionnaire

1. DY f(t) = D'} f(t) = f(t) (DY, est Vopérateur identité ).
2. Pour @ = n ou n est un entier, 'opérateur donne le méme résultat que la
différentiation classique d’ordre n.

n _ n+1 n+l—n _ n+17l o n
Dy f(t) =D I f(t) = D", f(t) = D" f(1).
Lemme 5. Soit o € R et soit n € N tel que n > «, alors
Dy =D"I; .
Démonstration. L’hypothése sur n implique que n > [a] + 1. Ainsi,
Dnlg;a _ (D[Ot}‘i’anf[a}fl) ([;L;[a]fljc[ﬁ—]Jrlfa)
_ D[a]+1 (Dn—[a]—lln—[a]—l) I[a]+1—a
a4 a4t
_ D[oc]-l—l][oz}-‘,—l—oz — D@
a4 a4’
car prlel-tppolel=t — 0

Théoréme 1.4.3. Soit [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de
Riemann- Liouwille existent, pour ci et co € R, alors

D3, (e f(t) + c29(t)) = er DG, f(t) + c2Dg, g(2).
Lemme 6. Soit 0 < a < 1, on a alors
[Dg+(t = a)*(x) = 0.

Lemme 7. Soient a > 0, 3> 0 et f € L'(a,b), pour x € [a,b], on a les propriétés
sutvantes

(I3 17 ) (@) = (157 f)(),
et
(D I3 (@) = [f(z).

En particulier, si f € C,[a,b] ou f € Cla,b], alors ces égalités restent valable.

1.4.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a € R™ d’une fonction f € L'([a, +0))
est donnée par

D) = 100 = rt [y w0

avecn — 1 < a <n,n € N*,
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Intégrale et dérivée fractionnaire

Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

Notation 1. On note que l'operateur D", n € N est la différentiabilité d’ordre
entier n t.e :

dn

dtn’

Lemme 8. Soitn—1<a <n,ne€ N, acR etsoit f(t) telle que “D*f(t) existe,
alors :

D" =

Df(t) = " D" f(¢). (1.20)

Lemme 9. Soitn —1 < a <n,n € Nya € R et soit f une fonction telle que
¢D*f(t) existe, on alors

lim “D° f(t) = FO(t), et
lim “D*f(t) = f"~V(t) — f*D(0).

a—n—1
Démonstration. On utilise 'intégration par partie on trouve

E (g
D (1) = — )/O(f CON

I'n—« t—x)atl-n

_ 1 PPN Gt el RV Gk LS
_F(n—a)<f()n—a / - <)n—a d)

1 n—a (n+1) n—a
:F(n—a—i—l)( 0yt /f @) dx>'

En prenant la limite pour @« — n et @« — n — 1, respectivement, on a

lim “D° £(t) = FO(0) + FP(@)[_, = FO(0),

a—n

et
i D) = (F00)+ @)= )y~ [~

a—n—1
- f” 1)( )‘x—O

= (1) ~ fo(0).

Remarque 1.4.3. Pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

lim D*f(t) = FM(t) et
lim D*f(t) = f" V().

a—n—1
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Théoréme de Point Fixe de Banach

1.4.4 Deérivée fractionnaire de Hilfer

La dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre 0 < a < 1, et de type 0 < 8 < 1, de
la fonction f(.) est définie par :
Dyl f(a) = (DI f)) (@),

Ou

d
D=—
dx

La dérivée fractionnaire de Hilfer est considéré comme un interpolateur entre le
Riemann-Liouville et Caputo, puis les remarques suivantes peuvent étre présentées
pour montrer la relation avec les opérateurs Caputo et Riemann-Liouville.

Remarque 1.4.4.
(i) L’opérateur Dgf récrit également comme suit
pf = [P pUmP=e) _ PUmpy a4 5 — af.
(ii) Si =0, on aura la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :
o =Dy
(iii) Si 8 =1, on aura la dérivée fractionnaire de Caputo :

“pe, = 1%79D.

1.5 Théoréme de Point Fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de
I'application contractante) est un théoréme simple a prouver, qui garantit l’exis-
tence d’'un unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux
espaces complets et qui posséde de nombreuses applications. Ces applications in-
cluent les théorémes d’existence de solution pour les équations différentielles ou les
équations intégrales et ’étude de la convergence de certaines méthodes numériques.

Théoréme de ’application contractante

Soient (M, d) un espace métrique complet et 7' : M — M une application,
On dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive
k > 0 telle que, pour tout x,y de M, on a

d(T(x),T(y)) < kd(z,y). (1.21)

Si k < 1, application T est appelée non expansive.
Si k < 1, I'application T" est appelée contraction.
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Théoréme de point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 1.5.1. Théoréme du point fize de Banach (1922)

Soit (M,d) un espace métrique complet et soit T : M — M une application
contractante avec la constante de contraction k, alors T a un unique point fixe
x € M. De plus,

sizg € M et x, =T (x,-1), on a (1.22)
lim z, =2 et d(z,,v) < k(1 — k) 'd(zy,20) n>1, (1.23)
n—oo

x étant le point fixe de T.

Remarque 1.5.1. Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une
contractante) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors T a un seul
point fize. En effet, soit x 'unique point fize de T? on a TP(T(x)) =T (TP(x)) =
T(z) ce qui convient & dire que T(x) est aussi un point fize de T® et grice a
Vunicité T(x) = x e résultat est valable pour tous les types de contraction qui
assurent l’unicité du point fize.

Remarque 1.5.2. [l se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l’espace
M mais juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat
sutvant : Soit (M, d) un espace métrique complet et T : B — M telle que

d(T(x),T(y)) < kd(z,y) Vr,ye Betk<]1, (1.24)

ol

B={ze M d(z,z)<e} ze€ M ete>0. (1.25)
Sid(z,T(2)) <e(l—k), alors T posséde un unique point fize v € B.

1.6 Théoréme de point fixe de Krasnoselskii

[9] Soit E un espace de Banach, et soit K un sous-ensemble fermé, convexe et
non vide de E.
Soient A et B deux opérateurs de K dans F tels que :
(1) A est un opérateur complétement continu (i.e., continu et compact),
(2) B est une contraction, c’est-a-dire qu’il existe une constante 0 < k < 1
telle que
|B(z) = B(y)|| < kllz —yll, Va,y € K,

(3) Pour tout z € K, on a A(x) + B(z) € K.
Alors, 'opérateur T'= A + B a un point fixe dans K, c’est-a-dire qu’il existe
x € K tel que
T(x) = A(x) + B(x) = «.
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Chapitre 2

Probléme aux Limites d’une
Equation Differentielle Avec 4
Dérivées Fractionnaire de RL
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Chapitre 2

2.1 Proposition du probléme

Dans ce chapitre, on traitera l’existence et I'unicité de solutions d’une équation
différentielle de la forme suivante : [17]

(1.1)

(AD® + (1 — \)DP)z(t) = f(t,z(t)), te (0,T),
2(0) =0, pDa(T) + (1 — p)D*a(T) = 73,

ot D? désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre ¢ € {«, 3, 71,72},
avec 1 < o, < 2et 0 < v,% < a—p0, 7 € R sont des constantes données,
0<A<1,0<u<l,et feC(0,T] x R,R) est une fonction continue.

2.1 Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions, lemmes, propriétés et
notations que nous utiliserons plus tard. Pour plus de détails, veuillez consulter
[1][6][17].

Lemme 10. [1] [17] Soit a > 0 et y € C(0,1) N L(0,1). Alors l’équation différen-
tielle fractionnaire
D%(t) =0

admet une solution unique de la forme
y(t) = et P+ ot e et
ot c; €ER, pouri=1,2,....n, et oun est l'entier tel quen —1 < a < n.

Lemme 11. [1] [17] Soit o > 0. Alors, pour toute fonction y € C(0,1) N L(0,1),
on a
I°D(t) = y(t) = cit™ ' + ot 2 o cpt™ ",
o c; ER, pouri=1,2,....n,etn—1<a<n.
Pour simplifier les notations, nous introduisons la constante

WD) T(n— p)
A= T )T
(1~ 1) T(a) Tn — )

Fla—p)l(n)

Lemme 12. [1] [17] Soit f : (0,T] — R une fonction continue et 0 < a < 1.
Alors, I'équation différentielle fractionnaire suivante :
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Proposition du probléme

D%x(t) = f(t), te(0,7], =x(0)=0, (2.1)
est équivalente a 1’équation intégrale suivante :
1 t 1
x(t) = —/ (t—s)"""f(s)ds, tel0,T]. (2.2)
I'(a) Jo
Preuve 2.1. Supposons que x € C(0,T] satisfait I’équation différentielle fraction-

naire :

Dea(t) = f(t), x(0) = 0.

Rappelons que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € (0, 1)

est définie comme :
oy @ 1 ' a(s)
Dralt) =3 <F(1—a)/0 (t—s)ads)'

En appliquant Uopérateur I¢ (I’intégrale fractionnaire d’ordre ) aux deux membres
de Uéquation D*x(t) = f(t), et en utilisant la propriété suivante de l’inversion :

I°D%x(t) = z(t) —
et puisque x(0) =0, on a :

[°Dx(t) = a(t).

Donc,

1 t
o) = 150 = s [ (6= 9 ().
I'(a) Jo
Réciproquement, supposons que :

x(t) = %/@ (t —5)* 1 f(s)ds.

a
Alors, en utilisant la propriété D*I* f(t) = f(t), on obtient :

D%x(t) = DI f(t) = f(1),

ce qui confirme que x(t) satisfait bien ’équation différentielle fractionnaire don-
née avec la condition initiale x(0) = 0.
Ainsi, les deux formulations sont équivalentes.
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Formulation intégrale

2.2 Formulation intégrale

Dans le lemme suivant, nous allons donner une forme intégrale du probléeme
(1.1).

Lemme 13. Le probléme (1.1) est équivalent a I'équation intégrale suivante :

ot) = ﬁ /0 (= )P (s) ds
b [ -9 s ds
R
- | st s

WO T
AP(a—ﬁ—m/o(T ) (s)d

- ﬁ /OT(T — )22 f (s, 2(s)) ds)}, te[0,T).

Démonstration. A partir de la premiére équation du probléme (1.1), on a:

Doa(t) = %Dﬁx(t) + %f(t,x(t)), teJ=10,T]. (2.3)

En appliquant l'intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville d’ordre o des
deux coOtés, on obtient :

() = ﬁ /0 (t — 5)°~P=1p(s) ds
1
AT ()

+ /t(t — 8)* (s, 2(s)) ds + Ct* ™t + Cot™ 2, (2.4)
0

ou C1,C5 € R. Puisque 1 < a < 2, la premiére condition au bord implique que
Cy =0, donc :

x(t) = ﬁ /0 (t—5)° 7 a(s) ds
+ AFl(a) /0 (t =) f(s,2(s)) ds + Oyt (2.5)
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Résultat d’existence et d’unicité

En appliquant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre ¢ € {1, 72},
avec 0 < Y < a — 3, a cette expression, on obtient :

Ya(t) = Al t — ) P V=11 (s) ds
e AP(a—ﬁ—w/o“ ) e
; ' — S a—”t/J—l s.xls S & a—d)—l
+>\F(a—¢)/0<t ) f(s,x(s))d +OIF(a—¢)t . (2.6)

En remplacant v successivement par 7; et 7, et en utilisant la deuxiéme condi-
tion , on obtient 1’équation suivante :

i [ T e as 4 i,

i R

+ ﬁ /0 T sy s, a(s)) ds + (IF@M—EI;SOT“WlCl.

(2.7)
En regroupant les termes contenant C;, on déduit :
¢ =3 [73 D F(Z(A—_ﬁl—) 7) /OT(T T el ds

s [ T (e as
ATty f, @i
_ ﬁ /0 T sy (s, a(s)) ds|. (2.8)

En remplagant cette expression de C dans I’équation (2.5) obtenue précédem-
ment pour x(t), on obtient I’équation intégrale souhaitée. La réciproque peut étre
prouvée par un calcul direct. Cela conclut la démonstration. O]

2.3 Résultat d’existence et d’unicité

Dans ce suit, nous présentons les résultats d’existence et d’unicité pour la
solution du probléme (1.1).
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Résultat d’existence et d’unicité

Soit C'([0,T],R) l'espace des fonctions continues de [0,7] dans R, muni de la
norme usuelle :

2] := sup [z(t)].
te[0,7)

On note que le probléme aux limites (1.1)peut étre transformé en un probléme de
point fixe. Pour cela, nous définissons l'opérateur F : C([0, T],R) — C([0,T],R)
par :

F(0) < sup {ﬁ / (t — )" a(s) ds

1 t ot
+ AT () /0 (t—s)"""f(s,2(s))ds

E _ p(A = 1) ’ — ) BNl (6) ds
| sy [ @

__r ! an=lris 1(s))ds
‘ma—%)/o (T — 51 f(s, 2(s)) d

C (=pA-1)
Al (=B =

s [t as)

Ou la constante A # 0 est définie par 1’équation (2.1). On observe que le probléme
de valeur au bord admet une solution si et seulement si le probléme de point fixe
associé x = Fx posséde un point fixe.

Pour des raisons de commodité de calcul, nous introduisons les notations sui-
vantes :

) /0 T(T — §)a B2 ly(s) ds

o _ _TPA—1 TP=F=n=tpyx =1 T2l (1 — )|\ — 1
"TAT(@=B8+1)  AT(a—B-m+1) AoT(a—f—rp+1)
QQ T T2o¢—'yl—1 U T2a—’yz—1 (1 _ ,U,)

TAT(a+ D) AT@—mi1)  AeT(a—mil)

Théoréme 2.3.1. Supposons que f : J x R — R soit une fonction continue et
qu’elle vérifie ’hypothése suivante :
(H1) I existe une constante L > 0 telle que
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Résultat d’existence et d’unicité

Alors, si

L+ <1

le probleme (1.1) admet une unique solution dans C([0,T],R).
Démonstration. Posons sup,c; | f(t,0)] = N < oo, et choisissons

R> ANQy + |y T !

= A1 =L — Q) (3:5)

ou A est donnée par (11).
Comme premiére étape, montrons que F(Bg) C Bg, ot Bg ={x € C: ||z| <
R}. Pour tout z € Bg, on a :

A—1 ! a—B—1 1 ! a—1
| F(t)] < sup [—5)/0 (t—s)7 ’x<8)|dS+AT—@/O (t = )" |f(s,2(s))] ds

teg | Al'(a —
el I Ll
S, 0l
T % / (T - (s, al) d)]
< (Llall+N) )\F(Z):L 0" /\AFT(;ilvllqu D
+ )\ZIF (Zig;ﬁ) )

T AN —1) TP\ —1)
P v L
To P71 - p)(A - 1)
MI(a= =7 +1) }

|ys| T
A
Ta—l
— (L9 + Q)R + NQy + % <R.

(2.9)
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Résultat d’existence et d’unicité

Cela signifie que ||Fz| < R, ce qui implique que F(Bg) C Bg.
Ensuite, soient z,y € C. Alors, pour tout t € J, on a :

A — 1] T a—p—1
Folt) = Fyt)| < sy [ (=9 e =yl ds
s [ )~ Sl

) Jo
- M|/\ — 1| /T a—fB—y1—1
A [)\F(oz—ﬁ—%) i (T —s) | —y|ds

L T g a—y1—1 s 1) — s s

e I
g f, €9 vl

e e P
+/\F(a—72)/0 (T =) (s, 2) = f(s,9)|d

< o =l Srre + T
= YA\ Ma+ 1) " M (@ -7+ 1)
T (i
+ A -1
A =72 +1) | | M(a—pg+1)
pre—p-m N (1— M>Ta—,3—72 )]
Ma=p—m+1) MN(a=F—r+1)

_l_

ce qui implique que
[Fz = Fyll < Q2+ ) [lz —yl.

Puisque
(QQ + Ql < 1),

alors F est une contraction.
Par le théoréeme du point fixe de Banach, F admet un unique point fixe dans
C([0,T],R), qui est la solution unique du probléme (1.1).
m
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Chapitre 3

Problémes aux limites d’une
équation différentielle fractionnaire
séquentielle incluant la dérivée de

Hilfer
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Chapitre 3

3.1 Proposition du probléme

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence et 'unicité des solutions pour le
probléme aux limites suivant : [18]

(H D3P (t) + k7 DI a(t) = f(t,2(t)), t € la, b,

z(a) =0, (3.1)

o)=Y [ ) als)ds+ Y (6

ici, # D:z’ﬁ désigne v dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre «, avec 1 < a < 2,
et de parameétre 5, avec 0 < 8 < 1, k € R, f : [a,b] x R — R est une fonction
continue, a > 0, p;,0; € R, n;,§; € (a,b), pouri=1,2,...,net j=1,2,...,m, et
1 est une fonction positive et croissante sur (a, b), admettant une dérivée continue
Y'(t) sur (a,b).

Nous utilisons des théorémes de point fixe dans un espace de Banach approprié
pour établir des résultats d’existence.

3.2 Préliminaires

Nous introduisons tout d’abord quelques définitions et lemmes concernant ce
chapitre.

Nous notons par AC"([a, b], R) I’ensemble des fonctions n fois absolument conti-
nues, donné par

AC™([a,b],R) = {f : [a,b] = R ; f Y e AC([a,b],R)}.

Rappelons qu’une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue si, pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que

D= ) <6 = OIS ) ~ fla)l <,

i=1

pour toute famille d’intervalles disjoints (x;,y;), 1 < j < N, dans [a,b]. Une
fonction f appartient & AC([a, b]) si, et seulement si, elle est presque partout dif-
férentiable (au sens de Lebesgue) avec une dérivée g = f’ appartenant a L'([a, b)),
vérifiant

f(y)—f(x):/yg(t)dt pour tout a < x <y < b.
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Proposition du probléme

Définition 3.1.1. [1/[18] Soit (a,b), avec —oo < a < b < oo, un intervalle
fini ou infini de la demi-droite (0,00) et a > 0. De plus, soit (t) une fonction
positive, croissante sur (a,b], ayant une dérivée continue ¢'(t) sur (a,b). Le 1
intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville d’une fonction f par rapport a une
autre fonction 1 sur |a,b] est définie par

o —Lt's —(s))* 1 f(s)ds a
[“+f<t)_1“(a)/a¢()(¢(t) U(s)* f(s)ds, t>a>0,  (3.2)

ou I'(+) représente la fonction Gamma.

Définition 3.1.2. [1/[18] Soit n — 1 < o < n avec n € N, [a,b] un intervalle tel
que —o0 < a < b < oo, et f,p € C™([a,b],R) deux fonctions telles que 1) soit
croissante et ' (t) # 0 pour tout t € [a,b]. Le 1 dérivée fractionnaire de Hilfer
d’une fonction f d’ordre o et de type 0 < 8 < 1 est définie par :

a,B; n—a); L d" —B)(n—a); —a; ;

DY) = LT gt ) ) = VDI, (33)
W'(t) dt

oun = [a]+1 (avec [ la partie entiére de ), et v = o+ B(n — ).

Lemme 14. [1]/[18] Soient a, p > 0. Alors, on a la propriété de semi-groupe sui-

vante :
IV F(t) = I8 F(1), ¢ > a. (3.4)

Nous présentons ensuite 'intégrale et les dérivées fractionnaires ) d’une fonc-
tion puissance.

Proposition 3.1. [1/[8][18] Soient o > 0, v > 0 et t > a. Alors, Uintégrale et la
dérivée fractionnaires 1 d’une fonction puissance sont données par :

I (005) — (@) 0) = o s 00— vl (39)
()

m(¢(t)—¢(q))“‘“‘ , n—l<a<n, v>n.

(3.6)
Lemme 15. [8/[18] Si f € C*"(J,R),n—1 <a<n,0<<1lety=a+p(n—a),

alors :

n . y—k
1z (D2 0 = i) - 30 S ), (e
k=1

DR ((s) =9 ()" (t) =

pour tout t € J, ou :
R )
Y Y (t) dtn
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Résultats d’existence et d’unicité

3.2 Résultats d’existence et d’unicité

Le lemme auxiliaire suivant, concernant une variante linéaire du probléme
(3.1), joue un role fondamental dans I’établissement des résultats d’existence et
d’unicité.

Lemme 16. Soienta > 0, 1 < a < 2,0< <1, ety =a+ 28— af des
constantes données.

On note :

A= (00 = 0@ ™ = = 3 () = $(@) = 2 0,(6(6) — vl £ 0.

pour une fonction h € C([a,b],R), la solution unique du probleme fractionnaire
linéaire séquentiel de Hilfer :

("D*P + kDY) 2(t) = h(t), t € [a,b], (3.8)

avec conditions :

z(a) =0, z(b)= Zui /m YP'(s)x(s)ds + Zejw(fj),

est donnée par :




Résultats d’existence et d’unicité

Preuve 3.1. En appliquant l'opérateur I?;wa—i—) des deux cotés de l’équation (3.8),
1l existe des réels cq et ¢y tels que :

z(t) = co(¥(t) — ¥(a)) VAT~ (2 - a)(1 - B))

+er((t) = ()OI — (2 - a)(1 - B)).

On a également :

—k/1/1 (s)ds + Los(a + h(1))

= co(¥(t) — ()" °T(y = 1) + e1(¥(t) — ¥(a))"'T (),

puisque (1 — 5)(2 —a) =2 — 7.
A partir de la condition x(a) =0, on obtient co = 0. Ainsi :

t .
x(t) = () = ) — k/ W' (s)w(s)ds + I8Y (h(t), t€la,b]. (3.10)
En utilisant la condition x(b) = Y1 i [ ¢/ (s)x(s)ds + >y 05z(&5), on
obtient :
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Résultats d’existence et d’unicité

Cc1 =

6D
A

h—kS o (w)a(w)dud
;u/ / uds
£y on [ e
-1 Ja
m 3
—kzej/ ' (s)x(s)ds
j=1 “Ja
+ Y 0L h(E)
=1

- k:/ Y'(s)x(s)ds — ]ﬁ(h(b))] : (3.11)

En substituant la valeur de ¢, dans lexpression de z(t), on obtient la solution

(5.9).
Le fait que la fonction x(t) définie ci-dessus constitue une solution du probléeme
de la valeur au bord peut étre établi par un calcul direct.

Remarque 3.2.1. Si(t) =t et f =0, alors (3.8) se réduit a
("*D* + K" D) z(t) = h(?),
qui est I’équation différentielle fractionnaire de Riemann—Liouville, ot

1 d ' -«
T2 —a) a)%/a (t—s)  “z(s)ds.

Sip(t) = logt et f =0, alors (3.8) est transformée en [’équation différentielle
fractionnaire de Hadamard de la forme :

RLDeg(t) =

(HadDa + kHadDa—l) ZL’(t) — h(t),
ol
1 t

D0 = fe oy a

t
/ (logt — log s)* a@ ds.
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Résultats d’existence et d’unicité

Ensuite, nous définissons un opérateur
A: C([a, 0], R) = C([a, V], R)

par
(A2)(t) = L (1, 2(1))
h / o ()as)ds 1. PO = la) [

A

_kZ'MZ/ /¢ w)du ds
+zuz/ Y ) (s, 2(s)ds
_kZQj/a V' (s)x ds+29 Iy f (&, (8))

+ k:/ Y (s)z(s)ds — I8 F(b, (b ))] (3.12)

La continuité de [ implique que A est bien défini, et les points fixes de I’équation
x = Ax sont des solutions de [’équation intégrale (3.11).
Par la suite, nous utilisons les abréviations suivantes :

(@) = Y(a))™ | ((0) - ” — ()
= ['(a+1) * |A| Z|Mz a+2)
. i) = ¥(a))® b) —(a))®
" ; 91 (1/}(?()04 +¢1() = (w(r)(a ﬂ))) ] ) (3.13)

et

= #1069 — o) + Ew 3 () ~ ¥())

+ K] Z 10;1( (&) — ¥(a)) + [k|((b) — ¢(a))] : (3.14)

En utilisant les théoréemes classiques des points fixes, nous établissons dans les
sections suivantes [’existence, ainst que [’existence et ['unicité, de la solution pour
le probléme aux limites (3.1).

Dans notre premier résultat, nous prouvons l’existence d’une solution unique
du probleme (3.1), en nous basant sur le théoréme du point fixe de Banach.
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Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 3.2.1. Supposons que :
(H1) I existe une constante finie L > 0 telle que, pour tout t € [a,b] et pour
tout x,y € R, linégalité suivante soit vérifiée :

|f(t,z) — f(t,y)| < Lz —yl.

Alors, le probléme séquentiel de la valeur au bord fractionnaire 1b-Hilfer (3) admet
une solution unique sur [a,b] a condition que

LQ+91<1.

Démonstration. A I'aide de 'opérateur A défini, nous transformons le probléme
aux limites fractionnaire -Hilfer (3) en un probléme de point fixe z = Az. En
appliquant le principe du point fixe de Banach, nous allons montrer que A admet
un point fixe unique.

sup |£(£,0,0)] = M < ox,

te(a,b)
et choisissons r > 0 tel que :

MQ
r> —
T 1-LO -

Définissons :
B, = {z € C([a,b],R) : [|z| < r}.

Nous montrons que A(B,) C B,. Pour tout z € B,, nous avons :

(A2)(0)] < L1£(t () |+rk1/w Jla(s)lds

|k|Zl|ui| [ v [ sl
+Z|m|/ V()P Fs,(s))ds

+wc|Z|ej\ / /() () ds

+Zl9 11 (&, ()]

+(1(b) — (a)) Al

+|/f|/ V()| (s)lds + 121 f (b, 2(0))] ] (3.12)
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Résultats d’existence et d’unicité

En utilisant la condition de Lipschitz et en majorant chaque terme, on obtient :

|(Az)(t)] < Cr(L|z]| + M) + Col||
< (Lr+M)Q+ Qr <,

ou C] et (5 regroupent les constantes provenant des intégrales et des conditions
données. Ainsi ||Azx| < r, ce qui implique que A(B,) C B,. Ensuite, montrons que
A est une contraction. Pour z,y € C([a,b],R) et t € [a,b], nous avons :

[(Az)(t) = (Ay) (1)) < L1 £ (8, 2(0) — f(ty(0)] + !k!/ V(s)|x(s) —y(s)lds
+(1(b) = (a)) A

>l [ o) [ et
( )|duds

el [ S0 000 = Sl
+1K Z o / wla(s) - y(s)lds

+Z 10,1153 £ (&, 2(&) — £(&9()))]

+ \k|/ V' (9)](s) = y(s)lds + I3 £ (b, 2(b)) — f(b,y(b)]]-
Ainsi :

[Az — Ay|| < (L + Q) [z =yl

Comme L) + ; < 1, A est une contraction. Par conséquent, par le principe
du point fixe de Banach, A admet un point fixe unique. Celui-ci est évidemment
la solution unique du probléme aux limites fractionnaire ¢-Hilfer (3).

Par conséquent, d’aprés le principe du point fixe de Banach, nous en déduisons
que A admet un point fixe. Il s’agit évidemment de la solution unique du probléme
aux limites fractionnaire séquentiel ¢-Hilfer (3). La démonstration est achevée.

Le prochain résultat d’existence est basé sur un théoréme classique de point
fixe di & Krasnosel’ski. O

Théoréme 3.2.2. Soit [ : [a,b] x R — R une fonction continue vérifiant :
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Résultats d’existence et d’unicité

(H2) |f(t,x)] < @(t) pour tout (t,z) € [a,b] X R, avec ¢ € C([a,b],RT).
Alors, le probléeme aux limites fractionnaire séquentiel de type 1-Hilfer admet au
moins une solution sur [a,b], pourvu que 2y < 1

Démonstration. Soit I'ensemble suivant défini dans C'([a, b], R) :
B, = {z € C([a,0], R) | ||z]| < p},

ou p > 0 est choisi tel que :
el €2

1—-0

On introduit deux opérateurs A; et Ay définis sur B,, :

— A; représente la partie non linéaire liée a la fonction f.

— A, regroupe les termes linéaires provenant des conditions aux bords et du
parameétre k.

Pour tous z,y € B,, on a l'inégalité suivante :

p>

[ Az + Asyl| < | 2+ p < p,

ce qui montre que A;x + Ay € B,, donc la combinaison des deux opérateurs reste
dans 'ensemble B,.
Par ailleurs, comme €2y < 1, on vérifie que A, est un opérateur contractant :

[ A2z — Agy|| < uflz —yl.

La continuité de A; sur B, découle de la continuité de la fonction f. Pour
établir la compacité de A;, on applique le théoréme d’Arzela—Ascoli. Il suffit de
montrer que 'ensemble A;(B,) est uniformément borné et équicontinu.

Soient t1,ty € [a,b] avec t; < t3. On estime :

Il o
[(Arx)(t2) — (Awz)(t1)] < Tlat1) 2(1(t2) — ¥ (t1))
+1(@(t2) — ¥(a)™ = (¥(t1) — ¥(a))”|]
el

+ A ‘W(Q) — ()™ = (Y(tr) — 1?(@))7_1‘ :

> DT 5 gt

a+2) +1)

=1

(1(b) — (a))®
[a+1) '

+
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Exemple

Cette estimation tend vers zéro lorsque t, —t; — 0, et elle est indépendante de

x. On en déduit que I'ensemble A;(B,) est équicontinu.

Ainsi, A;(B,) est relativement compact, et d’aprés le théoréme d’Arzela—Ascoli,

I'opérateur A; est compact sur B,,.

Finalement, en appliquant le théoréme du point fixe de Krasnoselski[9] , on
conclut que le probléme (3.1) admet au moins une solution sur [a, b]. O

3.3 Exemple

Considérons le probléme aux limites suivant pour une équation différentielle
fractionnaire séquentielle de type v-Hilfer avec conditions aux limites intégrales

multipoints :

( é'T/J 1
HDDt757 l‘(t) + ﬁHDD

njw
NG

25ty = £t 2 (1),

o() = f o) ds+ 2 ategats) o
+% ff g(s)z(s) ds + ﬁx (1) + 2 (Z)

2 %)
\ 66 4 77 2/
se’

ou g(s) = p—— et (t) = t%et.

Cas (i)
Si: o
8ed(itr19)? (1% 4 2lz|) 1
+ FE
1+ |z| 4

f(t,l') =

alors f satisfait la condition de Lipschitz :

1
1f(t,z) — f(ty)] < mlx—yl,

1 11
pour tout x,y € Ret t € Tl
Donc, avec L2 4 € < 1, la solution est unique.
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Exemple

Cas (ii)
Sic:

" 1 4 . || 1
t,x)=Mcos® (- —3t+1)- ' 2
f(t,x) cos <2 + ) x2+3+4t—|—119 Sln<1—|—|x|)+27

alors | f(t,x)| est bornée par :

4 1
L) < M|+ ———— + = = ot

ce qui satisfait la condition (H2) du Théoréme 2.
Si M =0, alors :

4 ‘ || 1
t = ——— —
J2) = Sm(1+\x|)+2’

1
et f satisfait la condition de Lipschitz avec L = 30’ mais L)+ € > 1, donc le
Théoréme 1 n’est pas applicable.
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Conclusion

L’étude des équations différentielles d’ordre fractionnaire représente aujour-
d’hui un champ théorique en pleine expansion, & la fois riche et complexe. Au
cours de ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux aspects liés a 1’existence
et I'unicité des solutions pour certaines classes d’équations différentielles fraction-
naires, en nous appuyant notamment sur les dérivées de Riemann-Liouville, de
Caputo et de Hilfer.

Ce travail s’inscrit dans une logique a la fois théorique et appliquée. En effet,
les opérateurs fractionnaires permettent de mieux modéliser certains phénomeénes
physiques et techniques ot interviennent des effets de mémoire ou de non-localité,
difficilement exprimables avec les dérivées classiques. Bien que le cadre théorique
étudié soit exigeant, les résultats obtenus montrent clairement 'intérét de ces outils
dans la formulation et la résolution de problémes mathématiques concrets.

Lors de la réalisation de ce mémoire, certaines difficultés ont été rencontrées,
notamment dans la manipulation des définitions multiples des dérivées fraction-
naires et la maitrise des conditions nécessaires a l'application des théorémes de
point fixe. Néanmoins, cela n’a en rien diminué 'intérét de cette étude, bien au
contraire, cela a permis de renforcer notre compréhension du sujet.

Nous avons pu appliquer des méthodes d’analyse fonctionnelle et des techniques
issues des théorémes de point fixe pour justifier rigoureusement la validité des solu-
tions sous certaines hypothéses. Le travail effectué nous a permis non seulement de
mettre en ceuvre les outils mathématiques acquis au cours de notre parcours, mais
aussi de développer un esprit de rigueur dans ’approche des problémes abstraits.

Enfin, ce mémoire ouvre plusieurs pistes de recherche futures. Il serait intéres-
sant d’étendre 'étude a des équations fractionnaires avec des conditions initiales
non locales, ou encore d’explorer la résolution numérique de ces équations dans
des contextes plus complexes. La combinaison des approches analytiques et nu-
mériques pourrait aboutir & des modéles plus performants et mieux adaptés aux
réalités du terrain, notamment en physique, en ingénierie, voire en biologie.
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