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Introduction générale

Equations d’évolution : le fondement mathématique de la modélisation des
phénoménes dynamiques.

Les équations d’évolution constituent 'un des piliers fondamentaux de I’ana-
lyse mathématique contemporaine, en particulier dans I’étude des systémes
dynamiques dépendants du temps. Ces équations englobent un large éventail
d’équations différentielles ordinaires et partielles, et visent a décrire 1’évolu-
tion de I’état d’un systéme donné a partir de données initiales et de conditions
aux limites, conformément a des lois physiques ou abstraites.

L’idée centrale réside dans l’établissement d’une relation entre la dérivée
temporelle d'une fonction inconnue et son état actuel, au moyen d’opéra-
teurs définis sur des espaces fonctionnels appropriés, notamment les espaces
de Hilbert ou de Banach. Ces équations apparaissent dans de nombreux do-
maines scientifiques théoriques et appliqués, tels que la physique, 'ingénierie
et la biologie mathématique, ou elles permettent de modéliser diverses phéno-
meénes, comme le transfert de chaleur (équation de la chaleur), la propagation
des vibrations ou des ondes (équation des ondes), ainsi que des phénoménes
dynamiques complexes, comme 1’élasticité des plaques minces (équations de
Petrovsky).

L’étude mathématique de telles équations vise a prouver l'existence, I'uni-
cité, et la stabilité des solutions, en utilisant des outils puissants tels que
la théorie des semi-groupes, les opérateurs monotones et les méthodes va-
riationnelles. L’étude du comportement a long terme des solutions occupe
également une place centrale, notamment en ce qui concerne leur stabilité,
afin de comprendre les phénomeénes de dissipation d’énergie ou de conver-

gence vers 1’équilibre dans les systémes physiques.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous présentons les notions fondamentales néces-
saires aux développements ultérieurs de ce travail, notamment les espaces de
Lebesgue et de Sobolev.

Dans le chapitre deux on a introduire quelques théorémes fondamentale .

1.1 Espaces L (1)

Définition 1.1.1. [3, 11| Soit p un élément de [1,+00] et 2 un ouvert borné
de R™. On appelle espace de Lebesgue' et on note LP, l’espace vectoriel

des classes des fonctions f p-intégrables sur €2 a valeurs dans R .
LP(Q) = {f : Q — R, f mesurable et /|f(x)|dx < —I—oo} .
Q

Cet espace est muni de la norme suivante :

1l = (/Q|f(:c)|pdx);.

1. Henri Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien francais. Il est reconnu pour
sa théorie d’intégration.
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(LP(Q), ||.||z¢) est un espace de Banach?.

e Sip=+4o00, ona:
L>®(Q)={f:Q—R; f mesurable et 3 C constante, telle que
[f(2)] < C pp sur Q},

avec la norme définie par :

[l = esssglp!f(x)l =inf {C;|f(z)| < C p.p sur x € Q}.
xe

12(9) = {fr (/Q|f<x>|2dmf < +oo}.

Définition 1.1.2. [3|Produit scalaire
Sotent F est espace vectoriel réel et

o Sip=2

o: FxF — R

On dit que ¢ est un produit scalaire sur F si :

1. @ est bilinéaire (linéaire par rapport a la premiére et a la seconde va-

riable).
2. ¢ est symétrique :
V(z,y) € F? 1 p(x,y) = ¢(y, 7).
3. @ est définie-positive :

Positive : VYx € F:¢(z,xz)> 0.
Définie  : p(z,z) =0=2=0.

Notation : On note le produit scalaire p(z,y) par (z,y) ou (x,y).

<< L’espace L*(Q) avec la norme induite par ce produit scalaire

est un espace de Hilbert.”~

2. Stefan Banach (1892 - 1945) est un mathématicien polonais.
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1.1.1 Propriétés élémentaires

Propriétés 1.1.1. [3]Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soient f et g € L* (), on a :

[{(F ol < M2 - gl e

Théoréme 1.1.1. [3] Inégalité de Holder :
Soient f € LP, g€ LV et 1 < p < 00 ou p' ¢’est Uexposant conjugué de p i.e.

Alors fg € L' et
1fgllee < [ F e llgll 1o

L’un des résultats les plus significatifs de I'inégalité de Holder est le sui-

vant.

Corollaire 1.1.1. [3]
Sotent f1, fa, ..., fr des fonctions ou f; € LPi, 1 <i <k avec

1 1 1 1
-—=—+—+4+---4+—<1
p P11 D2 Pk

Alors le produit fi, fo, ..., fr appartient a LP () de plus on a

1Al < A fallzes - 1 fill o

Théoréme 1.1.2. [3|Inégalité de Young :

1 1
Ya >0, Vb>0 abg—a”—k—/bp.
p p

1.2 Espace Sobolev

Soit ) un ouvert borné de R”.



1.2. Espace Sobolev 9

1.2.1 Les dérivées faibles (cas particulier)

Définition 1.2.1. [I]
Soit v une fonction localement intégrable sur Q) et o € N". On définit la

dérivée faible w® € L} (Q), telle que w® = 22 i € N et

loc 8z,

Vo € C°(Q) : /w?(m)gb(x)dx = (—=1)l / v(x)0%¢()dz.

Q Q

1.2.2 L’espace W™"(Q)

Définition 1.2.2. |1, 5]
Soit p € [1,00]et m est un entier positif, l’espace de Sobolev® W™P (Q) défini
par :
Wwmr(Q)={vel’(Q);w*eL?(Q),0<]|al <m},
ot w® est une dérwée faible au sens des distributions.

On le munit de la norme :

S =

lollwns = > Il

0<lal<m
L’espace W™P est un espace de Banach.
1. Pour p =2, l'espace W™2(Q) ou (H™ () est défini par :
H™ () ={vel?Q); w € L?*(Q), 0< |a| <m},

et muni de la norme suivante :

lollm = | D lle®liZe

SIS

0<|a|<m
2. Pour p=2 et m=1, l’espace de Sobolev W12 (Q) = H'(Q) est défini
par :
1 ) aU 2 .
H (Q)={v€L (Q); wi=5—€L*(Q), VzEN},

et de la norme

[N

[0l = ({0, 0) 1)

- (/Q]v(m)|2dx+/Q\Vv(:r)|2dx)%.

3. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989),mathématicien et physicien atomique russe de
I’époque sovié-tique.
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1.2.3 Espace H} ()

Définition 1.2.3. [5] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W, (Q) la
fermeture de C}(Q) dans W'P(Q2). On note

Hy () = Wy (9).

L’espace Wy'P (Q) est muni de la norme induite par W (), Uespace H} (Q)
est muni du produit scalaire induit par H' ().
La norme dans H}(Q) est :

ol = ( [ 190t o) "

1.2.4 Les normes équivalentes dans ’espace Sobolev

— L’espace WP est équipé de la norme
[ullwrr = llullze + [[0]| e,

ou parfois, si 1 < p < oo, avec la norme équivalente (| ul?, + ||u’||},) /7.
L’espace H' est équipé du produit scalaire

b
(s 0)in = (o) + () = [ (v )
a
et de la norme associée

lull = (T + [la'][72)2.

— L’espace W'P(Q) est équipé de la norme

’
p

N
lullwio = lull, + )
i=1

ou
al’i
ou parfois avec la norme équivalente

N
(Hu\|§+2
=1

p

ou
3@

p

1/p
) (si1<p<o0).
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L’espace H'(Q) est équipé du produit scalaire

N N
ou 0Ov Ju v
(u, v) = (w,v)r2 + ; (8_1:1’ 8_:ci)L2 = /Q“” * Zl Ox; Ox;’

Le norme associé
o\ 1/2
2

0

U
8@-

N
s = <||ur|%2 s
=1

est équivalent & la norme W12 (voir [3]).

1.2.5 La trace

Théoréme 1.2.1. [7]
Soit Q un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o00.

Alors, il existe une unique application ¢ (linéaire et continue) est défini par :
siu € W (Q)NC. (Q) et

Y WP (Q) — LP(09)
u —  Y(u) =u p.p sur(0N2),

de plus kerp = WP (Q).

1.2.6 Identité de Green

Soit €2 un ouvert borné de frontiére réguliére 0f2 et v(z) la normale exté-

rieure au point z.
Soit u une fonction de H?*(Q) et v une fonction de H'(Q) (voir [13]). Alors

la formule de Green s’écrit :

/(Au)vdazz/ @ds—/VuVUdaz,
Q a0 OV Q

v ou
/Q(UAU —vAu)dr = /BQ (u% — 05) ds.

et
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1.2.7 Les injections de Sobolev

Définition 1.2.4. 1] (Injection continue)
Soient Q0 un ouvert borné de R™ et p € [l;n], alors ’espace de Sobolev
WP (Q) s’injecte continument dans LP* (Q), et l'on écrira WP () — LP* ().
Plus précisément, il existe un constant C,,, € Ry (ne dépendant que de p, n)
tel que :

Vu € W () : lull,e < Copllullysy.



1.2. Espace Sobolev 13

Théoréme 1.2.2. [3| Soient Q un ouvert borné de RY et 1 < p < +oo on

a:
1L 1<p<N, alors W(Q) = L (Q) ot oz = . — 5,
2p=N,  alors W (9) = [9(Q) Vg € [p, +oo],
3. p>N, alors WP (Q) — L> (),

avec injections continues.
De plus, si p > N on a, pour tout u € T/Vp1 (Q),

u(@) = u(y)] < Cllullygle — yi* pp Yo,y € 2,

avec v =1 — % et C une constante qui dépend de p, N et ). En particulier,

W (Q) € O(9).

Définition 1.2.5. ([14]| Injection compact)

Soient Q un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne et p €
[1, +ool.

On dite que Uinjection de WP (Q) dans LP () est compacte et on note
WP (Q) —— LP(Q), si toute partie bornée de WP (Q) est relativement
compact dans LP ().

Théoréme 1.2.3. [3](Rellich-Kondrachov)
Soient () un ouvert borné de classe C* on a :

1. p< N, alors W' (Q) << L1(Q),Vq € [1,p*[ ou ]%:

2. p= N, alors WP (Q) << L1(Q) ou Vq € [p, +o0],
3. p> N, alors W' (Q) —— C (Q),

e
=

avec injections compactes.

1.2.8 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.2.4. [3] Soient Q un ouvert borné de RN et p > 1, alors il

existe une constante C' > 0 tel que :

Vue Wy () lullr < ClIVulle.
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1.3 Quelques théorémes fondamentaux

1.3.1 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.3.1. 3] Soient H un espace de Hilbert. Et soita: Hx H — R
une forme bilinéaire. Supposons qu’il existe deux constantes C, a > 0 tels

que :
1. |a(u,v)| < Cllull||v]] pour tout (u,v) € H x H (Continuité),
2. a(u,u) > al|lul|* pour tout uw € H (coercive).

Alors, Vf € H, il existe u € H unique, tel que :

a(u,v) = (f,v) Vv e H.

1.3.2 Théoréme de Minty-Browder

Théoréme 1.3.2. [3] Soient H un espace de Hilbert. Et A : H — H une
application (mon linéaire) continue telle que

o (Au— Av,u—v) >0 Yu,v € H, u#w,

[ J

(Av,v)

loll—o0 |||

Alors, pour tout f € H il existe un uw € H unique solution de [’équation

Au=f.

1.4 Opérateur linéaire (borné et non borné)

1.4.1 Opérateur linéaire borné

Définition 1.4.1. [3] Soit A un opérateur linéaire de E dans F :
A:DA) CFE— L
On dit que A est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que
[Aul[ < Cllul|,Vu € D(A).

Théoréme 1.4.1. Toute opérateur linéaire continue est un opérateur linéaire

borné.
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1.4.2 Opérateur linéaire non borné

Définition 1.4.2. [3] On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F

tout application linéaire
A:D(A) CE—F,

définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C E, a valeurs dans F. D(A) est
le domaine de A.

1.5 Opérateur fermé

Définition 1.5.1. [3] On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé
dans £ x F
GA)= | [wAucExF
ueD(A)

1.6 Semi-groupe

e [/ un espace de Banach muni de la norme ||.||.

e 3(E) un espace de Banach ( I'algébre de Banach des opérateurs linéaires
bornés de F dans F ) muni de la norme d’opérateur

IT|lae) = sup [Tz, VT € B(E).

=<1

1.6.1 Semi-groupe fortement continu :

Définition 1.6.1. [1/]
{T'(t)},5, est une famille d’opérateurs linéaires bornée dans E est applée
semi—grgup St

1 T0)=1.

2T(t+s)=T({)T(s).

e Un semi groupe fortement continue si :

IimT(t)r =2 VzeE.

t—0
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e Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T(t) est uniformément conti-

nue St :

| (6) I = 0.

o Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit semi-groupe de contrac-

tion de classe Cy s’il est de classe Cy et
7@ <1 vt>0.

1.6.2 Le générateur infinitésimal

Définition 1.6.2. [11] A est un opérateur linéaire et le domaine de A défini
par :

T(t)x —
D(A) = {x € E: lim Wexiste} .

t—0t

On défini le générateur infinitésimal du semi groupe T(t) de la maniére sui-
vante :
Tt)r—x dtT(t)x

Az = lim =
t—0+ t dt

Vr € D(A).

t=0
Proposition 1.6.1. [14] Soit {T'(t)},5, un Co semi-groupe. Il existe deux
constantes k € R et M > 1 telles que

I T(t) || em) < Me™, vt >0.

Proposition 1.6.2. [11] Soient {T'(t)},5, un Co semi-groupe et A son géné-
rateur infinitésimal.
Six € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :

T(t) Az = AT(t)z, ¥t > 0.
Proposition 1.6.3. [14] Soient {T'(t)},5, un Co semi-groupe et A son géné-

rateur infinitésimal.

1. Siz € B, {T(t)}5, Alors :

1 t+h
lim — T(s)xds =T(t)r NVr e FE et t>0.

h—0 h/ t



1.7. Théoréme de Lumer-Phillips : 17

2. Six € E, alors
t
/ T(s)zds € D(A),
0

A ( /0 t T(s)azds) _ Pt —a.

3. Sixze D(A) et T(t)xr € D(A)

et on a [’égalité :

d
%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, Vt>0

4. Pour tout x € D(A) et tous s, t € [0,+00[ (s <),

/s AT (e dr = / D) Az dr = T(t)a — T(s)a.

1.7 Théoréme de Lumer-Phillips :

Théoréme 1.7.1. [11]Soit A un opérateur linéaire o domaine dense D(A)
dans E.Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contrac-

tions sur E st et seulement st
o A est dissipatif.
o Im(\ — A) = E pour tout A > 0.



CHAPITRE 2

THEOREMES FONDAMENTAUX

2.1 Probléme de Cauchy abstrait

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. Le probléme
de Cauchy abstrait pour A avec la donnée initiale x € H consiste a trouver

une solution u(¢) du probléme a valeur initiale suivant (voir [7] ) :

Uy(t) = AU(t), t>0
(2.1.1)
U©0) =U

La fonction U est dite solution classique du (2.1.1) si
v u(t) est continue pour t > 0.

v u(t) est continiiment différentiable par rapport t.
v u(t) € D(A) pour toute t > 0.

v u(t) vérifie (2.1.1).

2.2 Les opérateurs m-dissipatifs

A est un opérateur linéaire non borné de H dans H

18
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2.2.1 Opérateur monotone

Définition 2.2.1. [2] Un opérateur A de H est dit monotone si Yu,v €
D(A),

(Au — Av,u —v) > 0.

2.2.2 Opérateur dissipatif

Définition 2.2.2. |2] Un opérateur A de H est dit dissipatif siVu,v € D(A),

(Au — Av,u —v) <0.
Remarque 2.1. A est un opérateur linéaire (non borné)

A est monoton <= —A est dissipatif.

2.2.3 Opérateur maximale monotone

Définition 2.2.3. [2]|Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non
borné.

A est dit maximal monotone si et seulement si A est monotone et R(1+A)=H.

2.3 Existence et unicité des solutions :

Théoréme 2.3.1. |3] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace
de Hilbert H. Alors pour tout uy € D(A) il existe une fonction

u € C'([0, +o0[; H) N C([0, +00[; D(A)),

unique telle que
u+Au=0 sur0,+o0],
(2.3.1)
u(0) =ug (donnée initiale).

De plus on a

lu(t)| < |uol et |ui(t)] = |Au(t)] < |Aug| ¥Vt > 0.
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2.4 Meéthode de stabilité

Le but de la stabilisation est d’atténuer les vibrations par rétroaction,
il s’agit donc d’assurer la décroissance des solutions énergétiques a 0 plus
ou moins rapidement par un mécanisme de dissipation. Plus précisément, le
probléme de stabilisation qui nous intéresse consiste a déterminer le com-
portement asymptotique de I’énergie que nous désignons par E(t) (c’est la
norme des solutions dans 'espace d’état), a étudier sa limite afin de détermi-
ner si cette limite est nulle ou non, et si cette limite est nulle, & donner une
estimation du taux de décroissance de 1’énergie vers zéro. Il existe plusieurs
types de stabilisation (voir [4]) :

1. Stabilité forte :
lim E(t) =0.

t—+o0
2. Stabilité exponentielle :
E(t) < Ce™ Vvt >0.
3. Stabilité polynomiale :

Et) <= Vt>0.

TIQ

ou C, § et a sont des constantes positives, et C' dépend des données

initiales.

2.5 Type de stabilité

2.5.1 Un résultat de décroissance exponentielle

Les résultats de nombreux auteurs concernant l’estimation de décrois-
sance de ’énergie de certains problémes dissipatifs linéaires sont basés sur le

lemme suivant :

Lemme 2.5.1. [12] Soit E : R, — R, une fonction continue décroissante.
Soit w > 0. Supposons que E satisfait la relation

Wt > 0, /+O° E(r)dr < éE(t). (2.5.1)
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Alors E vérifie l’estimation de décroissance suivante
YVt >0, E(t) < E(0)e' ™", (2.5.2)

Preuve. Soit h: R, — R,

h est bien définie, décroissante, positive et de classe C' sur R,. D’apres

(2.5.1), h satisfait l'inéquation différentielle suivante :

Vi >0, h'(t)+wh(t) <0.

Soit
Ty :=sup{t, h(t) > 0}. (Tp vaut éventuellement + o0). (2.5.3)
Pour tout t <Tjy, on a
W) _
—w
h(t) =
donc .
VO<t<Ty ht)<h0)e <—E0)e ™. (2.5.4)
w

Notons que, puisque h(t) =0 si t > Ty, cette relation reste vraie pour tout t.

Soit € > 0. Comme E est positive et décroissante, on déduit de la défini-

tion de h et de l’estimation précédente que

1 [ 1
Vize E(t)< _/ E(r)dr <
t—e

La meilleure constante €, c’est-a-dire celle qui donne la plus petite valeur a
la quantité %, est € = % Ainsi :

vVt >~ E(t) < E0)e

IS e

Ceci achéve la preuve du lemme (2.5.1)
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2.5.2 Un résultat de décroissance polynomiale

Les résultats de nombreux auteurs concernant l’estimation de décrois-
sance de I'énergie de certains problémes dissipatifs non linéaires sont basés

sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.2. [12| Soit E : Ry — R, une fonction continue décroissante.
Supposons qu’il existe deux constantes o et w strictement positives telles que

E satisfait la relation

+o00 1
vt >0, / E(r)"7dr < —E(0)°E(t). (2.5.5)
t w
Alors E vérifie l’estimation de décroissance suivante
1 +o 1/o
Vi >0, E(t)<EQ0 . 2.5.6
>0, B0 <20 (150;) (256)

Preuve. L’idée directrice est la méme que précédemment. Par homogénéité,
on peut supposer que E(0) = 1.
Soit h: R, — R,

h(t) = /t+°° E(T)17 dr.

h est bien définie, décroissante, positive et de classe C* sur R,.. D’aprés

(2.5.5), h satisfait l'inéquation différentielle suivante :
YVt >0, —h(t)> (wh(t)).
Soit Ty défini par (2.5.3). Alors
vte [0, Ty, (%) >ow't.
On intégre cette relation pour obtenir que
VO<t<Ty, ht)7—h0)7>0w't

donc

—1/c

VO <t <Tpy, h(t) < (R(0)7 +ow't) (2.5.7)

Notons que cette relation reste évidemment vraie si t est supérieur ou égal a

Ty. Comme )
BE0)H7 = =,

1
w w
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on peut majorer le second membre de (2.5.7) par
—0 140 —1/o 1 —1/o
(R(0)™7 + ow'*7t) < —(1 4+ wat)™ 7.
w

Comme E est positive et décroissante, on déduit de la définition de h et de

[’estimation précédente que

1 o+1 1 %+(U+1)S
¥s>0, E (— +(o+ 1)5) < / E(r)"* dr

1
w w—l—as

< h(s)
1+ wos
< L (1+wos)~ V7.
1+ wos
Donc :
1

1
Vs >0, E|— 1 < ——
= (w Tlos )S) T (14 wos)l/e

Ceci donme Uestimation(2.5.6)en choisissant t :== + + (o + 1)s.

2.6 Meéthode de multiplicateur

Nous utilisons cette méthode pour obtenir une meilleure estimation du
taux de décroissance. A. Haraux et V. Komornik ont amélioré et généralisé
cette méthode. Ils ont introduit des inégalités intégrales qui permettent d’ob-
tenir trés efficacement et de trés bonnes estimations de décroissance pour de
nombreux problémes linéaires ou non linéaires. Nous utiliserons ces inégali-
tés intégrales pour étudier le taux de décroissance de 1’énergie d’un probléeme
dissipatif non linéaire (voir [13]).



CHAPITRE 3

ETUDE L’EXISTENCE , L’UNICITE ET LA
STABILITE DE LA SOLUTION DES PROBLEMES
D'EVOLUTION LINEAIRE

Introduction :
Ce chapitre établit rigoureusement l’existence, 'unicité et la stabilité des
solutions pour des équations d’évolution linéaires. L’approche combine :

— La théorie des semi-groupes linéaires (génération de solutions),

— Le théoréme de Lax-Milgram |,

— La méthode du multiplicateur (I’étude de la stabilité de la solution).

3.1 Equation de la chaleur

Considérons 1’équation de la chaleur suivante :

u— Au =0 t>0 et x€)
u=20 t>0 et x €90 (3.1.1)
u(z,0) = up(x) x €

1. L’équation (3.1.1) est appelée équation de la chaleur.

2. L’équation (3.1.1), est la condition aux limites de Dirichlet .

3. Les équations (3.1.1), traduisent I’état initial du systéme :

— La configuration initiale est décrite par ug(z),

24
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avec ’énergie associé est :

1
B() = 5 Il

et
E'(t) = = Vull72(-

On transforme le probléme (3.1.1) & probléme de Cauchy abstrait :

Au = t>
{ut—i- u=0 t>0 (312

u(0) =u
On définit A : D(A) C ‘H — H un opérateur linéaire :

Au = —Au,

avec :

"= L2(Q),

et le domaine de A est :

D(A) = H*(Q) N Hy(Q).

3.1.1 L’existence et 'unicité :

Théoréme 3.1.1. (Existence et unicité)
On suppose que ug € HY(Y). Alors il existe une solution unique de (3.1.1)

avec

u € C([0,00[; Hy(2)) NC ([0,00[; H*(Q) N Hy()) .

Preuve. L’opérateur A est Maximale monotone car :
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1.1 A est un opérateur monotone :

Pour la démonstration il suffit vérifier que :

(Au— Av,u —v)y >0, Vu,v € D(A).

Comme A est linéaire on pose w =u — v et donc :

(Aw, w)y = (—Aw, w)y
__ /Q (Aw)w| do

:/|Vw|2 dx
v

= ||Vuwl|L»

= [[w]lgy = 0.

Par lidentité de Green, avec w = 0 sur 02 :

- [@upwds = [ (V) i

‘A est monotone et— A est dissipatif.‘

Donc :

1.2 La surjective de (I4+A) :

Pour ce faire il faut :

R(I+A)=H; YueDA),FeH.

Soit f € H donné. Nous cherchons u € D(A) tel que

(I+Au=f cest-a-dire u—Au=f.
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Nous reformulons ce probleme (u—Au = f) sous forme variationnelle.

Définissons la forme bilinéaire a : H} () x HL(Q) — R par :

a(u,v) = / uv dx + / Vu-Vvdz, (Grace a l'identité de Green)
Q Q

et la forme linéaire L : HY(Q) — R par :

L(v) = /Q fudz.

On wutilisons le théoréeme de Lax-Milgram, on a :
i) Continuité de a :
Pour tous u,v € Hj (), on a

la(u,v)] < [Jullp2@)l|lv] L2 + [[Vull2@) | VUl 2@

bien sur par passage au théoréeme de Cauchy-Schwartz.

On applique le théoréme de Poincaré on trouve :

a(u,v)| < COHUHH&(Q)H'UHH&(Q) + HuHHg(Q)HUHHé(Q)-

|a(u, v)| < Cllull gaoy IVl g0

Ainsi, a est continue

it) Coercivité de a : Pour tout u € H}(Q), on a

a(u,u) /]u\Qd:I:—l—/ |Vul? dx

= ||u|%2(9) + ||VU||%2(Q)

= [l g
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ainsi, a est coercive .
Donc il existe un unique uw € D(A) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(S2).

Comme A est monotone et R(I + A) = H. Alors,

\A est maximale monotone.‘

Ainsi, par le théorie de semi-groupe, alors le probleme(3.1.1) admet une

unique solution

u € C ([0,00[; Hy(2)) NC ([0,00[; H*(Q) N Hy())

3.1.2 La stabilité

Théoréme 3.1.2. Soit uy € H} ,il existe un constante positive w telle que

la solution du probléme(3.1.1) vérifie 'estimation suivante :

Vt >0, E(t) < E(0)er "

Preuve. On multiplie notre équation par u, puis on intégre sur € x [S,T]

T
/ /u(ut—Au)dxdt:()

s Ja

T T
/ /uutdxdt—/ /uAudxdt:O

s Ja s Ja

T T T T
/ /uutda:dt—/ /uAudxdt—i—/ Hqudt—/ ||| dt =0
s Jo s Jo s s

donc :

T T T T
2/ E(t)dt:—/ /uutdxdt+/ /uAudxdt—i—/ lull? dt. (3.1.3)
S S Q S Q S
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On pose I et 1,15 tels que :

/ /uutdmdt [ ||u||2r

= —FE(T)+ E(S) < E(S).
T
I, = / /uAu drdt = / |Vul|>dt  (Par l'identit de Green)
= (T)+ E(S) < E(9).
T
I3 :/ E(t)dt < (T — S)sup E(t) < CE(S5).
s
Par le remplacement de I et I,I3 dans l’équation (3.1.3) on trouve :

2 / "Bty dt < B(S) + B(S) + CE(S),

alors
T K
| B0 <3E®)
S 2

ou K un constante positive.

Ainsi, par Uapplication de lemme Martinez (2.5.1) , alors E vérifie [’es-

timation de décroissance suivante :
E(t) < BE(0)e! %, vt >0,

avec W =

|
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3.2 Equation des ondes

3.2.1 Exemple physiques

La corde vibrante : la corde vibrante considérant une corde horizontale
de densité p supposée uniforme et constante, on note u(z, t) le vecteur de dé-
placement par rapport a l’équilibre et T'(x,t) le vecteur de la tension (seule
force supposée s’appliquer a la corde). La loi de comportement élastique est
supposée donnée par la loi de Hooke T' = kVu. Sous des hypothéses de mou-
vement transverse (déplacement longitudinal négligé), aprés avoir appliqué
le principe fondamental de la dynamique ne considérant que la force T', on
obtient alors 'EDP suivante, portant sur la composante verticale de u(z,t)
notée u(x,t) :

Pu T 0*u
o pox®

Des modéles analogues s’obtiennent en dimension deux pour modéliser

par exemple les ondes transverses dans la peau d’'un tambour.

Considérons 1’équation des ondes suivante :

Uy —Au+u, =0 t>0 et €0

=0 t>0 et o0
u >0 et xe€ (32.1)
u(z,0) = ug(x) z €
ur(z,0) = up () xz €}

1. L’équation (3.2.1) est appelée équation des ondes.
2. L’équation (3.2.1), est la condition aux limites de Dirichlet .

3. Les équations (3.2.1), et (3.2.1), traduisent 'état initial du systéme :
— La configuration initiale est décrite par ug(z).
— La vitesse initiale est décrite par u;(x).

avec ’énergie associé est :

E(t) =5 (lullzz + 1 Vullz:)

DN | —



3.2. Equation des ondes 31

et
E'(t) = —[lud7--

On transforme le probléme (3.2.1) a probléme de Cauchy abstrait :

AU = >
{Ut+ U=0 t>0 (32.2)

U©) =U

On définit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire :
(0 -
= (% W)

H = HY(Q) x LX(Q).

avec

Et le domaine de A est :
D(A) = {(u,v) EH|uce HQ(Q) N Hol(Q), v E LZ(Q)}.

3.2.2 L’existence et 1’unicité :

Théoréme 3.2.1. (Existence et unicité)
On suppose que uy € H*(Q2) N HY(Q) et que uy € HY(Q). Alors il existe une
solution unique de (3.2.1) avec

u € C([0,00[; H*(2) N Hy () NC' ([0, 00[; Hy(R)) .

Preuve. L’opérateur A est maximale monotone car :

1.1 A est monotone : Pour la démonstration il suffit vérifier que :

(AU — AV,U = V)3 >0, VU,V € D(A).

Comme A est linéaire on pose w=U —V et on a :

—v
Aw = (—Au + v) ’
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et donc :
w2 (),
= (u, —v) gz + ((—Au +v),v) 2

= —(u,v) g1 — (Au,v) 2 + (v, v) 2
Par lidentité de Green on a :

= —(u, v) g + (Vu, Vo) 2 + (v, 0) 1,

= —(u, V) g + (U, V) gz + (v, )1,

= / BIRZ:
Q

2
= [lvllzz = 0.

Donc :

| A est monotone .

1.2 La surjective de (I+A)

Pour ce faire il faut :

R(I+A)=H; YUeDA),FeH.

Soit U = (u,v)T € D(A) et F = (f1,fo)' € H ona:

(I+A)U:F<:>{u_vzf1 @{U_U:fl'

v—Au+v = fo —Au = fs.

On prend u = fi +v et on remplace dans (3.2.3), on trouve :

(I+AU=F < -A(fi+v)=fo <= —Av=Af1+ fo,

(3.2.3)

(3.2.4)
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pour ce faire, on prend une autre fonction u € H}(S) et multiplie ’équation

(3.2.4) par u,puis on intégre sur S et on obtient

—/u-Av dx:/u-Afl dw+/u-f2 dz,
Q Q Q

par 'identité de Green on obtient :
/VU-VU dx:/u-Afl d$+/u-f2 dz.
Q Q Q

On définie la forme bilinéaire a : Hy(Q) x Hi(Q) — R par :

a(u,v) = / Vu- Vv dz,
Q

et la forme linéaire L : H}(Q) — R par :

L(u):/gu-Afl dm—l—/ﬂu-fg dzx.

On wutilisons le théoréeme de Lax-Milgram, on a :
i) Continuité de a :

Pour tous u,v € H}(Q), on a
|a(u, V)| < [IVull 2@ IVl 2@,

bien sur par passage au linégalité de Cauchy-Schwartz.

Maintenant on applique ["tnégalité de Poincaré on trouve :

la(u, v)| < CO”U'HH&(Q)HUHH(}(Q)v

ainst, a est continue .
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i) Coercivité de a : Pour tout v € H} (), on a

a(v,v) = / Vv - Vou|dx
e
= HVUH%?(Q)

2
= ||U||H(%(Q)7
ainsi, a est coercive avec C' = 1.
Donc il existe unique v € H}(Q) tel que

a(u,v) = L(u) pour tout u € H}(S),

comme A est monotone et R(I + A) = H. Alors,

\A est mazximale monotone.\

Ainsi, par le théorie de semi-groupe,alors le probleme (3.2.1) admet une

unique solution

u € C ([0,00[; H*() N Hy(2)) NC' ([0, 00[; Hy(R)) .

3.2.3 La stabilité

Théoréme 3.2.2. Soit ug € H*(Q) N HY(Q) et uy € HL(Q),il existe un
constante positive w telle que la solution du probleme (3.2.1) vérifie l’estima-

tion suivante :

vt > 0,E(t) < E(0)e' "

Preuve. On multiplie notre équation par u,puis on lintégre sur  x [S, T

/sT </Qu (e — At + ) d:c) dt =
/ST (/Quu“dx) dt_/ST (/QuAudx> dt+/ST </Quutdx> dt

(3.2.5)
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On pose

T
I :/ (/uuttdm> dt:/uut
S Q Q

T T
I, = —/ </ ulAu dx) dt = / HVuHig dt (Par l'identité de Green).
S Q S

T T
dx — / l[we||7 dt (Par I.P.P).
S

S

On remplace I, et Iy dans 'équation (3.2.5) donc :

T T T T
0= /uut d:v—/ [l dt+/ V|2 dt+/ (/uutdx) dt
Q s s s s \Jo
’ e e ’ 2
0— /uut dx—2/ Hut||L2dt+/ HutHdet—l—/ IVl dt
Q s s s s

—l—/ST(/Quutd:c)dt

T T T T
0= /uut dm—?/ Hut||izdt+2/ E(t)dt+/ (/uutdx) dt.
Q s s S s \Ja
Alors

T T T T
2/ E(t)dt = —/uut d:c—|—2/ [k dt—/ (/uut dx) dt. (3.2.6)
S Q s s s \Ja
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On pose :

By

Bs

Bs

T T
:—/uut da::—[/uutdx]
Q S Q S

_ ) T par l'inégalité
< —llell - Jeellls (de Cauchy — Schwartz

< =C1[|IVul| - ||ut||]£ (par l'inegalité de Poincaré)

T _ :
< —1c (| Vul]? + [Ju?) | (par Uinegalite Y oung)

< CLE(S). (car lU'énergie est décroissante)

T T
_ / HutHizdtg—Q/ B (#)dt
S S

< 2E(S).

:_/; (/Quutda:)dt

T . par l'inégalité
= fS el - | dx (de Cauchy—Schwartz)
T
< —/ Cy ||Vul| - ||we]| dz (par l'inégalité de Poincaré)
S
1
2 2 /e 2 s
< —/ 5(72 ([IVull® + [lwl]”) dz  (par U'inégalité Y oung)
S
S 02 E(S)

on insére By, By et By dans l’équation (3.2.6)

avec C' =

/ " Byt < %E(S),

Ci+2+Cy>0
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Ainsi, par Uapplication de lemme Martinez (2.5.1), alors E vérifie ’estima-
tion de décroissance suivante :

E(t) < E(0)e! "Vt >0

avec W = .
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3.3 Equation de Petrovsky

Considérons I'équation de Petrovsky suivante :

(utt+A2u—Aut:0 t>0 et x€q
u:%:o t>0 et x€ 0N
(3.3.1)
u(z,0) = ug(x), x €
[ ue(,0) = ui(z) x €

1. L’équation (3.2.1) est appelée équation de Petrovsky.
2. L’équation (3.2.1), est la condition aux limites de Neumann .

3. Les équations (3.2.1), et (3.2.1), traduisent I’état initial du systéme :
— La configuration initiale est décrite par uy(z),
— La vitesse initiale est décrite par u;(x).

avec ’énergie associé est

E(t) = 5 (luellzz + | Aullz:)

N | —

et
E'(t) = = V|72

On transforme le probléme (3.3.1) a probléme de Cauchy abstrait :

U+AU =0 t>0
{t+ = (3.3.2)

U©0) =U

On définit I'opérateur A comme suit :

A:D(A) CH—H,
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avec :
H = L*(Q) x Hj(Q),
et le domaine de A :
D(A) = {(u,v) € H |ue H(Q)NH(), ve H*(Q)NH;(Q)}.

et on définit 'opérateur matriciel :
(0 =1
A= ( o A) |
3.3.1 L’existence et 'unicité :

Théoréme 3.3.1. (Existence et unicité)
On suppose que ug € HY(Q) N HZ(Q) et que uy € HZ(). Alors il existe une

solution unique de (3.3.1) avec
u € C ([0,00[; H(Q) N H(Q)) NC* ([0,00[; Hy()) .

Preuve. L’opérateur A est maximale monotone car :

1.1 A est monotone : Pour la démonstration il suffit vérifier que :

(Au— Av,u —v)y >0, VYu,v € D(A).

Comme A est linéaire on pose w =u— v et on a :

—
Aw = (AQu — Av) ’

o= anaan ) (1)),

= <_Ua U>Hg + <A2u - AU? U>L2

et donc :

= —(u,v)pz + (A%u,v)p, — (Av,v) L,
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par ’identité de Green on a :

= —(u,v) gz + (u,v) gz + (Vv,0),

= / V|v|*da
Q

2 2
= [IVollze = l[olly = 0.

Donc :

| A est monotone .|

1.2 La surjective de (I+A) :Pour ce faire il faut :

R(I+A)=H; YUe€D(A),FeH.

Soit U = (u,v)T € D(A) et F = (f1,f)T € H on a :

[+ AU =F e {47051 (3.3.3)
v+ A%u—Av = fo.
On prend v = fi + v et on remplace dans (3.3.3), on trouve :
(I+A)U=F < v+ A(fi+v)— Av=fo, (3.3.4)

pour ce faire on prend une autre w € HZ(Q) et multiplie ’équation

(3.3.4) par u, puis intégre sur Q pour obtenir

/u-v dx+/u-A21) dx—/u-Avdx:/u-fg dm—/u-AQfl dz.
Q Q Q Q Q

Par lidentité de Green on obtient

/u-v dm—l—/Au-Av dac—l—/VwVvdx:/u-fg dm—/u~A2f1 dz.
Q 0 Q 0 Q
On définie la forme bilinéaire a : H3(Q) x HE(Q) — R par :

a(uw):/u-v dx—i—/Vu-Vvdm—i—/Au-Av dx,
Q Q Q

et la forme linéaire L : H3(Q) — R par :

L(u):/Qu-fg d:v—/gu-AQfl dzx.
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On applique le théoréme de Laz-Milgram afin de garantir [’existence et ['uni-
cité de solution.

i) Continuité de a :
Pour tous u,v € HZ(Q), on a
|a(u,v)| < [lull2@llvllz2@) + [Vull2@) IVl 2 + [[Aull 29[| Av]| 120)-

bien sur par passage au linégalité de Cauchy-Schwartz.

On applique 'inégalité de Poincaré on trouve :
|a(u, v)| < Col|[ Vullz2(0) [Vl r20) + ||u||Hg(Q)||U||H§(Q)~
la(u,v)| < C()”“HH@(Q)H”HH&(Q) + HUHHg(Q)”UHHg(Q)-

|au, V)| < Cllull gz vl #z0),

ainst, a est continue

i) Coercivité de a : Pour tout v € H3(Q), on a

a(v,v):/|v|2da:—|—/|VU|2—|—/|AU|2dx
Q 0 Q

2
= [[vllZ2) + IVOllz2 + 1AV ]2 0

2
= [l

ainst, a est coercive .

Donc il existe un unique v € H3(Q) tel que

a(u,v) = L(u) pour tout u € HZ(R).
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Comme A est monotone et R(I + A) = H. Ainsi,

\A est mazimale monotone.‘

Ainsi, par le théorie de semi-groupe,alors le probleme (3.3.1) admet une

unique solution

u € C([0,00[; HY(Q) N H(Q)) NC* ([0,00[; Hy () . (3.3.5)

3.3.2 La stabilité

Théoréme 3.3.2. Soit ug € H*(Q) N HZ(Q) et uy € HLQ),il existe un
constante positive w telle que la solution du probléeme (3.3.1) vérifie l’estima-

tion suivante :

vt >0, E(t) < B(0)e! .

Preuve. On multiplie notre équation par u,puis on lintégre sur € X [S,T]

T
/ / u (et + A*u — Awy) dz dt =0 (3.3.6)
s Ja

On pose I et I, tels que :

T T T
I, = / /uuttd:pdt = [/ utud:v] —/ ||ut||i2 dt.
s Ja Q s s
T T
I, = / /uAQudxdt :/ | Aul|%, dt.
s Ja s

Remplagons I, et Iy dans (3.3.6) alors :

T T T
/utudac—Q/ e[ dt+2/ E(t)dt—/ /Auutdx—o
Q S s s Ja

T T T
2/ E(t)dt = —/utudt+2/ [ dt—i—/ /Auutdx. (3.3.7)
s Q s s Ja
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On pose By, By et B :

T
B { / uu} < = el o ol oI5

S

< —BIVull 2 el 25
< =B | Aul| 2 lJuell 25
1
< =35 [I18ulf: + lludl=] s < -BIE®IE < BE(S).

T T
32:/ /Auutd:cdtg/ 18] o ], dt
S Q S

Tl 2 2
<[5 (I8l + ) e
S
T T
g/ E(t)gE(S)/ 1dt < 6 B(S).
S S

T T T
By — 2/ | dt < 20/ V|2 dt = —2c/ E(#)dt
S S S

< 2cE(9).

On remplace By , By et Bs dans [’équation(3.3.7) on a

/ ' E(t)dt < %E(S),

tel que C' =2c+ B+ 9.

Ainsi, par application de lemme Martinez (2.5.1), alors E vérifie I'esti-

mation de décroissance suivante :

E(t) < E(0)e™  Vt>0 avecw = %



CHAPITRE 4

QUELQUE PROBLEME D’EVOLUTION NON
LINEAIRE

Introduction :
Ce chapitre établit rigoureusement l’existence, 1'unicité et la stabilité des
solutions pour des équations d’évolution linéaires. L’approche combine :

— La théorie des semi-groupes non linéaires (génération de solutions),

— Le théoréme de Minty-Browder,

— La méthode du multiplicateur (I’étude de la stabilité de la solution).

4.1 Existence et stabilité de I’équation des ondes
avec un terme non-linéaire dissipatif

4.1.1 Introduction

On considére dans ce chapitre 1’équation d’onde non linéaire avec des

conditions au bord du type Dirichlet, avec un terme dissipatif non linéaire .

uy — Au+g(uy) =0 t>0 et z€Q

u=0 t>0 et xe€0Q (411)
u(z,0) = ug(x) zr €
u(z,0) = up () x €}

ot {2 est un domaine borné non vide de R de frontiére régulire, la donné ini-
tiale (uo;uq) appartient & un espace de Sobolev convenable. plusieurs auteurs

44
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comme Irena Laseicka, A.Haraux, Lawrence C.Evans, Haim Brezis.

4.1.2 Préliminaires

Nous commencgons par introduire quelques espaces qui seront utilisées
tout au long de ce travail.

On pose :
V=@, ful = [ fu@)P d,
Q
W = {ue Hy(Q)NL*Q) | Au=0sur 00}, |||z, = / |Vul? dx.
Q
On suppose que la fonction g satisfait les hypotheses suivantes :
- g€ CHR,R).
- La fonction g est une fonction croissante .
- 9(0) =0,
Il existe des constantes cy, co, c3,c4 > 0 et un exposant p > 1 telles que :
cils]? < g(s) < 02|s|%, si|s| <1, (4.1.2)
csls] < g(s) < eqls|, si|s| > 1. (4.1.3)

On introduit alors la fonctionnelle d’énergie suivante :
1
B(t) = 5 (Il + IVl ) - (4.1.4)

On remarque que E représente 'énergie naturelle du systéme (4.1.1), en
accord avec la structure du terme d’amortissement.
On introduit la fonction U = (uw)T, oll v = uy, et on récrit le systéme

(4.1.1) sous la forme :

U+ AU =0, dans Q,
U(0) = <u0> ‘ (4.1.5)

Uy

Ici, opérateur non linéaire A est défini par

A= (_OA g_<1)> : (4.1.6)

Le domaine de A est donné par

D(A) ={(u,v) e W x V;Au—g(v) € V}.
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On introduit I'espace de Hilbert
H=WxV,
muni de la norme
U113, :/ |Vul? dx+/ lv’dz ¥ (u,v) € H. (4.1.7)
Q Q
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 4.1.1. Soient (ug,u;) € W x V', il existe une solution du systéme
(4.1.1) telle que

u € C([0, +00), W) N C*([0, +00), V). (4.1.8)

Preuve. Nous montrons, dans un premier temps, que A est un opérateur

() )
X2 Y2

dans D(A). On a alors

monotone maximal.

Soient

—X9 + Y2 1 — Y
(AX —AY, X —Y)y = ’
—Axy + g(z2) + Ay — 9(y2) T2 — Y2 H

< —Z2 + Y2 T1— W >
—A(z1 — 1) + (9(z2) — g(y2)) | T2 =)/,

_ / V(s — )V (a1 — 1) dis — / Alwy = g1) (02 — o) da

T / (9(22) — 9(12)) (@2 — 1) di,
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par l'identité de Green, on obtient :

" / V(z1 — 1)V (22 — o) de
" / (9(z2) — 9(42)) (22 — 1) di,

= /Q(g(flfz) — 9(y2))(z2 — o) dz,

(AX —AY, X —Y)yy >0 (car g est croissante).

Ainsi, l'opérateur non borné A est monotone.

Montrons maintenant que l'opérateur Z + A est surjectif.

Soit
fi
F = € H.

f2

Nous cherchons U = (Z) € D(A) vérifiant

U+ AU = F,

c’est-a-dire

u—v=feWw
(4.1.9)
v—Au+gv)=fo e V.

L’équation (4.1.9); permet d’exprimer u en fonction de v et fi. En la

substituant dans (4.1.9)9, on obtient
v—Av+g) = fo+ Afr. (4.1.10)

On définit l'opérateur
Bv = fo+ Af, (4.1.11)

Puisque nous cherchons v dans V', l'opérateur non linéaire B agit de V.
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Montrons que l'opérateur B est monotone :

(Bu — Bv,u —v)y = (u—v—A(u—v) + (g(u) — g(v)),u —v)y

- /g [ = vl + [Vu = Vol* + (g(u) — g(v))(u - v)] dz

> 0.

Ainsi, B est monotone.

Ensuite, montrons que B est coercif :

(Bv,v) /Q[I’U\2+ Vol? + g(v)v] do

[ollv [ollv

/Qg(v)v dx

||U||v

= Clollv +

Y

et puisque ||v||y — 400 implique que ce quotient tend vers +oo, B est coercif.

D’apres le théoréme de Minty-Browder , Uéquation (4.1.11) admet une
unique solution v, ce qui implique que le systéme (4.1.9) admet une unique
solution (u,v).

Alors Uopérateur T + A est surjectif.

Par la théorie des semi-groupes non linéaires, l’existence d’une unique

solution au systeme (4.1.1) est assurée. Ceci achéve la preuve du théoréme
(4.1.1).

4.1.3 Stabilité

Théoréme 4.1.2. Soit (ug,u;) € W x V. On suppose que (4.1.2),(4.1.3)
sont vérifiées. L’énergie de la solution unique du systéeme (4.1.1), donnée par

Pestimation de décroissance (4.1.4) :
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Et) <ot 1 vt >0, sip>1,
et
E(t) < C'E(0)e™ Vt>0, sip=1.
Ici C' est une constante positive qui dépend uniquement de l’énergie ini-

tiale E(0), tandis que C' et w sont des constantes positives, indépendantes

des données initiales.

Preuve. En multipliant la premiére équation de (4.1.1) par u, on obtient :

T
0= / / E%u (uy — Au+ g(uy)) dx dt
S JQ

T T T
0= /Eauut da:—/ /UE'E"_luut dx dt—Q/ /uf E° dx dt
Q s s Ja s Jo
T T T
+/ /uf E° dx dt+/ /E"Vuzdxdﬂ—/ /E"ug(ut) dx dt.
s Ja s Jo s Ja
T
2/ E"Hdt:—/E"uut
s Q
T T
+2/ /uf E? dx dt—/ /E”ug(ut) dx dt.
s Ja s Ja

T T
dz + / / oE' B uuy dx dt (4.1.12)
s s Jo
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Puisque E est décroissante, on en déduit que :
T T

/ /UE’E"qut dx dt’ g/ aE’E"l/ |ul |ug| dx dt
5 Ja s Q

T
<c / BB (|| + [udl]) dt
S

T
< Clo) / E'E° dt
S

S CEO’+1(S)

T

dx
s

< CE*Y(9).

— / E°uuy,
Q

En utilisant ces estimations, on conclut & partir de (4.1.12) que :

T T 4
2/ Eotldt < CE"“(S)+2/ /u? E° dx dt—/ /Eu 9(ue) dz dt .
S s Ja 5 JQ
(4.1.13)

Maintenant, nous estimons les termes du coté droit de (4.1.13).

Comme dans Komornik [15], nous considérons la partition suivante de ) :

QG ={zxeQ:|ul>1}, Q={re:|u <1}
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En utilisant 'injection de Sobolev et linégalité de Young, nous obtenons :

T T
2/ o [ juf? dxdt—/ B [ qul- lg(w)| dodt
S S 951

1951

T T T
< 6/ E° [ |ulPdzdt + C(e) / E° | |g(uy)Pdx dt + 2/ E | |uldz dt
S Q1 S Q1 S Q1

T T
§5C’/ E"/ |Vul*dz dt + [0(5)02—1—3}/ Eg/utg(ut)da:dt
s Q Gl Js Q
T

T
§€C/ E"“dtJrCl(e)/ E°(—E")dt
S S

T
<cC / E“Hdt + Cy (e, p) E7TY(S). (4.1.14)
S

En utilisant 'injection de Sobolev et 'inégalité de Young, nous obtenons :

T
/ E"/ (Jullguee)| + 2fue]?) der
S Qo
T T
ge’C'/ E"/ \Vu\dedt—i—C(a’)/ E"/ (Jwe]* + |g(ue)[?) da dt
S Q S Qo

T T
< 6’0'/ EoHdt + C(e')/ E”/(ut g(ug))rHidx dt
s s Q

T T i
< 8/0/ EoHdt + C’(E’,p)/ E° {/ utg(ut)da:] dt. (4.1.15)
s s Q
En reportant (4.1.14) et (4.1.15) dans (4.1.13), nous trouvons :
T T
Q/E”“dt < CE(S)+C’E"“(S)+500/ E"“dt+€1/ Er-1dt.
Q S S

Nous choisissons o tel que
p+1

or-1 =g+ 1.
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Ainsi, nous trouvons

En choisissant eq et €1 suffisamment petits, nous obtenons
/ Eoldt < C'E(S) + C'E7 (0)E(S),
Q

ot C" est une constante positive indépendante de E(0). Nous pouvons ainsi

compléter la preuve en appliquant les lemmes (2.5.1) et (2.5.2).
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