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Abstract

This thesis is devoted to the study of exact solutions of certain elliptic partial differential
equations, both linear and nonlinear. In the linear case, we employ classical methods such as
separation of variables. We also present a basic application of the Lax-Milgram theorem to a simple

one-dimensional Poisson problem, followed by an extension to a problem in NN-dimensional space.

Keywords : elliptic partial differential equations, exact solutions, existence, uniqueness, Pois-

son equation, analytical methods.



Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude des solutions exactes de certaines équations aux dérivées par-
tielles elliptiques, qu’elles soient linéaires ou non linéaires. Dans le cas linéaire, nous avons recours
a des méthodes classiques, telles que la séparation des variables. Nous présentons également une
application élémentaire du théoreme de Lax-Milgram a un probleme de Poisson unidimensionnel

simple, puis a un probléme en dimension N.

Mots clés : Eéquations aux dérivées partielles elliptiques, solutions exactes, existence, unicité,

équation de Poisson, méthodes analytiques.
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles qui seront notées en abrégé "EDP” dans la suite, consti-
tuent une branche importante des mathématiques appliquées, un ce domaine qui devient de plus
en plus important a I’époque moderne.

Les EDP ont une grande utilité dans la modélisation de nombreux phénomenes de natures
différentes comme la physique, la chimie, la biologie et d’autres sciences.

Les équations aux dérivées partielles de type elliptiques occupent une place centrale en mathématiques
appliquées et en physique théorique, en raison de leurs capacité a modéliser des phénomenes
évolutifs liés a la diffusion et a la dissipation. Elles interviennent dans des domaines variés tels
que la conduction de la chaleur (modélisée par I’équation de la chaleur), la dynamique des fluides
visqueux, la diffusion de populations ou de substances en biologie, ainsi que dans la valorisation
d’actifs financiers en finance quantitative.

L’étude des solutions exactes des équations aux dérivées partielles présente un double intéret.
D’une part, elle permet une meilleure compréhension des phénomenes modélisés. Elle facilite
également l'analyse théorique de propriétés importantes telles que l'unicité, la régularité ou la
stabilité des solutions. D’autre part, les solutions exactes sont indispensables pour valider les
méthodes numériques, car elles permettent de mesurer 'erreur entre la solution approchée et la
solution réelle. Cette évaluation est cruciale pour juger la précision, la convergence et la fiabilité
des algorithmes de résolution.

La mémoire est structuré en trois chapitres. On commence dans le premier chapitre par quelques
préliminaires, quelques outils d’analyse de Fourier, rappels théorique sur les équations aux dérivées

partielles, avec une attention particuliere portée aux EDP elliptiques. Ainsi, nous y abordons la
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classification. Le deuxieme chapitre, est réservé aux méthodes de résolution exacte des équations
différentielles aux dérivées partielles elliptiques, il s’agit notamment de la méthode de séparation
de variables, et un changement de fonction. Dans le Chapitre 3 on étudie quelques équations

différentielles aux dérivées partielles elliptiques linéaires moyennant le Théoreme de Lax-Milgram.



Chapitre 1

Préliminaires

1.0.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 Soit p € R avec 1 < p < 0o. On définit

LP(QQ) = {f 1 Q —>R‘f est mesurable et / |f(z)|P de < oo},
Q

i1 = ([ ar) v

munt de la norme

Définition 1.2 On définit
L>®(Q)={f:Q = R|f est mesurable et il existe C > 0 tel que |f(z)| < C p.p. sur Q},

munt de la norme essentielle

| fllgee =inf {C > 0]|f(x)] < C p.p. sur Q}.

1.0.2 Espaces vectoriels normés

Remarque 1.1 Soit 1 < p < oo. On désigne par p’ l'exposant conjugué de p, c’est-a-dire :

1 1

p D
L

Lorsque 1 < p < 00, l'espace dual de LP(Q)) est

().
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Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel. On dit qu’une application
|-]:E—=K (K=R ouC)

est une norme si elle satisfait les propriétés suivantes

1. (Positivité) Vzre E, ||z||g >0,

2. (Ségrégation) |z|p=0 < x=0pg,
3. (Homogénéité) VacK, |azx|g=|al-|z|E,
4. (Inégalité triangulaire) Vx,y € E, ||z +yllr < |z|e+ ||y|lz-

Remarque 1.2
— Le couple (E,|| - ||g) est appelé un espace vectoriel normé.

— Si la propriété (2) n’est pas satisfaite, on dit que || - || est une semi-norme.

Définition 1.4 (Suite de Cauchy) Soit E un espace vectoriel normé, et soit (x,)nen une suite
dans E.

On dit que (x,,) est une suite de Cauchy si :
Ve >0, dng € N tel que Yn,m > ng, ||z, — x| <e.
Proposition 1.1 Toute suite convergente dans un espace vectoriel normé est une suite de Cauchy.

Preuve

Soit (z,) une suite convergente vers x € E. Alors :

€

Ve > 0, dng € N tel que Vn > nyg, ||z, —z|| < 5

Alors pour tous n,m > ng, on a
€ €
0 = 2l < llz = 2] + 2 = 2wl < S+ 5 =2,

donc (z,,) est une suite de Cauchy. m
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1.0.3 Espace de Banach

Théoréme 1.1 Soit E un espace vectoriel normé, et soit (x,)nen une suite dans E. Si x, — T €

E, alors toute sous-suite (x,,) converge également vers .

Théoréme 1.2 Soit E un espace vectoriel normé, et soit (x,)nen une suite dans E. Si x, — T €

E, alors la suite est bornée, c’est-a-dire que la suite réelle (||z,||) est bornée.

Théoréme 1.3 Soit E un espace vectoriel normé, et soit (r,)nen une suite dans E. Si x, — T €
E, alors :

[znlle — 7]

Définition 1.5 (Espace complet) Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy

converge vers une limite qui appartient a cet espace.

Définition 1.6 (Espace de Banach) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est un
espace de Banach si E est complet, c¢’est-a-dire que toute suite de Cauchy dans E converge vers

un élément de E.

Exemple 1.1
L’espace E = C([—1,1], || - ||ls), muni de la norme
[flle = sup [f(x)],
ze[—1,1]

est un espace de Banach.

En effet, soit (f,) une suite de Cauchy dans (E,|| - ||«), ¢’est-a-dire
Ve >0, Ing € N, VYn,m > ng, [|fn — finlleo < e
Alors, on en déduit qu’il existe une fonction f € E telle que :
fo — [ uniformément sur [—1,1].

Puisque la convergence uniforme d’une suite de fonctions continues donne une fonction continue,

on a f € C([-1,1]), et donc

1fn = flls = sup | fu(z) = f(z)] — 0.

z€[—1,1]

Ainsi, (E, ||+ ||e) est un espace de Banach.
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1.0.4 Espace de Hilbert

Proposition 1.2 Tout espace normé (E, || - ||) de dimension finie est un espace de Banach.

Définition 1.7 (Produit scalaire) Soit E' un espace vectoriel réel (resp. complexe). On appelle

produit scalaire sur E toute application
(wYEE —-K (K=RouC),

qui vérifie les propriétés suivantes
1. Pour tout y € E, Uapplication x — (x,y) est linéaire.

2. Pour tous x,y € F,

(x,y), siE est réel,
{y,z) =

(x,y), siE est compleze.
3. Pour tout x € E, on a (x,x) > 0.

4. (z,x) =0 si et seulement si x = 0.
Remarque 1.3 Dans le cas complexe, pour tous x,y € E et A\ € C, on a
(Az,y) = Mz, y).

Définition 1.8 (Espace préhilbertien) Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est

appelé un espace préhilbertien.

Corollaire 1.1 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). Alors l'application
2]l = /{2, )

définit une norme sur E.

Définition 1.9 (Espace de Hilbert, [6]) Un espace préhilbertien est dit espace de Hilbert

sl est complet pour la norme induite par son produit scalaire.

Proposition 1.3 (Inégalité de Young) Soient a,b € R, et p,q € (1,+00) tels que

1 1
-+ -=1
P q
Alors on a l'inégalité suivante
a? b
ab < — + —.
p q
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Proposition 1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace vectoriel muni d’un pro-

duit scalaire. Pour tous x,y € E, on a

(2, y) > < (z, 2)(y, ).

Proposition 1.5 ([5]) Six et y sont deux éléments quelconques d’un espace préhilbertien, alors

2 2

Tr+y
2

T -y
2

(I + ll*) -

1
2

1.0.5 Séries de Fourier

Définition 1.10 L’espace vectoriel LA(R) désigne l'ensemble des fonctions a valeurs réelles ou

complezes, périodiques de période T, telles que |f|? est intégrable sur [0,T)], c’est-a-dire
T
LiZ([R) = {f :R — C, périodique de période T, / |f(z)|? dox < oo} ,
0

muni du produit scalaire
T
(fo) = [ s e
0

et de la norme hilbertienne associée, appelée norme quadratique moyenne

I3 = ( ' o)

Le systeme trigonométrique associé est défini, pour tout n € Z, par la famille de fonctions

0
en(r) = exp ( zwnx) , xR

1/2

T
On définit, pour tout n € Z, le systeme trigonométrique par

. 2
en(r)=¢€"*", ou = —.
(@) -
Ce systéme forme une famille orthogonale dans L2 (R), muni du produit scalaire défini précédemment.

Dans le cas réel, la famille suivante est orthogonale dans L (R)

2
{cos(nz), n € N; sin(nz), n € N}, avec = %

Définition 1.11 (Polynéme trigonométrique, [7]) On appelle polyndéme trigonométrique

toute combinaison linéaire finie d’éléments du systéme trigonométrique.

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.12 (Coefficients de Fourier réels, [7]) Soit f € L2(R). On définit les coeffi-

cients de Fourier de f par

an(f) = %/OTf(x) cos(nz)dxr, Vn e N,

bo(f) = %/OTf(:c) sin(nx) dz, Vn € N*.

Définition 1.13 (Série de Fourier réelle) La série de Fourier d’une fonction f € LA(R) est

la série de fonctions donnée par
ao o=
S(x) = 5 + ngl [a,(f) cos(nx) + b, (f)sin(nz)] .

Remarque 1.4 Dans le cas compleze, la série de Fourier associée a f € LA(R) est donnée par

“+o00

Sy =3 eulfem,

n=—oo

ou les coefficients de Fourier complexes sont définis par

) = 7 / f(@)e ™= da.

1.0.6 Convergence des séries de Fourier

On a le résultat de convergence suivant

Théoréme 1.4 (Convergence dans L?) Soit f € L4(R). Alors f est égale presque partout d sa

série de Fourier, c’est-a-dire

+oo
fx) = % + Z a,(f)cos(nx) + b,(f)sin(nz), p.p. dans R.
n=1

Remarque 1.5 Cela ne signifie pas que f est égale partout a sa série de Fourier, mais seulement
qu’elles sont égales presque partout. Deuz fonctions de L2(R) ayant les mémes coefficients de

Fourier ne sont pas nécessairement égales, mais égales presque partout.

Théoréme 1.5 (Théoréme de Dirichlet — Convergence ponctuelle) Soit f une fonction périodique
de période T', continue par morceauz. Alors, la série de Fourier associée a f converge, pour tout

a € [0,T], vers
fla™) + fa”)
2 Y

11
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ot f(a®) =lim, o+ f(x) et f(a™) =lim, .. f(x).

Si de plus f est continue, alors la série de Fourier converge, pour tout a € [0,T], vers f(a).

Remarque 1.6 (Convergence uniforme) Si f est continue et f' est continue par morceaux,

alors la série de Fourier converge uniformément vers f.

12



Chapitre

Méthodes de résolution exacte

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a plusieurs méthodes analytiques permettant d’obtenir
des solutions exactes pour certaines équations aux dérivées partielles elliptiques, qu’elles soient
linéaires ou non linéaires. Parmi les outils abordés figurent la séparation des variables, la transfor-

mation de Fourier et les changements de variables.

2.2 Généralités sur les Equations aux Dérivées Partielles
(EDP)

Il existe une infinité d’équation aux dérivées partielles. Il n’existe pas une méthode univer-
selle pour résoudre toutes celles-ci. Il faut donc restreindre notre champ d’étude. On réalisera
ceci en exigeant que I’équation satisfasse certaine propriétés. Par exemple qu’elle soit linéaire.
C’est ce que nous décrirons dans ce section. Nous énumérerons aussi quelques-unes des équations
aux dérivées partielles classiques. Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie
des équations aux dérivées partielles. L’acoustique, I'aérodynamique, la dynamique des fluide,
I’élasticité, I’électrodynamique, la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, I’'océanographie,

la physique des plasmas sont quelques-uns de ces domaines.

13



CHAPITRE 2. METHODES DE RESOLUTION EXACTE

2.2.1 Définition EDP

Une équation aux dérivées partielles (noté EDP) est une relation entre une fonction de plusieurs

variables (réelles) u, et ses dérivées partielles, et une fonction données f

= f(u) (2.1)

2 m
F(u,xl,...,xn, ou ou 0%*u 0 u)

Ory’ Oz, 022 Qan
ou 2 est un ouvert de R", et F' est une fonction de plusieurs variables réelles. L’ordre de dérivation

le plus élevé apparaissant dans I’équation est(1) est appelé 'ordre de 'EDP.

Remarque

Si la fonction f est nulle, alors F' définit une équation homogene. Dimension et ordre d’une

EDP
— Dimension : La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables
indépendantes dont dépend la fonction inconnue .
— Ordre : L’ordre d'une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation

présent dans I’équation.

2.2.2 Equations aux dérivées partielles linéaires

Définition Une équation aux dérivées partielles (EDP) d’une inconnue u est dite linéaire si elle

peut étre mise sous la forme
Lu=f (1)

ol
— L est un opérateur différentiel linéaire,
— f est une fonction de n variables indépendantes, définie sur un domaine de R".
Si f = 0, on dit que I’équation est linéaire homogene. Sinon, elle est dite linéaire non ho-

mogene.

Exemple L’équation
0? 0%u

u

14



CHAPITRE 2. METHODES DE RESOLUTION EXACTE

est linéaire non homogene sur R?, car elle peut s’écrire sous la forme (?7) ou
0*u 0*u
Lu=u+y— + 20y—,
Yoz T o2
f(z,y) =1,
et L est un opérateur différentiel linéaire. Vérification de la linéarité de L : Soient a,b € R et

u1, us deux fonctions suffisamment régulieres. On a

0?(auy + buy) 0?(auy + buy)

L(auy + bug) = (auy + bug) +y Oy + 2zy 52
82U1 (92u1 (92u2 8211,2
:a(u1+y8y2 + 2xy 52 ) +b<u2+yay2 +2xyax2)

= aL(uy) + bL(uz),

ce qui montre que L est un opérateur linéaire.

Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est dite quasi-linéaire lorsqu’elle est linéaire
par rapport aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction inconnue u, pour chacune
des variables indépendantes. Autrement dit, les dérivées d’ordre inférieur peuvent apparaitre de

maniere non linéaire, mais les termes de plus haut ordre apparaissent de maniere linéaire.

Equations aux dérivées partielles non linéaires

Une EDP est dite non linéaire lorsque la fonction inconnue u ou ses dérivées d’ordre le plus
élevé apparaissent de maniere non linéaire dans I’équation. Cela inclut, par exemple, des produits

entre dérivées, des puissances non linéaires, ou des fonctions non linéaires appliquées a ces dérivées.

Exemple Voici trois exemples illustrant les différents types d’équations aux dérivées partielles

d’ordre 2

1.
Pu  0*u  Ou
axay—f‘@ﬁ-a—y—U—O (23)

est une EDP linéaire, d’ordre 2, homogene.

15
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0*u ou  O*u

- _ = 24
R + u@y 0xy ¢ (24)
est une EDP quasi-linéaire, d’ordre 2, non homogene.
Pu Pu\®  Hu
— —c=0 2.5
(8x2 8y2> i 0xdy ¢ (2:5)

est une EDP non linéaire, d’ordre 2, non homogene.

Remarque La solution générale d'une EDP non homogene est la somme

ou

U = Up + Up

— 1w, est une solution particuliere de I’équation non homogene,

— uy, est la solution générale de ’équation homogene associée.

Classification des équations aux dérivées partielles

Les équations aux dérivées partielles (EDP) peuvent étre classées selon plusieurs criteres

1.

Présence du temps : Si le temps ¢ est I'une des variables indépendantes de la fonction
inconnue u, on parle d’équations d’évolution. Ces équations modélisent généralement des

phénomenes dynamiques, comme la propagation de la chaleur ou des ondes.

. Equations stationnaires : Si I’équation ne dépend que des variables spatiales (et non du

temps), on parle d’équations stationnaires. Elles décrivent des phénomenes a ’équilibre
ou constants dans le temps.
Ordre de I’équation : Le degré de I’équation est déterminé par l'ordre le plus élevé

des dérivées partielles de la fonction u apparaissant dans 1’équation.

. Linéarité : Si I’équation est constituée uniquement d’une combinaison linéaire de u et de

ses dérivées, on parle d'une équation linéaire.

. Non-linéarité : Dans le cas contraire, c¢’est-a-dire si I’équation contient des termes non

linéaires en u ou en ses dérivées (produits, puissances, fonctions non linéaires), on parle

d’une équation non linéaire.

16



CHAPITRE 2. METHODES DE RESOLUTION EXACTE

Equations aux dérivées partielles du premier ordre

Définition Une équation dans laquelle figure une fonction f de plusieurs variables indépendantes
x1,...,Ty,, ainsi que les dérivées partielles de premier ordre de f par rapport a ces variables, c’est-

a-dire une équation de la forme

F(xl,...,xn,ﬁ 8f>:0,

oxy’ 0wy,

est appelée une équation aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre.

Remarque

g % =0, alors f(z,y) = ¢(y).

— Si g_]yf =0, alors f(z,y) = ¢¥(x).

Proposition  Une fonction ®(x,y, z) est une intégrale premiére d’un systeme différentiel si,

et seulement si, elle est solution de 1’équation aux dérivées partielles associée.

Définition  Soit f une fonction de deux variables. Une équation aux dérivées partielles linéaire

du premier ordre est une relation de la forme

0 0
Pla. 950 + Qa0 2) 5 = R(a2),

olt P, Q et R sont des fonctions définies sur un ouvert de R3. Soit z = f(x,y) une solution de cette
équation.
Posons maintenant

CD(I‘,:%Z) = f(xvy) ez

Alors, les dérivées partielles de ® sont
00 _of o0v_of oo
or  dx’ Oy Oy 0z

En remplacant dans I’équation précédente, on peut réécrire I’équation sous la forme

= 1.

00 o o
P(x,y, 2)% + Q(x’y,Z)a_y - R(fﬂ,y, Z)a = 0.

02  Q(z,y,2)90® R(z,y,2) 00

EASS ARt i Sl A R el

Ox i P(xz,y,2) 0y  P(x,y,2) 0z

17
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Cette équation aux dérivées partielles peut étre associée au systeme différentiel suivant

dy  Qz,y,2) dz _ R(z,y,2)
dv  P(x,y,z) dr P(z,y,2)’

ou encore sous forme plus symétrique

dx dy dz

P(x7y7 Z) Q(x7y7 Z) R(x7y7 Z)

Ce systeme est appelé le systeme caractéristique de ’équation aux dérivées partielles.

Proposition Les solutions de I’équation aux dérivées partielles

0 0
P(z,y, z)a—i + Q(z,v, 2)8_:7]; = R(x,y, 2),

sont définies implicitement par une relation de la forme
O(x,y,2) =0,

ou ® est I'intégrale premiere la plus générale du systeme caractéristique

dx dy dz
P(r,y,z) Q(z,y,2) R(x,y,2)

Remarque Comme ® peut s’exprimer en fonction de deux intégrales premieres indépendantes
®, et &, l'intégration de 'équation aux dérivées partielles se ramene a la recherche de ces deux

intégrales premieres.

Exemple Déterminer la solution générale de I’équation aux dérivées partielles suivante

0z 0z
4o 4=,
ox + dy =0

Etape 1 : Systéme caractéristique associé

Cette équation peut étre mise sous la forme
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et donc le systeme caractéristique est

dv dy dz

1 2 —z

Etape 2 : Résolution des deux premieres égalités

dr dy 1 1

Donc une premiere intégrale est
u(z,y,z) =2z —y = k.
Etape 3 : Résolution de la deuxiéme égalité

d d 1
@_ /dx:—/;dz = x=—-lnlz|+Cy = z€°=ko.

1 -2
Etape 4 : Solution générale

On a deux intégrales premieres indépendantes

u=2r—vy,
v = ze®,

donc la solution générale s’écrit implicitement sous la forme

xT

v=p(u), Ccest-a-dire: ze® = p(2z —vy),

ce qui donne

—T

z(r,y) = p(2r —y)e ™,

olt i est une fonction arbitraire de classe C.

Equations aux dérivées partielles du deuxieme ordre

Définition 1.13. Soit f une fonction de deux variables x et y. On appelle équation aux
dérivées partielles du deuxieme ordre une relation de la forme

o of I Pf PPN
"ox’ Oy’ 0x2 Ox0y’ Oy2 )

F (l‘,%f
faisant intervenir f et ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2.
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Classification des équations aux dérivées partielles du deuxieme ordre

Une équation aux dérivées partielles du second ordre a deux variables x et y peut étre écrite

sous la forme générale

*f o o*f  of  Of _
a@x2+b8x8y+cay2+d8_x+68_y+gf_k’ (1.8)

ou a,b,c,d, e, g, k sont des constantes ou des fonctions de z et .

L’équation est classée selon la nature de I'expression quadratique en ses dérivées secondes. La
classification dépend du discriminant A = b* — 4ac
— elliptiques si b> — 4ac = 0. Exemple : I’équation de la chaleur
ou_ o
ot Ox?
— Hyperbolique si b*> — 4ac > 0. Exemple : I’équation des ondes

Pu 0%

— =c"—.
ot? ox?
— parabolique si b* — 4ac < 0. Exemple : I’équation de Laplace

*u  0*u

@—Fa—ﬁzo.

Elliptique : L’équation est dite elliptique si elle satisfait la condition
b* — dac < 0.

Un exemple classique est 1’équation de Laplace

0’u  0%u B

Exemple Classer les équations aux dérivées partielles du deuxieme ordre suivantes comme étant

hyperbolique, elliptiques ou elliptique

1. U = 4U$x

Ici,a=4,b=0,c=0, donc

V¥ —dac=0 = Equation elliptiques.
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2. Ut = 4uxx

Ici,a=4,b=0, c= —1, donc
b —dac = 0> —4(4)(=1) =16 >0 = Equation hyperbolique.

3. Ugy + Uyy =0

Ici,a=1,b=0,c=1, donc

b —dac=0>—4(1)(1)= -4 <0 = Equation elliptique.

2.3 Séparation des variables

Dans cette section, nous discuterons de 1’équation différentielle partielle homogene qui décrit
le flux de chaleur dans une tige, en utilisant une méthode bien connue appelée la méthode de la
séparation des variables.

La méthode de séparation des variables permet de résoudre certaines équations aux dérivées
partielles ,en supposant que la solution peut étre écrite sous la forme d’un produit de fonctions
dépendant chacune d’une seule variable.

On considere 1’équation

ou

— = Lu, 2.6
ot (2:6)

ou L est un opérateur différentiel agissant sur la variable spatiale x.

L’idée principale est de supposer que la solution u(x,t) peut s’écrire sous la forme
u(z,t) = X(z)T'(t), (2.7)

ot X () est une fonction qui depend de x et T'(t) une fonction de t.
La méthode de séparation des variables transforme une EDP en un ensemble d’équations
différentielles ordinaires plus simples, qui peuvent étre résolues individuellement. Elle est parti-

culierement efficace pour les problemes ayant des conditions aux limites bien posées et un domaine

simple.
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2.3.1 Application

On considere le probleme des ondes suivant

‘ 92w 0*u

W(x,t) = 62@(37’75)7

w(0,t) = u(l,t) =0, >0, (2.8)
u(z,0) = f(z), x€0,l].

0
~6_ltb(x’0) = g(z).

On remarque que

u(0,0) = f(0) = f(0) =0,
et

u(L,0) = f(L) = f(L) = 0.

On cherche une solution sous la forme

u(z,t) = X(x)T(t).

On doit déterminer des solutions non triviales u(z,t) # 0 du probleme homogene(2.8).
c-a-d

X(z)#0, Vxelo,l[etT(t)#£0, Vt>D0.

On suppose que

u=u(z,t) = X(x)T(t),
est solution de I'équation
*u  ,0%u

o " o2
En substituant u(z,t) = X (x)T'(t), dans cette derniere on obtient

=0

T"() X (z) — X" (x)T(t) = 0.
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Il existe A = cte réelle telle que

X”(I) B T”(t)

X)) T

On déduit que

X"(x) = AX (), T"(t) = A\*T(1).

On distinges les cas suivant ,solen les valeurs de A

— Si A =0, la solution générale de X (x) est X (x) = C1x + Ch.

— Si A >0, la solution générale de X (z) est X (z) = Cye¥>® 4 Che= VA7,

— Si A <0, posons A = —p? avec p > 0, la solution est X (z) = C cos(uz) + Cy sin(uz).

A partir des conditions aux bords, on a

U0,t)=0=U(,1t), Vt>0,

ainsi

U(0,£) = 0 <= X(0) - T(t) = 0.

Comme nous cherchons des solutions non triviales U, on suppose que T'(t) # 0 pour tout ¢ > 0,

donc

U(l,t) = 0 < X(I) - T(t) = 0.

De méme, comme 7T'(t) # 0 pour tout ¢ > 0, on en déduit que
X(1) = 0.

Ainsi, le probleme homogene est équivalent au systeme d’equation différentielle ordinaire sui-

vants

X"(x) = XX (z), Yz €]0,1[,X(0)=X(I)=0,
T"(t) = M\T(t), Vt>0.

La resolution du systeme sera diviser en deux étapes.
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Etape 1. résoudre le probleme dont I'inconue est X

X"(z) = AX(z), Vz €]0,l],

— si A=0, alors

XH(SC) = 0,X(;U) = Cll’ + 02, Cl,CQ e R.

Moyennent X (0) =0 et X(I) =0, on deduit C; =0 et Cy =0,
ce qui donne X (x) = 0 donc U(z,t) = 0, une solution triviale a exclure.

— Si A > 0, la solution générale de ’équation est

X(z) = C’leﬁx + C’ge_ﬁ‘”, Ci,Cy € R.

On a

X0)=0=C1e"+ e’ =0=C, +Cy =0= C, = —Cy,
et

X(z) = —CoeV 4 Che=VAr = Cy(—eV 4 VA7),

Or

X(1) = 0= Cy(eVM — VA = 0,

Si Cy = 0, alors X (z) = 0, ce qui donne la solution triviale a exclure.

Supposons que Cy # 0 ,alors

ce qui implique

En prenant le logarithme des deux membres ,on trouve
2VA =0= X =0,
contradiction avec A > 0. Donc, il n’y a pas de solution dans ce cas.
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— Pour le dernier cas en considere A < 0.
On pose A = —p?, avec u # 0, et = /—\.

La solution générale de I’'équation
X"(z) = X (2)

est donnée par
X(z) = C) cos(V—Azx) + Cysin(vV —Az).
soit encore

X(x) = Cycos(uzx) + Cysin(ux), Cp,Cy € R,

On a X (0) =0 alors C cos 0 + Cysin0 = 0 donc C; = 0.
Ainsi, X (7) = Cysin(v/=\r),

d’autre part , X(I) = 0 donc Cysin(v/—N) = 0.

Si Cy =0, alors X (z) = 0, ce qui donne une solution triviale.

Supposons que Cy # 0
sin(vV—A)=0=VvV-\N=Knrn, KecZ,
donc

-l

™

K =

>0, KeN"

Soit K =n € N* (ou n est un entier),alors

, aussi

En remplacant dans 1’équation,on obtient

X,(x) = By sin <nT7rx> .

On en déduit que pour chaque entier n € N*, il existe une solution X, (z) de I’équation

nm

X,(x) = By, sin (Tx) , B, eR.

25



CHAPITRE 2. METHODES DE RESOLUTION EXACTE

Etape 2. Soit & résoudre 'equation
T'(t) = A\C?T(t), t>0.

On considere

On pose
A = AC? <0,

la solution générale de

T"(t) = NC*T(t)

est

T(t) = acos(v/ —C?\,t) + Bsin(n/ —C?\,t),
Donc

T(t) = acos (?t) + [sin <nl—7Tt) :

On déduit,pour tout entier n > 1, il existe une solution

T.(t) = o, cos (%t) + B, sin <¢ ) )

On en déduit qu’il existe une infinité de solutions

du probleme linéaire homogene du (2.8), avec

up(z,t) = By sin (#) [an coS (%t) + B, sin (@t)} ,
. /nmx Cnm . (Cnm
up(z,t) = sin <T) {an cos (Tt) + B, sin (Tt)] )

On cherche une solution du probleme(2.8) sous la forme
nmw Cnm Cnm
,tZE‘(—> neos |t ) 4 Busin [ ——t ]|
u(z,t) 2 sin { — {a cos( l )—1—5 sm( ; )}
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Cette solution doit satisfaire les conditions initiales

u(z,0) = f(x),

on en déduit

flz) = Zsin (#) Qi

n>1
si la série

Z Q, Sin <¢)

n>1

coincide avec la série de Fourier impaire de f, alors
2 l
a, = 7/ f(z)sin (@) dr, Vn>1,
0

de méme, pour

on obtient

On conclue que

u(z,t) = Zsin (nlﬂ) [an cos (%t) + #ﬁn sin <nl—7rt>} ,

n>1
ol l
flx) = HZZI o, sin (#) .y = %/0 f(z)sin (?) dz,
et l
g(z) = nZZI@L sin (#) . Bn= %/0 g(x)sin <nlﬂ> dx.
Exemple 2.1

Résolution de I’équation de Laplace par séparation de variables Résolvons I’équation de Laplace 2D

dans un rectangle (0 < x < a, 0 <y <b)

’u  J%*u

22 "oy =
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avec les conditions aux bords

(

w(0,y) =0, wu(a,y) =0 (bords verticaux)

u(z,0) =0 (bord bas)

\u(x,b) = f(x) (bord haut)

1. Séparation des variables

On cherche une solution sous la forme

u(r,y) = X (2)Y (y)

En substituant dans ’équation de Laplace

" 1" . X”(l‘) Y”(y) o
X'"@)Y(y)+ X(@)Y"(y) =0 = X (o) + Vi) 0

On introduit une constante de séparation A € R

X”(:L‘) B _Y”(y) X//(ZE) + )\X($) =0

= =-\=
X(x) Y(y) Y”(y) . )\Y(y) =0

2. Résolution de I’équation pour X(x)

Avec les conditions X (0) =0, X(a) =0, on cherche les solutions non triviales.

. ‘ . 2
Les solutions sont sinusoidales pour A = (%’r) , avecn € N*,

X, (z) = sin <7%mj>

3. Résolution de ’équation pour Y (y)

2
Vi) = () Yaly) = 0= Yaly) = Ausink (“22) + B, cosh ()
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La condition u(x,0) =0 =Y,(0) =0= B, =0, donc

Y, (y) = A, sinh (mry)

a

4. Solution générale

Chaque produit u,(z,y) = X, (x)Y,(y) est solution, donc la solution générale est
= Z A, sinh <@> sin (@>
— a a

5. Condition au bord supérieure y = b

On impose u(x,b) = f(x), donc

= ZAn sinh (n_7rb> sin (w)
— a a

C’est une série de Fourier sinus sur [0, a|, donc

nmc
A, = d
a smh / Uc sm ) ’

6. Solution finale

[e.o]

u(z,y) =Y

n=

o sinh (22) sinhQ(”T”b) /0“ f(z)sin (nfzx) dx] sinh (%) sin (?)

Résolution exacte d’une EDP elliptique non linéaire via

changement de fonction
On considere I’équation elliptique non linéaire suivante
—u"(x) =u(r)®, z€R
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et I’on cherche une solution exacte, positive et définie sur tout R.

On commence par multiplier les deux membres de I’équation par u/(x)
—u" (z)u' (z) = u(z)*u ()

ce qui peut s’écrire sous forme de dérivées

—a (Guen?) = 4 (Jut)

En intégrant des deux cotés, on obtient

ot K =1A"> 0. Ainsi
1
()" = (A% — )
On sépare alors les variables
du \/T
—— =/ dx
/AT _ A 2
et 'on integre. L’intégrale du membre de gauche est classique et donne une fonction hyperbolique.

On obtient une solution exacte bien connue

V2
~ cosh(x)

u(z)
Vérifions cette solution. On a

V2 () = —3. sinh(x) Cw'(n) = 3. (cosh (x) — 2sinh (x))

~ cosh(z)’ cosh?(z) cosh®(z)

u(z)

Apres simplification, on retrouve bien que

admet la solution exacte suivante

>

u(zr) =
(@) cosh(z)
obtenue par un changement de fonction implicite et I'intégration d’une identité énergétique clas-

sique.
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Chapitre

Etude de quelques problemes elliptiques

3.1 Introduction

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil fondamental de 1’analyse fonctionnelle utilisé pour
démontrer I'existence et 1'unicité de solutions de nombreux problémes aux dérivées partielles (EDP)
sous forme faible. Il repose sur I’étude de formes bilinéaires continues et coercives sur un espace
de Hilbert.

Dans ce chapitre, nous présentons une application élémentaire de ce théoreme a un probleme de
Poisson unidimensionnel simple. Ce type de probleme est représentatif de nombreux phénomenes
physiques tels que la diffusion ou la conduction thermique dans un milieu homogene.

L’objectif est de reformuler le probleme différentiel classique en une formulation variationnelle,
d’en vérifier les hypotheses (bilinéarité, continuité, coercivité), puis de conclure sur I'existence et

I'unicité de la solution faible a ’aide du théoreme de Lax-Milgram.

3.2 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 3.1 Soit V un espace de Hilbert.

a:VV — R une forme linéaire.

a) a est continue si et seulement si

IM > 0,Yu,v €V, |a(u, v)| < Mjullv[v]lv.
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b) a est coercive si et seulement si
Ja > 0,a(v,v) > o]}, YveV.

Théoreme 3.1 de Lax-Milgram Soit a : VV — R une forme bilinéaire, continue et coercive et

soit L :' V — R une forme linéaire continue, alors il existe w € V unique tel que
a(u,v) =1l(v), YvelV. (3.1)

Preuve

Fixons u € V et définissons L, : V — R par
L,(v) =a(u,v), pourtout veV.
La bilinéarité de a montre que L, est linéaire et la continuité de a implique que
| Lu(v)] < Mlully[[vllv, VveV.

On en déduit que L, € V' avec
[Lully: < M[ullv,

ainsi le théoreme de Riesz assure l'existence et 'unicité d’'un élément Au € V tel que pour tout
veV
Lu(v) = (Au,v) = a(u,v),  [[Aully = [[Lully -

De méme, une nouvelle application du théoreme de Riesz montre I'existence et I'unicité d'un f € V

tel que pour tout v € V'
lw) = (f,0), Ifllv =Ly

On est donc ramené a démontrer I'existence et 'unicité d'un v € V' tel que Au = f.

Tout d’abord, I'application A : V' — V est linéaire, comme
[Aully = [|Lully: < Mjullv,

alors A est continue.
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Par ailleurs la coercivité de a implique que A est injective car si Au = 0, alors
0= (Au,u) = a(u,u) > aflull,

ce qui implique que u = 0.
Pour montrer la surjectivité, on établit d’abord que Im A est fermé dans V. On considere une

suite (vy,) de Im A telle que v, — v dans V. Comme v,, = Au,, pour un certain u, € V, on en

neN

déduit par coercivité de a et I'inégalité de Cauchy-Schwarz que pour tout m,n € N

Mty — U} < a (U — U, Uy — )
= (At — At U, — Unp;, )

< || Aty — Aun”v |t — un”v

IT s’ensuit que (u, )y est de Cauchy dans V', ce qui assure 'existence d'un u € V' tel que u,, — u.

Par continuité de A, il vient v = Awu ce qui montre que Im A est un sous espace vectoriel fermé
de V. On peut donc décomposer V = Im A@®Im At et A sera surjective deés lors que Im A+ = {0}.
Or u € Im A+ si et seulement si (u, Av) = 0 pour tout u € V.

En particulier, en prenant v = u, on obtient
Allully < alu, u) = (Au,u) =0,

ainsi v = 0.

Ceci établit la bijectivité de 'opérateur A : V' — V et donc I'existence et I'unicité d'un u satisfaisant
a(u,v) =1l(v), YveV.
En effectuant le produit scalaire avec u, on obtient
Ml < alu,u) = (Au,u) = (f,u) = ) < [l fully,
ce qui montre 'estimation. m

Remarque 3.1 Sila forme bilinéaire a est de plus supposée symétrique, alors a(-,-) définit sur V
un nouveau, produit scalaire équivalent a (-,-), la conclusion du théoréme de Laz-Milgram résulte

d’une application directe du théoréme de Riesz.
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Dans le cas ou a est de plus symétrique, le résultat suivant établit une caractérisation variationnelle

de la solution de (3.1).

Proposition 3.1 p211 Sous les hypotheses du théoréme de Laz-Milgram, si l'on suppose de plus

que a est symétrique, alors l'unique solution du probleme (3.1) est aussi solution de

veV

inf J(v), avec J(v)= %a(v,'u) —(v).

Preuve

Soit u € V, on écrit, pour tout w € V

T+ w) = J(u) + %a(w, w) + au, w) — 1(w). (3.2)

Si u est 'unique solution de (3.1), alors a(u,v) = l[(w) pour tout w € H et donc J(u+ w) > J(u)
si wNeq0. Réciproquement, si J(u + w) > J(u) pour tout w € H, on prend w = tv avec t > 0
dans (3.2), puis on fait tendre t — 07, il vient alors a(u,v) — I(v) > 0, puis a(u,v) — l(v) = 0 en

changeant v en —v. m

3.3 Exemples classiques d’application

3.3.1 Probléme aux limites en dimension un

Considérons le probleme aux limites suivant

—u"+u=f dans ]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

(3.3)

ot f € L?(]0,1]).

Une solution classique (ou solution forte) du probleme (3.3) est une fonction v € C%(]0,1[) N
C1([0,1]) vérifiant (3.3) au sens usuel. Bien entendu (3.3) peut étre résolu explicitement par un
calcul tres simple (voir l'exercice 1 de la série), mais nous ignorerons cet aspect des choses afin

d’illustrer la méthode variationnelle sur cet exemple élémentaire.

Etape 1. Notion de solution faible.
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Définition 3.2 Une solution faible de (3.3) est une fonction u € Hj(]0,1[) vérifiant pour

tout v € Hi(]0,1[) ’égalité
1 1 1

/u’v’daz+/uvdw= /fvdx. (3.4)
0

0 0

Il est clair que toute solution classique est une solution faible. Pour construire une notion de
solution faible, on commence par intégrer 1’équation différentielle contre une fonction test
a support compact. Apres une intégration par partie, on obtient la formulation (3.4) pour
I’équation différentielle. Les conditions aux limites sont encodées dans I'espace fonctionnel

utilisé. L’espace H;(]0,1[) traduit le mieux la condition aux limites de Dirichlet homogene.

Le probleme faible (variationnel) est

Trouver u € Hy(]0,1[)
1 1 1

/u'v'dm—i—/uvdx:/fvdx, Vv € Hy(]0, 1]).
0

0 0

Etape 2. Existence et unicité d’une solution faible (résolution du probléme faible).

Proposition 3.2 Le Probléme (3.5) admet une solution unique u € Hg(]0,1[).

La preuve de cette proposition repose sur une application directe du Théoreme de Lax-
Milgram.
On définit une forme bilinéaire a : H}(]0,1[)H(]0,1[) — R et une forme linéaire L :

H(]0,1]) — R pour u,v € H}(]0,1[) par

1 1

a(u,v) = /u’v’dm—i—/uvdac,

0 0
et

l(v):/lfvdx.

Remarquons que a n’est autre que le produit scalaire usuel sur Pespace Hg(]0, 1[). La conti-
nuité de a est alors une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En effet, pour tout
u,v € Hj(]0,1]), on a

la(u, v)| = |(w,v) i goap| < lellargoapllollargop-
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De plus
I(v)] < /lfv|dl‘ < I fllzzgoap lvllz2goap < 1 12goap vl go.ap-
Q

D’autre part
a(u,u) = HuH%ﬂ(}O,l[)'

[ est linéaire continue et a est bilinéaire, continue et coercive alors d’apres le théoreme de

Lax-Milgram, il existe une solution unique au probleme variationnel (3.5).

Etape 3. Régularité de la solution faible.
Remarquons tout d’abord que si f € L?(]0,1]), alors w € H?(]0,1[). En effet, pour tout

v € D(]0,1]) on a

/ Wv'dr = / (u— fvdx

0 0

donc /' est dérivable au sens des distributions avec (v/) = u — f € L?(]0,1[). Ainsi v’ €
H'(]0,1[) et donc u € H?(]0,1]). En particulier, u € C*(]0,1]). Si de plus f € C([0, 1]) alors
u € C?([0,1]). En effet, au sens des distributions on a u” = u — f € C([0,1]).

Etape 4. Retour a la solution classique (retour au probleme (3.4), & partir du probleme faible

(3.5)).

La notion de solution classique n’a de sens que dans le cas ou f € C([0,1]). On a vu que la

solution u est dans C?([0,1]) et que au sens des distribution,
u =u-— f.

Puisque chaque membre de 1’égalité est une fonction continue, I’égalité a lieu également au
sens classique. Par ailleurs, puisque u € H}(]0, 1]), alors u(0) = u(1) = 0. La solution faible

u est donc bien une solution forte (au sens classique) de (3.4).

3.3.2 Probléme aux limites en dimension N
Considérons le probleme aux limites

—Au=f dans Q,
u=>0 sur Of).

(3.6)

36



CHAPITRE 3. ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES ELLIPTIQUES

ot1 2 est un ouvert quelconque de 'espace RY et f € L3(Q).

Etape 1. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I'équation du probleme par v avec vjpq = 0. Par la formule de Green

—/vAuda: = /Vquda:—/%vdx,
on
Lly)

Q Q

/Vqudx: /fvdx.
Q Q

Afin que cette expression ait un sens, il suffit de choisir u et v dans H}(2). Le probleme

ccar vjg, = 0 on obtient

faible (variationnel) est

Trouver u € H}(Q)

/ VuVods = / fude, Yo e HY(Q). (3.7)
Q Q

Etape 2. Résolution du probleme faible.
On pose

a(u,v) = /Vqudx,
Q
et

() = / Foda.

Soient u,v € Hi(f), on a

la(u,v)| = ‘(U,'U)Hl(Q)| < ullzr@llvll @),
et
1(v)] < / [folde < | fllz@lvlew < Ifleolvlno,
Q
de plus
a(u,u) = ||U||§11(Q)-

[ est linéaire continue et a est bilinéaire, continue et coercive alors d’apres le théoreme de

Lax-Milgram, il existe une solution unique au probleme variationnel.
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Etape 3. Retour au probleme (3.6), a partir du probleme faible (3.7).
Soit u € H(Q) telle que

/Vqudx: /fvdx, Vv € Hy(S2),
Q Q

Comme D(Q) est dense dans H}(Q), alors

/—gpAudxz /fapd@ Yo € D(Q),
Q

Q
ainsi

<_Au7 90> = <f7 §0>7 V(P € D(Q)7

donc

Au " f e 12(0),

d’ou

—Au=f pp dansd.

Enfin, comme u € Hg(Q) et Q est un ouvert régulier, ujpg = 0.

Probléme 1

On considere le probleme suivant sur U'intervalle (0, 1)

—u"(z) =1 pour z € (0, 1),

1. Formulation variationnelle

On multiplie I'équation par une fonction test v € H}(0,1), et on intégre par parties

1 1 1
/ (—u")vdr = / u'v dr = / 1-vdx.
0 0 0

On obtient la formulation variationnelle
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Trouver u € Hy(0,1) tel que a(u,v) = L(v) Vv € Hy(0,1),

a(u,v) = /01 o' (z)v'(x) dz, L(v) = /01 v(z) d.

2. Vérification des hypotheses du théoreme de Lax-Milgram
— a est bilinéaire et symétrique.
— Continuité :
la(u, V)| < [Ju'l[ 20"l 2 = lJull g0l .-

— Coercivité :
1
o(w,0) = [ W(@)Pdo = ol
0

Donc a(v,v) > |[v]|?, coercivité avec o = 1.

/01 v(x)dx

— Continuité de L :
|L(v)| =

< Jollze < Cllollmy-

3. Conclusion

Le théoreme de Lax-Milgram s’applique, donc il existe une unique solution u € Hj(0,1) telle

que
/01 o' (z)v(x)dr = /01 v(x)dr Vv € Hy(0,1).

4. Solution exacte

On peut résoudre explicitement

IL’2

u'(z)=—-1=>u(z)=—2+C, ux)= -5+ Ciz + Cs.
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Conditions aux bords
1 1
u(0) =0= Cy =0, u(l):0=>—§+01:O:>C’1:§.

Donc

2 27

Probleme 2

Soit 2 C R™ un domaine borné régulier. On considere le probleme

—Au = f dans (),
u=>0 sur 0,

ot f € L*(). On veut prouver I'existence et I'unicité d’une solution faible & ce probléeme par

le théoreme de Lax-Milgram.

1. Cadre fonctionnel

On travaille dans I’espace de Hilbert

V= Hy(9),

muni de la norme

1/2
lv||lv = (/ |Vv|2 dx) )
Q

2. Formulation variationnelle

On multiplie I'équation par une fonction test v € Hg(€2), et on intégre par parties

/Q(—Au)vdmz/QVu-Vvdx:/vadx.
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Ainsi, la formulation variationnelle est

Trouver u € H} () tel que a(u,v) = L(v) Yv € Hg(5),

avec
a(u,v) = / Vu-Vvdz, L(v) = / fodx.
Q Q

3. Vérification des hypotheses du théoreme de Lax-Milgram

Continuité de a

|a(u, v)| = ‘/ Vu - Vodr| < [[Vul[2[[Vollz = [lullv[[v]lv-
Q

Donc a est bilinéaire et continue.

Coercivité de a

av,0) = | [Vofdo = .
Q

Donc a(v,v) > ||v]|#, et a est coercive avec a = 1.

Continuité de L

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Poincaré

/va dx

Donc L est linéaire et continue sur Hj (£2).

[ L(v)| = < [Alzzllollze < Cllfllzzllvllv-
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4. Conclusion

Les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées. Il existe donc une unique solution

u € HY(Q) telle que
/ Vu-Vvdr = / fodr Vv € Hy(Q).
Q 0

5. Exemple explicite en 1D

Prenons Q = (0,1) et f(z) = 1. On considere

Intégration deux fois

1
u'(z)=—-1=u(z) = -2+ C, = ulx) = —§x2 + Ciz + Cs.

Conditions aux bords

1 1

Donc la solution est

2 27
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