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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires constituent un outil mathématique es-
sentiel pour la modélisation et l’analyse, car elles apparaissent largement dans divers
domaines scientifiques et techniques. Leur capacité à décrire avec précision des phé-
nomènes complexes dépasse celle des modèles classiques. Elles se sont révélées parti-
culièrement efficaces dans l’étude des systèmes physiques et chimiques, ainsi que dans
la modélisation de l’aérodynamique des milieux complexes, entre autres applications
avancées. De ce fait, les équations différentielles fractionnaires suscitent un intérêt
croissant dans les milieux académiques et de recherche [26].

Le sujet principal de ce travail de recherche est l’étude d’un système couplé d’équa-
tions différentielles fractionnaires non linéaires muni de conditions aux limites non
locales. Ce type de problème n’est pas simple en raison de la présence simultanée de
plusieurs éléments tels que la non-linéarité, l’interdépendance entre les équations, la
nature fractionnaire des dérivées et le caractère non local des conditions aux limites
[27, 28]. Ces particularités nécessitent l’utilisation d’outils mathématiques avancés,
notamment l’analyse fonctionnelle et les théories des points fixes.

Notre travail se compose de quatre chapitre :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les notions de base nécessaires pour la
suite du travail, notamment les espaces de Banach, les fonctions continues, les applica-
tions continues, ainsi que des éléments d’analyse fonctionnelle et de calcul différentiel
et intégral fractionnaire. Nous avons également rappelé plusieurs théorèmes de point
fixe importants, comme ceux de Banach, Schauder et Schaefer, qui seront utilisés pour
démontrer l’existence de solutions.
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Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour des sys-
tèmes couplés d’équations différentielles fractionnaires, munis de conditions aux limites
non locales à trois points, données par :

Dαu(t) = f
(
t, v(t), Dpv(t)

)
, t ∈ [0, 1]

Dβv(t) = g
(
t, u(t), Dqu(t)

)
,

u(0) = 0, u(1) = γu(η), v(0) = 1, v(1) = γv(η)

(1)

RLD est la dérivée fractionnaires de Riemann Liouville avec 1 < α, β < 2 , p, q, γ > 0 ,
0 < η < 1 , α− q ≥ 1 , β−p ≥ 1 , γηα−1 < 1 , γηβ−1 < 1 et f, g : [0, 1]×R×R→ ×R
sont des fonctions continue est non linéaires.

Dans le troisième chapitre, nous étudions un système couplé d’équations différentielles
fractionnaires de type Hadamard avec des conditions aux limites non locales exprimées
sous forme intégrale.

HDαu(t) = f(t, u(t), v(t)), 1 < t < e, 1 < α ≤ 2,

HDβv(t) = g(t, u(t), v(t)), 1 < t < e, 1 < β ≤ 2,

u(1) = 0, u(e) = Γγu(σ1) = 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(
log σ1

s

)γ−1 u(s)
s
ds,

v(1) = 0, v(e) = Γγv(σ2) = 1
Γ(γ)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ−1 v(s)
s
ds,

(2)

où γ > 0, 1 < σ1 < e, 1 < σ2 < e, HD(·) désigne la dérivée fractionnaire de Hadamard
d’ordre fractionnaire, Γγ est l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre γ, et f, g :

[1, e]× R× R→ R sont des fonctions continues.



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

On considère E un K-espace vectoriel (ev) avec K = R ou C.

Définition

On appelle norme sur E une appliction de E dans R+ habituellement notée ‖·‖
vérifiant pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K
i) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.
ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogénéité).
iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).
L’espace vectoriel E muni de la norme ‖ ·‖ est appelé espace vectoriel normé

(evn), et noté (E, ‖ · ‖E) voir [7].

Exemple 1.1.1. [7] Sur Rn on définit les trois applications suivantes :

‖ · ‖1 : Rn → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|

‖ · ‖2 : Rn → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ ‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

‖ · ‖∞ : Rn → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

(|xi|)

6
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Ces trois applications sont des normes et donc (Rn, ‖ ·‖1), (Rn, ‖ ·‖2), (Rn, ‖ ·‖∞) sont
des espaces vectoriels normés.

Proposition :

Deux normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sur un espace vectoriel (E)sont équivalentes si
il existe des constantes C1 > 0 et C2 > 0 telles que, pour tout x ∈ E,

C1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2 ‖x‖1.

Exemple 1.1.2. Dans Rn les trois normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞ sont équivalentes.

Exemple 1.1.3. [7] On définit trois normes sur l’espace C([a, b],R) de la manière
suivante :

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)| dx

‖f‖2 =

(∫ b

a

|f(x)|2 dx
) 1

2

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

Proposition :

Soient (Ei, ‖·‖i) une famille d’e.v.n, i = 1, . . . , n. En notant E = E1×· · ·×En
l’espace vectoriel produit des Ei, alors les applications

N1 : E1 × · · · × En → R, x = (x1, . . . , xn) 7→ N1(x) =
n∑
i=1

‖xi‖i

N2 : E1 × · · · × En → R, x = (x1, . . . , xn) 7→ N2(x) =

(
n∑
i=1

‖xi‖2
i

) 1
2

N∞ : E1 × · · · × En → R, x = (x1, . . . , xn) 7→ N∞(x) = sup
i=1,...,n

‖xi‖i

sont des normes sur l’espace produit E.

Remarque 1.1.1. Un evn est naturellement un espace métrique.

Proposition :
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La distance d associée à une norme ‖·‖ sur l’espace (E, ‖·‖E) vérifie, pour tout
x, y, z ∈ E et pour tout λ ∈ R, les deux propriétés suivantes

1. d(x, y) ≥ 0,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, y) = 0 =⇒ x = y,

4. d(λx, λy) = |λ|d(x, y)

5. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), (inégalité triangulaire).

Définition

On appelle distance d associée à la norme ‖·‖ sur E l’application suivante

d : E × E 7→ R+

(x, y) 7→ d(x, y) = ‖x− y‖.

Définition

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace normé, a ∈ E et r > 0. On définit :

– la boule ouverte de centre a et de rayon r par

B(a, r) = {x ∈ E | ‖x− a‖ < r}.

– la boule fermée de centre a et de rayon r par

B(a, r) = {x ∈ E | ‖x− a‖ ≤ r}.

– la sphère de centre a et de rayon r par

S(a, r) = {x ∈ E | ‖x− a‖ = r}.

Remarque 1.1.2. [16] On a B(a, r) = B(a, r) ∪ S(a, r) (union disjointe).
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Définition

Une partie C de (E, ‖·‖E) est dite convexe si, pour tout couple (x, y) d’éléments
de C, le segment [x, y] est entièrement contenu dans C. Autrement dit, C est
convexe lorsque pour tous x, y ∈ C et tout λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ C.

Exemple 1.1.4. Les parties convexes de R sont les intervalles.

Proposition :

– Toute boule (ouverte ou fermée) d’un evn est convexe [24].

Définition

Soit (E, ‖.‖E) un evn. Une partie A de E est dite bornée s’il existe r > 0 tel
que ∀x ∈ A, ‖x‖ ≤ r.

Exemple 1.1.5. Une partie A de R est bornée si et seulement si elle est majorée et
minorée, c’est-à-dire ∃m,M ∈ R tel que :

∀x ∈ A : m ≤ x ≤M

Définition

Soient (E, ‖.‖E) un evn et I un ensemble non vide quelconque. Une application
f de I dans E est bornée lorsque l’ensemble image f(I) est une partie bornée
de E. Autrement dit,

∃M ∈ R+ tel que ∀x ∈ I, ‖f(x)‖ ≤M.

Définition

Si A une partie bornée non vide de (E, ‖.‖E). On appelle diamètre de A le
nombre positive : diam(A) = supx,y∈A ‖x− y‖ [13].

1.1.1 Suites et convergence dans un evn
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Définition

Soit (xn)n∈N une suite dans (E, ‖ · ‖E). On dit que (xn) est converge vers a ∈ E
si et seulement si :

lim
n→∞

‖xn − a‖ = 0.

Proposition :

Toute suite convergente de E est bornée.

1.1.2 Séries dans un evn
Définition

Soit E un evn et (xn) une suite dans E.
On dit que la série

∑
n∈N xn est convergente si et seulement si la suite des

sommes partielles

Sn =
n∑
k=0

xk

est convergente.
On dit que la série

∑
n∈N xn est normalement convergente si et seulement si

la série ∑
n∈N

‖xn‖

est convergente dans R+.

1.2 Complétude

Définition

On dit qu’une suite (xn) d’éléments de (E, ‖·‖E) est une suite de Cauchy si :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀p, q ≥ n0, ‖xp − xq‖ ≤ ε.

Proposition :

(i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
(ii) Toute suite de Cauchy est une suite bornée.
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Définition

Un evn (E, ‖ · ‖E) est dit complet, si toute suite de Cauchy (xn) d’éléments de
E est une suite convergente dans E.

Théorème 1.2.1. Soient (E, ‖ · ‖) un evn complet et F un sous-espace de E. Alors
F muni de la norme induite est complet si et seulement si F est fermé dans E.

1.3 Espace de Banach

Définition

On appelle espace de Banach tout evn complet.

Exemple 1.3.1. L’espace vectoriel Rn ou Cn muni de la norme ‖·‖p pour 1 ≤ p ≤ ∞,
définie par :

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

est un espace de Banach.

Proposition :

Soient ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 deux normes sur un espace vectoriel E équivalentes, alors
(E, ‖ · ‖1) est un espace de Banach si et seulement si (E, ‖ · ‖2) est un espace de
Banach, voir [12].

1.4 Espace normé de dimension finie

Théorème 1.4.1. [8] Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.

Exemple 1.4.1. Rn et Cn sont des espaces de Banach.

Corollaire 1.4.1. [12] Dans un evn de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes .

Théorème 1.4.2. ( Heine Borel)

Dans un espace de Banach de dimension finie tout ensemble fermé bornée est compact.

Exemple 1.4.2. [12]
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1. La Boule unité fermée B = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} est compacte.

2. La sphére fermée dans R3 l’ensemble S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} est
compacte.

1.5 Espace normé de dimension infinie

Exemple 1.5.1. [12] L’espace `p : pour 1 ≤ p < ∞, est défini comme l’ensemble
des suites sommable x = (xn)n∈N telles que :

||x||p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

P

<∞.

L’espace `∞ : est l’ensemble des suites bornées muni de la norme

‖x‖ = sup
n∈N
|xn|.

L’espace Lp(Ω) : appelé espace de Lebesgue, est défini comme suit : Soit p ∈ R avec
1 ≤ p <∞ tel que :

Lp(Ω) = {f : Ω→ R | f est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

Avec : ‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Définition

Espace des fonctions continues : Soit [a, b] un intervalle dans R. Notons
C([a, b],R) l’ensemble des fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R :

C([a, b],R) = {f : [a, b]→ R, continues}. et ‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

(C([a, b],R), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.

Remarque : L’espace C([a, b],R) avec la norme ‖f‖1 =
∫ b
a
|f(x)| dx n’est pas

complet.

1.5.1 Espace des fonctions continues bornées :
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Définition

On considère Cb(R+,R), l’ensemble des fonctions continues et bornées de R+

dans R, muni de la norme ‖·‖∞ de la convergence uniforme définie par

‖f‖∞ = sup
x∈I
|f(x)|.

(Cb(R
+,R), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach, voir [21].

1.5.2 Espace des fonctions absolument continues

Définition

Une fonction f : [a, b] → R est dite absolument continue sur [a, b] et on note
f ∈ AC([a, b]) si :
∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux
disjoints, [ak, bk]k=1,2,...,n, nous avons :

n∑
k=1

|bk − ak| < δ =⇒
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Proposition :

Si f ∈ AC([a, b]), alors presque partout sur [a, b], elle admet une dérivée
intégrable sur cet intervalle et

∀x ∈ [a, b] : f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt

L’espace AC([a, b]) muni de la norme

‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖L1

est un espace de Banach,
voir [24].
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1.5.3 Espace des fonctions m-fois continûment dérivables

Définition

On dit qu’une fonction f : Ω→ R (ou C) est de classe Cm sur Ω si et seulement
si toutes ses dérivées partielles d’ordre 6 m existent et sont continues sur Ω.

Proposition :

L’espace Cm([a, b],R), doté de la norme

‖f‖ = sup
x ∈ [a, b]

0 ≤ k ≤ m

|f (k)(x)|

est un espace de Banach,
voir [19].

Définition

Soit A un sous-ensemble de C([a, b],R). A est dit equi-continu si :

∀ξ > 0, ∃δ > 0,∀t1, t2 : |t2 − t1| < δ ⇐⇒ |x(t2)− x(t1)| ≤ ξ, ∀x ∈ A.

Théorème 1.5.1. [10] Ascoli-Arzélà

Une partie A ⊂ C([a, b],R) est relativement compacte si et seulement si :
– A est bornée.
– A est équicontinue.

1.6 Compacité

Définition

Soit (E, ‖.‖) un evn sur R et soit (un)n∈N une suite d’éléments de E. On appelle
suite extraite ou sous-suite de (un)n∈N, toute suite (vn)n∈N pour laquelle il existe
une application φ : N −→ N, strictement croissante, telle que, pour tout n ∈ N,
on ait vn = uφ(n).

Exemple 1.6.1. (Suites extraites)
considérons les applications φ et ψ, de N vers N, définies par

φ(n) = 2n et ψ(n) = 2n+ 1.
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Il est clair que φ et ψ sont strictement croissantes. Les suites (vn)n∈N et (wn)n∈N

définies pour tout n ∈ N par

vn = u2n et wn = u2n+1

sont donc des suites extraites de la suite (un)n∈N.

Théorème 1.6.1. Bolzano-Weierstrass

Une partie A de E est dite compacte, si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire
une sous-suite convergente dans A.

Définition

Soit E un evn et A une partie de E, on dit que A est compacte si pour toute
famille (Ui)i∈I d’ouverts de E telle que :

A ⊂
⋃
i∈I

Ui,

on peut extraire un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire :

∃J ⊂ I fini tel que A ⊂
⋃
j∈J

Uj.

Cette propriété est appelée propriété de Borel-Lebesgue [14].

Ensembles relativement compacts

Définition

Un ensemble M est dit relativement compact si son adhérence M est com-
pacte.

Opérateurs compacts

Définition

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit A : E → F un opérateur linéaire.
On dit queA est compact si l’image de toute partie bornée de E est relativement
compacte dans F [17].
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Opérateurs complètement continus

Définition

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit f : E → F une application. On
dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme toute
partie bornée de E en un ensemble relativement compact dans F [22].

1.7 Applications continues

Applications continues

Définition

Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) deux evn. Une application f : E → F est dite
continue en un point x0 ∈ E si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀x ∈ E, ‖x− x0‖E < δ ⇒ ‖f(x)− f(x0)‖F < ε

Remarque 1.7.1. Une application f est continue sur E si et seulement si elle est
continue en tout point x ∈ E.

Applications uniformément continues

Définition

On dit que f est uniformément continue sur I si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀(x, y) ∈ I2, ‖x− y‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε

Remarque 1.7.2. Si f est uniformément continue sur E, alors f est continue sur
E, mais la réciproque est fausse.

Théorème 1.7.1. [9]Théorème de Heine

Soit A un compact de E. Alors toute application continue f : A→ F est uniformément
continue sur A.



1.8. Opérateurs fractionnaires 17

Application Lipschitzien

Définition

Un opérateur A : E → F est dit Lipschitzienne s’il existe une constante k > 0

telle que :
‖A(x)− A(y)‖ ≤ k‖x− y‖, pour tout x, y ∈ E.

Exemple 1.7.1. Les applications 0-Lipschitziennes sont les applications constantes.

Proposition :

(f lipschitzienne)⇒ (f uniformément continue)⇒ (f continue)

Proposition :

La norme ‖·‖ est une application 1− Lipschitzienne de (E, ‖·‖E) dans R :

∀x, y ∈ E, |‖y‖ − ‖x‖| ≤ ‖y − x‖ .

Voir [13].

Applications contractantes

Définition

Soient E un espace de Banach et A : E → E un opérateur. On dit que A est
une contraction (ou opérateur contractant) s’il existe une constante 0 ≤ k < 1

telle que :
‖A(x)− A(y)‖ ≤ k‖x− y‖, pour tout x, y ∈ E.

Voir [8].

1.8 Opérateurs fractionnaires

Fonctions Spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions spéciales. Ces fonctions
jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.
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Définition

On appelle la fonction Gamma d’Euler, notée Γ est définie pour tout nombre
complexe de partie réel strictement positif Re(z) > 0 par :

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−t . (1.1)

Proposition :

La fonction g : z → e−t · tz−1 est une fonction strictement décroissante pour
0 < z ≤ 1.

Propriétés 1.8.1. [20, 25] La fonction Gamma Γ(·) possède les propriétés fondamen-
tales suivantes :

– Γ(1) = 1,

– Γ
(

1
2

)
=
√
π,

– Γ(0+) = +∞,

– Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence
suivante :

Γ(z + 1) = z Γ(z). (1.2)

– La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle, car :

Γ(n+ 1) = n! pour tout n ∈ N.

– Pour tout α > 0 et n ∈ N, on a :

Γ(α) =
Γ(α + 1)

α(α + 1)(α + 2) . . . (α + n− 1)

– Γ′(α) =
∫∞

0
tα−1e−t ln(t)dt, pour α > 0.

Fonction Bêta
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Définition

La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante, dite d’Euler du premier
type :

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt, pour α, β > 0. (1.3)

Propriétés 1.8.2. [20] La fonction Bêta vérifie les propriétés suivantes :
– Pour α, β > 0, on a la relation suivante :

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. (1.4)

– La fonction Bêta est symétrique :

B(α, β) = B(β, α).

1.8.1 Opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville (RL)

Dans cette partie, nous présentons deux opérateurs fractionnaires dans le sens de
Riemann-Liouville, ainsi que certaines de leurs propriétés.

Intégrale de Riemann–Liouville

Définition

Soient α un réel positif et f : (a, b) → R une fonction continue. On appelle
intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a de f l’intégrale suivante :

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(t− s)α−1f(s) ds. (1.5)

Exemple 1.8.1. Soient α > 0, β > −1, et f(t) = (t− a)β. Alors :

Iαa+f(t) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β.

Proposition :
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Soit f ∈ L1([a, b]). Pour α > 0, β > 0, et A,B ∈ R, on a :

Iαa+ [Af(t) +Bg(t)] = AIαa+f(t) +BIαa+g(t).

Iαa+
(
Iβa+f

)
(t) = Iα+β

a+ f(t), Propriété du semi-groupe

(1.6)
d

dx
(Iαa+f(x)) = Iα−1

a+ f(x), pour α > 1.

Théorème 1.8.1. Soit α > 0. Supposons que (un)n≥1 est une suite de fonctions
continue uniformément convergente sur [a,+∞]. Alors,

lim
n→∞

Iαa+un(t) = Iαa+
(

lim
n→∞

un(t)
)

En particulier, la suite de fonctions (Iαa+un)n≥1 est uniformément convergente.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition

Soit f ∈ L1
loc([a, b]), la dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-

Liouville de f est définie par :

Dαa+f(t) =
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a+
(t− s)n−α−1f(s)ds, n− 1 < α < n, n ∈ N∗

(1.7)

=

[
d

dt

n

◦ In−αa

]
f(t).

Exemple 1.8.2. On considère la fonction f : t 7→ (t− a)β, pour t > a.
Alors,

Dαa+(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α.

Si on pose α = 1
2
et β = 3

2
, alors :

D1/2

a+ (t− a)3/2 =
Γ
(

5
2

)
Γ (2)

(t− a)1.

donc :
D1/2

a+ (t− a)3/2 =
3
√
π

4
(t− a).
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Et pour α > 0 et β = 0, on aura le résultat suivant :

Dαa+(t− a)0 =
Γ(1)

Γ(1− α)
(t− a)−α.

C’est-à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Proposition :

1. composition avec l’intégrale fractionnaire
Soient β > α > 0, alors :

Dαa+
(
Iβa+f

)
(t) = Iβ−αa+ f(t). (1.8)

En particulier, si α = β, alors :

Dαa+ (Iαa+f) (t) = f(t). (1.9)

Proposition :

Soient n ∈ N∗ et n − 1 < α, β < n, f, g ∈ C([a, b]). Alors, l’opérateur de
dérivation de Riemann-Liouville Dαa+ possède les propriétés suivantes :

1. Dαa+ [λf(t) + µg(t)] = λDαa+ [f(t)] + µDαa+ [g(t)].

2. Dαa+
[
Dβa+ [f(t)]

]
6= Dβa+ [Dαa+ [f(t)]] 6= Dα+β

a+ [f(t)] .

3. Dαa+f(x) = 0 =⇒ f(x) =
∑n−1

j=0 cj
Γ(j+1)

Γ(j+1+α−n)
(x− a)j+α−n,

où les cj sont des constantes quelconques.

Lemme 1.8.1. Soit α > 0 et f ∈ C([a, b]) ∩ L1 ([a, b]). Alors :

Iαa+Dαa+f(t) = f(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2 + c3t
α−3 + · · ·+ cnt

α−n, (1.10)

où ci ∈ R, pour i = 1, 2, . . . , n.
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La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entier) ne com-
mutent que si :

f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

dn

dtn
(Dαa+f(t)) = Dn+αf(t),

mais

Dα
(
dn

dtn
f(t)

)
= Dn+αf(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α−n

Γ(k − α− n+ 1)

1.8.2 Opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo

Définition

Soit f ∈ Cn+1
b ([a, b]), n ∈ N∗. La dérivée fractionnaire d’ordre α ≥ 0 au sens de

Caputo de la fonction f est définie comme suit :

CDαa+f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1fn(s) ds, n− 1 < α < n

(1.11)

=

[
In−αa+ ◦ d

dt
f(t)

]

Exemple 1.8.3. On reprend la fonction f : t 7→ (t− a)
3
2 et on calcule CD

1
2

a+f(t).

CD
1
2

a+(t− a)
3
2 = (I1− 1

2 )

(
d

dt
(t− a)

3
2

)

CD
1
2

a+(t− a)
3
2 = (I

1
2 )

(
d

dt
(t− a)

3
2

)



1.8. Opérateurs fractionnaires 23

en tenant compte de la relation (1.11) on aura :

CD
1
2

a+(t− a)
3
2 = (I

1
2 (

Γ(3
2

+ 1)

Γ(3
2

+ 1− 1)
(t− a)

3
2
−1)

=
3

2
(I

1
2 (t− a)

1
2 )

=
3

2

Γ(1
2

+ 1)

Γ(1
2

+ 1 + 1
2
)
(t− a)

1
2

+ 1
2

=
3
√
π

4
(t− a)

Remarque 1.8.1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Ca-
puto est nulle :

CDαa+c = 0.

Propriétés 1.8.3. Composition avec l’intégrale fractionnaire

Soient α > β > 0, alors :
CDαa+I

β
a+f(t) = Iβ−αa+ f(t). (1.12)

En particulier, si α = β, alors :

CDαa+Iαa+f(t) = f(t). (1.13)

Propriétés 1.8.4. Soient n − 1 < α < n, n ∈ N∗, λ, µ ∈ R, et f, g ∈ C([a, b]). La
dérivation fractionnaire de Caputo est un possède les propriétés suivantes :

1. CDαa+
(
λf(t) + µg(t)

)
= λ CDαa+f(t) + µ CDαa+g(t).

2.
(
CDαa+ ◦ CD

β
a+

)
f = CDα+β

a+ f =
(
CDβa+ ◦ D

α
a+

)
f

3. Si CDαa+f = 0, alors f(x) =
∑n−1

j=0 cj(x− a)j.

4. Iαa+
[
CDαa+f

]
(x) = f(x) +

∑n−1
j=0

(x−a)j

j!
f (j)(a) .
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1.8.3 Opérateurs fractionnaires de Hadamard

Intégrale fractionnaire de type Hadamard

Définition

Soit f une fonction continue sur [a, b] à valeurs dans R, avec 0 < a < b ≤ ∞ et
α > 0. L’intégrale fractionnaire d’ordre α au sens de Hadamard de la fonction
f est définie par :

(HIαa+(f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log
(x
t

))α−1 f(t)

t
dt. (1.14)

Exemple 1.8.4. Si α > 0, β > 0, alors :(
HIαa+

(
log

t

a

)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β + α)

(
log

x

a

)β+α−1

.

Propriétés 1.8.5. Pour α, β > 0 , on a :

1. HIβa+
(
HIαa+f

)
(t) = HIα+β

a+ f(t)

2. HIαa+ [Af(t) +Bg(t)] = AHIαa f(t) +BHIαa+g(t)

Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Définition

Soit f ∈ ACn
δ ([a, b]) et α > 0,δ = x d

dx
,tel que n− 1 < α < n, n = N∗ la dérivée

fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction f est définie par :

(HDαa+f)(x) = δn(HIn−αa+ f(x))

=

(
x
d

dx

)n
HIn−αa+ f(x) (1.15)

=
1

Γ(n− α)

(
x
d

dx

)n ∫ x

1

(
log

x

t

)n−α−1 f(t)

t
dt.
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Proposition :

Si α > 0 et β > 0, on a :

HDαa+

(
log

(
t

α

)B−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log
(x
a

))β−α−1

, β > α.

En particulier, si β = 1 et α ≥ 0, alors les dérivées fractionnaires de Hadamard
d’une constante, en général, ne sont pas égaux à zéro :

HDαa+1(x) =
1

Γ(1− α)

(
log

x

a

)−α
.

Propriétés 1.8.6. Une propriété importante qui lie la dérivée fractionnaire au sens
de Hadamard avec l’intégrale fractionnaire de Hadamard est la suivante :

Si α > 0 , alors, pour la fonction f(x), on a :

(
HDαa+ ◦ HIαa+f

)
(x) = f(x).

Lemme 1.8.2. Si α > 0 et f ∈ L1([a, b]), alors l’équation différentielle

HD+
a+f(t) = 0

admet unique solution

f(t) =
n−1∑
j=0

cj

(
log

t

a

)j
,

Lemme 1.8.3. pour α > 0 , on a :

HIαa+
HDα

a+f(t) = f(t) +
n∑
j=1

cj

(
log

t

a

)α−j
. (1.16)

où n = α + 1 et cj ∈ R pour j = 0, 1, . . . , n− 1.

Voir [4, 15, 25].
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1.9 Théorèmes du point fixe

Définition

Soit T un opérateur défini sur un espace de Banach E dans lui-même. Un point
x ∈ E est dit point fixe de T si T (x) = x.

1.9.1 Principe de la contraction de Banach

Théorème 1.9.1. [23] Soit T une application d’un espace de Banach E dans lui-
même. Si T est une contraction, alors T admet un point fixe unique dans E, c’est-à-
dire qu’il existe un unique x ∈ E tel que T (x) = x.

1.9.2 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.9.2. [11] Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide
d’un espace de Banach E, et soit T : C → C un opérateur complètement continu.
Alors T admet au moins un point fixe dans C.

1.9.3 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 1.9.3. [6] Soient E un espace de Banach et C un ensemble convexe dans
E tel que U un ensemble ouvert dans C et 0 ∈ U et T : U → E une application com-
plètement continue. Alors, exactement l’une des deux alternative suivantes est vraie :

i) T admet un point fixe dans U , c’est-à-dire, il existe x ∈ U tel que

T (x) = x.

ii) Il existe y ∈ ∂U et λ ∈ (0, 1) tels que

y = λT (y).

1.9.4 Théorème du point fixe de Schaefer

Théorème 1.9.4. Soit E un espace de Banach, et T : E → E un opérateur complè-
tement continu. Alors, l’une des deux alternatives suivantes est vraie :

1. T admet un point fixe dans E, c’est-à-dire, il existe x ∈ E tel que

T (x) = x.
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2. L’ensemble

ξ = {x ∈ E | x = λT (x) pour un certain λ ∈ [0, 1]}

est non borné.



Chapitre 2
Résultats d’existence pour un système
couplé d’équations différentielles
fractionnaires avec conditions aux limites
en trois points

Dans ce chapitre , on va étudier l’existence des solutions pour les systèmes couplés
d’équations différentielles fractionnaires avec une condition aux limites a trois points
non locales donner par :

Dαu(t) = f
(
t, v(t), Dpv(t)

)
, t ∈ [0, 1]

Dβv(t) = g
(
t, u(t), Dqu(t)

)
,

u(0) = 0, u(1) = γu(η), v(0) = 1, v(1) = γv(η)

(2.1)

RLD est la dérivée fractionnaires de Riemann Liouville avec 1 < α, β < 2 , p, q, γ > 0 ,
0 < η < 1 , α− q ≥ 1 , β−p ≥ 1 , γηα−1 < 1 , γηβ−1 < 1 et f, g : [0, 1]×R×R→ ×R
sont des fonctions continue est non linéaires.
Le but de ce travail est de montrer que le système admet au moins une solution en
utilisant le théorème du point fixe de Schauder.

28
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2.1 Résultats d’existence

Soit C([0, 1],R) l’espace des fonctions continues sur [0, 1]. On définit deux espaces
de Banach X et Y comme suivant :

X =
{
u ∈ C([0, 1],R);Dqu ∈ C([0, 1],R) , 0 < q ≤ α− 1

}

muni de la norme :

‖u‖Cq [0,1] = max
t∈[0,1]

|u(t)| + max
t∈[0,1]

|Dqu(t)|.

Y [0, 1] =
{
v ∈ C([0, 1],R);Dpv ∈ C([0, 1],R), 0 < p ≤ β − 1

}
et doté par :

‖v‖Cp[0,1] = max
t∈[0,1]

|v(t)| + max
t∈[0,1]

|Dpv(t)|.

L’espace (X[0, 1]× Y [0, 1], ‖ · ‖Cq [0,1]×Cp[0,1]) est un espace produit de deux espaces de
Banach muni de la norme :

‖(u, v)‖Cq [0,1]×Cp[0,1] = max
t∈[0,1]

(‖u(t)‖Cq [0,1], ‖v(t)‖Cp[0,1]).

Lemme 2.1.1. Soit h ∈ C([0, 1],R) et 1 < α < 2. On considère le problème aux
limites suivant : 

Dαu(t) = h(t), t ∈ (0, 1),

u(0) = 0,

u(1) = γu(η).

(2.2)

Alors la solution unique du problème est

u(t) =

∫ 1

0

K1(t, s)h(s) ds,

avec K1(t, s) est la fonction de Green donnée par :

K1(t, s) =
1

Γ(α)(1− γηα−1)

K11(t, s), 0 ≤ t ≤ η,

K12(t, s), η < t ≤ 1,
(2.3)
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où

K11(t, s) =


(t− s)α−1(1− γ ηα−1)− tα−1

[
(1− s)α−1 − γ (η − s)α−1

]
0 ≤ s ≤ t,

− tα−1
[
(1− s)α−1 − γ (η − s)α−1

]
, t < s ≤ η,

−
(
t(1− s)α−1

)
, η < s ≤ 1,

et

K12(t, s) =


(t− s)α−1(1− γ ηα−1)− tα−1

[
(1− s)α−1 − γ (η − s)α−1

]
0 ≤ s ≤ η,

(t− s)α−1 (1− γ nα−1)−
(
t (1− s)

)α−1
, η < s ≤ t

−
(
t (1− s)

)α−1
t < s ≤ 1,

Démonstration. On peut transformer notre problème en une équation intégrale en
composant les deux nombres par l’intégrale de Riemann Liouville

IαDαu(t) = Iαh(t)

d’après le lemme (1.8.1) on a

u(t) = Iαh(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2

en utilisant les condition (2.2) on trouve :

c2 = 0

et
c1 = − 1

(1− γηα−1)

[∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− γ

∫ η

0

(η − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

]
on déduit la solution sous la forme

u(t) =

∫ t

0

[
(t− s)α−1 − (t(1− s))α−1)

(1− γηα−1)

]
h(s)

Γ(α)
ds−

∫ 1

t

(t(1− s))α−1

(1− γηα−1)

h(s)

Γ(α)
+γ

∫ η

0

(t(η − s))α−1

(1− γηα−1)

h(s)

Γ(α)
ds

=

∫ 1

0

K1(t, s)h(s)ds

De la même manière, on va déterminer la solution générale du problème :
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Dβ = z(t), t ∈ [0, 1],

v(0) = 0, v(1) = γv(η),
(2.4)

sous la forme suivante :
v(t) =

∫ 1

0

K2(t, s)h(s) ds.

Remarque 2.1.1. K2(t, s) peut être obtenu à partir de K1(t, s) en remplaçant α par
β.

Lemme 2.1.2. Supposons que f, g : [0, 1]×R×R→ R soient des fonctions continues.
Alors (u, v) ∈ X × Y est une solution de (2.1) si et seulement si (u, v) ∈ X × Y est
une solution du système couplé d’équations intégrales :

u(t) =

∫ 1

0

K1(t, s) f
(
s, v(s), Dpv(s)

)
ds,

v(t) =

∫ 1

0

K2(t, s) g
(
s, u(s), Dqu(s)

)
ds.

(2.5)

Démonstration. La démonstration est une conséquence directe du Lemme (2.1.1). En
construisant l’opérateur

F : X × Y → X × Y, (2.6)

(u, v) → F (u, v)(t) =
(
F1v(t), F2u(t)

)
,

où

F1v(t) =

∫ 1

0

K1(t, s) f
(
s, v(s), Dpv(s)

)
ds, F2u(t) =

∫ 1

0

K2(t, s) g
(
s, u(s), Dqu(s)

)
ds.

Remarque 2.1.2. Les points fixes de l’opérateur F sont exactement les solutions du
problème intégrales (2.5), ainsi, l’existence de solutions du problème (2.2) revient à
l’existence de points fixes de l’opérateur F .

Dans le but de démontrer que le système possède au moins un point fixe, nous
allons supposer que :

λ1 =
α(1− γηα)Γ(α− q + 1) + [2α− γqηα + αγ(ηα − ηα−1)Γ(α + 1)]

α(1− γηα−1)Γ(α + 1)Γ(α− q + 1)
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λ2 =
β(1− γηβ)Γ(β − p+ 1) + [2β − γpηβ + βγ(ηβ − ηβ−1)Γ(β + 1)]

β(1− γηβ−1)Γ(β + 1)Γ(β − p+ 1)
.

Les notations suivantes sont aussi utilisées :

µ = max
t∈J

{∫ 1

0

∣∣k1(t, s) a(s)
∣∣ ds +

1

Γ(α− q)
(
1− γ ηα−1

)[(2− γ ηα−1
) ∫ 1

0

(1− s)α−q−1 a(s) ds

+ γ

∫ η

0

(η − s)α−1 a(s) ds
]}

ν = max
t∈J

{∫ 1

0

∣∣k2(t, s) b(s)
∣∣ ds +

1

Γ(β − p)
(
1− γ ηβ−1

)[(2− γ ηβ−1
) ∫ 1

0

(1− s)β−p−1 a(s) ds

+ γ

∫ η

0

(η − s)β−1 b(s) ds
]}

.

Théorème 2.1.1. Supposons que
(A1) Il existe une fonction a(t) ∈ L(0, 1), non négative, telle que :

|f(t, x, y)| ≤ a(t) + w1|x|ρ1 + w2|y|ρ2 , w1w2 > 0

(A2) Il existe une fonction b(t) ∈ L(0, 1), non négative, telle que :

|g(t, x, y)| ≤ b(t) + δ1|x|σ1 + δ2|y|σ2 , δ1, δ2 ≥ 0.

Si
0 < ρ1, ρ2 < 1 et 0 < σ1, σ2 < 1,

alors il existe au moins une solution du problème de valeur limite à trois points
(2.2).

Démonstration. Montrons que F vérifié les hypothèses de Schauder. Définissons une
boule W dans l’espace de Banach X × Y de la manière suivante :

W =
{

(u(t), v(t))�(u(t), v(t)) ∈ X × Y : ‖(u(t), v(t)‖X×Y ≤ R, t ∈ [0, 1]
}
,

R > max
{

(3λ1w1)
1

1−ρ1 , (3λ1w2)
1

1−ρ2 , (3λ2δ1)
1

1−σ1 , (3λ2δ2)
1

1−σ2 , 3µ, 3ν
}
.

Il est évident que l’ensemble W ⊂ X × Y est fermé, borné et convexe. Pour prouver
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l’existence d’une solution la preuve sera donnée en deux étapes :

Étape 01 : F : W → W pour tout t ∈ [0, 1]

Soit (u, v) ∈ W nous allons montrer que F (u, v) ∈ W en se basant sur la propriété
(1.6) et (1.9) ainsi que la résultat

Dqtα−1 =
Γ(α).tα−q−1

Γ(α− q)

F1v(t) =

∫ 1

0

K1(t, s) f
(
s, v(s), Dpv(s)

)
ds.

|F1v(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

K1(t, s)f(s, v(s), Dpv(s)) ds

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

|K1(t, s)a(s)| ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
∫ 1

0

|K1(t, s)| ds

=

∫ 1

0

|K1(t, s)a(s)| ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
[
−
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
ds

+
1

(1− γηα−1)
{
∫ 1

0

(
(t(1− s))α−1

Γ(α)
− γ

∫ η

0

(t(η − s))α−1

Γ(α)

)
ds}
]

=

∫ 1

0

|K1(t, s)a(s)| ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
[
−tα +

(1− γηα) tα−1

(1− γηα−1)

]
≤
∫ 1

0

|K1(t, s)a(s)| ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
(

(1− γηα)

(1− γηα−1)Γ(α + 1)

)
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∣∣DqF1v(t)
∣∣ =

∣∣∣DqIαf
(
t, v(t), Dpv(t)

)
− 1

1− γ ηα−1[
Iαf

(
1, v(1), Dpv(1)

)
− γ Iαf

(
η, v(η), Dpv(η)

)]
Dqtα−1

∣∣∣
=
∣∣∣Iα−qf(t, v(t), Dpv(t)

)
− Γ(α)

Γ(α− q) (1− γ ηα−1)

[
Iαf

(
1, v(1), Dpv(1)

)
− γ Iαf

(
η, v(η), Dpv(η)

)]
tα−q−1

∣∣∣
≤ 1

Γ(α− q)

[∫ t

0

(t− s)α−q−1a(s) ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
∫ t

0

(t− s)α−q−1 ds

+
1

1− γ ηα−1

(∫ 1

0

(1− s)α−1a(s) ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
∫ 1

0

(1− s)α−1 ds

+ γ

∫ η

0

(η − s)α−1a(s) ds+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
∫ η

0

(η − s)α−1 ds

)]
≤ 1

Γ(α− q)(1− γ ηα−1)

[
(2− γ ηα−1)

∫ 1

0

(1− s)α−q−1a(s) ds+ γ

∫ η

0

(η − s)α−1a(s) ds

+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2)
(

(2− γ ηα−1)

∫ 1

0

(1− s)α−q−1 ds+ γ

∫ η

0

(η − s)α−1 ds

)]

=
1

Γ(α− q)(1− γ ηα−1)

[
(2− γ ηα−1)

∫ 1

0

(1− s)α−q−1a(s) ds+ γ

∫ η

0

(η − s)α−1a(s) ds

]

+ (ω1|R|ρ1 + ω2|R|ρ2) ·

[
2α− γqηα + αγ(ηα − ηα−1)

α(1− γηα−1)Γ(α− q + 1)

]
.

ainsi

‖F1v(t)‖X = max
t∈[0,1]

∣∣F1v(t)
∣∣+ max

t∈[0,1]

∣∣DqF1v(t)
∣∣

≤ µ+
(
ω1 |R|ρ1 + ω2 |R|ρ2

)
λ1

≤ R

3
+
R

3
+
R

3
= R.

De même, il peut être démontré que

‖F2u(t)‖Y ≤ ν +
(
δ1 |R|σ1 + δ2 |R|σ2

)
λ2 ≤ R,

par conséquent, nous concluons que

‖F (u, v)‖X×Y ≤ R.

Puisque les fonctions F1v(t), F2u(t), DqF1v(t), DpF2u(t) sont continues sur [0, 1], il suit
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que
F (W ) ⊂ W.

Étape 02 : Montrons que F est un opérateur complètement continu. Pour cela,
nous fixons :

M = max
t∈[0,1]

∣∣F (t, v(t), Dpv(t))
∣∣

N = max
t∈[0,1]

∣∣g(t, u(t), Dqu(t))
∣∣

Premièrement : F : W → W est continue.

Étant donné que l’intégrale implique des fonctions continues K1, K2, f, g, on en
déduit que F est continue.

Deuxièmement : F (W ) est équicontinue.
pour toutes t, τ ∈ [0, 1] avec (t < τ) et (u, v) ∈ W d’où

|f1v(t)− f1v(τ)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(k1(t, s)− k1(τ, s))f(s, v(s), Dpv(s))ds

∣∣∣∣

≤M

[∫ t

0

|K1(t, s)−K1(τ, s)| ds+

∫ τ

t

|K1(t, s)−K1(τ, s)| ds

+

∫ η

τ

|K1(t, s)−K1(τ, s)| ds+

∫ 1

η

|K1(t, s)−K1(τ, s)| ds
]

=
M

(1− γηα−1)Γ(α)

[∫ t

0

{
((τ − s)α−1 − (t− s)α−1)(1− γηα−1)

+(τα−1 − tα−1)((1− s)α−1 − γ(η − s)α−1)
}
ds

+

∫ τ

t

{
(τα−1 − tα−1)((1− s)α−1 − γ(η − s)α−1) + (τ − s)α−1(1− γηα−1)

}
ds

+

∫ η

τ

(τα−1 − tα−1)((1− s)α−1 − γ(η − s)α−1) ds+

∫ 1

η

(τα−1 − tα−1)(1− s)α−1ds

]

=
M

(1− γηα−1)Γ(α)

[∫ τ

0

(τ − s)α−1(1− γηα−1) ds−
∫ t

0

(t− s)α−1(1− γηα−1) ds

+

∫ η

0

(τα−1 − tα−1)((1− s)α−1 − γ(η − s)α−1) ds+

∫ 1

η

(τα−1 − tα−1)(1− s)α−1ds

]
=

M

(1− γηα−1)Γ(α + 1)

[
(1− γηα)(τα−1 − tα−1) + (1− γηα−1)(τα − tα)

]
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|DqF1v(t)−DqF1v(τ)| (2.7)

=

∣∣∣∣Iα−qf(t, v(t), Dpv(t))− Γ(α)

(α− q)(1− γηα−1)
[Iαf(1, v(1), Dpv(1)) (2.8)

−γIαf(η, v(η), Dpv(η))] tα−q−1 − Iα−qf(τ, v(τ), Dpv(τ)) (2.9)

+
Γ(α)

Γ(α− q)(1− γηα−1)
[Iαf(1, v(1), Dpv(1))− γIαf(η, v(η), Dpv(η))] τα−q−1

∣∣∣∣∣
(2.10)

≤ 1

Γ(α− q)

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s)) ds−
∫ τ

0

(τ − s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s)) ds

∣∣∣∣
(2.11)

+
M

(1− γηα−1)Γ(α− q)

∣∣∣∣(τα−q−1 − tα−q−1)

{∫ 1

0

(1− s)α−1 ds− γ
∫ η

0

(η − s)α−1 ds

}∣∣∣∣
(2.12)

≤ 1

Γ(α− q)

[∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s)) ds−
∫ τ

0

(τ − s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s)) ds

∣∣∣∣
(2.13)

+

∣∣∣∣∫ τ

0

(t− s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s))ds−
∫ τ

0

(τ − s)α−q−1f(s, v(s), Dpv(s))ds

∣∣∣∣]
(2.14)

+
M(1− γηα)

(1− γηα−1)Γ(α− q)α
(τα−q−1 − tα−q−1) (2.15)

≤ M

Γ(α− q)

[∫ τ

0

(τ − s)α−q−1 − (t− s)α−q−1ds+

∫ t

τ

(t− s)α−q−1

]
ds (2.16)

+
M(1− γηα)

(1− γηα−1)Γ(α− q)α
(τα−q−1 − tα−q−1) (2.17)

=
M

Γ(α− q + 1)
(τα−q − tα−q) +

M(1− γηα)

(1− γηα−1)Γ(α− q)α
(τα−q−1 − tα−q−1). (2.18)

de la même façon, on peut montrer que

|F2u(t)−F2u(τ)| ≤ N

(1− γηβ−1)Γ(β + 1)

[
(1− γηβ)(τβ−1 − tβ−1) + (1− γηβ−1)(τβ − tβ)

]
,

|DpF2u(t)−DqF2u(τ)| ≤ N

Γ(β − p+ 1)
(τβ−p−tβ−p)+ N(1− γηβ)

(1− γηβ−1)Γ(β − p)β
(τβ−p−1−tβ−p−1)

Les fonctions tα, tα−1, tβ, tβ−1, tα−q,tα−q−1,tβ−p,tβ−p−1 sont toutes uniformément conti-
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nues sur [0, 1]. Alors, quand t → τ , le terme considéré tend vers zéro, ce qui im-
plique que F (W ) est équicontinue, de plus, elle est uniformément bornée puis que
F (W ) ⊂ W . Par le théorème d’Ascoli-Arzelà, F (W ) est relativement compact pour
toutes ensemble borné. Alors, F est complètement continue. Par conséquent, d’après
le théorème du point fixe de Schauder, il existe au mois une solution au problème
(1.1).

avec 0 < ρi, σi < 1 (i = 1, 2) et ρ, σ sont des constantes non nulles.



Chapitre 3
Étude d’un système couplé d’équations
différentielles fractionnaires avec conditions
intégrales aux limites de type Hadamard

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un nouveau problème mathématique portant
sur un système couplé d’équations différentielles fractionnaires de type Hadamard,
avec des conditions aux limites intégrales explicitement données :



HDαu(t) = f(t, u(t), v(t)), 1 < t < e, 1 < α ≤ 2,

HDβv(t) = g(t, u(t), v(t)), 1 < t < e, 1 < β ≤ 2,

u(1) = 0, u(e) = Γγu(σ1) = 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(
log σ1

s

)γ−1 u(s)
s
ds,

v(1) = 0, v(e) = Γγv(σ2) = 1
Γ(γ)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ−1 v(s)
s
ds,

(3.1)

où γ > 0, 1 < σ1 < e, 1 < σ2 < e, HD(·) désigne la dérivée fractionnaire de
Hadamard d’ordre fractionnaire, Γγ est l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre
γ, et f, g : [1, e]× R× R→ R sont des fonctions continues.

L’objectif principal de ce chapitre est d’établir l’existence et l’unicité des solutions
de ce système couplé. Pour atteindre cet objectif, nous nous appuyons sur un outil
puissant de l’analyse classique : le théorème du point fixe de Schaefer, qui permet
de démontrer l’existence de la solution. L’unicité, quant à elle, sera prouvée en utilisant
le principe de contraction de Banach.

Ce travail s’inscrit dans la continuité du chapitre précédent, où un autre type de
systèmes fractionnaires, basé sur les dérivées de Riemann-Liouville, a été examiné, ce
qui ajoute une nouvelle dimension et une dynamique particulière au système étudié.

38
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3.1 Résultats d’existence

On introduit C1([0, 1]), l’espace des fonctions continûment dérivables sur [0, 1]. Les
espaces de Banach X et Y sont définis comme suit :

X = {u(t) | u(t) ∈ C1([0, 1])}

doté de la norme :
‖u‖X = max

t∈[0,1]
|u(t)|

Y = {v(t) | v(t) ∈ C1([0, 1])}

avec la norme :
‖v‖Y = max

t∈[0,1]
|v(t)|

Alors, le produit des deux espaces X × Y est un espace de Banach, muni de la
norme :

‖(u, v)‖X×Y = ‖u‖X + ‖v‖Y

Lemme 3.1.1. Soit h ∈ C([1, e],R) et 1 < α ≤ 2. On s’intéresse au problème aux
limites suivant : 

Dαu(t) = h(t), 1 < t < e,

u(1) = 0,

u(e) = Iγu(σ1),

La solution unique du problème est

u(t) = Iαh(t) +
(log t)α−1

A
[Iγ+αh(σ1)− Iαh(e)]

avec
A =

1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(log σ1
s

)γ−1 (log s)α−1

s
ds

Démonstration. À ce stade, nous procédons à l’application de l’intégrale de Hadamard
des deux côtés de l’équation :

IαDαu(t) = Iαh(t),

ce qui donne
u(t) = Iαh(t) + C1(log t)α−1 + C2(log t)α−2.

En utilisant les deux conditions données :
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u(1) = 0⇒ C2 = 0,

u(e) = Iγu(σ1)⇐⇒ Iαh(e) + C1 = Iγ
[
Iαh(σ1) + C1(log σ1)α−1

]
.

⇐⇒ Iγ−αh(σ1) +
c1

Γ(γ)

∫ σ1

1

(log
σ1

s
)γ−1 (log s)α−1

s
ds.

C1 =
1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(log σ1
s

)λ−1 (log s)α−1

s
ds

[Iγ+αh(σ1)− Iαh(e)]

De la même manière, on peut déterminer la solution générale du problème :
Dβv(t) = z(t), 1 < t < e,

v(1) = 0,

v(e) = Iγv(σ2),

sous l’expression suivante

v(t) = Iβz(t) +
(log t)β−1

B
[Iγ+βz(σ2)− Iβz(e)],

avec
B =

1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ−1 (log s)β−1

s
ds
.

Lemme 3.1.2. Soient f, g deux fonctions continues. (u, v) ∈ X × Y est une solution
du problème si et seulement si (u, v) ∈ X × Y est une solution du système couplé
d’équations intégrales :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
f(s, u(s), v(s))

s
ds

+ (log t)α−1

A

[
1

Γ(γ+α)

∫ σ1
1

(
log σ1

s

)γ+α−1 f(s,u(s),v(s))
s

ds

− 1
Γ(α)

∫ e
1

(
log e

s

)α−1 f(s,u(s),v(s))
s

ds
]
,

v(t) =
1

Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1
g(s, u(s), v(s))

s
ds

+ (log t)β−1

B

[
1

Γ(γ+β)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ+β−1 g(s,u(s),v(s))
s

ds

− 1
Γ(β)

∫ e
1

(
log e

s

)β−1 g(s,u(s),v(s))
s

ds
]
.
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On construisent l’opérateur

T : X × Y → X × Y

T (u, v)(t) =

(
T1(u, v)(t)

T2(u, v)(t)

)

T1(u, v)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
f(s, u(s), v(s))

s
ds

+
(log t)α−1

A

[
1

Γ(γ + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)γ+α−1 f(s, u(s), v(s))

s
ds

− 1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 f(s, u(s), v(s))

s
ds

]

T2(u, v)(t) =
1

Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1
g(s, u(s), v(s))

s
ds

+
(log t)β−1

B

[
1

Γ(γ + β)

∫ σ2

1

(
log

σ2

s

)γ+β−1 g(s, u(s), v(s))

s
ds

− 1

Γ(β)

∫ e

1

(
log

e

s

)β−1 g(s, u(s), v(s))

s
ds

]
avec

A =
1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(log σ1
s

)γ−1 (log s)α−1

s
ds

B =
1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ−1 (log s)β−1

s
ds
.

Pour démontrer l’existence et l’unicité d’un point fixe, nous appliquerons d’abord le
lemme du point fixe de Schaefer, puis le théorème du point fixe de Banach. Ainsi, nous
posons :

M1 =
1

Γ(α + 1)
+

1

|A|

(
(log σ1)γ+α

Γ(γ + α + 1)
+

1

Γ(α + 1)

)
, (3.1)

M2 =
1

Γ(β + 1)
+

1

|B|

(
(log σ2)γ+β

Γ(γ + β + 1)
+

1

Γ(β + 1)

)
, (3.2)

M0 = min {1− (M1k1 +M2λ1), 1− (M1k2 +M2λ2)} , ki, λi ≥ 0 (i = 1, 2).

(3.3)

Théorème 3.1.1. Supposons qu’il existe des constantes réelles ki, λi ≥ 0, et xi ∈ R
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pour (i = 1, 2),k0, λ0 > 0 telles que :

|f(t, x1, x2)| ≤ k0 + k1|x1|+ k2|x2|,

|g(t, x1, x2)| ≤ λ0 + λ1|x1|+ λ2|x2|,

si :
M1k1 +M2λ1 < 1, M1k2 +M2λ2 < 1.

Alors, le problème aux limites (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. montrons que F vérifie les hypothéses du théoréme de schaefer,pour
cela,prenonsdeux constantes positives L1 et L2 telles que

|f(t, u(t), v(t))| ≤ L1, |g(t, u(t), v(t))| ≤ L2, ∀(u, v) ∈ Ω

Contrôler que l’opérateur T : X × Y → X × Y est complètement continus.

Premièrement : T ’est continue.
Par la continuité des fonctions f et g, l’opérateur T est continue.

Deuxièmement : Ω ⊂ X × Y borné, F (Ω) est borné pour touts (u, v) ∈ Ω

|T1(u, v)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

+
1

|A|

[
1

Γ(γ + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)γ+α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

+
1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

]

≤ L1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
1

s
ds

+
L1

|A|

[
1

Γ(γ + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)γ+α−1 1

s
ds

+
1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 1

s
ds

]

ce qui implique que

‖T1(u, v)‖ ≤ L1

{
1

Γ(α + 1)
+

1

|A|

(
(log σ1)γ+α

Γ(γ + α + 1)
+

1

Γ(α + 1)

)}
= L1M1.
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De même,on obtient

‖T2(u, v)‖ ≤ L2

{
1

Γ(β + 1)
+

1

|B|

(
(log σ2)γ+β

Γ(γ + β + 1)
+

1

Γ(β + 1)

)}
= L2M2.

Ainsi, il découle des inégalités ci-dessus que l’opérateur T est uniformément borné.

Troisièmement : soient τ1, τ2 ∈ [1, e] avec τ1 < τ2. L’opérateur T est équicontinue.

|T1(u(t2), v(t2))− T1(u(t1), v(t1))|

≤ L1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ τ1

1

(
log

τ1

s

)α−1 1

s
ds−

∫ τ2

1

(
log

τ2

s

)α−1 1

s
ds

∣∣∣∣
+ L1

∣∣∣∣(log τ2)α−1 − (log τ1)α−1

A

[
1

Γ(β + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)β+α−1 1

s
ds

− 1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 1

s
ds

]∣∣∣∣
≤ L1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ τ1

1

[(
log

τ1

s

)α−1

−
(

log
τ2

s

)α−1
]

1

s
ds

∣∣∣∣
+

L1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

(
log

τ2

s

)α−1 1

s
ds

∣∣∣∣
+ L1

∣∣∣∣(log τ2)α−1 − (log τ1)α−1

A

[
1

Γ(β + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)β+α−1 1

s
ds

− 1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 1

s
ds

]∣∣∣∣ .
De manière analogue , on peut obtenir

|T2(u(t2), v(t2))− T2(u(t1), v(t1))|

≤ L2

Γ(β)

∣∣∣∣∫ τ1

1

[(
log

τ1

s

)β−1

−
(

log
τ2

s

)β−1
]

1

s
ds

∣∣∣∣
+

L2

Γ(β)

∣∣∣∣∫ τ2

τ1

(
log

τ2

s

)β−1 1

s
ds

∣∣∣∣
+ L2

∣∣∣∣(log τ2)β−1 − (log τ1)β−1

B

[
1

Γ(γ + β)

∫ σ2

1

(
log

σ2

s

)γ+β−1 1

s
ds

− 1

Γ(β)

∫ e

1

(
log

e

s

)β−1 1

s
ds

]∣∣∣∣
Lorsque τ1 → τ2, le terme correspondant tend vers zéro, ce qui implique l’équi conti-
nuité de T (u, v). Par conséquent, l’opérateur T (u, v) est complètement continue.



3.1. Résultats d’existence 44

Enfin, on vérifiera que l’ensemble

E = {(u, v) ∈ X × Y | (u, v) = λT (u, v), 0 ≤ λ ≤ 1}

est borné.
Soit (u, v) ∈ E, alors on a (u, v) = λT (u, v) pour un certain λ ∈ [0, 1].

Pour tout t ∈ [0, 1] on a

u(t) = λT1(u, v)(t), v(t) = λT2(u, v)(t).

Alors,

|u(t)| ≤
{

1

Γ(α + 1)
+

1

|A|

(
(log σ1)γ+α

Γ(γ + α + 1)
+

1

Γ(α + 1)

)}
(k0 + k1‖u‖+ k2‖v‖),

et

|v(t)| ≤
{

1

Γ(β + 1)
+

1

|B|

(
(log σ2)γ+β

Γ(γ + β + 1)
+

1

Γ(β + 1)

)}
(λ0 + λ1‖u‖+ λ2‖v‖).

Ainsi, nous avons
‖u‖ ≤M1(k0 + k1‖u‖+ k2‖v‖),

et
‖v‖ ≤M2(λ0 + λ1‖u‖+ λ2‖v‖),

ce qui implique que

‖u‖+ ‖v‖ ≤ (M1k0 +M2λ0) + (M1k1 +M2λ1)‖u‖+ (M1k2 +M2λ2)‖v‖.

Par conséquent,
‖(u, v)‖ ≤ M1k0 +M2λ0

M0

,

M0 est défini par (3.3). Pour tout t ∈ [0, 1], l’ensemble E est borné. Étant donné que
les hypothèses du théorème de Schaefer sont vérifiées, on en déduit que l’opérateur T
possède au moins un point fixe.

Par conséquent, le problème aux limites (3.1) admet au moins une solution.
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3.2 Résultats d’existence et d’unicité

Théorème 3.2.1. Supposons que f, g : [0, 1]× R2 → R sont des fonctions continues,
et qu’il existe des constantes mi, ni, , i = 1, 2 ≥ 0, telles que pour tous ui, vi ∈ R,
i = 1, 2, on ait :

|f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2)| ≤ m1|u1 − v1|+m2|u2 − v2|,

et
|g(t, u1, u2)− g(t, v1, v2)| ≤ n1|u1 − v1|+ n2|u2 − v2|.

Si
M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2) < 1,

alors, le probléme de valeur au bord (3.1) admet une solution unique .

Démonstration. Vérifions que l’opérateur T satisfait les hypothèses du théorème du
point fixe de Banach.
Définissons

sup
t∈[0,1]

|f(t, 0, 0)| = N1 <∞, sup
t∈[0,1]

|g(t, 0, 0)| = N2 <∞,

et
r ≥ M1N1 +M2N2

1−M1(m1 +m2)−M2(n1 + n2)
.

Montrons que T (Br) ⊂ Br, où Br = {(u, v) ∈ X × Y : ‖(u, v)‖ ≤ r}. Pour
(u, v) ∈ Br, on a

|T1(u, v)(t)| ≤ max
t∈[1,e]

{
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

+
1

|A|

[
1

Γ(γ + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)γ+α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

+
1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 |f(s, u(s), v(s))|
s

ds

]}
En utilisant l’inégalité triangulaire,

|f(s, u(s), v(s))| ≤ |f(s, u(s), v(s))− f(s, 0, 0)|+ |f(s, 0, 0)|,
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on obtient

|T1(u, v)(t)| ≤
{

1

Γ(α + 1)
+

1

|A|

(
(log σ1)γ+α

Γ(γ + α + 1)
+

1

Γ(α + 1)

)}
(m1‖u‖+m2‖v‖+N1),

≤M1[(m1 +m2)r +N1].

Donc,
‖T1(u, v)‖ ≤M1[(m1 +m2)r +N1].

De même, on montre que

‖T2(u, v)‖ ≤M2[(n1 + n2)r +N2].

Par conséquent,
‖T (u, v)‖ ≤ r.

Ainsi, T (Br) ⊂ Br, et T est une contraction d’après la condition imposée. Par le
théorème du point fixe de Banach, T admet un unique point fixe. D’où, le problème
de valeur au bord (1.1) admet une solution unique.

Pour (u2, v2), (u1, v1) ∈ X × Y , et pour tout t ∈ [1, e], on a

|T1(u2, v2)(t)−T1(u1, v1)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 |f(s, u2(s), v2(s))− f(s, u1(s), v1(s))|
s

ds

+
1

|A|

[
1

Γ(γ + α)

∫ σ1

1

(
log

σ1

s

)γ+α−1 |f(s, u2(s), v2(s))− f(s, u1(s), v1(s))|
s

ds

+
1

Γ(α)

∫ e

1

(
log

e

s

)α−1 |f(s, u2(s), v2(s))− f(s, u1(s), v1(s))|
s

ds

]
≤
{

1

Γ(α + 1)
+

1

|A|

(
(log σ1)γ+α

Γ(γ + α + 1)
+

1

Γ(α + 1)

)}
(m1‖u2 − u1‖+m2‖v2 − v1‖)

≤M1(m1‖u2 − u1‖+m2‖v2 − v1‖) ≤M1(m1 +m2)(‖u2 − u1‖+ ‖v2 − v1‖),

et par conséquent, on obtient

‖T1(u2, v2)(t)− T1(u1, v1)(t)‖ ≤M1(m1 +m2)(‖u2 − u1‖+ ‖v2 − v1‖). (3.4)

De même,

‖T2(u2, v2)(t)− T2(u1, v1)(t)‖ ≤M2(n1 + n2)(‖u2 − u1‖+ ‖v2 − v1‖). (3.5)
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Il résulte de (3.4) et (3.5) que

‖T (u2, v2)(t)− T (u1, v1)(t)‖ ≤ [M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2)](‖u2 − u1‖+ ‖v2 − v1‖).

Puisque M1(m1 +m2) +M2(n1 +n2) < 1, alors T est un opérateur de contraction.
Ainsi, par le théorème du point fixe de Banach, l’opérateur T admet un point fixe
unique, qui est la solution unique du problème (1.1).

Exemple 3.2.1. Considérons le système suivant de problème de valeur au bord frac-
tionnaire : 

cD3/2x(t) =
1

4(t+ 2)2
· |u(t)|

1 + |u(t)|
+

1

32
sin2(v(t)), t ∈ [0, 1],

cD3/2x(t) =
1

32π
sin(2πu(t)) +

|v(t)|
16(1 + |v(t)|)

+
1

2
, t ∈ [0, 1],

u(1) = 0, u(e) = t3/2u(2),

v(1) = 0, v(e) = t3/2v(5/2).

(3.6)

Here α = 3
2
, β = 3

2
, γ = 3

2
, σ1 = 2, σ2 = 5

2
,

A =
1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ1
1

(
log σ1

s

)γ−1 (log s)α−1

s
ds

=
4

4−
√
π(log 2)2

≈ 1.27,

and

B =
1

1− 1
Γ(γ)

∫ σ2
1

(
log σ2

s

)γ−1 (log s)β−1

s
ds

=
4

4−
√
π(log 5

2
)2
≈ 1.59.

Also,

f(t, u, v) =
1

4(t+ 2)2

|u|
1 + |u|

+ 1 +
1

32
sin2 v

and

g(t, u, v) =
1

32π
sin(2πu) +

|v|
16(1 + |v|)

+
1

2
.

Note that

|f(t, u1, u2)− f(t, v1, v2)| ≤ 1

16
|u1 − v1|+

1

16
|u2 − v2|,



3.2. Résultats d’existence et d’unicité 48

|g(t, u1, u2)− g(t, v1, v2)| ≤ 1

16
|u1 − v1|+

1

16
|u2 − v2|,

and

M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2) ≈ 0.43 < 1.



Chapitre 4
Étude d’un systéme couplé d’équations
différentielles fractionnaires de type Caputo
avec conditions aux limites non locales

4.1 Existence et unicité de la solution

Dans ce chapitre nous étudion un travail de recherche publié en 2025 dans le journal
of interdisciplinary mathematics , Elle est consacrée à l’étude d’un nouveau système
couplé d’équations différentielles fractionnaires, muni de conditions aux limites non
locales de type intégral, et donné sous la forme suivante.

2∑
k=0

Dβi+kxi(t) = fi
(
t,Dβi+αxi(t), x3−i(t)

)
, 0 < α < βi < 1, 0 ≤ t ≤ 1, i = 1, 2,

xi(0) = 0, xi(ηi) = 0, xi(1) = λi
∫ ιi

0
xi(s) ds, 0 < ιi < ηi < 1, λi ∈ R, i = 1, 2.

D() designe la dérivée fractionnaire de caputo , et fi : [0, 1]×R×R pour i = 1, 2 sont
des fonctions continues
L’objectif principal de ce travail est d’étudier l’éxistence et l’unicité des solutions de
ce système en utilisent les théorème de point fixe de banach Cette étude permet de
mieux comprendre le comportement de solutions dans des systèmes où les effets de
mémoire et de non-localité jouent un rôle essentiel.

Lemme 4.1.1.

49
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: On s’intéresse au problème aux limites suivant :
∑2

k=0D
βi+kixi(t) = ui(t), 0 < βi < 1, 0 ≤ t ≤ 1,

xi(0) = 0, xi(ηi) = 0, xi(1) = λi
∫ ιi

0
xi(s)ds, 0 < ιi < ηi < 1, λi ∈ R

où u1(t) = f1(t,Dβ1−αx1(t), x2(t)), et u2(t) = f2(t, x1(t), Dβ2−αx2(t)), , i = 1, 2,

La solution générale s’écrit sous la forme

xi(t) =
1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

Φ(t)
(s− w)βi−1

Γ(βi)
ui(w)dwds+$1i(t)

∫ ηi

0

∫ s

0

Φ(ηi)
(s− w)βi−1

Γ(βi)
ui(w)dwds

+$2i(t)

[∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)βi−1

Γ(βi)
ui(w)dwds−

λi
c2

1 + c2
2

∫ ιi

0

∫ s

0

(c2 + c2e
−c1(ιi−s) cos c2(ιi − s)− c1e

−c1(ιi−s) sin c2(ιi−

s))
(s− w)βi−1

Γ(βi)
ui(w)dwds

]]
, i = 1, 2.

Nous avons pour i = 1, 2 où Φ(j) = e−c1(j−s) − sin c2(j − s), j = t, ηi, 1,

c1 =
1

2
, c2 =

√
3

2

v1(t) =
c2 + c2e

−c1t cos c2t− c1e
−c1t sin c2t

c2
1 + c2

2

, v2(t) = c2e
−c1t sin c2t,

q1i =
c2 + c2e

−c1ηi cos c2ηi − c1e
−c1ηi sin c2ηi

c2
1 + c2

2

, q2i = c2e
−c1ηi sin c2ηi.

q3l =
1

c2
1 + c2

2

[c2 − c2e
−c1 cos c2 − c1e

−c1 sin c2 − c2λiιi +
c2λi
c2

1 + c2
2

(c1 − c1e
−c1ιi×

cos c2ιi − c2e
−c1ιi sin c2ιi) +

c1λi
c2

1 + c2
2

(c2 − c2e
−c1ιi cos c2ιi − c1e

−c1ιi sin c2ιi)],
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q4l = c2[e−c1 sin c2 −
λi

c2
1 + c2

2

(c2 − c2e
−c1ιi cos c2ιi − c1e

−c1ιi sin c2ιi)],

$1l(t) =
q3iv2(t)− q4iv2(t)

N3

, $2l(t) =
q2iv1(t)− q1iv2(t)

N3

,

où N3i = q1iq4i − q2iq3i 6= 0.

Soit C([0, 1],R) l’espace des fonctions continues sur [0, 1], et la norme ‖.‖∞ =

supt∈J |.|.
Introduisons les deux espaces de Banach suivants X1, X2 par :

X1 := {x1 ∈ C,Dβ1−αx1 ∈ C},

avec la norme ‖x1‖X1 = max(‖x1‖∞, ‖Dβ1−αx1‖∞).

X2 := {x2 ∈ C,Dβ2−αx2 ∈ C},

avec la norme ‖x2‖X2 = max(‖x2‖∞, ‖Dβ2−αx2‖∞).

Le couple (X1 × X2, ‖.‖) est un espace produit de deux espaces de Banach associe à
la norme

‖(x1, x2)‖X1×X2 = max(‖x1‖X1 , ‖x2‖X2).

Nous prenons l’opérateur non linéaire

T : X1 ×X2 → X1 ×X2
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T (x1, x2)(t) := (T1(x1, x1)(t), T1(x1, x1)(t)), Où

T1(x1, x2)(t) =
1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

Φ(t)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds+

$11(t)

∫ η1

0

∫ s

0

Φ(η1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds+

$21(t)

[∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds−

λ1

c2
1 + c2

2

∫ ι1

0

∫ s

0

(c2 + c2e
−c1(ι1−s) cos c2(1− s))− c1e

−c1(ι1−s) sin c2(ι1 − s))

(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds

]]
.

T2(x1, x2)(t) =
1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

Φ(t)
(s− w)β2−1

Γ(β2)
f2(w, x1(w), Dβ2−αx2(w))dwds+

$12(t)

∫ η2

0

∫ s

0

Φ(η2)
(s− w)β2−1

Γ(β2)
f2(w, x1(w), Dβ2−αx2(w))dwds+

$22(t)

[∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)β2−1

Γ(β2)
f2(w, x1(w), Dβ2−αx2(w))dwds−

λ2

c2
1 + c2

2

∫ ι2

0

∫ s

0

(c2 + c2e
−c1(ι2−s) cos c2(ι2 − s)− c1e

−c1(ι2−s) sin c2(ι2 − s))

(s− w)β2−1

Γ(β2)
f2(w, x1(w), Dβ2−αx2(w))dwds

]]
.

La démonstration de l’existante et de l’unicité de la solution se ramène à celle de
l’existence et de l’unicité du point fixe de l’opérateur T,Cela s’appuie sur la condition
de Lipschitz imposée à la fonction f ,ce qui permet d’appliquer le théorème de point
fixe de Banach.

Nous commençons par établir les notations fondamentales nécessaires a la suit de
l’étude :

κ = sup
t∈J

∣∣∣∣cos(c2t)− 1

c2

− exp(−c1t)− 1

c1

∣∣∣∣ ,

θ̃ =
N2[κ +$∗12η

β2
2 κ∗1 +$∗22κ2 +$∗22ι

β2
2 ζ
∗]

c2Γ(β2 + 1)Γ(1 + α− β2)
,

$∗1i = sup
t∈J
|$′1i(t)|, i = 1, 2,
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κ1 =

∣∣∣∣cos(c2η1)− 1

c2

− exp(−c1η1)− 1

c1

∣∣∣∣ ,

κ∗1 =

∣∣∣∣cos(c2η2)− 1

c2

− exp(−c1η2)− 1

c1

∣∣∣∣ ,

$2i = sup
t∈J
|$2i(t)|, i = 1, 2,

φ̃1 =
K∗[κ +$12η

β2
2 κ∗1 +$22κ2 +$22ι

β2
2 ζ
∗]

c2Γ(β2 + 1)
,

κ2 =

∣∣∣∣cos(c2l)− 1

c2

∣∣∣∣ , ζ =
|λ1|

c2
1 + c2

2

∣∣∣∣c2ι1 +
sin c2lι1
exp c1lι1

∣∣∣∣ ,

φ1 =
K[κ +$11η

β1
1 κ1 +$21κ2 +$21ι

β1
1 ζ]

c2Γ(β1 + 1)
,

φ =
N1[κ +$11η

β1
1 κ1 +$21κ2 +$21ι

β1
1 ζ]

c2Γ(β1 + 1)
,

ζ∗ =
|λ2|

c2
1 + c2

2

∣∣∣∣c2ι2 +
sin c2ι2
exp c1ι2

∣∣∣∣ ,

θ1 =
K[κ +$∗11η

β1
1 κ1 +$∗21κ2 +$∗21ι

β1
1 ζ]

c2Γ(β1 + 1)Γ(1 + α− β2)
,

θ =
N1[κ +$∗11η

β1
1 κ1 +$∗21κ2 +$∗21ι

β1
1 ζ]

c2Γ(β1 + 1)Γ(1 + α− β2)
, $∗2i = sup

t∈J
|$′2i(t)|, i = 1, 2,
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φ̃ =
N2[κ +$12η

β2
2 κ∗1 +$22κ2 +$22ι

β2
2 ζ
∗]

c2Γ(β2 + 1)
,

θ̃1 =
K∗[κ +$∗12η

β2
2 κ∗1 +$∗22κ2 +$∗22ι

β2
2 ζ
∗]

c2Γ(β2 + 1)Γ(1 + α− β2)
,

$1i = sup
t∈J
|$1i(t)|, i = 1, 2.

Théorème 4.1.1. Supposons les deux hypothèses

(H1) Les fonctions f1, f2 sont continues sur J × R2 et il existe K1, K2, K3, K4 ∈ R∗+
tels que pour t ∈ J, w, y, x̃, ȳ ∈ R

|f1(t, x, y)− f1(t, x̃, ỹ)| ≤ K1|x− x̃|+K2|y − ỹ|,

|f2(t, x, y)− f2(t, x̃, ỹ)| ≤ K3|x− x̃|+K4|y − ỹ|.

(H2) Il existe des nombres réels positifs N1, N2 tels que pour tout t ∈ J,

|f1(t, 0, 0)| ≤ N1 <∞, |f2(t, 0, 0)| ≤ N2 <∞.

Si max(φ1, θ1, φ̃1, θ̃1) < 1, i = 1, 2, alors,le problème aux limites admet une solution
couplée unique définie sur J .

Démonstration. Il s’agit à présenter de vérifie que la condition de contraction dans le
théorème de Banach est bien vérifiée.Pour cela,nous choisissons r par

r > max

(
Φ

1− Φ1

,
θ

1− θ1

,
Φ̃

1− Φ̃1

,
θ̃

1− θ̃1

)

Nous définissons la boule Br := {(x1, x2) ∈ X1 × X2 : ‖(x1, x2)‖X1×X2 ≤ r}, et
nous prouvons que TBr ∈ Br.
soit (x1, x2) ∈ Br et Pour tout t ∈ J, , nous avons

|T1(x1, x2)(t)| = 1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

|Φ(t)| (s− w)β1−1

Γ(β1)

∣∣f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))
∣∣ dwds+
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|$11(t)|
∫ η1

0

∫ s

0

|Φ(η1)| (s− w)β1−1

Γ(β1)

∣∣f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))
∣∣ dwds+

|$21(t)|
[∫ 1

0

∫ s

0

|Φ(1)| (s− w)β1−1

Γ(β1)

∣∣f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))
∣∣ dwds−

|λ1|
c2

1 + c2
2

∫ ι1

0

∫ s

0

∣∣c2 + c2e
−c1(ι1−s) cos c2(ι1 − s))− c1e

−c1(ι1−s) sin c2(ι1 − s))
∣∣

(s− w)β1−1

Γ(β1)
|f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))|dwds

]]
.

En utilisant (H.1) et (H.2), nous obtenons que

|f1(t,Dβ1−αx1(t), x2(t))| ≤ |f1(t,Dβ1−αx1(t), x2(t))− f1(t, 0, 0) + f1(t, 0, 0)|

≤ K1|Dβ1−αx1|+K2|x2|+N1.

|f2(t, x1(t), Dβ2−αx2(t))| ≤ |f2(t, x1(t), Dβ2−αx2(t))− f2(t, 0, 0) + f2(t, 0, 0)|

≤ K3|x1|+K4|Dβ2−αx2|+N2.

D’où

‖T1(x1, x2)‖∞ ≤
(K1|Dβ1−αx1|+K2|x2|+N1)

c2Γ(β1 + 1)
[κ +$11η

β1
1 κ1 +$21κ2 +$21ι

β1
1 ζ].

Nous définissons la quantité K = max(K1, K2), nous obtenons

‖T1(x1, x2)‖ ≤ φ1r + φ. (4)

D’autre part

Dβ1−αT1(x1, x2)(t) =
1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

(t− s)α−β1
Γ(1 + α− β1)

Φ(t)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds+
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(t− s)α−β1
Γ(1 + α− β1)

$′11(t)

∫ η1

0

∫ s

0

Φ(η1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds+

(t− s)α−β1
Γ(1 + α− β1)

$′21(t)

[∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds−

λ1

c2
1 + c2

2

∫ ι1

0

∫ s

0

(
c2 + c2e

−c1(ι1−s) cos c2(ι1 − s)
)
− c1e

−c1(ι1−s) sin c2(ι1 − s))

(s− w)β1−1

Γ(β1)
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))dwds

]]
.

donc

‖Dβ1−αT1(x1, x2)‖∞ ≤
(K1|Dβ1−αx1|+K2|x2|+N1)

c2Γ(β1 + 1)
[κ+$11η

β1
1 κ1 +$21κ2 +$21ι

β1
1 ζ].

‖Dβ1−αT1(x1, x2)‖∞ ≤ θ1r + θ. (5)

De même avec T2(x1, x2). Nous avons

‖T2(x1, x2)‖∞ ≤
(K1|Dβ1−αx1|+K2|x2|+N1)

c2Γ(β1 + 1)
[κ +$12η

β1
1 κ∗1 +$22κ2 +$22ι

β1
1 ζ
∗].

Nous définissons K∗ = max(K3, K4), ainsi nous obtenons

‖T2(x1, x2)‖∞ ≤ φ̃1r + φ̃.‖Dβ1−αT2(x1, x2)‖∞ ≤ θ̃1r + θ̃.

Grâce à (4), (5), (6) et (7) nous obtenons

‖T (x1, x2)‖X1×X2 ≤ r

De plus, pour tout t ∈ J, (x1, x2), (x̃1, x̃2) ∈ X1 ×X2 nous avons

|T1(x1, x2)(t)−T1(x̃1, x̃2)(t)| ≤
∣∣∣∣ 1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

Φ(t)
(s− w)β1−1

Γ(β1)

(
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))

−f1(w,Dβ1−αx̃1(w), x̃2(w))
)
dwds+

$11(t)

∫ η1

0

∫ s

0

Φ(η1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)

(
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))−
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f1(w,Dβ1−αx̃1(w), x̃2(w))
)
dwds+

$21(t)

[∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)

(
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))

−f1(w,Dβ1−αx̃1(w), x̃2(w))
)
dwds− λ1

c2
1 + c2

2

∫ ι1

0

∫ s

0

(c2 + c2e
−c1(ι1−s) cos c2(ι1 − s))

−c1e
−c1(ι1−s) sin c2(ι1 − s))

(s− w)β1−1

Γ(β1)

(
f1(w,Dβ1−αx1(w), x2(w))

−f1(w,Dβ1−αx̃1(w), x̃2(w))
)
dwds

]]∣∣
Grâce à (H.1)

|T1(x1, x2)(t)− T1(x̃1, x̃2)(t)| ≤ 1

c2

[∫ t

0

∫ s

0

Φ(t)
(s− w)β1−1

Γ(β1)

(K1|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+K2|x2 − x̃2|)dwds+

$11(t)

∫ η1

0

∫ s

0

Φ(η1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
(K1|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+K2|x2 − x̃2|)dwds

+

[
$21(t)

∫ 1

0

∫ s

0

Φ(1)
(s− w)β1−1

Γ(β1)
(K1|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+K2|x2 − x̃2|)dwds

− λ1

c2
1 + c2

2

∫ t1

0

∫ s

0

(c2 + c2e
−c1(t1−s) cos c2(t1 − s))− c1e

−c1(t1−s) sin c2(t1 − s))
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(s− w)β1−1

Γ(β1)
(K1|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+K2|x2 − x̃2|)dwds

]]
.

Donc

‖T1(x1, x2)(t)− T1(x̃1, x̃2)(t)‖∞ ≤ φ1(|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+ |x2 − x̃2|).

Aussi, nous avons

‖Dβ1−α(T1(x1, x2)(t)− T1(x̃1, x̃2)(t))‖∞ ≤ θ1(|Dβ1−αx1 −Dβ1−αx̃1|+ |x2 − x̃2|).

‖T1(x1, x2)(t)− T1(x̃1, x̃2)‖∞ ≤ φ̃1(|x1 − x̃1|+ |Dβ2−αx2 −Dβ2−αx̃2|),

‖Dβ1−α(T1(x1, x2)(t)− T1(x̃1, x̃2)(t))‖∞ ≤ θ̃1(|x1 − x̃1|+ |Dβ2−αx2 −Dβ2−αx̃2|).

Donc

‖(T1(x1, x2)− T1(x̃1, x̃2))‖X1×X2 ≤ max(φ1, θ1, φ̃1, θ̃1)‖(x1, x2)− (x̃1, x̃2)‖X1×X2 .

Finalement, l’opérateur T est une contraction.Et d’après le théorème de Banach T

admet une seule point fixe qui est une solution unique du problème (3).



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté des résultats d’existence et de l’unicité des solutions
pour des systèmes couplés de problèmes aux limites d’ordre fractionnaire dans des
espaces de Banach appropriés. Cette étude a été basée sur les théorèmes du point fixe
sous des hypothèses suffisantes. Ce sujet reste très riche, et plusieurs pistes peuvent
être explorées dans des futurs travaux, notamment les généralisations aux espaces
vectoriels seminormés et les systèmes infinis.
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