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Intoduction :

Le concept d’espace métrique standard est un outil de base en topologie, en
analyse fonctionnelle et en analyse non linéaire. De telles structures ont attiré
beaucoup d’attention parmi les mathématiciens, notamment en raison du dévelop-
pement de la théorie des points fixes dans ces espaces.

Ces derniéres années, plusieurs généralisations d’espaces métriques standard
ont émergé. En 1993, Czerwik a introduit le concept d’espace b-métrique, jetant
les bases d’un grand nombre d’études sur la théorie du point fixe dans cet espace.
Plus tard, en 2000, Hitzler et Seda ont proposé le concept d’espaces métriques mal
alignés, ot la distance d’un point a lui-méme ne doit pas nécessairement étre égale
a zéro. Ces espaces jouent un role crucial dans la topologie et la programmation
logique et ont conduit a des avancées importantes dans la théorie du point fixe.

Dans le méme temps, la théorie des espaces de modules a été initiée par Nakano,
liée a la théorie des espaces d’ordre, et plus tard généralisée par Musielak et Orlicz.
Ces espaces permettent d’associer une norme pour considérer un espace particulier
de fonctions de Banach. Bien que la notion classique de métrique ne soit pas définie
dans ces espaces, de nombreux problémes liés a la théorie du point fixe peuvent y
étre reformulés.

Dans ce travail, nous introduisons un nouvel espace métrique généralisé et
étendons certains théorémes de point fixe bien connus. Ce nouvel espace englobe
une large classe d’espaces topologiques, notamment les espaces métriques standard,
les espaces b-métriques, les espaces métriques mal alignés et les espaces de modules.

Ainsi, nous établissons de nouvelles versions de théorémes de point fixe clas-
siques tels que le principe de contraction de Banach, le théoréme de point fixe de
Picard et les résultats de point fixe de Reich et Chatterjea.

L’ensemble de ce travail met généralement I'accent sur I'importance des théo-
réemes du point fixe et des espaces métriques généralisés dans 1’analyse mathéma-



tique moderne. Ces résultats ne se limitent pas & de simples généralisations de
concepts classiques, mais s’appuient également sur des outils puissants tels que
I'optimisation, la théorie des jeux et la modélisation mathématique pour résoudre
des problémes spécifiques dans divers domaines.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

— Le premier chapitre introduit les concepts de base, les définitions et les ré-
sultats nécessaires a la suite du travail, avec un accent particulier sur les
espaces métriques.

— Le deuxiéme chapitre est consacré a l’espace G-métriques. Nous présentons
leurs définitions, leurs principales propriétés et les concepts connexes tels que
la convergence, la continuité, la topologie et ’exhaustivité des séquences .

— Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous analysons et discutons quelques ré-
sultats sur I'existence et 'unicité des points fixes pour les applications .



Chapitre 1
Préliminaire :

Ce chapitre est consacré a quelques définitions et des éléments basiques qui
sont indispensable pour le reste de notre travail .

1.1 Quelque notions et proprétés d’un espace mé-
trique :

Définition 1.1.1. une distance sur un espace X est une application d : X? — R+
vérifiant les trois suivantes :

1. Vx,y € X,d(z,y) =0 & x = y(identité )

2. Vx,y € X, d(z,y) > 0 si x #y (non négative)

3. Va,y € X, d(z,y) = d(y,z) (symétrie).

4. Va,y,z € X, d(z,2) < d(xz,y) +d(y, z), (inégalité tringle).

une paire (X, d) s’appele un espace métrique .
Exemple 1.1. dans R,on peut considére la distance d suivante dite distance usuelle :
d(l’,y) = |£B - y|7vgj7y € IR.

Preuve : Pour montrer que d(x,y) = |xr — y| est une distance sur R, nous
devons vérifier qu’elle satisfait les quatre propriétés suivantes :

1. Identité :

On doit montrer que d(x,y) = 0 si et seulement si x = y.

- Six =y, alors d(z,y) = |r —y| = |z — x| = 0.

- Sid(z,y) =0, alors |x —y| =0, ce qui implique x —y = 0, donc x = y.
Donc La propriété d’identité est satisfaite.
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2. Non-négativité :

On doit montrer que d(x,y) > 0 pour tous x,y € R, et d(z,y) >0 si x # y.

— Par définition, d(x,y) = |x —y|, qui est toujours un nombre réel non négatif
(c’est une propriété de la valeur absolue).

- Six#vy, alors |x —y| > 0.

Donc la propriété de non-négativité est satisfaite.

3. Symétrie :

On doit montrer que d(x,y) = d(y,x) pour tous x,y € R.

— Par définition, d(z,y) = |z —y| et d(y,x) = |y — x|.

- Ou, |[x —y| = |y — x| (c’est une propriété de la valeur absolue).

Donc la propriété de symétrie est satisfaite.

4. Inégalité triangulaire :

On doit montrer que d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) pour tous x,y,z € R.

— Par définition, d(z,z) = |z — z|, d(z,y) = |z —y|, et d(y, z) = |y — z|.

— Linégalité triangulaire pour la valeur absolue indique que :

|z — 2| <z —y|+ |y — 2|

Donc linégalité triangulaire est satisfaite.
Puisque d(x,y) satisfait les quatre propriétés, d(z,y) = |x —y| est une distance
sur R. La paire (R, d) est donc un espace métrique.

Définition 1.1.2. (Lipschitzienne)
Soit (E,d) un espace métrique, une application f : E — E est dite lipschit-
zienne de rapport k>0 si :

Yo,y € B, d(f(z), f(y)) < kd(z,y)

k est dite constante de Lipschitz.
L’application lipschitzienne f est appelée :

1. non expansive si k <1

2. contraction si k < 1

Remarque 1.1.1. Une application lipschitzienne est nécessairement continue.
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1.2 Définitions et propriétés dans un espace mé-
trique :

Définition 1.2.1. (Ouverts - Fermés) :
Soit (X, d) un espace métrique et U, F C X. On dit que :
— U est ouvert dans X, si pour tout x € U, il exriste un r > 0 tel que :
B(z,r) CU.
— F est fermé dans X, si son complément X \ F est ouvert dans X .
Définition 1.2.2. soit f une fonction d’un ensemble E dans lui-meme
(f : E— E). Elle n’est pas nécessairement définie sur E tout entier (domaine
de définition) Dy C E.
On dit qu’un point x € E est un point fize si :
1. x € Df
2. flz)==x
Exemple 1.2. 1. Dans le plan, la symétrie par rapport & un point A admet un
unique point fixe a.
2. L’application inverse (définie sur l’ensemble des réels non nuls)admet deux
points fives :—1 et 1.

Remarque 1.2.1. Peut étre une application ne possédant aucun point fize .Alors
toutes les fonctions n’ont nécessairement pas de point fixe.

Exemple 1.3. 1. f(z) =x + 1. on applique la définition :
fz)=2 = zv+l=0 = ov—2=1 = 0=1.

(Impossible). Alors f n’admet pas de points fizes .

flz)=1(z+V1+2?).
le point fize :
%(x—i—\/l—i—ﬁ) =z
= (24 VI+2?) =2

— V1+22=12
— 1+2°=1zx
<~ 1=0

2

(Impossible).
Donc f n’admet pas de points fizes.
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1.2.1 Convergence et continuité dans un espace métrique :

Définition 1.2.3. (Application continue) :
Soient (X,d) et (Y,d') deuz espaces métriques et soit a € X.
On dit qu’une application f : X — Y est continue au point a si :

lim f(x) = f(a)
r—a
c’est-a-dire :
Ve > 0,3y >0,Vz € X :d(a,z) <y = d'(f(a), f(z)) <e.
Définition 1.2.4. (Continuité sur un ensemble) :

On dit que f : (X,d) — (Y,d') est continue sur (X,d) si elle est continue en
tout point de X.

Définition 1.2.5. (Suite convergente) :

Une suite (x,)nen d’éléments d’un espace métrique (X, d) converge ou tend vers
un point a € X lorsque n — oo si et seulement si :

lim d(z,,a) =0

n—oo
C’est-a-dire :
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng : d(z,,a) < e.

On dit aussi que a est la limite de (z,)nen €t on note x, — a ou

lim z, = a.
n—o0

Proposition 1.1. Si la limite d’une suite (x,),en existe, alors cette limite est
unique.

Théoréme 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique, et E C X, a € X
E est fermé <— [V(:cn)neN CE, limz,=a0a = ac E] )
n—oo

Définition 1.2.6. (Suite extraite) :
On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (x,)nen une suite de la forme
(xy(n))nen 00 ¥ : N — N est une application strictement croissante.

Lemme 1. Soit v : N — N une application strictement croissante. Alors pour
tout n € N, on a ¢(n) > n.

Proposition 1.2. Soit (X,d) un espace métrique et (z,)neny C X. On a (x,)nen
converge vers a si et seulement si toute sous-suite (Ty(n))nen de (Tn)nen converge
Vers a.

Définition 1.2.7. Soit (X, d) un espace métrique complet, une fonction
f: X — X est appelée contraction s’il existe k < 1 telle que :

Vr,y € X, d(f(x), f(y)) < kd(z,y)
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1.2.2 Complétude d’un espace métrique :

Définition 1.2.8. (Suite de Cauchy) :

On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace métrique (X, d) est de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe N. € N tel que pour tous m,n > N, on a d(z;,,x,) < €.
C’est-a-dire si dans R, on a :

lim d(zp,x,) =0
m,n—o0

Proposition 1.3. Dans un espace métrique (X,d), on a :
1. Toute suite convergente est de Cauchy.
2. Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est convergente.

Définition 1.2.9. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de
Cauchy (x,)nen dans X converge dans X .

Proposition 1.4. Soit (X,d) un espace métrique et A C X :
— Si (A, d) est complet, alors A est un fermé de X.
— Si (X, d) est complet et A est un fermé de X, alors (A,d) est complet.

Remarque 1.2.2. Toute suite qui converge est de Cauchy : si lim x, = a, cela
n—oo

veut dire que :
Ve > 03N, tel quen > N. = d(zp,a) <¢
et donc :

n,m > N.jo = d(2p,Tm) < d(2n,a) +d(a,zm) < -+ - =c¢.

€
2

Par contre, il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas : dans l’espace
| = 1,+1[, la suite {1 — 1/n} est une suite de Cauchy, puisque la méme suite
converge dans R vers 1, mais 1 ¢] — 1,+1[. Cet exemple peut paraitre artificiel.
Remarquons encore que 2 métriques équivalentes définissent la méme notion de
suite de Cauchy.

DO ™

1.3 Quelques théoremes de point fixe :

1.3.1 Le premier théoréme du point fixe :

Ce théoréme donne 'existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction
sur un espace métrique complet.
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Théoréme 1.3.1. (Picard)

Soient (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — E une application contrac-
tante, 1.e. Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, ¢ admet un unique point fize a € E.

De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (x,)pen, avec xy € E
quelconque et x,+1 = @(x,) converge vers a.

Théoréme 1.3.2. (Point fize de Banach-Picard) :

Soient (X, d) un espace métrique complet non vide et f une application de X
dans lui-méme. Si f est contractante (c¢’est-a-dire k-lipschitzienne avec 0 < k < 1)
alors f admet un unique point fixe dans X noté a.

De plus si l'on définit une suite (x,)n>0 par xo € X et xp1 = f(x,) pour n > 1

alors :
n

<
d(xp,a) < T %

Autrement dit la convergence vers le point fixe a est géométrique.

d<$1, .Z'o)

Remarque 1.3.1. La seconde partie du théoréme implique que la suite (x,) converge
vers lunique point fixe a de f.

Preuve :

On va commencer par Existence de point fixe.

Existence :

Soit zp € X et (x,),>0 la suite définie par récurrence par z,41 = f(z,). Pour
tout n > 1, on va montrer que la suite (z,) est de Cauchy.
Pour tous p > ¢ entiers, en utilisant le fait que f est contractante, on a :

d(xp, tq) = d(f" (o), [*(x0)) < KUd(fP(x0),20)  (¥)
Par inégalité triangulaire et en utilisant 'inégalité précédente, on a :

d(xp, x0) < d(xp, 2p—1) + d(Tp-1, T0)
< k’p_ld(l'l, 1’0) + k’p_2d(l‘1, 1’0) +---+ kod(l‘l, 1’0)
En itérant le procédé, on trouve que :

1
d(zp,z0) < (K" 4+ + k4 1)d(z1, 1) < md(xl, )

Par suite, en utilisant (), on a :

d(zp,zy) =0 quand p,q — oo
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Ainsi, la suite (x,,) converge vers un point fixe de f.

k4
1-k

V(p,q) €N, p>q = d(zp,7,) < d(z1, 1) (%)
Unicité :
Supposons que a et b soient deux points fixes de f, alors :

la = bl = [[f(a) = fF(O)l < Klla -0

comme 0 < k < 1, on en déduit que ||ja — b|| = 0 et donc que a = b. Par suite
f admet au plus un point fixe. ce qui prouve que la suite (z,) est de Cauchy et
comme 'espace X est complet alors la suite (z,,) converge vers une limite que 'on
va noter a. Enfin comme z,,11 = f(z,) et que f est continue (car contractante),
alors en faisant tendre n vers U'infini, on trouve que a = f(a).

De plus, en faisant tendre p vers U'infini dans I'inégalité (xx), on obtient :

L4
1—k
ce qui prouve que la convergence est géométrique.
Avant de donner une démonstration du théoréme, on va montrer a ’aide de
contre-exemples que toutes les hypothéses sont importantes.

d(a,z,) < d(xq,x0)

Contre-exemple 1 : Si X = [0,42] et f : x — z/5, alors f est contractante
mais n’admet pas de point fixe dans X.
Probléme : X n’est pas complet.

Contre-exemple 2 : Si X =Ret f:2+— a2+ 1, alors X est complet mais
f n’admet pas de point fixe.
Probléme : f n’est pas contractante.

Contre-exemple 3 : Si X =[0,1] et f: 2z +— 22+ 1, alors X est complet, f
est contractante mais f n’admet pas de point fixe.
Probléme : f(X) ¢ X.

Définition 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique et f : X — X une application.
f est dite contractante s’il existe k € [0, 1] tel que, pour tout x,y € X, on a :

d(f(x), f(y)) < kd(z,y). (1)
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1.3.2 Théoréme du point fixe de Banach :

Théoréme 1.3.3. Soit (X,d) un espace métrique complet (ou bien un espace de
Banach si X posséde une norme) et f: X — X une contraction. Alors f admet
un point five unique dans X, c’est-a-dire qu’il existe x € X tel que f(x) = x.

1.3.3 Théoréme du point fixe de Reich :

Théoréme 1.3.4. Soit (X,d) un espace métrique complet, et T : X — X une
application satisfait la condition suivante :

d(T'(x),T(y)) < ad(z,T(zx)) + bd(y, T(y)) + cd(z,y), Vr,y€ X, (2)

ot a,b, c sont des nombres non négatifs avec a + b+ c < 1.
Alors, T a un point fixe unique (c’est-a-dire qu’il existe u € X tel que Tu = u).

1.3.4 Théoréme du point fixe de Chatterjea :

Théoréme 1.3.5. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune
application.
Supposons qu’il existe k € [O, %[ tel que pour tous x,y € X, on a :

d(T(x), T(y)) < k(d(z,T(y)) + d(y, T(x))). (3)
Alors, T admet un point fize unique dans X.
Théoréme 1.3.6. Soit (E,d) un espace métrique complet,et soit f : E — E une

application contractante alors f admet un unique point fixe c’est-a-dire qu’il existe
un unique x € F tel que :

f(x) ==

Preuve :

Existence :

soit (E,d) un espace métrique complet et f : E'— FE une application contrac-
tante, c’est-a-dire lipschitwienne de rapport

O0<k<l1

soit xg € E , et on pose :

X :f<x0)a x2:f(x1>7 I | :f(xn)
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Vn eN, on a:
d<xn+la xn) = d(f(xn>7 f(xn—l))
< kd(x,,r,—1) (car f lipschitzienne)
S kZ d<xn717 xnf2)
S kg d<xn—2a xn—3)
S k" d('rOa xl)
oSi

d(l‘o,l’l) =0 = z9= 1.

Car d est une distance.
On a

ry = f(ro) = o = f(70).

Donc zy est un point fixe de f.

eSi

d(x,21) #0 = d(Tps1,7,) >0,
- d(xn—i-laxn) < knd(-@Oaxl)
lim d(zp41,2,) < lim k"d(zo,z1) = O(car 0 < k < 1).
n— o0 n—oo

Donc la suite (x,),en est de Cauchy et puisque E est complet, donc (x,)nen
convergeante.
Soit = sa limite o

lim z,, = z.
n—oo
On a
Ty = .f(xn—l)a
et

r=lim z, = z = lim f(z,_1),
n—oo n—oo

et on a f est continue uniformément alors :

x=f (nlg{)loxn_1> =f <lim xn> = f(z).

n—oo

(Car lim z,; = lim z, = x)
n—o0 n—oo
Donc f admet un point fixe.
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L’unicité :
Soient x,y deux points fixes de f tels que x # y alors :
y=/f(y)
et
z = f(x)
= d(z,y) =d(f(2), f(y))
< kd(z,y)
Donc
d(z,y) < d(z,y).

(Contradiction).

Donc x = y, alors f admet un point fixe unique.

1.4 Les applications contractantes :

Définition 1.4.1. Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X
est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-Lipschitzienne) si et seulement s’il existe une constante
k >0 telle que pour tout z,y € X, on a :

2. contraction ou une application contractante si k < 1.
3. nmon expansive si et seulement si elle est 1-Lipschitzienne.

4. contractive si et seulement si pour tout x,y € X, on a .
d(Tz, Ty) < d(z,y).
1l est clair que, si T est non expansive, alors elle est Lipschitzienne.

Théoréme 1.4.1. (Extension d’Eldestein) :
Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application satis-
faisant :

d(Tz, Ty) < d(z,y)

pour tout x,y € X. Supposons qu’il existe y € X, telle que la suite (x,) définie
par :

Y=o
Tpyr =Tx, pourn >0
posséde une sous-suite (x,,) avec klim Tn, = ¢ € X, alors x est ['unique point fizve
—00
de T'.
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Théoréme 1.4.2. (Contraction de Meir-Keeler) :
Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application satis-
faisant pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x,y € X :

e <d(z,y) <d = d(Tx,Ty) < e.

Alors T a un point fixe unique dans X. De plus, pour tout x € X, on a :

lim T"x = z*.

n—oo
Définition 1.4.2. (Contraction de Matkowski) :

Une application T : X — X d’un espace métrique (X, d) est dite contraction de
Matkowski (ou ¢-contraction) si et seulement s’il existe une fonction ¢ : Ry — R,
strictement croissante vérifiant :

lim ¢"(t) =0, pour toutt e R,
n—oo

et
d(Tx, Ty) < ¢(d(z,y)).

Théoréme 1.4.3. Toute ¢-contraction T d’un espace métrique complet (X,d)
dans lui-méme admet un point fize unique x*. De plus, pour tout xg € X, on a
lim T"xq = x*.
n—oo
Théoréme 1.4.4. (Contraction de Caristi) :

Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application sa-
tisfaisant la condition suivante : il existe une fonction ¢ : X — R, semi-continue
inférieurement telle que :

d(z,Tz) < ¢(x) — ¢(Tx)

pour tout x € X. Alors T admet un point fize.



Chapitre 2
Espace métrique Généralisé :

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion d’espaces métriques généralisés.
Nous débutons par présenter quelques définitions et propriétés fondamentales re-
latives a ces espaces. Par la suite, nous abordons d’autres concepts associés, tels
que la convergence des suites, la continuité, la topologie, et bien d’autres notions
connexes.

2.1 Quelques notions et propriétés d’un espace mé-
trique généralisé :
Définition 2.1.1. Soit X un ensemble non vide et d : X x X — R™ une application

telle que, pour tous x,y € X, et pour tous w,z € X avec z £ x, z #w, w # y, les
propriétés suivantes sotent vérifiées :

1 Identité des indiscernables :
dz,y) =0 <= x =y

2 Symétrie :
d(x,y) = d(y,x)
3 Inégalité tétraédrique :
d(z,y) < d(z,z) + d(z,w) + d(w,y)
Alors on dit que (X, d) est un espace métrique généralisé (ou gms, pour "ge-
neralized metric space”).

Définition 2.1.2. ( Espace Métriqgue Complet)
L’espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X
converge (dans X ).
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Si (X,d) est un espace métrique ordinaire, alors (X,d) peut définir des G-
métriques sur X par :

(Ey) G,(d)(z,y,2) =d(x,y) +d(y, 2) + d(z, z). (4)

(Em)  Gn(d)(2,y,2) = max{d(z,y), d(y, z), d(z,2)}. (5)

Proposition 2.1. Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors, pour tout x,y,z et
acX,ona:

(1) si G(x,y,2) =0, alorsx =y =z

(2) G(z,y,2) < G(z,z,y) + G(z, 7, 2)

(3) G(z,y,y) < 2G(y,z,x)

(4) G(z,y,2) < G(z,a,2) + G(a,y, 2)

(5) G(z,y,2) < 5(G(x,y,0) + G(x,a,2) + G(a,y, 2))
(6) G(x,y,z) < G(z,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a)

Proposition 2.2. Tout espace G-métrique (X,G) définira un espace métrique
(X,dg) par :
da(z,y) = G(,y,y) + Gy, 2,2), Vr,ye X (6)

Définition 2.1.3. Soit (X, G) un espace G-métrique.
Alors, pour xg € X, r > 0, la G-boule de centre xq et de rayon r est donnée
par :
Be(zo,7) ={y € X : G(wo,y,y) <1} (7)

Proposition 2.3. Soit (X,G) un espace G-métrique.
Alors, pour tout xo € X etr >0, on a :
(1) si G(xg,x,y) <r, alors x,y € Bg(xo, )
(2) siy € Bg(xo, 1), alors il existe un 6 > 0 tel que Bg(y,0) C Ba(xo, )

Proposition 2.4. Soit (X,G) un espace G-métrique. La suite (x,) C X est dite
G-convergente vers x si elle converge vers x dans la topologie G-métrique, T7(G).

Proposition 2.5. Soit (X, G) un espace G-métrique. Alors, pour une suite
(x,) C X et un point x € X, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) (x,) est G-convergente vers x
(2) G(zp,n,x) — 0, lorsque n — oo
(8) G(xp,x,z) = 0, lorsque n — oo
(4) G(xp,xn,x) — 0, lorsque m,n — o0
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Définition 2.1.4. Soient (X, G) et (X',G") des espaces G-métriques, et soit

f:(X,G) = (X',G") une fonction.

Alors f est dite G-continue en un point a € X si, et seulement si :

pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que x,y € X et G(a,x,y) < § impliquent
&' (f(a), (), F()) < e.

Une fonction f est G-continue sur X si, et seulement si, elle est G-continue
en tout a € X.

Proposition 2.6. Soient (X,G) et (X', G") des espaces G-métriques.

Alors une fonction f : X — X' est G-continue en un point v € X si, et
seulement si :

elle est G-séquentiellement continue en x ; ¢’est-a-dire, chaque fois que (z,,) est
G-convergente vers x, on a (f(x,)) G-convergente vers f(x).

Proposition 2.7. Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors la fonction G(x,y, 2)
est continue par rapport a ses trois variables.

Définition 2.1.5. Soit (X, G) un espace G-métrique. Une suite (x,) C X est dite
G-Cauchy si :
Ve > 0,3N € N tel que G(x,, xp,, ;) < € pour tout n,m,l > N..

Définition 2.1.6. Un espace G-métrique (X, G) est dit G-complet (ou espace G-
métrique complet) si toute suite G-Cauchy dans (X, G) est G-convergente dans

(X, Q).

2.2 Le point fixe et suites récurrentes :

Théoréme 2.2.1. Soit E un ensemble et f une application continue de E dans
E et (zp)nen la suite récurrente définie par sa valeur initiale xo et par la relation
de récurrence

Tna1 = fxn).

Dans ce cas, si (x,)nen converge, elle le fait nécessairement vers un point fize
de f.

Remarque 2.2.1. Si f posséde un point fize pas nécessairement la suite (T,)nen
converge.

Preuve :
Notons z la limite de (z,)nen, ¢est-a-dire :

lim z, = z.
n—oo
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Et aussi la limite de la suite extraite (Z,41)nen, mais z,41 = f(z,) et on obtient
par continuité de f et unicité de la limite :

r= lim x,.1.
n—oo

Eton a:

Tnt1 = f(xn)

v =, flen)

=f < lim xn> (car f est continue)
n—oo

xzf(lim mn> = f(x)

n—oQ

v = f(x)

Donc x est un point fixe de f.

el

2.3 La topologie sur un espace G-métrique :

Pour tout ensemble non vide X, nous avons vu qu’a partir de toute métrique sur
X, nous pouvons construire une G-métrique (par (E,) ou (E,,)). Réciproquement,
pour toute G-métrique G sur X,

(Ea) do(r,y) = G(x,y,y) + G(z,7,y) (8)

définit immédiatement une métrique sur X, appelée la métrique associée a G, qui

satisfait :
G(v,y,2) < Gy(da)(z,y,2) < 2G(1,y,2).

De méme,
1
SG(@.9,2) < Guldo)(w,,2) < 2G(,y,2).

De plus, en partant d'une métrique d sur X, nous avons :
4
dGs(d) (:L‘a y) - gd(l’, y)) et dGm(d) (ZE, y) = 2d<1}, y)

Définition 2.3.1. Soit (X, G) un espace métrique généralisé, alors pour tout
xg € X, r >0, la G-boule de centre xy et de rayon r est donnée par :

Bg(xg,7) ={y € X : G(xo,y,y) <71}

Proposition 2.8. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout o € X et
r>0,ona:
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(1) Si G(zo,z,y) <1, alors x,y € Bg(xg,r)
(2) Siy € Bg(xg,r), alors il existe 6 > 0 tel que Bg(y,0) C Bg(wo, )

Preuve :
(1) On a G(zg,z,y) <1 et G(xg,x,x) < G(x9,x,y), et par suite G(zg, x,x) < r.

(2) Soit y € Bg(xo,r) donc G(xo,y,y) < 7 et par suite r — G(zg,y,y) > 0,
soit x € Bgl(y,d), alors G(y,x,z) < 0, prenons § = r — G(zo,y,y), alors
G(zo,y,y) + G(y,x,x) < r, ce qui entraine G(y,x,y) + G(xo,y,y) < 7,
d’autre part d’aprés (Gb) :

G(‘T07 Z[‘,"E) < G(x(]?y’y) + G(Z/? .ﬁL’,fL‘)
alors G(zg,z,z) < r d'ot x € Bg(xg,r), donc Bg(y,d) C Ba(zo, 7).

Remarque 2.3.1. [l résulte de (2) de la proposition précédente que la famille des
G-boules :

F ={Bg(z,r) 1z € X,r >0}
forme une base pour la topologie T(G) dans X, c’est ce qu’on appelle la topologie

G-métrique.

Proposition 2.9. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout o € X et
r>0,ona:

(i) Bg..(w0,3r) C Bag_ (x0,7) € Be(wo,r)
(i) Ba, (0, 37) C Bag, (w0,7) C Ba(xo, 57)

(iit) Ba, (20, (531)"r) C Bag, (x0,7) C Ba(wo, (71)Pr)
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Preuve :

(i) Soit = € Bg, (o, %’r’), alors G(xo, 7, x) < 7, il s’ensuit que

de.. (vo, ) = max{G(zg, z, ), G(x, xo, T0)}
< max{G(xg,z,z),2G(xo, x,x)}
< 2G(xg,x,) < T

Cela implique, x € Bq,_ (o, 7). Soit maintenant x € By,_ (2o, r), alors
da.. (zo, x) = max{G(xg, z, ), G(x,x9,20)} < T

et puisque G(zg, z,x) < 2G(x, 29, xo), donc
G(zo, x,x) < max{G(zg,z,x),G(x,x0,20)} < T

c’est a dire, G(xg,z,z) < r, d'ot x € Bg(xo,r).

(ii) Soit = € Bg, (o, %7‘), alors G(xo, 7, 2) < %, il s’ensuit que

dG1 (wax) = G(x(]?xa iIZ’) + G(l’,l‘o, l’o)
< G(wo, x, ) + 2G(x0, T, T)
< 3G(xg,z,x) <7

d’'ott x € Bag (70,7).
Soit x € Bag, (20,7), alors dg, (0, 2) = G(x0, 7, ) + G(z, 20, 70) < T
et puisque G(zg,z, x) < 2G(x, zg, xo), on obtient :

3
§G(ZL‘071’,ZL‘) S G(l’o,l’,l’) + G($,ZE07JIO) <r

et par suite,
G(zg,x,x) < %T
on en déduit que = € Bg(xo, %7“)

1
(ili) Soit = € Bg(xo, (ﬁ)” r), alors G(zg, x,x) < , il s’ensuit que :

1
(2r+1)P

3=

de<£L'0, [L’) = (G<x07 xz, x)p + G(.’L’, Zo, wO)p)

IN
—~
2
8
o
8
8
S~—
hS]
+
—~
]
2
8
2
8
S
S~—
~—
bS]
~—
3 =

2P + 1)%G(mo,m,x) <r
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d'ou, x € Byg (0,7)

et soit « € By, (zg,7), alors dg, (vo, ) = (G (20, z,2)P + G, xo,xo)p)% <r
et puisque G(zg,z,x) < 2G(x, zg, xo) donc :

2P + 1 % 1
5 ) Clao,x.2) < (Glag,x,0)" + Cla,xo,20)")7 <

=

c’est a dire, G(xg,x, ) < (2,,211)

% \7
x € Bg x0,<2p+1) r|.

Remarque 2.3.2. La topologie G-métrique T7(G) coincide avec la topologie induite
par la distance dg. Cela a permis de transporter plusieurs concepts et résultats des
espaces métriques aux espaces G-métriques.

r ce qui entraine :

2.4 Convergence dans les espaces G-métriques :

Définition 2.4.1. Soit (X,G) un espace G-métrique. La suite (x,) C X est dite
G-convergente vers x si elle converge vers x dans la topologie G-métrique, 7(Q).

Proposition 2.10. Soit (X, G) un espace G-métrique. Alors, pour une suite
(xn) C X et un point x € X, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. (z,) est G-convergente vers x

2. dg(xp,x) — 0, lorsque n — oo (c’est-a-dire, (z,,) converge vers x par rapport
a la métrique dg)

3. G(xp,xp,x) = 0, lorsque n — o0
4. G(zp,z,x) = 0, lorsque n — oo

5. G(Ty, Tp,x) = 0, lorsque m,n — oo

2.5 Complétude des espaces G-métriques :

Définition 2.5.1. Soit (X, G) un espace G-métrique.

1. Une suite (x,) dans X est dite G-convergente & un point x € X si pour tout
e >0, il emiste ng € N tel que, pour tout m,n > ng

G(Tpm, Tp, ) < €.
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2. Une suite (x,,) dans X est dite G-Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que, pour tout m,n,l > nyg,

G(Tpm, Tn, 1) < €.

Proposition 2.11. Soit (X, G) un espace G-métrique. Alors la fonction G(z,vy, z)
est continue conjointement en ses trois variables.

Définition 2.5.2. Soit (X, G) un espace G-métrique. Une suite (x,) C X est dite
G-Cauchy si, pour tout € > 0, il existe N € N tel que G(zp, Tm, ;) < € pour tous
n,m,l > N.

La proposition suivante découle directement des définitions.

Proposition 2.12. Dans un espace G-métrique (X, G), les affirmations suivantes
sont équivalentes.

1. La suite (z,,) est G-Cauchy.

2. Pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que G(xp, Tpm,Tm) < €, pour tous
n,m> N.

3. La suite (x,,) est une suite de Cauchy dans l'espace métrique (X, dg).

Corollaire 2.5.1. Toute suite G-convergente dans un espace G-métrique est

G-Cauchy.

Corollaire 2.5.2. Si une suite G-Cauchy dans un espace G-métrique (X, Q)
contient une sous-suite G-convergente, alors la suite entiére est G-convergente.

Définition 2.5.3. Un espace G-métrique (X, G) est dit G-complet si toute suite
G-Cauchy dans (X, Q) est G-convergente dans (X, G).

Proposition 2.13. Un espace G-métrique (X, G) est G-complet si et seulement
si (X,dg) est un espace métrique complet.



Chapitre 3

Applications :

3.1 Application 1 :

Lemme 2. Soit (X,G) un espace métrique Généralisés et soit T : X — X une
application telle que :

G(Tz,Ty,Tz) < ¢(M(x,y, 2))

Pour tous x,y,z € X, ot ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction telle que ¢(t) < t
pour tout t > 0.
Six € X satisfait Tw # T a pour tout n € N, alors les propriétés suivantes
sont vérifiées :
(a) M(T"x, T 'z, T"2) = G(T"x, T" 'z, T" M x) pour tout n € N
(b) G(T"z, T" 'z, T r) < ¢(G(T" o, Tz, T"z)) < G(T" 'z, T"x,T"z)
pour tout n € N*,

Théoréme 3.1.1. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante pour tout x,y,z € X :

G(Tz,Ty,Tz) < ¢G(z,y, 2), (9)
ou ¢ : R, — R, strictement croissante vérifiant :

lim ¢"(t) =0, pour toutt e Ry

n—oo

Alors T admet un point fixe unique.

Dans cette section, nous présentons ’application suivante concernant l'exis-
tence et 'unicité des solutions pour une classe d’équations intégrales non linéaires.
Nous considérons 1’équation intégrale non linéaire suivante :

u(t) = /01 k(t,s,u(s))ds pour toutt € [0,1]. (10)
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Soit & : [0, 1] x [0, 1] x R — R une fonction continue. Soit X = C(]0, 1]) 'ensemble
des fonctions réelles continues sur [0, 1]. Nous munissons X de la G-métrique stan-
dard :

GMWWAOzgﬁhm%ﬂﬁﬂ+gﬁ@@PﬂﬁH+g@Wﬂﬂ—Mm

pour tous u,v,w € X. Il est bien connu que (X, G) est G-complet. Considérons
Papplication T : X — X définie par :

Tu(t) = /01 k(t,s,u(s))ds pour tout t € [0, 1]. (11)

Notez que u est une solution de (18) si et seulement si u est un point fixe de
T. Soient (o, ) € X2 et (ap, By) € R? tels que :

ag < a(t) < B(t) < By pour tout t € [0, 1]. (12)

Supposons que, pour tout ¢ € [0, 1],

o)< [ kit 5)ds. (13)
et .
ﬁ(t)z/o k(t, s, a(s))ds. (14)

Supposons également que, pour tous t,s € [0,1], k(¢,s,-) est une fonction
décroissante, c¢’est-a-dire que, pour x,y € R,

<y = k(t,s,2) > k(t,s,9). (15)

Enfin, soit ¢,s € [0,1], x,y € R tels que pour (z < 5y et y > ) ou
(x> apety<fy)ou(x>apety>a):

K(t,5.) ~ k(t,5.9)] < 56(0 — o)), (16)

ou ¢ € ®. Prenons
W={ueX :a<u<pg}

Théoréme 3.1.2. Sous les hypothéses (12)-(16), le probléme (10) admet une et
une seule solution u € W.
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Preuve :
Prenons :

Al={ue X :u<p} et Ay={ueX:u>a}l
Ay et Ay sont G-fermé(e)s. Vérifions que :
T(Al) C A2 et T(Ag) C Al-

Pour tout u € A, nous avons u(s) < B(s). En utilisant ’hypothése (14), nous
obtenons :

k(t,s,u(s)) = k(t, s, B(s)),
pour tout ¢ € [0, 1]. Ainsi, d’apreés (13),

Tu(t) :/0 k(t,s,u(s))ds 2/0 k(t, s, B(s))ds > a(t).

Ainsi, Tu € A,.
De méme, soit u € As, nous avons u(s) > «a(s). En utilisant de nouveau
I'hypothése (15), nous obtenons :

k(t,s,u(s)) < k(t,s,al(s))

pour tout ¢ € [0, 1]. Ainsi, d’apreés (13) :

Tu(t)—/o k(t,s,u(s))dsg/o k(t, s, a(s))ds < B(8),

donc Tu € A;.
Maintenant, soit (u,v,w) € A; X Ay X As, ¢’est-a-dire, pour tout ¢t € [0,1] :

u®) < B, ot = alt), ot wlt) = alt)
Cela implique d’aprés la condition (11) que, pour tout ¢t € [0,1] :
u(t) < Po, v(t) > ag, et w(t)> ap.

Compte tenu de (16) et des inégalités ci-dessus, nous avons :
1
[Tu(t) = To(0)] < [ [bit,5.u() — k(t.5,v(5) s
10 !
<3 [ 6luls) = os) s
0
1

< §¢ (max lu(t) — v(t)|> < %fb(Goo(Uanw)) :

te(0,1]
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Par conséquent :

mas [Tu(t) = To(t)| < 390G, 0,10)) (17)

De fagon similaire, nous avons :

max [To(t) = Tu(0)] < 36(Gae(u,0,0), (18)

te[0,1] 3

et 1
max |Tw(t) — Tu(t)] < zd(Goo(u, v, w)). (19)

te[0,1] 3

En additionnant (15) a (18), nous obtenons :
Goo(Tu, Tv, Tw) < ¢(Goo(u, v, w)). (20)

Toutes les conditions du Théoréme([3.1.1)) sont satisfaites . Alors Tadmet un unique
point fixe u € Ay N Ay = W, c’est-a-dire qu’il est la solution unique du probléme
(10).

3.1.1 Exemple sur Le cas non symétrique :

Soit X = R muni de la G-métrique définie par :
(i) G(z,xz,2) =0
1 siz<
(ii) G(z,z,y) = G(z,y,z) = Gy, z,x) = { S? vy
2 siz>y
(i) G(z,y,z2) = G(x, z,y) = G(y, z,x) = - - - (symétrie dans les trois variables)
(iv) G(z,y, z) = 2 si toutes les variables sont distinctes.
Notez que G n’est pas symétrique puisque G(1,1,2) = 1 # 2 = G(1,2,2). 1l est
facile de voir que (X, G) est un espace G-métrique complet. Définissons 7' : X — X
par :
1 sixz =10
T, =<2 siz=1o0u?2
g(x) sinon
ou ¢ est une fonction donnée.
Prenons A; = {0,1} et Ay = {1,2}. Pour tout (z,y,2) € A; x Ay X Ay, nous
avons :
G(1%, T, T2) < ¢(G(z,y, 2)),

pour chaque ¢ € ® avec ¢(2) > 1. Il suffit de considérer ¢(t) = at avec 3 < a < 1.
Toutes les hypothéses du Théoréme (3.2.2)) sont satisfaites, et u = 1 est le point
fixe unique de T dans Y = A; U A,.
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Théoréme 3.2.1. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante pour tout x,y € X :

G(Tz, Ty, Ty) < kG(z,y,y), (21)
ou k € [0,1). Alors T admet un point fixe unique.

Théoréme 3.2.2. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante pour tout x,y € X :

G(Tz, Ty, Ty) < kG(z, Tz, y), (22)
ou k €10,1). Alors T admet un point fize unique.
Preuve : Soit o € X un point arbitraire, et définissons la suite z,, par
x, = T"(x). D’aprés (22), nous avons :
G(:Cna Tnt1, xn+1) S kG(xnfla T, xn) (23)
En continuant ce raisonnement, nous obtenons :
G(Tn, Tnt1, Tng1) < K"G(xo, 21, 21). (24)
De plus, pour tout n, m € N, n < m, nous avons, par 'inégalité rectangulaire :
G(xﬂn L,y [Em) S G(Inu Tn+t1, [En+1) + G(In-l-la Tnt2, xn+2)
+ G<xn+27 Tn+3, xn+3) + -+ G(iﬂm,l, Tm, xm)
< (K" K B e BT G, 21, 20)
kn
1—k
et donc, lim G(zp, T, x,) = 0. Ainsi, (z,) est une suite G-de Cauchy.

7,Mm—+00

En raison de la complétude de (X, G), il existe u € X tel que (z,) G-converge
vers u. Supposons que Tu # u, alors :

G(xn, Tu, Tu) < kG(xp_1,Tpn,u). (26)

<

G(zo, 1, 21). (25)

En prenant la limite lorsque n — oo, et en utilisant le fait que la fonction G
est continue, nous avons :

G(u, Tu, Tu) < kG(u, u,u). (27)

Cette contradiction implique que u = T'u.
Pour prouver 'unicité, supposons qu’il existe u # v tel que Tv = v, alors :

G(u,u,v) = G(Tu, Tu,Tv) < kG(u, Tu,v) < kG(u,u,v). (28)

Ce qui implique que u = v.
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Exemple 3.1. Soit X = [0,00) et

0, str =1y =z,

Gx,y,2) = {

max{z,y,z}, sinon.

G est une G-métrique sur X. Définissons T : X — X par Tx = %x Alors, la
condition du Théoréme(3.2.2) est vérifiée. En effet,

1
G(T.%, Ty: Ty) = 5 maX{xa y}

et
G(z, T'r,y) = max{z, y}
et donc,
1
G(Tw, Ty, Ty) < G(x.Tay)
Ainsi, les conditions du Théoreme (3.2.2) sont vérifiées pour cet exemple.

Exemple 3.2.
Soit X = [0,00) muni de la G-métrique habituelle

G,y,2) = v —y[+ [y — 2] + [z — 2]

set < lordre habituel sur R. Nous définissons un nouvel ordre < sur X tel que

x <y si et seulement sty < x, pour tous x,y € X.
Nous définissons les fonctions f,qg,h,T,S,U : X — X par :

f)=n(1+3)

6
g(z) =In (1 + %)
x
hw) =1n (1+ 1—8)
U(z) = e — 1
T(r) =€ —1
et
S(z) =e® —1
Ici :
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Maintenant, pour tout x € X, nous avons :

1+l cer 1P 1 Lo
6= T =T g =C

donc :
f(x)zln(l—kg) <z
g(x):ln(1+%> <z
h(x)zln(l%—%) <

Cela implique que :
z < f(z),x < g(x),x < h(z)

Ainsi, f,qg,h sont des applications dominantes.
De plus, pour tout x € X, nous avons :

f(U(x)) =1n (1 + ?)

e — 1
=In|1
(1)
(5+66$>
=1In
6

56—3:5 +e3ax
=1 3z 2 v
()
5 —3z 3z
=3z +1n (ﬂ) > .

Cela implique que f(U(x)) < z.
De maniére similaire,
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Cela implique que g(T(x)) < x.
De plus :

1+

(107
("
(

=1In

)

)

=1In
17 + 618”“")
=1In
—9z +€9a:)
=In (™
17e79% 4 %
>
x4+ 1n ( 13 ) >x

Cela implique que h(S(x)) < x.
Ainsi, f,g,h sont des annihilateurs faibles de U,'T et S, respectivement.
Puisque :
fU(x)) <z,z < f(x)
Nous avons :

fU()) < f(2)

Par conséquent, (U, f) est partiellement faiblement croissant.
De méme

9(T(x)) < @,z < g()

donc (T, g) est partiellement faiblement croissant.

De maniére similaire
h(S(x)) < z,z < h(zx)

donc (S, h) est partiellement faiblement croissant.
Maintenant, il existe une suite croissante (x,) = % dans X telle que

1 Ty 1
E—)O,f(xn):ln<1+€>— (1+6n)—>0

et "
S(zp) =e®" —1=en —1—=0

quand n — 0.
Aussi :
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et
S(f(zn)) = e/ 1 50

Par conséquent :
Tim G(f(S(2)). S/ (). S(f () = 0

ce qui signifie que la paire (f,S) est une paire compatible et continue.

De maniére similaire, la paire (g, T) est également une paire compatible et
continue.

0 est le point de coincidence de la paire (h,U), et nous avons

hU(0)) = h(0) = 0 =U(0) = U(h(0))

Par conséquent, la paire (h,U) est faiblement compatible.
Maintenant, nous définissons a(t) = %th st
€ (0,00) et a(t) =0 sit=0.

Alors pour
t, = —, lim a(t,) = lim T — 1
Cela implique que
limt,=——0
n—oo

Ainsi, a € F.
Pour x,y,z € X, nous avons :

G(f(x),9(), h(2)) = (@) = g)| + l9(y) = h(2)| + |h(z) — f(z)|
:’ln(HE)_ln(H )‘Jr‘l <1+1y2>_1n< +18>‘
‘1n<1+18>_1n(1+6>’

1
|2:v — 9| + |3y — 2z 4+ —|z — 3z

= 12

|12x — 6y| + 2—16|18y — 12z + m|6z — 18z|
< %G(T(Sﬁ)aU(y) U(y))+ﬁG(S( y), T(2),T(z ))+ﬁG(U( z),5(x), S(x))
< 55 | 36@T@.UELUW) + (S0, TE.TE) + 56WU(E), S(), @)
< 3 M(2,9,2) < a(M(z,y,2)M(r,y,2).

Cela est vrai si % < a(M(z,y,2)) <1, pour tous z,y,z € X.
Ainsi 0 est le point fixe unique commun de f,g,h, S, T et U.



Conclution

Dans ce mémoire, nous explorons les concepts de base des espaces métriques
classiques et généralisés, en nous concentrant sur l’existence et 1'unicité des points
fixes et leurs diverses applications.

L’ensemble de ce travail met généralement I'accent sur I'importance des théo-
réemes du point fixe et des espaces métriques généralisés dans ’analyse mathéma-
tique moderne. Ces résultats ne se limitent pas & des simples généralisations des
concepts classiques, mais fournissent également des outils puissants pour résoudre
des problémes spécifiques dans divers domaines tels que 'optimisation, la théorie
des jeux et la modélisation mathématique.

En conclusion, les espaces métriques généralisés et leurs théoréemes de point fixe
constituent un domaine de recherche riche et prometteur avec de nombreuses pers-
pectives de recherche futures. Ces perspectives incluent 1’étude d’autres structures
générales, le développement de nouvelles techniques analytiques et 'application a
des problématiques interdisciplinaires.
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