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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est une extension de la dérivation et de l’intégration ordinaires à
des ordres non entiers arbitraires. Ces dernières années, cette théorie est devenue un objet
d’investigation important en raison de ses applications démontrées dans divers domaines de
la physique et de l’ingénierie (voir, par exemple, [5, 9] et les références citées). En particulier,
les équations différentielles fractionnaires temporelles sont utilisées pour tenter de décrire
les processus de transport avec une mémoire longue. Récemment, l’étude des équations dif-
férentielles ordinaires et partielles fractionnaires temporelles a attiré une grande attention de
nombreux chercheurs, tant sur le plan théorique que sur le plan des applications ; nous ren-
voyons le lecteur aux monographies de Kilbas et al. [7], ainsi qu’aux articles [12, 13, 14, 15]
et les références qui y figurent. D’autre part, l’existence de solutions pour les problèmes de
valeur initiale et de frontière des équations différentielles fractionnaires avec la dérivée frac-
tionnaire de Hilfer a commencé à susciter de l’attention.

La nature d’un système dynamique en ingénierie ou en sciences naturelles dépend de la
précision des informations dont nous disposons concernant les paramètres qui décrivent ce
système. Si la connaissance d’un système dynamique est précise, alors un système dynamique
déterministe apparaît. Malheureusement, dans la plupart des cas, les données disponibles
pour la description et l’évaluation des paramètres d’un système dynamique sont inexactes,
imprécises ou confuses. En d’autres termes, l’évaluation des paramètres d’un système dyna-
mique n’est pas sans incertitudes. Lorsque notre connaissance des paramètres d’un système
dynamique est de nature statistique, c’est-à-dire que l’information est probabilistique, l’ap-
proche courante dans la modélisation mathématique de tels systèmes consiste à utiliser des
équations différentielles aléatoires ou des équations différentielles stochastiques. Les équa-
tions différentielles aléatoires, en tant qu’extensions naturelles des équations déterministes,
apparaissent dans de nombreuses applications et ont été étudiées par de nombreux mathé-
maticiens.

L’objectif de ce travail est double : D’une part, une découverte puis une familiarisation
avec la méthode de l’argument du point fixe dans l’étude de l’existence de solutions aléatoires
de certains systèmes des équations différentielles. D’autre part, une acquisition de connais-
sance autour des problèmes considérés concernant le type d’équations, les espaces sur les-
quels elles sont définies, la transformation du problème en un problème de point fixe, et enfin
le type d’hypothèses imposées.
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Ce travail est subdivisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons quelques
définitions et résulats d’analyse fonctionnelles que nous utilisons tout au long de ce mémoire.
Nous rappelons aussi les théorèmes fondamentaux de point fixe intervenant dans les preuves
des résultats d’existence de solutions.

Nous consacrons le deuxième chapitre à la présentation quelques résultats et propriétés
du calcul fractionnaire.

Nous consacrons le troisième et le quatrième chapitres à la présentation de résultat d’exis-
tence de solutions pour le système différentiel fractionnaire aléatoire couplé de la forme :



























�

Dα1,β1
0 u1

�

(t , w ) = f1 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ [0, T ], w ∈Ω
�

Dα2,β2
0 u2

�

(t , w ) = f2 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ [0, T ], w ∈Ω
�

I 1−γ1
0 u1

�

(t , w )
�

�

t=0
=φ1(w ),

�

I 1−γ2
0 u2

�

(t , w )
�

�

t=0
=φ2(w )

ainsi que le système


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



















�

HDα1,β1
1 u1

�

(t , w ) = g1 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ [1, T ], w ∈Ω
�

HDα2,β2
1 u2

�

(t , w ) = g2 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ [1, T ], w ∈Ω
�

HI 1−γ1
1 u1

�

(t , w )
�

�

t=0
=ψ1(w ),

�

HI 1−γ2
1 u2

�

(t , w )
�

�

t=0
=ψ2(w )

sous certaines conditions (Lipscitz, Carathéodory,...) sur les fonctions f1, f2, g1, g2.
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1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats néces-
saires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et quelques
théorèmes sur les opérateurs différentiels fractionnaires, ensuite nous donnons certains des
théorèmes du point fixe.

1.1 Sur les fonctions

Définition 1.1: (Espace de Banach)
Toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.2: (Espace séparable )
Un espace séparable est un espace topologique contenant un sous-ensemble dense et au
plus dénombrable, c’est-à-dire contenant un ensemble fini ou dénombrable de points
dont l’adhérence est égale à l’espace topologique tout entier.

Exemples :

1. Tout espace à base dénombrable est séparable.

2. L’ensemble R des nombres réels, muni de sa topologie usuelle, est séparable carQ (dé-
nombrable) y est dense.

3. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace L p (R) des fonctions dont la puissance p est intégrable muni
de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue est séparable.

4. Un espace vectoriel topologique sur R ou C est séparable si et seulement s’il contient
une famille dénombrable de vecteurs engendrant un sous-espace dense

Définition 1.3: Fonction absolument continue
Une fonction f : [a , b ]−→R est dite absolument continue sur [a , b ], si
∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints,
]ak , bk [k=1,2,...,n , nous avons :

n
∑

k=1

|bk −ak |<δ ⇒
n
∑

k=1

| f (bk )− f (ak )|<ε

3



1.2. Sur les opérateurs 4

Définition 1.4
Pour z > 0, la fonction gamma Γ (·) est définie par

Γ (z ) =

∫ ∞

0

s z−1e −s d s .

Définition 1.5
Soit z , w > 0 . Alors, la fonction bêta B (z , w ) est définie par

B (z , w ) =

∫ 1

0

s z−1(1− s )w−1d s .

De plus, la fonction bêta et la fonction gamma ont la relation suivante

B (z , w ) =
Γ (z )Γ (w )
Γ (z +w )

.

1.2 Sur les opérateurs

Définition 1.6: Opérateur borné
Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui même. A est dit borné
s’il existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ X , ∥Ax∥ ≤ c ∥x∥ .

Définition 1.7: Opérateur continu
Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui même est dit continu si pour toute
suite (xn )n∈N dans X qui converge vers x ∈ X , la suite (Axn )n∈N converge vers Ax .

Soit C (J , X ) l’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J deR dans l’espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C (J , X ).

Définition 1.8: Ensemble équicontinu
M est dit équicontinu si :

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ J :
�

∥t1− t2∥ ≤δ
�

⇒
�

∀ f ∈M ,




 f (t1)− f (t2)




≤ ϵ
�

.

Définition 1.9: Ensemble uniformément borné
M est dit uniformément borné si :

∃ c > 0 :




 f (t )




≤ c ∀t ∈ J , et ∀ f ∈M .
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1.3. Sur Les opérateur aléatoire 5

Définition 1.10: Ensemble relativement compact
M est dit relativement compact si M (adhérence de M ) est compact.

Théorème 1.1: [Ascoli Arzela]
M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Soit A un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui- même.

Définition 1.11: Opérateur compact
L’opérateur A est dit compact si l’ensemble A(X ) est relativement compact.

Définition 1.12: Opérateur totalement borné
L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de l’espace X , l’en-
semble A(B ) est relativement compact.

Définition 1.13: Opérateur complètement continu
L’opérateur A est dit complètement continu s’il est continu et totalement borné.

1.3 Sur Les opérateur aléatoire

Soit βRm la tribu (σ-algebra) de Borel des parties de Rm . Une application v : Ω→ Rm est
dite mesurable si, pour tout B ∈βRm , on a :

v −1(B ) = {w ∈Ω : v (w ) ∈ B } ⊂A .

SoitA ×βRm le produit direct des tribus (σ-algebras)A et βRm , définies respectivement sur
Ω et Rm .

Définition 1.14
Une fonction f : Ω×Rm → Rm est dite mesurable conjointement siN (·, u ) est mesurable

pour tout u ∈Rm et f (w , ·) est continue pour tout w ∈Ω

Définition 1.15
Une fonction f : I ×Rm ×Ω→Rm est dite Carathéodory aléatoire si les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. L’application (t , w )→ f (t , u , w ) est mesurable conjointement pour tout u ∈Rm , et

2. L’application u→ f (t , u , w ) est continue pour tout t ∈ I et w ∈Ω.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 A.M. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 6

Définition 1.16
Soit E un espace de Banach et T :Ω×E → E une application. On dit que T est un opérateur
aléatoire si T (w , u ) est mesurable par rapport à w pour tout u ∈ E , et si l’on peut écrire

T (w )u = T (w , u )

Dans ce cas, on dit aussi que T (w ) est un opérateur aléatoire sur E .

Un opérateur aléatoire T (w ) sur E est dit continu (respectivement compact, totalement
borné, ou complètement continu) si T (w , u ) est continu (resp. compact, totalement borné,
complètement continu) par rapport à u , pour tout w ∈Ω.

Définition 1.17: [4]
SoitP (Y ) la famille de toutes les parties non vides deY etsoit C une application deω dans
P (Y ).

1. Une application T : {(w , y ) : w ∈Ω, y ∈C (w )}→ Y est appelée un opérateur aléatoire
à domaine stochastique C if C est mesurable (c’est-à-dire, pour tout ensemble fermé
A ⊂ Y , l’ensemble {w ∈ Ω, C (w )∩ A ̸= ;} est mesurable) et pour tout ouvert D ⊂ Y et
tout y ∈ Y , l’ensemble {w ∈Ω : y ∈C (w ), T (w , y ) ∈D } est mesurable.

2. On dit que T est continu si, pour tout w ∈Ω, l’application T (w )est continue.

3. Pour un opérateur aléatoire T , une application y : Ω → Y est appelée un point
fixe aléatoire (ou stochastique) de T si, pour P -presque tout w ∈ Ω, y (w ) ∈ C (w )
etT (w )y (w ) = y (w ) et, pour tout ouvert D ⊂ Y , l’ensemble {w ∈ Ω : y (w ) ∈ D } est
mesurable.

1.4 Sur les point fixe

Dans cette section, nous énonçons les théorèmes de point fixe qui serons utilisés dans les
chapitres suivants.

Soient x , y ∈Rm avec x = (x1, x2, . . . , xm ) et y = (y1, y2, . . . , ym ). Par x ≤ y , on entend xi ≤ yi

pour tout i = 1, . . . , m . On définit également :

|x | := (|x1|, |x2|, . . . , |xm |),
max(x , y ) :=

�

max(x1, y1), max(x2, y2), . . . , max(xm , ym )
�

,

Rm
+ := {x ∈Rm : xi ∈R+, i = 1, . . . , m}.

Pour c ∈R, l’inégalité x ≤ c signifie xi ≤ c pour tout i = 1, . . . , m .

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 A.M. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 7

Définition 1.18: [2]
Soit X un ensemble non vide. Une métrique vectorielle sur X est une application

d : X ×X →Rm

satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) d (x , y )≥ 0 pour tous x , y ∈ X , et si d (x , y ) = 0, alors x = y ;

(ii) d (x , y ) = d (y , x ) pour tous x , y ∈ X ;

(iii) d (x , z )≤ d (x , y ) +d (y , z ) pour tous x , y , z ∈ X .

On appelle le couple (X , d ) un espace métrique généralisé, avec

d (x , y ) :=









d1(x , y )
d2(x , y )

...
dm (x , y )









.

On remarque que d est une métrique vectorielle sur X si et seulement si chaque compo-
sante di , i = 1, . . . , m , est une métrique sur X .

Pour r = (r1, . . . , rm ) ∈ Rm et x0 ∈ X , on définit la boule ouverte centrée en x0 de rayon r
par :

Br (x0) := {x ∈ X : d (x0, x )< r }= {x ∈ X : di (x0, x )< ri pour tout i = 1, . . . , m}.

Nous définissons également la boule fermée centrée en x0 de rayon r par :

B̄r (x0) := {x ∈ X : d (x0, x )≤ r }= {x ∈ X : di (x0, x )≤ ri pour tout i = 1, . . . , m} .

Définition 1.19: [11, 3]
Une matrice carrée à coefficients réels est dite convergente vers zéro si et seulement si son
rayon spectral ρ(M ) est strictement inférieur à 1. Autrement dit, cela signifie que toutes les
valeurs propres de M sont situées dans le disque unité ouvert, c’est-à-dire que |λ|< 1 pour
tout λ ∈C tel que :

det(M −λI ) = 0,

où I désigne la matrice identité de Mm×m (R).

Exemple 1. La matrice A ∈M2×2(R) définie par :

A =

�

a b
c d

�

est convergente vers zéro dans les cas suivants :

1. b = c = 0, a , d > 0, and max{a , d }< 1.

2. c = 0, a , d > 0, a +d < 1, and −1< b < 0.

3. a + b = c +d = 0, a > 1, c > 0, and |a − c |< 1.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 A.M. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 8

Théorème 1.2
Soit X un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné de l’espace de Banach sé-

parable E , et soit N : Ω× X → X un opérateur aléatoire compact et continu. Alors,
l’équation aléatoireN (ω)x = x admet une solution aléatoire.

Théorème 1.3: [6]
Soit (Ω,F ) un espace mesurable, X un espace de Banach généralisé réel séparable, et

F : Ω× X → X un opérateur aléatoire continu. Soit également M (w ) ∈ Mn×n (R+) une
matrice aléatoire telle que, pour tout w ∈Ω, la matrice M (w ) converge vers zéro, et que
l’inégalité suivante soit satisfaite :

d (F (w , x1) , F (w , x2))≤M (w )d (x1, x2) , pour tout x1, x2 ∈ X et w ∈Ω.

Alors, il existe une variable aléatoire x :Ω→ X qui est le point fixe aléatoire unique de
F .

Théorème 1.4: [6]
Soit (Ω,F ) un espace mesurable, X un espace de Banach généralisé réel séparable, et

F :Ω×X → X un opérateur aléatoire complètement continu. Alors, l’une des deux alter-
natives suivantes est vraie :

(i) L’équation aléatoire F (w , x ) = x admet une solution aléatoire, c’est-à-dire
qu’il existe une fonction mesurable x : Ω → X telle que F (w , x (w )) =
x (w ), pour tout w ∈Ω,

(ii) L’ensemble M = {x :Ω→ X mesurable :λ(w )F (w , x ) = x } est non borné pour une
certaine fonction mesurable λ :Ω→ X telle que 0<λ(w )< 1 pour tout w ∈Ω.

Nous utiliserons également le lemme de Gronwall suivant :

Lemme 1.1: [6] Soit u : I → [0,∞) une fonction réelle, et supposons que u (·) est une fonction
non négative et localement intégrable sur I . Supposons qu’il existe des constantes c > 0 et
r < 1 telles que :

u (t )≤ v (t ) + c

∫ t

0

u (s )
(t − s )r

d s ,

alors, il existe une constante K := K (r ) telle que :

u (t )≤ v (t ) + c K

∫ t

0

v (s )
(t − s )r

d s , pour tout t ∈ I .
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2
Eléments de calcul fractionnaire

On introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1: [7]
Soit (a , b ), (0 ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle finie ou infinie de la droite réelle R. Soit f une

fonction continue et α> 0, on définie l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville
comme suite :

R LI αa+ f (t ) =
1

Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1 f (s )d s .

Lemme 2.1: Soit f une fonction continue, soient α,β deux réles teles que α> 0,β > 0 on a :

R LI αa+(t −a )β−1 =
Γ (β )
Γ (α+β )

(t −a )α+β−1.

Preuve

Par le changement de variable τ−a = s (t −a ), et en utilisant la définition de la fonction
Beta, on obtient :

9



2.1. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville 10

�

I αa+(t −a )β−1
�

(t ) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t −τ)α−1(τ−a )β−1dτ

=
1

Γ (α)

∫ 1

0

((t −a )− s (t −a ))α−1(s (t −a ))β−1(t −a )d s

=
1

Γ (α)
(t −a )α+β−1

∫ 1

0

s β−1(1− s )α−1d s

=
1

Γ (α)
(t −a )α+β−1B (α,β )

=
Γ (β )
Γ (α+β )

(t −a )α+β−1.

Proposition 2.1.1: (Propriété de semi-groupe)
Soit f ∈ L 1([a , b ],R), pour α> 0 et β > 0 on a :

R LI αa+
�

R LI βa+ f
�

= R LI α+βa+ f .

Preuve

D’après définition (2.1), on a :

I αa+I
β

a+ f (t ) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t −τ)α−1

�

1

Γ (β )

∫ τ

a

(τ− s )β−1 f (s )d s

�

dτ

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

∫ τ

a

(t −τ)α−1(τ− s )β−1 f (s )d s dτ.

D’après la formule de Dirichlet, on peut écrire :

I αa+I
β

a+ f (t ) =
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

f (s )

∫ t

s

(t −τ)α−1(τ− s )β−1dτd s

Avec un changement de variables u =
τ− s

t − s
, et en utilisant la définition de la fonction

bêta :

I αa+I
β

a+ f (t ) =
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

f (s )(t − s )α+β−1

∫ t

s

(1−u )α−1uβ−1d ud s ,

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

f (s )(t − s )α+β−1B (α,β )d ud s

=
1

Γ (α)Γ (β )
Γ (α)Γ (β )
Γ (α+β )

∫ t

a

f (s )(t − s )α+β−1d s

=
1

Γ (α+β )

∫ t

a

(t − s )α+β−1 f (s )d s =I α+βa+ f (t ).
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2.2. L’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard 11

Théorème 2.1
Soit f ∈C ([a , b ];R) avec 0< a < b <∞,α> 0, alors

(R LI αa+ f )(a ) = lim
t→a+
(R LI αa+ f )(t ) = 0.

Preuve

D’abord, on a
�

�(R LI αa+ f )(t )
�

� =

�

�

�

�

�

1

Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1 f (s )d s

�

�

�

�

�

≤
1

Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1 | f (s ) | d s ,

et
| f (s ) |≤ sup

s∈[a ,b ]
| f (s ) |=∥ f ∥∞ .

En appliquant le Lemme ??, on obtient :

| R LI αa+ f (t ) | ≤
∥ f ∥∞
Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1d s

≤
∥ f ∥∞
Γ (α)

�

−
(t − s )α

α

�t

a+

≤
∥ f ∥∞
Γ (α)

� (t − s )α

α

�a+

t

≤
∥ f ∥∞
Γ (α+1)

(t −a+)α.

Par passage à la limite,on obtient

lim
t→a+

�

�

R LI αa+ f (t )
�

�≤ lim
t→a+

∥ f ∥∞
Γ (α+1)

�

t −a+
�α
= 0.

2.2 L’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2.2
Soit f une fonction continue et α > 0, on définit l’intégrale fractionnaire au sens de Hada-

mard comme suite :
�

HI α1 f
�

(x ) =
1

Γ (α)

∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1 f (s )
s

d s .
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2.2. L’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard 12

Lemme 2.2: (Propriété de semi-groupe) Soit f une fonction continue, pour α,β réels tels
que α> 0 et β > 0, on a :

HI α1
�

HI β1 f
�

(x ) = HI α+β1 f (x ).

Preuve

On a
�

HI α1
�

HI β1 f
��

(x ) =
1

Γ (α)

∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1HI β1 f (s )d s

=
1

Γ (α)

∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1 1

Γ (β )

∫ s

1

�

ln
s

t

�β−1

t −1 f (t )d t d s

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1

∫ s

1

�

ln
s

t

�β−1

t −1 f (t )d t d s

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ x

1

∫ s

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1
�

ln
s

t

�β−1

t −1 f (t )d t d s ,

d’aprés Direchlet

�

HI α1
�

HI β1 f
��

(x ) =
1

Γ (α)Γ (β )

∫ x

1

t −1 f (t )

�∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1
�

ln
s

t

�β−1

d s

�

d t .

Posons

I1 =

∫ x

1

�

ln
x

s

�α−1

s−1
�

ln
s

t

�β−1

d s .

On va caluculer cette intégrale, on suppose

v = ln
s

t
⇒ e v =

s

t
⇒ s = t e v ⇒ d s =

s

t
d v.

Donc

I1 =

∫ ln x
t

0

�

ln
x

t e v

�α−1

(t e v )−1
�

ln
t e v

t

�β−1

(t e v )d v

=

∫ ln x
t

0

(ln x − ln t e v )α−1 (ln e v )β−1 d v

=

∫ ln x
t

0

�

ln
x

t
− v

�α−1

v β−1d v.

Posons
z =

v

ln x
t

⇒ v = z ln
x

t
⇒ d v = ln

x

t
d z .

Donc

I1 =

∫ 1

0

�

ln
x

t
− z ln

x

t

�α−1

z β−1
�

ln
x

t

�β

d z

=

∫ 1

0

�

ln
x

t

�α−1

(1− z )α−1z β−1
�

ln
x

t

�β

d z

=
�

ln
x

t

�α+β−1
∫ 1

0

(1− z )α−1z β−1d z

=
�

ln
x

t

�α+β−1 Γ (α)Γ (β )
Γ (α+β )

.
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2.2. L’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard 13

Alors

�

HI α1
�

HI β1 f
��

(x ) =
1

Γ (α)Γ (β )

∫ x

1

t −1 f (t )
�

ln
x

t

�α+β−1 Γ (α)Γ (β )
Γ (α+β )

d t

=
1

Γ (α+β )

∫ x

1

�

ln
x

t

�α+β−1

t −1 f (t )d t

=
�

HI α+β1 f
�

(x ).

Lemme 2.3: Soit 0<α< 1, alors

HI α1 (ln t )β−1 =
Γ (β )
Γ (α+β )

(ln t )α+β−1 .

Preuve

On a :

HI α1 (ln t )β−1 =
1

Γ (α)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1 (ln s )β−1 d s .

Posons

x =
ln s

ln t
⇒ ln s = x ln t ⇒ d s = t x ln t d x .

Donc

HI α1 (ln t )β−1 =
1

Γ (α)

∫ 1

0

(ln t − x ln t )α−1 t −x (x ln t )β−1 t −x ln t d x

=
1

Γ (α)

∫ 1

0

(ln t )α−1 (1− x )α−1 x β−1 (ln t )β−1 ln t d x

=
1

Γ (α)

∫ 1

0

(ln t )α+β−1 (1− x )α−1 x β−1d x

=
1

Γ (α)
(ln t )α+β−1

∫ 1

0

(1− x )α−1 x β−1d x

=
1

Γ (α)
(ln t )α+β−1 Γ (α)Γ (β )

Γ (α+β )

=
Γ (β )
Γ (α+β )

(ln t )α+β−1 .

Théorème 2.2
Soit α> 0 et f une fonction continue. Alors

�

HI α1 f
�

(1) = lim
t→1

�

HI α1 f
�

(t ) = 0.
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2.3. Dérivation fractionnaire au sens de Hilfer 14

Preuve

On a :
�

�

�

HI α1 f
�

(t )
�

� =

�

�

�

�

1

Γ (α)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1 f (s )d s

�

�

�

�

≤
1

Γ (α)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1| f (s )|d s

≤
∥ f ∥∞
Γ (α)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1d s .

Prenons

I1 =

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1d s .

On pose

x = ln
t

s
⇒ d x =

−1

s
d s ⇒ s = t e −x ⇒ d s =−s d x .

Alors

I1 =

∫ 0

ln t

x α−1t e x
�

−t e −x
�

d x =

∫ ln t

0

x α−1d x =
�

x α

α

�ln t

0
=
(ln t )α

α
,

donc
�

�

�

HI α1 f
�

(t )
�

� ≤
∥ f ∥∞
Γ (α)

(ln t )α

α

≤
∥ f ∥∞
Γ (α+1)

(ln t )α .

Par passage à la limite
lim
t→1

�

HI α1 f
�

(t ) = 0.

2.3 Dérivation fractionnaire au sens de Hilfer

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette par-
ties les définitions de Hilfer.

Définition 2.3: [5, 10]
Soit α ∈]m − 1, m [, 0 ≤ β ≤ 1 avec m ∈ N∗ et f ∈ C m ([a , b ];R). On appelle dérivation frac-
tionnaire au sens de Hilfer d’ordre α et de type β , la fonction définie comme suite :

�

HDα,β
a+ f

�

(t ) =
�

R LI β (m−α)a+

�

d

d t

�m
R LI (1−β )(m−α)a+

�

f (t ).

Théorème 2.3
Si f ∈C m ([a , b ];R) et α ∈]m −1, m [, 0≤β ≤ 1, avec m ∈N, alors

�

R LI αa+
HDα,β

a+ f
�

(t ) = f (t )−
m
∑

i=1

(t −a )γ−i

Γ (γ− i +1)

�

�

d

d t

�m−i
�

R LI m−γ
a+ f (t )

�

(a )

�

.
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2.3. Dérivation fractionnaire au sens de Hilfer 15

Lemme 2.4: Soit t > a , 0<α< 1, 0≤β ≤ 1 avec γ=α+β (1−α), on a

�

HDα,β
a+ (t −a )γ−1

�

(t ) = 0.

Preuve

D’aprés Défintion (2.1) et Lemme (2.2), on a

HDα,β
a+ (t −a )γ−1 = R LI β (1−γ)a+

�

d

d t

�

R LI 1−γ
a+ (t −a )γ−1

= R LI β (1−γ)a+

�

d

d t

��

Γ (γ−1+1)
Γ (1−γ+γ−1+1)

(t −a )1−γ+γ−1
�

= R LI β (1−γ)a+

�

d

d t

��

Γ (γ)
Γ (1)
(t −a )0

�

= R LI β (1−γ)a+

�

d

d t

�

Γ (γ)

= 0.

Lemme 2.5: Soit α> 0, 0≤β ≤ 1, on a

�

HDα,β
a+

R LI αa+x
�

(t ) = x (t ).

Preuve

Par la Définition (2.1) et Lemme (2.1), on a

�

HDα,β
a+

R LI αa+x
�

(t ) =
�

R LI β (m−α)a+

�

d

d t

�m
R LI (1−β )(m−α)a+

R LI αa+
�

x (t )

=
�

R LI β (m−α)a+

�

d

d t

�m
R LI −mβ+m−α+αβ+α

a+

�

x (t )

=
�

R LI β (m−α)a+

�

d

d t

�m
R LI −β (m−α)+m

a+

�

x (t ).

Et comme
�

d

d t

�m

I m = I d , alors
�

d

d t

�m

= I −m
a+ . Donc

�

HDαβa+
R LI αa+x

�

(t ) =
�

R LI β (m−α)a+
R LI −m

a+
R LI −β (m−α)+m

a+

�

x (t )

= R LI β (m−α)−β (m−α)+m−m
a+ x (t )

= R LI 0
a+x (t )

= x (t ).
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2.4. Dérivation fractionnaire au sens de Hadamard 16

2.4 Dérivation fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2.4
Soit f une fonction continue, 0 < α < 1. On définit la dérivation fractionnaire au sens de

Hadamard comme suite :

HDα1 f (x ) =
�

x
d

d t

�n
HI n−α

1 f (x )

=
1

Γ (n −α)

�

x
d

d t

�n ∫ x

1

�

ln
x

t

�n−α−1

t −1 f (t )d t .

Lemme 2.6: Soit 0<α< 1, 0≤β ≤ 1, on a

HDα1 (ln x )β−1 =
Γ (β )
Γ (β −α)

(ln x )β−α−1 , x ∈]1, e ].

Preuve

D’aprés définition (2.4) on a :

HDα1 (ln x )β−1 =
�

x
d

d x

�n
HI n−α

1 (ln x )β−1

=
�

x
d

d x

�n Γ (β )
Γ (n −α+β )

(ln x )n−α+β−1

=
Γ (β )

Γ (n −α+β )

�

x
d

d x

�n

(ln x )n−α+β−1 .

D’autre part, calculons
�

x
d

d x

�n

(ln x )λ =?, on a :

�

x
d

d x

�

(ln x )λ0 = xλ (ln x )λ−1 1

x
=λ (ln x )λ−1

�

x
d

d x

�2

(ln x )λ =
�

x
d

d x

�

λ (ln x )λ−1

=λ
�

x
d

d x

�

(ln x )λ−1

=λ(λ−1) (ln x )λ−2 x
1

x
=λ(λ−1) (ln x )λ−2 ,

par récurrence on obtient :
�

x
d

d x

�m

(ln x )λ =λ(λ−1)(λ−2) · · · (λ−m +1) (ln x )λ−m

=
λ(λ−1) · · · (λ− (m −1))[(λ−m ) · · ·3.2.1]

[(λ−m ) · · ·3.2.1]
(ln x )λ−m

=
Γ (λ+1)

Γ (λ−m +1)
(ln x )λ−m .
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Donc
HDα1 (ln x )β−1 =

Γ (β )
Γ (n −α+β )

Γ (n −α+β +1−1)
Γ (n −α+β −n +1−1)

(ln x )n−α+β−1

=
Γ (β )
Γ (β −α)

(ln x )β−α−1.

Lemme 2.7: Soit α> 0, on a :
�

HDα1
HI α1 f

�

(x ) = f (x )

Théorème 2.4
Si f ∈C 1 ([a , b ];R) et α ∈]0, 1[, 0≤β ≤ 1, alors

�

HI α1
HDα,β

1 f
�

(x ) = f (x )−

�

HI 1−γ
1 f (x )

�

(1)

Γ (λ)
(ln x )α−1.
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3
Systèmes différentiels fractionnaires couplés avec effets

aléatoires

Dans ce chapitre nous présentons l’étude de l’existence de solutions pour deux classes
de systèmes couplés d’équations différentielles fractionnaires aléatoires. L’outil principal uti-
lisé pour effectuer nos résultats est le théorème de point fixe aléatoire 1.4.

3.1 Un premier type de problème

Nous discutons de l’existence de solutions pour le système couplé impliquant la dérivée
fractionnaire de Hilfer [2].



























�

Dα1,β1
0 u1

�

(t , w ) = f1 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ I , w ∈Ω
�

Dα2,β2
0 u2

�

(t , w ) = f2 (t , u1(t , w ), u2(t , w ), w ) , t ∈ I , w ∈Ω
�

I 1−γ1
0 u1

�

(t , w )
�

�

t=0
=φ1(w ),

�

I 1−γ2
0 u2

�

(t , w )
�

�

t=0
=φ2(w )

(3.1)

Où I := [0, T ], T > 0, αi ∈ (0, 1), βi ∈ [0, 1], γi = αi +βi −αiβi ; i = 1, 2 ; (Ω,A ) est un espace
mesurable,φi :Ω→R est une fonction mesurable, fi : I ×R×R×Ω→R est une fonction don-
née, I 1−γi

0 est l’intégrale de Riemann-Liouville à gauche d’ordre 1−γi , et Dαi ,βi
0 est la dérivée

fractionnaire de Hilfer d’ordre αi et de type βi .

Dans ce section, nous notons par Cγ(I ,R), nous désignons l’espaces pondérés de fonctions
continues définis par :

Cγ(I ) =
�

v : (0, T ]→R : t 1−γv (t ) ∈C
	

avec la norme :
∥v ∥Cγ := sup

t ∈I





t 1−γv (t )




 ,

et, par Cγ1,γ2
:=Cγ1

×Cγ2
, nous désignons l’espace produit pondéré muni de la norme :

∥(u , v )∥Cγ1,γ2
= ∥u∥Cγ1

+ ∥v ∥Cγ2
.

18
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Maintenant, nous prouvons un résultat auxiliaire concernant une variante linéaire du sys-
tème (3.1).

Lemme 3.1: Soit f ∈C m ([a , b ];R) , 0<α< 1 et 0≤β ≤ 1,







�

HDα,β
a+ x

�

(t ) = f (t , x (t ))
�

R LI 1−α
a+ x

�

(a ) = xa .
(3.2)

si et seulement si c’est la solution de l’équation intégrale :

x (t ) =
xa

Γ (γ)
(t −a )γ−1+

1

Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1 f (s )d s . (3.3)

Preuve

Soit x une solution du système (3.2). L’application de l’opérateur d’intégration fraction-
naire

�

R LI αa+
�

(.) des deux côtés de la première équation du système (3.2), On obtient

�

R LI αa+
HDα,β

a+ x
�

(t ) = x (t )−
(t −a )γ−1

Γ (γ)

�

R LI 1−γ
a+ x

�

(a ),

Donc

x (t )−
(t −a )γ−1

Γ (γ)

�

R LI 1−γ
a+ x

�

(a ) =
�

R LI αa+ f
�

(t ), (3.4)

En combinant les conditions
�

R LI 1−α
a+ x

�

(a ) = xa avec les équations (3.4), nous obtenons

x (t ) =
xa

Γ (γ)
(t −a )γ−1+

1

Γ (α)

∫ t

a+

(t − s )α−1 f (s )d s .

Réciproquement, supposons que x (t ) soit la solution de l’équation (3.3). Alors,

x (t ) =
xa

Γ (γ)
(t −a )γ−1+

�

R LI αa+ f
�

(t ). (3.5)

En composant les deux membres par
�

HDα,β
a+

�

(.),

HDα,β
a+ x (t ) =

xa

Γ (γ)
HDα,β

a+ (t −a )γ−1+
�

HDα,β
a+

HI αa+ f
�

(t ).

D’après Lemme (2.2) et Lemme (2.3), on obtient :

HDα,β
a+ x (t ) = f (t ).

Il reste de montrer que l’équation (3.5) vérifie la condition initiale, on a

x (t ) =
xa

Γ (γ)
(t −a )γ−1+

�

R LI αa+ f
�

(t ),
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En composant les deux membres par
�

R LI 1−γ
a+

�

(.),

�

R LI 1−γ
a+ x

�

(t ) = R LI 1−γ
a+

�

xa

Γ (γ)
(t −a )γ−1

�

(t ) + R LI 1−γ
a+

�

R LI αa+ f
�

(t ),

D’aprés théorème (2.3), on obtient :

�

R LI 1−γ
a+ x

�

(a ) =
xa

Γ (γ)
Γ (γ−1+1)
Γ (1−γ+γ−1)

(t −a )1−γ+γ−1

=
xa

Γ (γ)
Γ (γ)

= xa .

Cela prouve que x (t ) est la solution du problème de Cauchy (3.2), ce qui achève la dé-
monstration.

3.1.1 Existence de solutions

L’objectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur l’existence d’une solution de system
(3.1). Dans ce but, nous énumérons les hypothèses suivantes :

(H1) Les fonctions f1, f2 sont des fonctions aléatoires de Carathéodory sur I ×R×R×Ω.

(H2) Il existe des fonctions mesurables et bornées pi , qi :Ω→ L∞(I ,R+), i = 1, 2 tel que

| fi (t , u1, u2, w )| ≤
pi (t , w )|u1|+qi (t , w )|u2|

1+ |u1|+ |u2|

pour chaque t ∈ I et u1, u2 ∈R, w ∈Ω.

Pour simplifie, on pose

p ∗i = sup
w∈Ω
∥pi (w )∥∞, q ∗i = sup

w∈Ω
∥qi (w )∥∞,φ∗i = sup

w∈Ω
|φi (w ) |∞ .

Maintenant, nous allons démontrer le théorème suivant concernant l’existence de solu-
tions aléatoires du système (3.1).

Théorème 3.1
Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées. Alors, le système (3.1) ad-

met au moins une solution aléatoire définie sur I ×Ω.

Preuve

D’abord, on définie l’espace suivant :

Cγ([0, T ];R) =
�

x ∈ ([0, T ],R), t 1−γx (·) ∈C ([0, T ];R)
	

,

avec la norme
∥x∥Cγ := sup

t ∈[0,T ]

�

�t 1−γx (t )
�

� . (3.6)

En suit, il est bien connu que l’espace produit (Cγ1,γ2
,∥(u , v )∥) est un espace de Banach
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avec la norme
∥(u , v )∥Cγ1,γ2

= ∥u∥Cγ1
+ ∥v ∥Cγ2

.

En vertu du Lemme 3.1, nous définissons un opérateur N :Ω×Cγ1,γ2
→Cγ1,γ2

par

N (w , x1, x2) = (N1(w , x1, x2), N2(w , x1, x2))

avec

Ni (w , xi (t ), x2(t )) =
φi (w )
Γ (γi )

t γi−1+

∫ t

0

(t − s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s , i = 1, 2.

(3.7)

Pour chaque i = 1, 2, l’application φi est mesurable pour tout w ∈ Ω. De plus, comme
l’intégrale indéfinie est continue sur I , alors Ni (w ) définit une application

Ni :Ω×Cγi
→Cγi

.

Ainsi, (x1, x2) est une solution aléatoire du système (3.1) si et seulement si

(x1, x2) =N (w )(x1, x2).

Ensuite, pour tout xi ∈Cγi
, i = 1, 2, et pour tout t ∈ I et w ∈Ω, d’aprés l’hypothèse (H2),

on a

�

�t 1−γi (N (w )xi )(t )
�

�=

�

�

�

�

�

φi (w )
Γ (γi )

t 1−γi t γi−1+ t 1−γi

∫ t

0

(t − s )αi−1 fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )
Γ (αi )

d s

�

�

�

�

�

≤
|φi (w ) |
Γ (γi )

+
t 1−γi

Γ (αi )

∫ t

0

(t − s )αi−1 | fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w ) | d s

≤
|φi (w ) |
Γ (γi )

+
t 1−γi

Γ (αi )

∫ t

0

(t − s )αi−1 pi (s , w ) | x1 |+qi (s , w ) | x2 |
1+ | x1 |+ | x2 |

d s

≤
|φi (w ) |
Γ (γi )

+
t 1−γi

Γ (αi )

∫ t

0

(t − s )αi−1(pi (s , w ) +qi (s , w ))d s

≤
φ∗i
Γ (γi )

+
t 1−γi

Γ (αi )
(p ∗i +q ∗i )

�

−
(t − s )αi

αi

�t

0

≤
φ∗i
Γ (γi )

+
t 1−γi

Γ (αi )
t αi

αi
(p ∗i +q ∗i )

≤
φ∗i
Γ (γi )

+
T 1−γi+αi

Γ (αi +1)
(p ∗i +q ∗i ) :=Ri .

Par passage au sup
∥N (w )xi∥Cγi

≤Ri .

Donc

∥N (w )(x1, x2)∥Cγ1,γ2
≤

2
∑

i=1

Ri .

Cela prouve que N (w ) transforme la boule

BR :=B(0, R ) =
�

(x1, x2) ∈Cγ1,γ2
: ∥(x1, x2)∥γ1,γ2

≤R
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en elle-même. Nous allons montrer que l’opérateur N : Ω×BR → BR satisfait toutes les
hypothèses du Théorème 1.4. La démonstration sera donnée en plusieurs étapes.

Étape 1. N (w ) est un opérateur aléatoire de Ω×BR dans BR .

Puisque pour chaque i = 1, 2, fi (t , x1, x2, w ) est de type Carathéodory aléatoire, l’appli-
cation w 7→ fi (t , x1, x2, w ) est mesurable d’après la Définition 1.3.
De même, le produit (t − s )αi−1 fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w ), produit d’une fonction conti-
nue et d’une fonction mesurable, est encore mesurable. En outre, l’intégrale étant limite
d’une somme finie de fonctions mesurables, l’application

w 7→
φi (w )
Γ (γi )

t γi−1+

∫ t

0

(t − s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

est mesurable. Par conséquent, N (w ) est un opérateur aléatoire de Ω×BR dans BR .

Étape 2. N (w ) est continu.

Soit une suite {(x1n , x2n )}n∈N ⊂ BR telle que (x1n , x2n ) → (x1, x2) dans BR . Alors, pour
chaque i = 1, 2, t ∈ I , et w ∈Ω, on a
�

�t 1−γi (Ni (w )xi n ) (t )− t 1−γi (Ni (w )xi ) (t )
�

�

≤
t 1−γi

Γ (αi )

∫ t

0

(t − s )αi−1
�

� fi (s , x1n (s , w ), x2n (s , w ), w )− fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )
�

�d s
(3.8)

Comme (x1n , x2n )→ (x1, x2) lorsque n →∞, et que fi est une fonction de Carathéodory
aléatoire, le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique, grâce à l’équa-
tion (3.8), que

∥N (w )(x1n , x2n )−N (w )(x1, x2)∥Cγ1,γ2
→ 0 lorsque n→∞

Étape 3. N (w )BR est uniformément borné.

Ceci est évident puisque N (w )BR ⊂BR et BR est bornée.

Étape 4. N (w )BR est équicontinu.

Soient t1, t2 ∈ I , avec t1 < t2, et soit (x1, x2) ∈BR . Alors, pour chaque i = 1, 2 et w ∈Ω, on a

|t 1−γi
2 (Ni (w )xi (t2))− t 1−γi

1 (Ni (w )xi (t1)) |

=

�

�

�

�

t 1−γi
2 t γi−1

2

φi (w )
Γ (γi )

+ t 1−γi
2

∫ t2

0

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

−t 1−γi
1 t γi−1

1

φi (w )
Γ (γi )

− t 1−γi
1

∫ t1

0

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

�

�

�

�

=

�

�

�

�

t 1−γi
2

∫ t2

0

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

−t 1−γi
1

∫ t1

0

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

�

�

�

�

.
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Par suite

|t 1−γi
2 (Ni (w )xi (t2))− t 1−γi

1 (Ni (w )xi (t1)) |

= |t 1−γi
2

∫ t2

t1

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

+ t 1−γi
2

∫ t1

0

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s

− t 1−γi
1

∫ t1

0

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )d s |

≤
∫ t2

t1

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
| fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )|d s

+

∫ t1

0

�

�

�

�

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
− t 1−γi

1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
|| fi (s , x1(s , w ), x2(s , w ), w )

�

�

�

�

d s

En utilisant (H2), on peut obtenir

|t 1−γi
2 (Ni (w )xi (t2))− t 1−γi

1 (Ni (w )xi (t1)) |

≤
∫ t2

t1

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )

�

pi (s , w ) +qi (s , w )
�

d s

+

∫ t1

0

�

�

�

�

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
− t 1−γi

1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )

�

�

�

�

�

pi (s , w ) +qi (s , w )
�

d s

≤ (p ∗i +q ∗i )

∫ t2

t1

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
d s

+ (p ∗i +q ∗i )

∫ t1

0

�

�

�

�

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
− t 1−γi

1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )

�

�

�

�

d s

≤ (p ∗i +q ∗i )T
1−γi (t2− t1)

αi

+ (p ∗i +q ∗i )

∫ t1

0

�

�

�

�

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
− t 1−γi

1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )

�

�

�

�

d s .

D’autre part, calcuons I1 tel que

I1 =

∫ t1

0

�

�

�

�

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
− t 1−γi

1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )

�

�

�

�

d s .

Si t 1−γi
2 (t2− s )αi−1 > t 1−γi

1 (t1− s )αi−1, alors

I1 =

∫ t1

0

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
d s −

∫ t1

0

t 1−γi
1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
d s

= R LI αi
a+ t 1−γi

2 − R LI αi
a+ t 1−γi

2

=
Γ (2−γi )

Γ (αi +1−γi )
t 1−αi+γi

2 −
Γ (2−γi )

Γ (αi +1−γi )
t 1−αi+γi

1

= 0.
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Sinon

I1 =

∫ t1

0

t 1−γi
1

(t1− s )αi−1

Γ (αi )
d s −

∫ t1

0

t 1−γi
2

(t2− s )αi−1

Γ (αi )
d s

= R LI αi
a+ t 1−γi

1 − R LI αi
a+ t 1−γi

2

=
Γ (2−γi )

Γ (αi +1−γi )
t 1−αi+γi

1 −
Γ (2−γi )

Γ (αi +1−γi )
t 1−αi+γi

2

= 0.

Donc
|t 1−γi

2 (Ni (w )xi (t2))− t 1−γi
1 (Ni (w )xi (t1)) | → 0, quand t2→ t1.

Et comme l’opérateur N est borné et équicontinue, donc N est relativement compact
(D’aprés Ascoli-Arzila). On conclut que : N :Ω×BR → BR est continue et compact, donc
l’opérateur N admet une solution aléatoire.

3.1.2 Exemple



















�

HD
1
2 , 1

2
0 u

�

(t ,ω) = f1(t , u (t ,ω), v (t ,ω),ω);
�

HD
1
2 , 1

2
0 u

�

(t ,ω) = f2(t , u (t ,ω), v (t ,ω),ω),
�

HI
1
4

0 u
�

(0,ω) =
�

HI
1
4

0 u
�

(0,ω) =
1

ω+1
.

;ω ∈R∗, t ∈ [0, 1],

avec α=β =
1

2
, γ=

3

4
, n = 1, et

f1(t , u , v,ω) =
t cos t |u |+ sin t |v |

16(1+ t )(1+ω)(1+ |u |+ |v |)
;ω ∈R∗, t ∈ [0, 1],

f2(t , u , v,ω) =
t 2|v |

32(1+ω)(1+ |u |+ |v |)
;ω ∈R∗, t ∈ [0, 1].

On a :
�

� f1(t , u , v,ω)
�

�≤
p1(t ,ω)|u |+q1(t ,ω)|v |

1+ |u |+ |v |
,

�

� f2(t , u , v,ω)
�

�≤
p2(t ,ω)|u |+q2(t ,ω)|v |

1+ |u |+ |v |
.

Donc

p1(t ,ω) =
t cos t

16(1+ t )(1+ω)
, q1(t ,ω) =

sin t

16(1+ t )(1+ω)
, p2(t ,ω) = 0, q2(t ,ω) =

t 2

32(1+ω)
.

Calculons p ∗1 , q ∗1 , q ∗2 , on a :

∥p1(ω)∥L∞ = e s s sup
ω∈Ω
|p1(ω)|= e s s sup

ω∈Ω

|t ||cos t |
16|1+ t ||1+ω|

.

Et comme

|cos t | ≤ 1,

�

�

�

�

t

1+ t

�

�

�

�

≤ 1,

�

�

�

�

1

1+ω

�

�

�

�

≤ 1.

Donc

p ∗1 = sup
ω∈Ω
∥p1(ω)∥L∞ =

1

16
.
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De la meme manière

q1∗=
1

16
, p ∗2 = 0, q ∗2 =

1

32
,φ∗1 = sup

ω∈Ω
|φ1(ω)|= sup

ω∈Ω

�

�

�

�

1

1+ω

�

�

�

�

= 1,φ∗2 = 1.

On va calculer :

R =
1

Γ ( 34 )
+

1

8Γ ( 32 )
+

1

Γ ( 34 )
+

1

32Γ ( 32 )
.

3.2 Un deuxième type de problème

Ensuite, nous considérons le système couplé suivant d’équations différentielles fraction-
naires de Hilfer-Hadamard aléatoires [2] :















��

HDα1,β1
1 x1

�

(t , w ),
�

HDα2,β2
1 x2

�

(t , w )
�

=
�

g1 (t , x1(t , w ), x2(t , w ), w ) , g2 (t , x1(t , w ), x2(t , w ), w )
�

; t ∈ [1, T ], w ∈Ω
��

HI 1−γ1
1 x1

�

(t , w ),
�

HI 1−γ2
1 x2

�

(t , w )
��

�

t=1
=
�

ψ1(w ),ψ2(w )
�

,

(3.9)

où T > 1,αi ∈ (0, 1),βi ∈ [0, 1],γi =αi+βi−αiβi ,ψi :Ω→R; i = 1, 2 est une fonction mesurable,
g i : [1, T ]×R×R×Ω→R est une fonction donnée, HI 1−γi

1 est l’intégrale mixte de Hadamard
à gauche d’ordre 1− γi , et HDαi ,βi

1 est la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard d’ordre αi

et type βi .

Dans ce section, nous notons par C := C ([1, T ],R), nous désignons l’espaces pondérés de
fonctions continues définis par :

Cγ,ln([1, T ]) =
�

v (t ) : (ln t )1−γv (t ) ∈C
	

avec la norme :
∥v ∥Cγ,ln

:= sup
t ∈[1,T ]





(ln t )1−γv (t )




 ,

et, par Cγ1,γ2,ln([1, T ]) := Cγ1,ln([1, T ])× Cγ2,ln([1, T ]), nous désignons l’espace produit pondéré
muni de la norme :

∥(u , v )∥Cγ1,γ2,ln
= ∥u∥Cγ1,ln

+ ∥v ∥Cγ2,ln
.

Maintenant, nous prouvons un résultat auxiliaire concernant une variante linéaire du sys-
tème (3.9).
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Lemme 3.2: Soit f ∈C m ([1, T ];R) , 0<α< 1 et 0≤β ≤ 1,







�

HDα,β
a+ x

�

(t ) = f (t , x (t ))
�

HI 1−γ
a+ x

�

(1) = x0.
(3.10)

si et seulement si c’est la solution de l’équation intégrale :

x (t ) =
x0

Γ (γ1)
(ln t )γ1−1+

�

HI α1
1 f

�

(t ), (3.11)

Preuve

En composant les deux mombres par
�

HI α1
�

(.),
�

HI α1
HDα,β

1 x
�

(t ) =
�

HI α1 f
�

(t ).

D’aprés théorème (2.4), on obtient :

x (t ) =
�

HI 1−γ
1 f

�

(1)
(ln t )γ−1

Γ (γ)
+
�

HI α1 f
�

(t ),

par condition initiale de système (??), on obtient :

x (t ) =
x0

Γ (γ)
(ln t )γ−1+

�

HI α1 f
�

(t ).

Maintenent montrons l’implication indirècte, on a

x (t ) =
x0

Γ (γ)
(ln t )γ−1+

�

HI α1 f
�

(t ), (3.12)

en composant les deux mombres par
�

HDα,β
1 x

�

(.),

HDα,β
1 x (t ) =

x0

Γ (γ)
HDα,β

1 (ln t )γ−1+HDα,β
1

HI α1 f (t ),

D’après Lemme (2.4) et Lemme (2.4), on obtient :
HDα,β

1 x (t ) = f (t , x (t )).

Il reste de montrer que l’équation(3.12) vérifie la condition initiale, on a :

x (t ) =
x0

Γ (γ)
(ln t )γ−1+

�

HI α1 f
�

(t ).

En composant les deux membres par
�

HI 1−γ
1

�

(.),
�

HI 1−γ
1 x

�

(t ) =
x0

Γ (γ)
HI 1−γ

1 (ln t )γ−1+HI 1−γ
1

�

HI α1 f
�

(t ),

d’aprés lemme (2.2)

�

HI 1−γ
1 x

�

(t ) =
x0

Γ (γ)
Γ (γ)

Γ (1−γ−1+α)
(ln t )1−γ+α−1 = x0.

On conclut que

x (t ) =
x0

Γ (γ)
(ln t )γ−1+

1

Γ (α)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1 f (s )d s .
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3.2.1 Existence de solutions

L’objectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur l’existence d’une solution de system
(3.1). Dans ce but, nous énumérons les hypothèses suivantes :

H1) Les fonctions g i , i = 1, 2, sont des fonctions carathéodory aléatoirs sur [1, T ]×R×R×Ω.

H2) Il existe des fonctions mesurables et bornées pi , qi : Ω→ L∞([1, T ], [0,∞)), i = 1, 2, tel
que

�

�g i (t , x1, x2,ω)
�

�≤
pi (t ,ω)|x1|+qi (t ,ω)|x2|

1+ |x1|+ |x2|
, i = 1, 2,

pour tout t ∈ [0, T ], et chaque x1, x2 ∈R,ω ∈Ω.

Théorème 3.2
On suppose que les hypothèses H1),H2) sont vérifies alors le système (3.9) admet une

solution sur [1, T ]×Ω.

Pour simplifie, on pose

p ∗i = sup
ω∈Ω
∥pi (ω)∥∞, q ∗i = sup

ω∈Ω
∥qi (ω)∥∞, ψ∗i = sup

ω∈Ω
|ψi (ω)|∞.

Preuve

On définie l’opérateur N :Ω×Cγ1,γ2,ln→Cγ1,γ2,ln, par

N (x1, x2) = (N1(x1, x2), N2(x1, x2)) ,

avec

(Ni (ω), xi ) (t ) =
ψi (ω)
Γ (γi )

(ln t )γi−1+
1

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s .

Et on définie l’ensemble

BR = (0, R ) = {(x1, x2) ∈C ,∥(x1, x2)∥C ≤R }.

Etape 0 : D’aprés l’hypothèse H2), on a

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 A.M. Laaredj et D.N.E. Hassani



3.2. Un deuxième type de problème 28

|(ln t )1−γi (N (ω)xi ) (t )|

=

�

�

�

�

�

ψi (ω)
Γ (γi )

(ln t )γi−1(ln t )1−γi +
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

ψi (ω)
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

�

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1
�

�g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)
�

�d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1 pi (s ,ω)|x1|+qi (s ,ω)|x2|
1+ |x1|+ |x2|

d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1(pi (s ,ω) +qi (s ,ω))d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1d s ,

On va calculer I1 tel que

I1 =

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1d s .

Posons u =
�

ln
t

s

�

s = t e −u alors

I1 =

∫ 0

ln t

−uαi−1d u =

∫ ln t

0

uαi−1d u =
�

uα

α

�ln t

0
=
(ln t )α

α
,

Par suite

|(ln t )1−γi (N (ω)xi ) (t )| ≤
ψ∗i
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1−γi

Γ (αi +1)
(ln t )αi

≤
ψ∗i
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1+αi−γi

Γ (αi +1)
≤Ri .

Par passage au sup,
∥N (ω)xi∥Cα ≤Ri .

et

∥N (ω)(x1, x2)∥Cα1 Cα2
≤R1×R2 =

2
∑

i=1

Ri .

Etape 1 : N (ω) est un opérateur aléatoire :

Pour chaque i = 1, 2, l’application ψi est mesurable pour tout ω ∈ Ω, et l’intégrale est
continue sur I , alors Ni (ω) définie une application Ni : Ω× Cγi ,ln → Cγi ,ln ainsi (x1, x2)
sont des solutions aléatoire pour le système (3.9) ssi

(x1, x2) =N (ω)(x1, x2).
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Ensuite, on a pour chaque i = 1, 2 , g i (t , x1, x2,ω)est carathéodory aléa-
toire, et l’application ω → g i (t , x1, x2,ω) est mesurable, de meme le produit
�

ln
t

s

�α−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω)) de fonction continue et mesurable est fonction

mesurable de plus l’intégrale est une limite d’une somme finie de fonction mesurable,
par conséquent :

ω→
ψi (ω)
Γ (γi )

(ln t )γi−1+
1

Γ (αi )

∫ t

0

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s ,

est mesurable, donc N (ω) est un opérateur aléatoire sur Ω×BR dans BR .

Etape 2 : N (w ) est continue

Soit une suite (x1n , x2n )→ (x1, x2) ∈Cγ

|(ln t )1−γi Ni (ω)(x1n , x2n )(t )− (ln t )1−γi Ni (ω)(x1, x2)(t )|

≤
�

�

�

�

(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

(ln
t

s
)αi−1s−1g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s ,ω),ω)d s

−
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

(ln
t

s
)αi−1s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

≤
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

(ln
t

s
)αi−1s−1

�

�g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s ,ω),ω)− g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)
�

�d s .

Comme g est continue, alors

g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s ,ω),ω)→ g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω),

d’autre part

|g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s , wω),ω)− g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)|

≤ |g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s ,ω),ω)|+ |g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)|

≤ 2∥g ∥∞.

D’aprés lebesgue dominé

|g i (s , x1n (s ,ω), x2n (s ,ω),ω)− g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)| → 0,

donc
|(ln t )1−γi N (ω)(x1n , x2n )− (ln t )1−γi N (ω)(x1, x2)| → 0.

Par passage au sup
∥N (ω)(x1n , x2n )−N (ω)(x1, x2)∥C → 0

Etape 3 : N (ω) Br est borné
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|(ln t )1−γi (N (ω)xi ) (t )|

=

�

�

�

�

�

ψi (ω)
Γ (γi )

(ln t )γi−1(ln t )1−γi +
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

ψi (ω)
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

�

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1|g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)|d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1 pi (s ,ω)|x1|+qi (s ,ω)|x2|
1+ |x1|+ |x2|

d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1(pi (s ,ω) +qi (s ,ω))d s

≤
|ψi (ω)|
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1−γi

Γ (αi )

∫ t

1

�

ln
t

s

�αi−1

s−1d s

≤
ψ∗i
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1−γi

Γ (αi +1)
(ln t )αi

≤
ψ∗i
Γ (γi )

+ (p ∗i +q ∗i )
(ln t )1+αi−γi

Γ (αi +1)
≤R .

Etape 4 : N (ω) BR est équicontinue.

|(ln t2)
1−γi (Ni (ω)xi (t2))− (ln t1)

1−γi (Ni (ω)xi (t1))|

≤
�

�

�

�

(ln t2)1−γi

Γ (αi )

∫ t2

1

�

ln
t2

s

�αi−1

g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

−
(ln t1)1−γi

Γ (αi )
s−1

∫ t1

1

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

.

Par suite
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|(ln t2)
1−γi (Ni (ω)xi (t2))− (ln t1)

1−γi (Ni (ω)xi (t1)) |

=

�

�

�

�

(ln t2)1−γi

Γ (αi )

∫ t2

1

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

+
(ln t2)1−γi

Γ (αi )

∫ t2

t1

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1 fi (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

−
(ln t1)1−γi

Γ (αi )

∫ t1

1

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)d s

�

�

�

�

≤
(ln t2)1−γi

Γ (αi )

∫ t2

t1

�

ln
t2

s

�αi−1
�

�g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)
�

�d s

+

∫ t1

1

�

�

�

�

(ln t2)1−γi

Γ (αi )

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1−
(ln t1)1−αi

Γ (αi )

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1

�

�

�

�

�

�g i (s , x1(s ,ω), x2(s ,ω),ω)
�

�d s

≤
(ln t2)1−γi

Γ (αi )

�

pi ∗+qi∗
�







�

ln
t2

s

�αi

αi







t2

t1

+(p ∗i +q ∗i )

∫ t1

1

�

�

�

�

(ln t2)1−γi

Γ (αi )

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1−
(ln t1)

1−γi

Γ (αi )

�

ln
t1

s

�α−1

s−1

�

�

�

�

d s

≤
(ln t2)1−γi

Γ (αi +1)
(p ∗i +q ∗i ) (ln t2)

αi − (ln t1)
αi +
(p ∗i +q ∗i )
Γ (αi )

∫ t1

1

�

�

�

�

(ln t2)
1−αi

�

ln
t2

s

�αi−1

−s−1 (ln t1)
1−αi

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1

�

�

�

�

d s

Posons

I =

∫ t1

1

�

�

�(ln t2)
1−γi

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1− (ln t1)
1−γi

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1
�

�

�d s ;

si

(ln t2)
1−γi

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1 ≥ (ln t1)
1−γi

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1.

Alors

I =

∫ t1

1

�

(ln t2)
1−γi

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1− (ln t1)
1−γi

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1

�

d s

= (ln t2)
1−γi

� (ln t2)αi

αi

�

− (ln t1)
1−γi

� (ln t1)αi

αi

�

= 0,

Sinon

I =

∫ t1

1

�

(ln t1)
1−γi

�

ln
t1

s

�αi−1

s−1− (ln t2)
1−γi

�

ln
t2

s

�αi−1

s−1

�

d s

= (ln t1)
1−γi

� (ln t1)αi

αi

�

− (ln t2)
1−γi

� (ln t2)αi

αi

�

= 0.

Donc
|(ln t2)

1−γi (Ni (ω)xi (t2))− (ln t1)
1−γi (Ni (ω)xi (t1)) | → 0,

quand t2→ t1.
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Et comme N est borné et équicontinue donc N est relativement compact (D’aprés
Ascoli-Arzila), on conclut que :N : Ω× BR → BR , est continue et compact, donc l’opé-
rateur N admet une solution aléatoire.
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4
Systèmes différentiels fractionnaires couplés aléatoires

dans des espaces de Banach généralisés

Dans ce chapitre nous présentons résultats d’existence et d’unicité des solutions aléa-
toires pour des systèmes couplés d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer et de Hil-
fer–Hadamard avec des effets aléatoires. Des applications sont faites des généralisations des
théorèmes classiques des points fixes aléatoires dans des espaces de Banach généralisés.

Dans ce chapitre, nous notons par C l’espace de Banach des fonctions continues de I dans
Rm , muni de la norme uniforme (ou norme du supremum)

∥v ∥∞ = sup
t ∈I
|v (t )|.

Comme d’habitude, AC (I ) désigne l’espace des fonctions absolument continues de I dans
Rm .

Par L 1(I ), nous désignons l’espace des fonctions de Lebesgue intégrables v : I →Rm , muni
de la norme :

∥v ∥1 =
∫ T

0

∥v (t )∥d t .

4.1 Un premier type de problème

Considérons le système couplé suivant d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer
[1]







�

Dα1,β1
0 u

�

(t , w ) = f1(t , u (t , w ), v (t , w ), w ),
�

Dα2,β2
0 v

�

(t , w ) = f2(t , u (t , w ), v (t , w ), w )
; t ∈ I := [0, T ], w ∈Ω (4.1)

avec les conditions initiales suivantes :

( �

I 1−γ1
0 u

�

(0, w ) =φ1(w ),
�

I 1−γ2
0 v

�

(0, w ) =φ2(w )
; w ∈Ω (4.2)

33
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où T > 0, (Ω,A ) est un espace mesurable, γi = αi + βi − αiβi , φi : Ω → Rm , et fi : I ×
Rm ×Rm ×Ω→ Rm , i = 1, 2, sont des fonctions données. I 1−γi

0 est l’intégrale mixte à gauche
de Riemann-Liouville d’ordre 1−γi , etDαi ,βi

0 est l’opérateur dérivatif généralisé de Riemann-
Liouville (Hilfer) d’ordre αi ∈ (0, 1) et de type βi ∈ [0, 1], i = 1, 2.

Dans ce section, nous notons par Cγ(I ), nous désignons l’espaces pondérés de fonctions
continues définis par :

Cγ(I ) =
�

v : (0, T ]→Rm : t 1−γv (t ) ∈C
	

avec la norme :
∥v ∥Cγ := sup

t ∈I





t 1−γv (t )




 ,

et, par Cγ1,γ2
:=Cγ1

×Cγ2
, nous désignons l’espace produit pondéré muni de la norme :

∥(u , v )∥Cγ1,γ2
= ∥u∥Cγ1

+ ∥v ∥Cγ2
.

4.1.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous nous intéressons aux résultats d’existence et d’unicité pour le
système (4.1)-(4.2).

Définition 4.1
Par une solution du problème (4.1)-(4.2), on entend une paire de fonctions mesurables cou-
plées (u , v ) ∈Cγ1

×Cγ2
, qui satisfont l’équation (1) sur I , et les conditions initiales suivantes :

�

I 1−γ1
0 u

�

(0+) =φ1,
�

I 1−γ2
0 v

�

(0+) =φ2.

Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite :

(H1) Les fonctions fi , i = 1, 2, sont des fonctions de Carathéodory.

(H2) Il existe des fonctions mesurables pi , qi :Ω→ (0,∞), i = 1, 2, telles que :




 fi (t , u1, v1)− fi (t , u2, v2)




≤ pi (w )∥u1−u2∥+qi (w )∥v1− v2∥

pour presque tout t ∈ I , et pour tous ui , vi ∈Rm , i = 1, 2.

(H3) Il existe des fonctions mesurables ai , bi :Ω→ (0,∞), i = 1, 2, telles que :




 fi (t , u , v )




≤ ai (w )t
1−γ1∥u∥+ bi (w )t

1−γ2∥v ∥,

pour presque tout t ∈ I , et pour tous u , v ∈Rm .

Nous prouvons d’abord un résultat d’existence et d’unicité pour le système couplé (4.1)-
(4.2) en utilisant le théorème du point fixe aléatoire de Banach dans des espaces de Banach
généralisés.

Théorème 4.1
Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiées. Si, pour tout w ∈ Ω, la
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matrice suivante :

M (w ) :=











p1(ω)
T α1Γ (γ1)
Γ (γ1+α1)

q1(ω)
T α1+γ2−γ1Γ (γ2)
Γ (γ2+α1)

p2(ω)
T α2+γ1−γ2Γ (γ1)
Γ (γ1+α2)

q2(ω)
T α2Γ (γ2)
Γ (γ2+α2)











converge vers zéro, alors le système couplé (4.1) et (4.2) admet une solution aléatoire
unique.

Preuve

Selon Lemme 3.1, introduisons les opérateurs suivants : N1 : Cγ1,γ2
×Ω→Cγ1

et N2 : Cγ1,γ2
×

Ω→Cγ2
par :

(N1(u , v )) (t , w ) =
φ1(w )

Γ
�

γ1

� t γ1−1+

∫ t

0

(t − s )α1−1 f (s , u (s , w ), v (s , w ), w )
Γ (α1)

d s ,

et :

(N2(u , v )) (t , w ) =
φ2(w )

Γ
�

γ2

� t γ2−1+

∫ t

0

(t − s )α2−1 f (s , u (s , w ), v (s , w ), w )
Γ (α2)

d s ,

Considérons l’opérateur N : Cγ1,γ2
×Ω→Cγ1,γ2

défini par :

(N (u , v ))(t , w ) = ((N1(u , v )) (t , w ), (N2(u , v )) (t , w )) (4.3)

Il est clair que les points fixes de l’opérateur N sont des solutions aléatoires du système
(4.1) et (4.2).

Étape 1. Montrons que N est un opérateur aléatoire sur Cγ1,γ2
.

Puisque les fonctions fi ; i = 1, 2 sont des fonctions de Carathéodory, alors les applica-
tions w 7→ fi (t , u , v, w ) sont mesurables. On en conclut que les applications :

w 7→Ni (u , v )(·, w )

sont mesurables de Ω vers les espaces de Banach Cγi
pour i = 1, 2. Par conséquent,

l’opérateur N est un opérateur aléatoire de Cγ1,γ2
×Ω dans Cγ1,γ2

.

Étape 2. Nous montrons que N satisfait toutes les conditions du Théorème 1.4.

Pour (u1, u2), (v1, v2) ∈Cγ1,γ2
et (t ,ω) ∈ I ×Ω, on a :
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∥t 1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− t γ1−1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥

=













t 1−γ1
φ1(ω)
Γ (γ1)

t γ1−1+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)d s

− t 1−γ1
φ1(ω)
Γ (γ1)

t γ1−1+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)d s













=













t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)d s

−
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)d s













=













t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1[ f1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)− f1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)]d s













≤
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1∥ f1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)− f1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)∥d s .

D’après (H2) et l’inégalité ci-dessus, il en résulte que

∥t 1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− t γ1−1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥

≤
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1[p1(ω)s
1−γ1 s γ1−1∥u1(s ,ω)− v1(s ,ω)∥

+q1(ω)s
1−γ2 s γ2−1∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥]d s

≤
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1[p1(ω)s
1−γ1∥u1(s ,ω)− v1(s ,ω)∥Cγ1

+q1(w )s
1−γ2∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥Cγ2

]d s

≤ T 1−γ1 p1(ω)∥u1(.,ω)− v1(.ω)∥Cγ1

1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1s γ1−1d s

+T 1−γ1 q1(ω)∥u2(.,ω)− v2(.ω)∥Cγ1

1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1s γ2−1d s

En utilisant Lemme 2.2, on obtient

∥t 1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− t γ1−1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥

≤ T 1−γ1 p1(ω)
Γ (γ1)

Γ (γ1+α1)
T α1+γ1−1∥u1(.,ω)− v1(.,ω)∥Cγ1

+T 1−γ1 q1(ω)
Γ (γ2)

Γ (γ2+α1)
T α1+γ2−1∥u2(.,ω)− v2(.ω)∥Cγ2

.

Donc

∥(N1(u1, v1))(.,ω)− (N1(u2, v2))(.,ω)∥Cγ1

≤ p1(ω)
T α1Γ (γ1)
Γ (γ1+α1)

∥u1(.,ω)− v1(.,ω)∥Cγ1
+q1(ω)

T α1+γ2−γ1Γ (γ2)
Γ (γ2+α1)

∥u2(.,ω)− v2(.ω)∥Cγ2
.
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De la même manière,

∥(N2(u1, v1))(.,ω)− (N2(u2, v2))(.,ω)∥Cγ2

≤ p2(ω)
T α2+γ1−γ2Γ (γ1)
Γ (γ1+α2)

∥u1(.,ω)− v1(.,ω)∥Cγ1
+q2(ω)

T α2Γ (γ2)
Γ (γ2+α2)

∥u2(.,ω)− v2(.ω)∥Cγ2
.

Ainsi,

d ((N (u1, v1)) (·, w ), (N (u2, v2)) (·, w ))≤M (w )d ((u1(·, w ), v1(·, w )) , (u2(·, w ), v2(·, w ))) ,

où :

d ((u1(·, w ), v1(·, w )) , (u2(·, w ), v2(·, w ))) =

�

∥u1(·, w )− v1(·, w )∥Cγ1

∥u2(·, w )− v2(·, w )∥Cγ2

�

.

Puisque pour tout w ∈ Ω, la matrice M (w ) converge vers zéro, alors le Théorème 1.4
implique que l’opérateur N admet un point fixe unique, qui est une solution aléatoire
du système (4.1) et (4.2).

Maintenant, nous démontrons un résultat d’existence pour le système couplé (4.1) et (4.2)
en utilisant l’alternative non linéaire aléatoire de type Leray-Schauder (Théorème 1.4) dans
un espace de Banach généralisé.

Théorème 4.2
Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) soient vérifiées. Alors, le système couplé

(4.1) et (4.2) admet au moins une solution aléatoire.

Preuve

Nous montrons que l’opérateur N : Cγ1,γ2
×Ω→ Cγ1,γ2

défini en (4.3) satisfait toutes les
conditions du Théorème 1.4. La démonstration sera donnée en quatre étapes.

Étape 1. N (·, ·, w ) est continu.

Soit (un , vn )n une suite telle que (un , vn )→ (u , v ) ∈Cγ1,γ2
quand n→∞. Pour tout w ∈Ω

et chaque t ∈ I , on a :




t 1−γ1 (N1 (un , vn )) (t , w )− t 1−γ1 (N1(u , v )) (t , w )






≤
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1




 f1 (s , un (s , w ), vn (s , w ), w )− f1(s , u (s , w ), v (s , w ), w )




d s

≤
1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1s 1−γ1




 f1 (s , un (s , w ), vn (s , w ), w )− f1(s , u (s , w ), v (s , w ), w )




d s

≤
T α1

Γ (1+α1)





 f1 (·, un (·, w ), vn (·, w ), w )− f1(·, u (·, w ), v (·, w ), w )






Cγ1
.

Comme f1 est de Carathéodory, on a :

∥(N1 (un , vn )) (·, w )− (N1(u , v )) (·, w )∥Cγ1
→ 0 lorsque n→∞
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D’autre part, pour tout w ∈Ω et chaque t ∈ I , on obtient :




t 1−γ2 (N2 (un , vn )) (t , w )− t 1−γ2 (N2(u , v )) (t , w )






≤
T α2

Γ (1+α2)





 f2 (·, un (·, w ), vn (·, w ), w )− f2(·, u (·, w ), v (·, w ), w )






Cγ2

De plus, du fait que f2 est de Carathéodory, on obtient :

∥(N2 (un , vn )) (·, w )− (N2(u , v )) (·, w )∥Cγ2
→ 0 lorsque n→∞

Par conséquent, N (·, ·, w ) est continue.

Étape 2. N (·, ·, w ) envoie les ensembles bornés dans Cγ1,γ2
sur des ensembles bornés.

Soit R > 0, et posons :

BR :=
¦

(µ, v ) ∈Cγ1,γ2
: ∥µ∥Cγ1

≤R ,∥v ∥Cγ2
≤R

©

.

Pour tout w ∈Ω, chaque (u , v ) ∈ BR et tout t ∈ I , on a :





t 1−γ1 (N1(u , v )) (t , w )




≤





φ1(w )






Γ
�

γ1

� +
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1




 f1(s , u (s , w ), v (s , w ), w )




d s

≤





φ1(w )






Γ
�

γ1

�

+
1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1s 1−γ1 (a1(w )∥u (s , w )∥+ b1(w )∥v (s , w )∥)d s

≤





φ1(w )






Γ
�

γ1

� +
R

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1s 1−γ1 (a1(w ) + b1(w ))d s

≤





φ1(w )






Γ
�

γ1

� +
T α1 (a1(w ) + b1(w ))

Γ (1+α1)

:= ℓ1.

Ainsi,
∥(N1(u , v )) (·, w )∥Cγ1

≤ ℓ1.

De plus, pour tout w ∈Ω, chaque (u , v ) ∈ BR et tout t ∈ I , on obtient :

∥(N2(u , v )) (·, w )∥Cγ2
≤





φ2(w )






Γ
�

γ2

� +
(a2(w ) + b2(w ))T α2

Γ (1+α2)

:= ℓ2

Par conséquent,

∥(N (u , v ))(·, w )∥C ≤ ℓ := (ℓ1,ℓ2)

Étape 3. N (·, ·, w ) envoie les ensembles bornés dans Cγ1,γ2
sur des ensembles équiconti-

nus.
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Soit BR la boule définie à l’Étape 2. Pour tous t1, t2 ∈ I avec t1 ≤ t2, pour tout (u , v ) ∈ BR

et w ∈Ω, on a :

∥t 1−γ1
2 (N1(u , v )(t2,ω)− t 1−γ1

1 (N1(u , v )(t1,ω))∥

=







t 1−γ1
2

φ1(ω)
Γ (γ1)

t γ1−1
2 +

t 1−γ1
2

Γ (α1)

∫ t2

0

(t2− s )α1−1 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s

+ t 1−γ1
1

φ1(ω)
Γ (γ1)

t γ1−1
1

t 1−γ1
1

Γ (α1)

∫ t1

0

(t1− s )α1−1 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









=









t 1−γ1
2

Γ (α1)

∫ t2

0

(t2− s )α1−1 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s

+
t 1−γ1

1

Γ (α1)

∫ t1

0

(t1− s )α1−1 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s







,

Par suite

∥t 1−γ1
2 (N1(u , v )(t2,ω)− t 1−γ1

1 (N1(u , v )(t1,ω))∥

≤
t 1−γ1

2

Γ (α1)

∫ t2

t1

(t2− s )α1−1







 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

+
1

Γ (α1)

∫ t1

0

�

�

�t
1−γ1
2 (t2− s )α1−1− t 1−γ1(t1− s )α1−1

�

�

�








 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
t 1−γ1

2

Γ (α1)

∫ t1

0

(t2− s )α1−1
�

a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥
�

d s

+
1

Γ (α1)

∫ t1

0

|t 1−γ1
2 (t2− s )α1−1− t 1−γ1(t1− s )α1−1|

�

a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥
�

d s

≤ I1+ I2,

d’ou

I1 =
t 1−γ1

2

Γ (α1)

∫ t1

0

(t2− s )α1−1
�

a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥
�

d s

=
T 1−γ1

2

Γ (α1)

∫ t2

t1

(t2− s )α1−1
�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cγ1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cγ2

�

d s

=
T 1−γ1

2

Γ (α1)

�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cγ1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cγ2

�

∫ t2

t1

(t2− s )α1−1d s

=
�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cγ1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cγ2

�

T 1−γ1
2

(t2− t1)α1

Γ (α1+1)
,
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et

I2 =
1

Γ (α1)

∫ t1

0

�

�

�t
1−γ1
2 (t2− s )α1−1− t 1−γ1

1 (t1− s )α1−1
�

�

�

�

a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥
�

d s

=
�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cγ1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cγ2

�

1

Γ (α1)

∫ t1

0

�

�

�t
1−γ1
2 (t2− s )α1−1− t 1−γ1(t1− s )α1−1

�

�

�d s ,

prenons

I3 =
1

Γ (α1)

∫ t1

0

�

�

�t
1−γ1
2 (t2− s )α1−1− t 1−γ1(t1− s )α1−1

�

�

�d s .

Si t 1−γ1
2 (t2− s )α1−1 ≥ t 1−γ1

1 (t2− s )α1−1, alors

I3 =
1

Γ (α1)

∫ t1

0

t 1−γ1
2 (t2− s )α1−1d s −

1

Γ (α1)

∫ t1

0

t 1−γ1
1 (t1− s )α1−1d s

=
1

Γ (α1)

�

t 1−γ1
2

−(t2− s )α1

α1

�t1

0

+
�

t 1−γ1
2

−(t2− s )α1

α1

�t1

0

=
−(t2− t1)α1

Γ (α1+1)
t 1−γ1

2 +
t 1−γ1+α1

2 − t 1−γ1+α1
1

Γ (α1+1)
= 0,

quand t2→ t1. Sinon,

I3 =
1

Γ (α1)

∫ t1

0

t 1−γ1
1 (t1− s )α1−1d s −

1

Γ (α1)

∫ t2

0

t 1−γ1
2 (t2− s )α1−1d s

=
�

−t 1−γ1
1

(t1− s )α1

Γ (α1+1)

�t1

0

+
�

t 1−γ1
2

(t2− s )α1

Γ + (α1+1)

�t2

0

=
t α1+1−γ1

1

Γ (α1+1)
−

t 1−γ1+α1
2

Γ (α1+1)
= 0,

quand t2→ t1, donc

∥t 1−γ1
2 (N1(u , v )(t2,ω)− t γ1−1

1 (N1(u , v )(t1,ω))∥→ 0.

De plus, on obtient :





t 1−γ2
1 (N2(u , v )) (t1, w )− t 1−γ2

2 (N2(u , v )) (t2, w )




≤
RT α2 (a2(w ) + b2(w ))

Γ (1+α2)
(t2− t1)

α2

→ 0 lorsque t1→ t2.

En conséquence des Étapes 1 à 3, et par le théorème d’Arzelà-Ascoli, on conclut que
N (·, ·, w ) envoie BR dans un ensemble précompact de Cγ1,γ2

.

Étape 4. L’ensemble M constitué des fonctions (u (·, w ), v (·, w )) ∈Cγ1,γ2
telles que

(u (·, w ), v (·, w )) =λ(w )N ((u , v ))(·, w )
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pour une certaine fonction mesurable λ :Ω→ (0, 1) est borné dans Cγ1,γ2
.

Soit (u (·, w ), v (·, w )) ∈Cγ1,γ2
tel que

(u (·, w ), v (·, w )) =λ(w )N ((u , v ))(·, w ).

Alors, on a :

u (·, w ) =λ(w )N1((u , v ))(·, w ), v (·, w ) =λ(w )N2((u , v ))(·, w ).

Ainsi, pour tout w ∈Ω et chaque t ∈ I , on a :

t 1−γ1∥u (t ,ω)∥

≤







t 1−γ1
φ1(ω)
Γ (γ1)

t γ1−1+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1







 f1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1(a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥)d s

≤
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1(a1(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥)d s .

De plus, on obtient :

t 1−γ2∥v (t ,ω)∥

≤







t 1−γ2
φ2(ω)
Γ (γ2)

t γ2−1+
t 1−γ2

Γ (α2)

∫ t

0

(t − s )α1−1 f2(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
∥φ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
t 1−γ2

Γ (α2)

∫ t

0

(t − s )α1−1







 f2(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
∥φ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
t 1−γ2

Γ (α2)

∫ t

0

(t − s )α1−1(a2(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥)d s

≤
∥φ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
t 1−γ2

Γ (α2)

∫ t

0

(t − s )α1−1(a2(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b2(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥)d s .

Par conséquent, on obtient :

t 1−γ1∥u (t ,ω) + t 1−γ2∥v (t ,ω)∥

≤
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
t 1−γ1

Γ (α1)

∫ t

0

(t − s )α1−1(a2(ω)s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ b2(ω)s

1−γ2∥v (s ,ω)∥)d s

≤ a +

�

t 1−γ1

Γ (α1)
+

t 1−γ2

Γ (α2)

�∫ t

0

(t − s )α−1

�

(a1(ω) +a2(w ))s
1−γ1∥u (s ,ω)∥+ (b2(ω) + b1(w ))s

1−γ2∥v (s ,ω)∥d s
�

≤ a +

�

t 1−γ1

Γ (α1)
+

t 1−γ2

Γ (α2)

�

c

∫ t

0

(t − s )α−1
�

s 1−γ1∥u (s ,ω)∥+ s 1−γ2∥v (s ,ω)∥d s
�

≤ a +

�

T 1−γ1

Γ (α1)
+

T 1−γ2

Γ (α2)

�

c

∫ t

0

(t − s )α−1
�

s 1−γ1∥u (s ,ω)∥+ s 1−γ2∥v (s ,ω)∥d s
�

,
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avec

a =
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
∥φ2(ω)∥
Γ (γ2)

, α=max{α1,α2},

et
c =max{a1(w ) +a2(w ), b1(w ) + b2(w )}.

Le Lemme 1.4 (Gronwall) implique qu’il existe une constante K := K1−α telle que :

t 1−γ1∥u (t ,ω)∥+ t 1−γ2∥v (t ,ω)∥ ≤ a +

�

T 1−γ1

Γ (α1)
+

T 1−γ2

Γ (α2)

�

C a K1−α

∫ t

0

(t − s )α−1d s

≤ a +

�

T 1−γ1

Γ (α1)
+

T 1−γ2

Γ (α2)

�

C a K1−α
T α

α
:= L .

Donc
∥u (·,ω)∥Cγ1

+ ∥v (·,ω)∥Cγ2
≤ L ,

alors
∥(u (·,ω), v (·,ω))∥Cγ1,γ2

≤ L .

Cela montre que l’ensemble M est borné.

En conséquence des Étapes 1 à 4, ainsi que du Théorème 1.4, on peut conclure que l’opé-
rateur N admet au moins un point fixe dans BR , lequel constitue une solution du sys-
tème (4.1)-(4.2).

4.1.2 Exemple

On munit l’espaceR∗− := (−∞, 0)de laσ-algèbre usuelle constituée des parties mesurables
au sens de Lebesgue deR∗−. Considérons le système différentiel fractionnaire aléatoire couplé
suivant de Hilfer :



























�

D
1
2 , 1

2
0 u

�

(t , w ) = f (t , u (t , w ), v (t , w ), w ),
�

D
1
2 , 1

2
0 v

�

(t ) = g (t , u (t , w ), v (t , w ), w ),
�

I
1
4

0 u
�

(0, w ) =
1

ω+1
,

�

I
1
4

0 vn

�

(0, w ) =ω+ω2

; w ∈R∗−, t ∈ [0, 1] (4.4)

avec α=β =
1

2
, γ=

3

4
, n = 2, u = (x1, x2), v = (y1, y2) et























f (t , u , v, w ) =

 

|t |(|x1(t )|+ |x2(t )|)
cos t

ω+2
|y1(t )|

!

; t ∈ [0, 1],

g (t , u , v ) =

�

t
1
4 cos t |x1(t )|

t
1
4 (|y1(t )|+ |y2(t )|)

�

; t ∈ [0, 1].

Elle est claire que f1, f2 sont des fonctions carathéodory.
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On a :




 f1(u1, v1)− f1(t , u2, v2)




≤ p1(ω)∥u1−u2∥+q1(ω)∥v1− v2∥,




 f2(u1, v1)− f2(t , u2, v2)




≤ p2(ω)∥u1−u2∥+q2(ω)∥v1− v2∥.

où ∥ · ∥ est une norme dans R2 définie comme suite :

∥u∥1 = |x1(t )|+ |x2(t )|, ∥v ∥1 = |y1(t )|+ |y2(t )|.

Alors




 f1(u1, v1)− f1(t , u2, v2)




≤ |t |∥u1−u2∥+
cos t

ω+2
∥v1− v2∥,





 f2(u1, v1)− f2(t , u2, v2)




≤ t
1
4 cos t ∥u1−u2∥+ t

1
4 ∥v1− v2∥.

Donc p1(ω) = 1, q1(ω) =
1

ω+2
, p2(ω) = 1, q2(ω) = 1.

Donc la matrice M est donnée par

M (ω) =













Γ ( 34 )

Γ ( 54 )
1

ω+2

Γ 3
4

Γ ( 54 )

Γ ( 34 )

Γ ( 54 )

Γ ( 34 )

Γ ( 54 )













.

D’aprés (H3), on a :

∥ f1(t , u , v )∥ ≤ a1(ω)t
1−γ1∥u∥+ b1(ω)t

1−γ2∥v ∥,
∥ f2(t , u , v )∥ ≤ a2(ω)t

1−γ1∥u∥+ b2(ω)t
1−γ2∥v ∥.

Donc a1(ω) = 1, b1(ω) = 1, a2(ω) =
1

ω+2
, b2(ω) = 1.

On va calculer

L =
2

(ω+1)Γ ( 12 )
exp(2(ln t )

1
2 )).

4.2 Un deuxième type de problème

Ensuite, nous considérons le système couplé suivant d’équations différentielles fraction-
naires aléatoires de Hilfer-Hadamard [1] :

¨

�

HDα1,β1
1 u

�

(t ,ω) = g1(t , u (t ,ω), v (t ,ω),ω),
�

HDα2,β2
1 v

�

(t ,ω) = g2(t , u (t ,ω), v (t ,ω),ω).
(4.5)

Avec les conditions initiales :
¨
�

HI 1−γ1
1 u

�

(1,ω) =ψ1(ω),
�

HI 1−γ2
1 v

�

(1,ω) =ψ2(ω).
(4.6)

où T > 0, (Ω,A ) est un espace mesurable, γi = αi + βi − αiβi , ψi : Ω → Rm , et g i : I ×
Rm ×Rm ×Ω→Rm , i = 1, 2, sont des fonctions données. HI 1−γi

1 est l’intégrale mixte à gauche
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de Riemann-Liouville d’ordre 1− γi , et HDαi ,βi
1 est l’opérateur dérivatif de Hilfer-Hadamard

d’ordre αi ∈ (0, 1) et de type βi ∈ [0, 1], i = 1, 2.

Nous notons par C :=C ([1, T ]), nous désignons l’espaces pondérés de fonctions continues
définis par :

Cγ,ln([1, T ]) =
�

v (t ) : (ln t )1−γv (t ) ∈C
	

avec la norme :
∥v ∥Cγ,ln

:= sup
t ∈[1,T ]





(ln t )1−γv (t )




 ,

et, par Cγ1,γ2,ln([1, T ]) := Cγ1,ln([1, T ])× Cγ2,ln([1, T ]), nous désignons l’espace produit pondéré
muni de la norme :

∥(u , v )∥Cγ1,γ2,ln
= ∥u∥Cγ1,ln

+ ∥v ∥Cγ2,ln
.

D’après Lemma 3.2, nous concluons le lemme suivant.

Lemme 4.1: Soit g i : [1, T ] × E × E → E telle que g i (·, u (·), v (·)) ∈ Cγi ,ln([1, T ]) pour tout
u ∈ Cγ1,ln([1, T ]), v ∈ Cγ2,ln([1, T ]). Alors, le Problème (4.5)-(4.6) est équivalent à l’équation
intégrale de Volterra suivante :

u (t ) =
ψ1

Γ (γ1)
(ln t )γ1−1+

�

HI α1
1 g1(·, u (·), v (·))

�

(t )

Définition 4.2
Par une solution aléatoire du système couplé (4.5)-(4.6), on entend une fonction mesurable
couplée (u , v ) ∈Cγ1,ln×Cγ2,ln qui satisfait les conditions (4.6) et l’Équation (4.5) sur l’intervalle
[1, T ].

4.2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette subsection, nous nous intéressons aux résultats d’existence et d’unicité pour le
système (4.5)-(4.6).

On suppose les hypothèse suivants :

H1) Les fonctions g i , i = 1, 2 sont des fonctions carathéodory.

H2) Il existent des fonctions mesurables et continues pi , qi :Ω→ (0,∞); i = 1, 2 telque :

∥g i (t , u1, v1)− g i (t , u2, v2)∥ ≤ pi (ω)∥u1−u2∥+qi (ω)∥v1− v2∥;

pour tout t ∈ I = [1, e ], et chaque ui , vi ∈Rm , i = 1, 2.

H3) Il existent des fonctions mesurables et continues ai , bi :Ω→ (0,∞); i = 1, 2 telque :

∥g i (t , u , v )∥ ≤ ai (ω)(ln t )1−γ1∥u∥+ bi (ω)(ln t )1−γ2∥v ∥,

pour tout t ∈ I , et chaque u , v ∈Rm .
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Théorème 4.3
Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient vérifiés, si pour toutω ∈Ω, la matrice

M (ω) =









p1(ω)
Γ (γ1)

Γ (α1+γ1)
(ln T )α1 q1(ω)

Γ (γ2)
Γ (γ2+α1)

(ln T )α1+γ2−γ1

p2(ω)
Γ (γ1)

Γ (α2+γ1)
(ln T )α2+γ1−γ2 q2(ω)

Γ (γ2)
Γ (α2+γ2)

(ln T )α2









,

converge vers 0, alors le système (4.5)-(4.6) admet une solution aléatoire unique .

Preuve

On définie les opérateurs N1 : Cγ1,γ2,ln×Ω→Cγ1,ln et N2 : Cγ1,γ2,ln×Ω→Cγ2,ln, par :

(N1(u , v )(t ,ω)) =
ψ1(ω)
Γ (γ1)

(ln t )γ1−1+

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1 g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)
Γ (α1)

d s ,

(N2(u , v )(t ,ω)) =
ψ2(ω)
Γ (γ2)

(ln t )γ2−1+

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1 g2(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)
Γ (α2)

d s .

(4.7)

On considère l’opérateur N : Cγ1,γ2,ln×Ω→Cγ1,γ2,ln définie par :

(N (u , v )(t ,ω)) = (N1(u , v )(t ,ω), N2(u , v )(t ,ω)).

Soit (u1, u2), (v1, v2) ∈Cγ1,γ2,ln et (t ,ω) ∈ I ×Ω, on a :

∥(ln t )1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− (ln t )1−γ1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥

=







(ln t )1−γ1
ψ1(ω)
Γ (α1)

(ln t )α1−1+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1

g1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)d s − (ln t )1−α1
ψ1(ω)
Γ (α1)

(ln t )α1−1+
(ln t )1−α1

Γ (α1)
∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1g1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)d s









≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1







g1(s , u1(s ,ω), v1(s ,ω),ω)− g1(s , u2(s ,ω), v2(s ,ω),ω)







d s .
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En utilisant (H2), nous avons

∥(ln t )1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− (ln t )1−α1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥

≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(p1(ω)∥u1(s ,ω)− v1(s ,ω)∥+q1(ω)∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥)d s

≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(p1(ω)(ln s )1−γ1(ln s )γ1−1)∥u1(s ,ω)− v1(s ,ω)∥

+q1(ω)(ln s )1−γ2(ln s )γ2−1)∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥)d s

≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�γ1−1

s−1(p1(ω)(ln s )γ1−1)∥u1(·,ω)− v1(·,ω)∥Cγ1,ln

+q1(ω)(ln s )γ2−1)∥u2(·,ω)− v2(·,ω)∥Cγ2,ln
)d s

≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)
p1(ω)∥u1(·,ω)− v1(·,ω)∥Cγ1,ln

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(ln s )γ1−1d s

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)
q2(ω)∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥Cγ2,ln

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1(ln s )γ2−1d s

Par suit
∥(ln t )1−γ1(N1(u1, v1)(t ,ω)− (ln t )1−γ1(N1(u2, v2)(t ,ω))∥
≤ (ln t )1−γ1 p1(ω)∥u1(·,ω)− v1(·,ω)∥Cγ1,ln

I α1
1 (ln t )γ1−1

+ (ln t )1−γ1 q1(ω)∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥Cγ2,ln
I α1

1 (ln t )γ2−1

≤ (ln t )1−γ1 p1(ω)∥u1(·,ω)− v1(·,ω)∥Cγ1,ln

Γ (γ1)
Γ (α1+γ1)

(ln t )α1+γ1−1

+ (ln t )1−γ1 q1(ω)∥u2(·,ω)− v2(·,ω)∥Cγ2,ln

Γ (γ2)
Γ (α1+γ2)

(ln t )γ2+α1−1

Donc

∥N1(u1, v1)(.,ω)−N1(u2, v2)(.,ω)∥Cγ1,ln
≤ p1(ω)

Γ (γ1)
Γ (α1+γ1)

(ln t )α1∥u1(s ,ω)− v1(s ,ω)∥Cγ1,ln

+q2(ω)
Γ (γ2)

Γ (α1+γ2)
(ln t )α1+γ2−γ1∥u2(s ,ω)− v2(s ,ω)∥Cγ2,ln

,

De la même maniére

∥N2(u1, v1)(·,ω)−N2(u2, v2)(·,ω)∥Cγ2,ln
≤ p2(ω)

Γ (γ1)
Γ (α2+γ1)

(ln t )α2+γ1−γ2∥u1(·,ω)− v1(·,ω)∥Cγ1,ln

+q2(ω)
Γ (γ2)

Γ (α2+γ2)
(ln t )α2∥u2(·,ω)− v2(·,ω)∥Cγ2,ln

.

Donc, on obtient

d ((N (u1, v1))(·,ω), (N (u2, v2))(·,ω))≤M (ω)d ((u1(·,ω), v1(·,ω)), (u2(·,ω), v2(·,ω))).

Puisque pour tout ω ∈ Ω, la matrice M (ω) converge vers 0, alors l’opérateur N admet
un point fixe unique, qu’est une solution aléatoire.

Maintenant, nous prouvant un résultat d’existence pour notre système, en utilisant l’altèr-
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mative de Leray-Schauder dans l’espace de Banach généralisé.

Théorème 4.4
Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) soient vérifiées, alors le système (4.5)-(4.6)

admet au moins une solution aléatoire.

Preuve

Etape 1, N (·, ·,ω) est continue

Soit (un , vn )n dans Cγ1,γ2,ln tel que (un , vn )n → (u , v ), quand n→∞, on a








(ln t )1−γ1(N1(un , vn ))(t ,ω)− (ln t )1−γ1(N1(u , v ))(t ,ω)









=









ψ1(ω)
Γ (γ1)

(ln t )1−γ1(ln t )γ1−1+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1g1(s , un (s ,ω), vn (s ,ω),ω)d s

−
ψ1(ω)
Γ (γ1)

(ln t )1−γ1(ln t )γ1−1−
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1







g1(s , un (s ,ω), vn (s ,ω),ω)− g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
(ln t )1−γ1

Γ (γ1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(ln s )1−α1(ln s )α1−1








g1(s , un (s ,ω), vn (s ,ω),ω)− g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
(ln t )1−γ1

Γ (γ1)








g1(·, un (·,ω), vn (·,ω),ω)− g1(·, u (·,ω), v (·,ω),ω)









Cα1

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(ln s )α1−1d s

≤
Γ (α1)

Γ (α1+γ1)
(ln t )1−γ1+α1








g1(s , un (s ,ω), vn (s ,ω),ω)− g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)









Cα1

et comme g1 est carathèodory,

∥g1(·, un (·,ω), vn (·,ω),ω)− g1(·, u (·,ω), v (·,ω),ω)∥Cγ1,ln
→ 0,

donc
∥(N1(un , vn ))(·,ω)− (N1(u , v ))(·,ω)∥Cγ1,ln

→ 0, quand n→∞.

De la même manière,

∥(N2(un , vn ))(·,ω)− (N2(u , v ))(·,ω)∥Cγ2,ln
→ 0, quand n→∞.

Etape 2. N (·, ·,ω) est bornée.

On définie l’ensemble BR :

BR = {(u , v ) ∈Cγ1,γ2,ln,∥u∥Cγ1,ln
≤R ,∥v ∥Cγ2,ln

≤R },
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pour toutω ∈Ω et (u , v ) ∈BR , on a

∥(ln t )1−γ1(N1(u , v ))(t ,ω)∥

=









ψ1(w )
Γ (γ1)

(ln t )γ1−1(ln t )1−γ1 +
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1

g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









=









ψ1(w )
Γ (γ1)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1

(a1(ω)(ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1(a1(ω)∥u (·,ω)∥Cα1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cα2

)d s

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)
R (a1(ω) + b1(ω))

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1d s

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+ (a1(ω) + b1(ω))
R (ln t )
Γ (α1+1)

≤ L1.

De la même manière

∥(N2(u , v ))(·,ω)∥Cγ2,ln
≤
∥ψ2(ω)∥
Γ (γ2)

+ (a2(ω) + b2(ω))
R (ln t )
Γ (α2+1)

= L2,

alors
∥(N (u , v ))(·,ω)∥γ1,γ2,ln ≤ L = L1+ L2.

Etape 3 : N (·, ·,ω) est équicontinue

∥(ln t2)
1−γ1(N1(u , v )(t2,ω)− (ln t1)

1−γ1(N1(u , v )(t1,ω))∥

=









(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

∫ t2

1

�

ln
t2

s

�γ1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s

−
(ln t1)1−γ1

Γ (α1)

∫ t1

1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s







.
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Par suite

∥(ln t2)
1−γ1(N1(u , v )(t2,ω)− (ln t1)

1−γ1(N1(u , v )(t1,ω))∥

=









(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

∫ t2

1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s+

(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

∫ t2

t1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s

−
(ln t1)1−γ1

Γ (α1)

∫ t1

1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

∫ t2

t1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1







g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

+
1

Γ (α1)

∫ t1

1

�

�

�(ln t2)
1−α1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1− (ln t1)
1−α1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1
�

�

�








g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cα1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cα2

�

∫ t2

t1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1d s

+
1

Γ (α1)

�

a1(ω)∥u (·,ω)∥Cα1
+ b1(ω)∥v (·,ω)∥Cα2

�

∫ t1

1

�

�

�(ln t2)
1−γ1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1− (ln t1)
1−γ1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1
�

�

�d s

≤
(ln t2)1−γ1

Γ (α1)

�

a1(ω)∥u (s ,ω)∥Cα1
+ b1(ω)∥v (s ,ω)∥Cα2

�

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1d s

+
1

Γ (α1)

�

a1(ω)∥u (s ,ω)∥Cα1
+ b1(ω)∥v (s ,ω)∥Cα2

�

I ,

avec

I =

∫ t1

1

�

�

�(ln t2)
1−γ1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1− (ln t1)
1−γ1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1
�

�

�d s ;

si

(ln t2)
1−γ1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1 ≥ (ln t1)
1−γ1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1.

Alors

I =

∫ t1

1

�

(ln t2)
1−γ1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1− (ln t1)
1−γ1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1

�

d s

= (ln t2)
1−γ1

� (ln t2)α1

α1

�

− (ln t1)
1−γ1

� (ln t1)α1

α1

�

= 0,
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Sinon

I =

∫ t1

1

�

(ln t1)
1−γ1

�

ln
t1

s

�α1−1

s−1− (ln t2)
1−γ1

�

ln
t2

s

�α1−1

s−1

�

d s

= (ln t1)
1−γ1

� (ln t1)α1

α1

�

− (ln t2)
1−γ1

� (ln t2)α1

α1

�

= 0.

Donc
∥(ln t2)

1−γ1(N1(u , v )(t2,ω)− (ln t1)
1−γ2(N1(u , v )(t1,ω))∥→ 0,

quand t2→ t1. De la même manière

∥(ln t2)
1−γ2(N2(u , v )(t2,ω)− (ln t1)

1−γ2(N2(u , v )(t1,ω))∥→ 0.

Etape 4 : L’ensemble M de Théorème (4.2.1) est bornée.

Pour une fonction mesurable λ(w ) :ω→ (0, 1) on a :

∥u (t ,ω)∥=λ(ω)∥N1(u , v )(t ,ω)∥,
∥v (t ,ω)∥=λ(ω)∥N1(u , v )(t ,ω)∥.

et

(ln t )1−γ1∥u (t ,ω)∥

≤ (ln t )1−γ1










ψ1(ω)
Γ (γ1)

(ln t )γ1−1+
1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)d s









≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1







g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (α1)

+
(ln t )1−α1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1

(a1(ω)(ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s .

D’autre part

(ln t )1−γ2∥v (t ,ω)∥

≤ (ln t )1−γ2










ψ2(ω)
Γ (γ2)

+ (ln t )γ2−1 1

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1g2(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
∥ψ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
(ln t )1−γ2

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1







g1(s , u (s ,ω), v (s ,ω),ω)







d s

≤
∥ψ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
(ln t )1−γ2

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1

(a2(ω)(ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ b2(ω)(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s
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On trouve :

(ln t )1−γ1∥u (t ,ω)∥+ (ln t )1−γ2∥v (t ,ω)∥

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
∥ψ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α1−1

s−1

(a1(ω)(ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ b1(ω)(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s

+
(ln t )1−γ2

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α2−1

s−1

(a2(ω)(ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ b2(ω)(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s

≤
∥ψ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
∥ψ2(ω)∥
Γ (γ2)

+
(ln t )1−γ1

Γ (α1)
+
(ln t )1−γ2

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1

((a1(ω) +a2(ω))+ (ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ (b1(ω) + b2(ω))(ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s ,

avec

a =
∥φ1(ω)∥
Γ (γ1)

+
∥φ2(ω)∥
Γ (γ2)

, α=ma x {α1,α2}, c =ma x {a1(w ) +a2(w ), b1(w ) + b2(w )}.

Donc

(ln t )1−γ1∥u (t ,ω)∥+ (ln t )1−γ2∥v (t ,ω)∥

≤ a + c
(ln t )1−γ1

Γ (α1)
+
(ln t )1−γ2

Γ (α2)

∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1((ln s )1−α1∥u (s ,ω)∥+ (ln s )1−α2∥v (s ,ω)∥)d s .

D’après Lemme de Gronwall

(ln t )1−γ1∥u (t ,ω)∥+ (ln t )1−γ2∥v (t ,ω)∥ ≤ a +exp

�∫ t

1

�

ln
t

s

�α−1

s−1d s

�

≤ a .e

(ln t )α

α .

Elle est bornée, donc N admet un point fixe qu’est solution du problème.
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