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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est une extension de la dérivation et de I'intégration ordinaires a
des ordres non entiers arbitraires. Ces dernieres années, cette théorie est devenue un objet
d’'investigation important en raison de ses applications démontrées dans divers domaines de
la physique et de I'ingénierie (voir, par exemple, [5, 9] et les références citées). En particulier,
les équations différentielles fractionnaires temporelles sont utilisées pour tenter de décrire
les processus de transport avec une mémoire longue. RéEcemment, I'étude des équations dif-
férentielles ordinaires et partielles fractionnaires temporelles a attiré une grande attention de
nombreux chercheurs, tant sur le plan théorique que sur le plan des applications; nous ren-
voyons le lecteur aux monographies de Kilbas et al. [7], ainsi qu’aux articles [12, 13, 14, 15]
et les références qui y figurent. D’autre part, I'existence de solutions pour les problemes de
valeur initiale et de frontiere des équations différentielles fractionnaires avec la dérivée frac-
tionnaire de Hilfer a commencé a susciter de I'attention.

La nature d'un systéeme dynamique en ingénierie ou en sciences naturelles dépend de la
précision des informations dont nous disposons concernant les parametres qui décrivent ce
systeme. Sila connaissance d'un systeme dynamique est précise, alors un systeme dynamique
déterministe apparait. Malheureusement, dans la plupart des cas, les données disponibles
pour la description et ’évaluation des parametres d'un systéme dynamique sont inexactes,
imprécises ou confuses. En d’autres termes, I’évaluation des parametres d'un systéme dyna-
mique n’est pas sans incertitudes. Lorsque notre connaissance des parametres d'un systéme
dynamique est de nature statistique, c’est-a-dire que 'information est probabilistique, I'ap-
proche courante dans la modélisation mathématique de tels systemes consiste a utiliser des
équations différentielles aléatoires ou des équations différentielles stochastiques. Les équa-
tions différentielles aléatoires, en tant qu’extensions naturelles des équations déterministes,
apparaissent dans de nombreuses applications et ont été étudiées par de nombreux mathé-
maticiens.

Lobjectif de ce travail est double : D’une part, une découverte puis une familiarisation
avec laméthode del’argument du point fixe dans !’étude de |'existence de solutions aléatoires
de certains systémes des équations différentielles. D’autre part, une acquisition de connais-
sance autour des problémes considérés concernant le type d’équations, les espaces sur les-
quels elles sont définies, la transformation du probléme en un probleme de point fixe, et enfin
le type d’hypotheses imposées.



Ce travail est subdivisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons quelques
définitions et résulats d’analyse fonctionnelles que nous utilisons tout au long de ce mémoire.
Nous rappelons aussi les théoremes fondamentaux de point fixe intervenant dans les preuves

des résultats d’existence de solutions.

Nous consacrons le deuxiéme chapitre a la présentation quelques résultats et propriétés

du calcul fractionnaire.

Nous consacrons le troisieme et le quatrieme chapitres a la présentation de résultat d’exis-
tence de solutions pour le systeme différentiel fractionnaire aléatoire couplé de la forme :

ainsi que le systeme

\

) f(t HI(I,W),HZ(I,W), LU),

(,
(, (£, (2, w), uy(t, w), w),
(

( 411 B )

{ ( azﬁz )
(F "w)(t, w |t 0_¢ (w),
(2 " u,) (£, w) | = ¢,(w

tel0,T], weQ
tel0, T], weQ

te[l,T], weQ
re[l,T], weQ

sous certaines conditions (Lipscitz, Carathéodory,...) sur les fonctions f}, f>, g1, 8-
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Préliminaires

@ns ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats néces-
saires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et quelques
théorémes sur les opérateurs différentiels fractionnaires, ensuite nous donnons certains des
théoremes du point fixe.

1.1 Sur les fonctions

Définition 1.1: (Espace de Banach)
Toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.2: (Espace séparable )

Un espace séparable est un espace topologique contenant un sous-ensemble dense et au
plus dénombrable, c’est-a-dire contenant un ensemble fini ou dénombrable de points
dont 'adhérence est égale a I’espace topologique tout entier.

Exemples :
1. Tout espace a base dénombrable est séparable.

2. L'ensemble R des nombres réels, muni de sa topologie usuelle, est séparable car Q (dé-
nombrable) y est dense.

3. Pour 1 < p < oo, I'espace LP(R) des fonctions dont la puissance p est intégrable muni
de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue est séparable.

4. Un espace vectoriel topologique sur R ou C est séparable si et seulement s’il contient
une famille dénombrable de vecteurs engendrant un sous-espace dense

Définition 1.3: Fonction absolument continue

Une fonction f :[a, b]— R est dite absolument continue sur [a, b], si

Ve >0, 36 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux a deux disjoints,
lay, bilx=12...,, DOUS AvONs :

D bi—al <8 = D If(b)—flay <e
k=1 k=1




1.2. Sur les opérateurs 4

Définition 1.4
Pour z > 0, la fonction gamma I'(:) est définie par

I(z)= f s le~*ds.
0

Définition 1.5
Soit z, w > 0 . Alors, la fonction béta B(z, w) est définie par

1
B(z, w):f s 1—s)""ds.
0

De plus, la fonction béta et la fonction gamma ont la relation suivante

I'(z)(w)

Blz, w)= I(z+w)

1.2 Sur les opérateurs

Définition 1.6: Opérateur borné
Soit A un opérateur linéaire défini d'un espace de Banach X dans lui méme. A est dit borné
s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VxeX, |[Ax|<cllx]l.

Définition 1.7: Opérateur continu
Un opérateur A défini d'un espace de Banach X dans lui méme est dit continu si pour toute
suite (x,),ey dans X qui converge vers x € X, la suite (Ax,,),cy converge vers Ax.

Soit C(J, X)'espace des fonctions continues d'un intervalle compact / de R dans’espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J, X).

Définition 1.8: Ensemble équicontinu
M est dit équicontinu si :

Ve>0, 36>0, Vo, e (I—1l<8)=(VFeM, ||f(n)-f(r)|<e).

Définition 1.9: Ensemble uniformément borné
M est dit uniformément borné si :

Jc>0:|f(t)|sc VieJ etVfeM.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 AM. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.3. Sur Les opérateur aléatoire 5

Définition 1.10: Ensemble relativement compact
M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

Théoreme 1.1: [Ascoli Arzela]
M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Soit A un opérateur défini d'un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.11: Opérateur compact
Lopérateur A est dit compact si 'ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.12: Opérateur totalement borné
Lopérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de I'espace X, 'en-
semble A(B) est relativement compact.

Définition 1.13: Opérateur complétement continu
Lopérateur A est dit completement continu s’il est continu et totalement borné.

1.3 Sur Les opérateur aléatoire

Soit Br~ la tribu (o -algebra) de Borel des parties de R™. Une application v : 2 — R™ est
dite mesurable si, pour tout B € Bz, 0n a:

v i(B)={weQ:v(w)eB}c.4.

Soit ./ x Br. le produit direct des tribus (o -algebras) .</ et Srn, définies respectivement sur
QetR™.

Définition 1.14
Une fonction f : Q x R™ — R est dite mesurable conjointement si .4 (-, u) est mesurable
pour tout u € R™ et f(w,-) est continue pour tout w € Q

Définition 1.15
Une fonction f: I xR xQ — R™ est dite Carathéodory aléatoire si les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. Lapplication (¢, w) — f(t, u, w) est mesurable conjointement pour tout u € R™, et

2. L'application u — f(t, u, w) est continue pour tout t € I et w €.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 AM. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 6

Définition 1.16
Soit E un espace de Banach et T : 2 x E — E une application. On dit que T est un opérateur
aléatoire si T'(w, u) est mesurable par rapport a w pour tout u € E, et sil’on peut écrire

T(w)u=T(w,u)

Dans ce cas, on dit aussi que T'(w) est un opérateur aléatoire sur E.

Un opérateur aléatoire T(w) sur E est dit continu (respectivement compact, totalement
borné, ou complétement continu) si T(w, u) est continu (resp. compact, totalement borné,
complétement continu) par rapport a u, pour tout w € ).

Définition 1.17: [4]
Soit 22(Y) la famille de toutes les parties non vides deY etsoit C une application de w dans
P(Y).

1. Une application T : {(w, y): w e,y € C(w)} — Y est appelée un opérateur aléatoire
a domaine stochastique C if C est mesurable (c’est-a-dire, pour tout ensemble fermé
Ac Y,l'ensemble {w € Q, C(w)N A # (0} est mesurable) et pour tout ouvert D C Y et
tout y € Y,l'ensemble {w €Q:y e C(w), T(w, y)€ D} est mesurable.

2. Ondit que T est continu si, pour tout w € (), 'application T(w)est continue.

3. Pour un opérateur aléatoire T, une application y : Q — Y est appelée un point
fixe aléatoire (ou stochastique) de T si, pour P-presque tout w € Q, y(w) € C(w)
etT(w)y(w) = y(w) et, pour tout ouvert D C Y, I'ensemble {w € Q: y(w) € D} est
mesurable.

1.4 Sur les point fixe

Dans cette section, nous énoncons les théoremes de point fixe qui serons utilisés dans les
chapitres suivants.

Soient x, y € R™ avec x =(x;, X,,..., X,) et y = (1, Yo, -, V). Par x < y, on entend x; < y;
pour tout i =1,..., m. On définit également :

° |x|::(|x1|r|x2|’---’|xm|)»
o max(x,y):= (max(xl, yi),max(x,, ), ..., max(x,,, ym)),
o R":={xeR":x;€R,, i=1,...,m}.

Pour ¢ € R, I'inégalité x < c¢ signifie x; < c pourtouti=1,...,m.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 AM. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 7

Définition 1.18: [2]
Soit X un ensemble non vide. Une métrique vectorielle sur X est une application

d:XxX—-R"

satisfaisant les propriétés suivantes :
(i) d(x,y)=0pourtous x,y X, etsid(x,y)=0,alors x =y;
(i) d(x,y)=d(y,x)pourtous x,y € X;
(i) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)pourtous x,y,z € X.

On appelle le couple (X, d) un espace métrique généralisé, avec

d,(x, )

On remarque que d est une métrique vectorielle sur X si et seulement si chaque compo-
sante d;, i =1,..., m, est une métrique sur X.

Pour r =(r,...,1,,) € R™ et x, € X, on définit la boule ouverte centrée en x, de rayon r
par:

B.(xp):={xeX:d(xy,x)<r}={xeX:d;(xy, x)<r;pourtouti=1,...,m}.
Nous définissons également la boule fermée centrée en x, de rayon r par:

B.(xp):={xeX:d(xy,x)<r}={xeX:d;(xy, x)<r;pourtouti=1,..., m}.

Définition 1.19:[11, 3]
Une matrice carrée a coefficients réels est dite convergente vers zéro si et seulement si son
rayon spectral p(M) est strictement inférieur a 1. Autrement dit, cela signifie que toutes les
valeurs propres de M sont situées dans le disque unité ouvert, c’est-a-dire que |A| < 1 pour
tout A € C tel que :

det(M —AI)=0,

ol I désigne la matrice identité de M,,,,,(R).

Exemple 1. La matrice A € M,,,(R) définie par :

a b
A=
est convergente vers zéro dans les cas suivants:
1. b=c=0,a,d>0,and max{a,d} <1.

2. ¢c=0,a,d>0,a+d<1,and—1< b <0.
3.a+b=c+d=0,a>1,c>0,and |a—c|< 1.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 AM. Laaredj et D.N.E. Hassani



1.4. Sur les point fixe 8

Théoréme 1.2

Soit X un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné de ’espace de Banach sé-
parable E, et soit A : Q) x X — X un opérateur aléatoire compact et continu. Alors,
I'équation aléatoire NV (w)x = x admet une solution aléatoire.

Théoreme 1.3: 6]

Soit (0, 7) un espace mesurable, X un espace de Banach généralisé réel séparable, et
F :Qx X — X un opérateur aléatoire continu. Soit également M(w) € M, ,(R,) une
matrice aléatoire telle que, pour tout w €9, la matrice M(w) converge vers zéro, et que
l'inégalité suivante soit satisfaite :

d(F(w,x,),F(w,x,)) < M(w)d(xy,x,), pourtout x;,x,€X et wefl.

Alors, il existe une variable aléatoire x : Q) — X qui est le point fixe aléatoire unique de
I

Théoreme 1.4: 6]

Soit (0, F) un espace mesurable, X un espace de Banach généralisé réel séparable, et
F :Qx X — X un opérateur aléatoire complétement continu. Alors, 'une des deux alter-
natives suivantes est vraie :

(i) L’équation aléatoire F(w,x) = x admet une solution aléatoire, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction mesurable x : Q — X telle que F(w,x(w)) =
x(w), pourtout w e,

(ii) L’ensemble M = {x :Q0— X mesurable : A(w)F(w, x)= x} est non borné pour une
certaine fonction mesurable A : Q) — X telle que 0 < A(w) < 1 pour tout w €.

Nous utiliserons également le lemme de Gronwall suivant :

Lemme 1.1: [6] Soit u : I — [0, 00) une fonction réelle, et supposons que u(-) est une fonction
non négative et localement intégrable sur /. Supposons qu'’il existe des constantes ¢ > 0 et
r <1 telles que:

u(s)

u(t) < v(t)+cJ0 (t—s)rds'

alors, il existe une constante K := K(r) telle que :

v(s)
(t—s)r

ds, pourtouttel.

u(t) < v(t)+ch

0

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025 AM. Laaredj et D.N.E. Hassani



Eléments de calcul fractionnaire

ﬂ; introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

2.1 Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1: [7]

Soit (a, b), (0 < a < b < +00) un intervalle finie ou infinie de la droite réelle R. Soit f une
fonction continue et @ > 0, on définie 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville
comme suite :

ALy f(1)= %L(t—s)“‘lf(s)ds.

Lemme 2.1: Soit f une fonction continue, soient ¢,  deux réles telesque ¢ >0, >0ona:

I(B)

_at+p-1
Tasp) "9

RL -1 _
j;i([_a)ﬁ -

Preuve

Par le changement de variable T —a = s(t —a), et en utilisant la définition de la fonction
Beta, on obtient :
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(ﬂ;i(t—a)’j‘l)(t)zﬁj (t—7) (r—a)dr

1 1
:mf (t—a)—s(t—a)*  (s(t—a)/(t—a)ds

1 0 !
=— (t—q)*hF! p—1 a—1
_F(a)(t a) fo sPl(1—s)"'ds

1
Zm(t—a)“ﬂ’lB(a,ﬂ)

L(B) . aipa

Tarp — 9

Proposition 2.1.1: (Propriété de semi-groupe)
Soit f € L'([a, b],R), poura>0et3>0o0na:

RLja+ (RLjf+f) _ RLj;:rﬁf-

Preuve

D’apres définition (2.1), on a:

A ENIEE S APPREY O S P )
I I f(r) r((){)L(t T) (F(/i)L(T s f(s)ds |d~

__ 1 f[ff(t—T)a_l(f—s)ﬁ_lf(s)dsdf.
Ire) J, J.

D’apres la formule de Dirichlet, on peut écrire :

a 1 t t =l \p-1
g J&f (a)r(ﬁ)Lf(S)Js (t—1)" (t—s)'"'drds

S
" , et en utilisant la définition de la fonction
—S

Avec un changement de variables u =
béta:

g4 90 f(t)= a)lr ﬁ)f f(s)(t—s)‘”ﬁ_lfs 1—uw)* 'uPduds,

! f F(s)t—=s)"P"'B(a, B)duds

I(a)I(B)

1 _ \atp-1
T(a)T( ﬂ)Fa+/5 f f(s)t—s) ds
1 a+/5 1 OH-ﬁ

L[ o
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2.2. Lintégrale fractionnaire au sens de Hadamard 11

Théoreme 2.1
Soit f € C([a,b];R) avec0<a < b <oco,a>0, alors

(*4.92 f)a)= lim (*-92. f)1)

t—>a+

Preuve

D’abord, on a

}(RLja :%J‘ dS
1
m —s)* ' f(s)lds,

et

| f(s)|< sup | f($)I=I £ lloo -

s€la,b]

En appliquant le Lemme ?2, on obtient :

g f(o) < e L(r—s)a—lds

N lleo
~ Ia)
oo
T Ia)

s
" T(a+1)

(t—s)7
a
(t—s)*
a

at
a+

t

(t—a*)™.

Par passage a la limite,on obtient

o W lles ¢, e

i 10 i

2.2 Lintégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2.2
Soit f une fonction continue et @ > 0, on définit I'intégrale fractionnaire au sens de Hada-

mard comme suite :
0 oa _L x a— 1f
( ot )(x)_r(oz)J1 (l s) s
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2.2. Lintégrale fractionnaire au sens de Hadamard
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Lemme 2.2: (Propriété de semi-groupe) Soit f une fonction continue, pour «, 5 réels tels

quea>0etf>0,0na:
Lo (Mo F) =" f (),

Preuve

Ona

[Hjla (Hﬂlﬁf)](x) _ ﬁf

:r(a)lr(/j) fl (m%)ﬁ s Jl

(
- W J f (mg)“‘l s (@)ﬁ_l t' f(t)dtds,

p-1
) ds]dt.

d’aprés Direchlet

[Hf{’(Hfff)](x)=r(a)lr(ﬂ) J t‘lf(t)l f ()" s (3

Posons .
a—1 p—1
w=[ ()0 as
LU t

On va caluculer cette intégrale, on suppose

S S S
v=ln;:>e”=;:>s:te”=>ds:;dv.

Donc in . b
I - (m t’;) (te”)—l(ln“; ) (te")dv
r(v)ln%
:J (Inx—Inte”)* ' (Ine’y’ " dv
0ln%
= [ (lnf—v)a1 v ldv.
Jo t
Posons ” X X
z=—=>v=zIn—=>dv=In—dz.
ln; t t
Donc

! a—1 p
L = (mf—zlnf) zﬁ—l(lnf) dz
, Ut t t
! a—1 B
- (mf) (1—z)“—1zﬁ—1(1nf) dz
Ut t

a+p—1 !
- (m%) (1—2)* 2P dz
( X

0
a+f=1 T(a)l(B)
n t ) Ila+p)

a-1 1 § p—1
s_l—f (m%) (T f()dtds
1

s\B-1
ln;) U f()dtds
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Alors

H ga(n R S R x @+~ I(@)L(B)
RAERIE _r(a)r(/&)Jl ) tar g

B 1 i a+p—1 .
il (mt) U f(H)dt
=("5"P F)(x).

Lemme 2.3: Soit 0 < ¢ < 1, alors

Hgt(ing)f™ = 1B (In )",

Ia+p)
Preuve
Ona:
H za p-1 1 t J o -1 p-1
F(ne)" = mﬁ (ln;) s (Ins)" " ds.
Posons 1
X = %:lns:xlnt:ds: t*Intdx.
Donc
1 (!
Hﬂl" (Int)P = m ] (Int—xInt)* > (xInt) "t *Intdx
0
1 (!
= @ | (Int)* ' (1—x) " xP " (nt) ' Inrdx
0
1
1
- @J (Int)*P1a1—x) " xPldx
0
1
1
=@ (In t)‘“ﬂ_lf 1—x)""xPldx
I'(a) [(a+p)
T
— (ﬂ) (ln t)a+ﬂ—1 .
Ia+p)

Théoréme 2.2
Soit a >0 et f une fonction continue. Alors

("7 )W) =lim ("7 f) (r) =0.
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2.3. Dérivation fractionnaire au sens de Hilfer 14

Preuve
Ona:
Hou 1 ! a—1 .
("7 ) (1)) =‘m£ (lng) sT f(s)ds
t a—1
< (lnz) s f(s)ds
" I(a) ) s
t
t a—1
S”flloo (ln—) stds
I'(a) . s
Prenons .
t a—1 )
I, = (ln—) sds
) s
On pose
t —1
x:1n§=>dx:Tds:s:te"‘:ds=—sdx.
Alors . .
n aqlnt 1 ta
I1=J xa_ltex(_te_x)dx=f x*'dx= x_] _(n ),
Int 0 a o a
done 1 flloo In2)*
t
Hga p)p)| < W lleo N
< = _(Int)”.
S Tt

Par passage a la limite
lim ("4 f)(1)=0.

2.3 Deérivation fractionnaire au sens de Hilfer

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette par-
ties les définitions de Hilfer.

Définition 2.3: [5, 10]
Soitaelm—1,m[,0< B <1avec m e N* et f € C"([a, b];R). On appelle dérivation frac-
tionnaire au sens de Hilfer d’ordre « et de type 3, la fonction définie comme suite :

a m—a d " — m—a
(Hga;ﬁf)(t) _ (RLj‘fi( )(E) Rszgi B ))f(t)

Théoréme 2.3
SifeC"(la,b;R)etaclm—1,m[,0<p <1, avec meN, alors

(et o= st0- S A 4 o).
i=1
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Lemme 2.4: Soitt >a,0<a<1,0<ff<lavecy=a+f(l—a),ona

("7l (t—ay () =o0.

Preuve

D’aprés Défintion (2.1) et Lemme (2.2), on a

@aﬂ( —a)’~ 1 RLj/J:rl 7) ( d )Rle T(t— ) -1

leﬁIV( )|: 7/ 1+1) (t_a)l—TH’—l
1 y+r—1+1)
d
o
at F(l)
d
RLjﬁly(_)r
dt

=0.

Lemme 2.5: Soita >0,0<f <1,ona

(ol *r.ae x)(1) = x(1).

Preuve

Par la Définition (2.1) et Lemme (2.1), on a

(H@Z;ﬁRLj;ix)(t) _ RLjﬁ m—a (di)m RLjéi—ﬁ)(m—a)RLj;i] x(t)

— RLjﬂ m—a (i)m RLj;mﬂ+m—a+(Zﬂ+a:|x(t)

~

INH
Q“w

_ RLjﬁ m—a (_) RLj;ﬁ(m—a)Hn]x(t)'

Q
~

d m
Et comme (—) I'""=1d, alors (i) =I"".Donc
dt dt a

(H@ZPRnger)(t) _ [RLijr(m—a)RLjL;mRLja:ﬁ(Wl—aHm] x(t)
— RLjffm—a)—/a’(m—a)er—mx(t)
= RLﬂ6?+x(t)
= x(t).
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2.4. Dérivation fractionnaire au sens de Hadamard 16

2.4 Dérivation fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2.4
Soit f une fonction continue, 0 < a@ < 1. On définit la dérivation fractionnaire au sens de
Hadamard comme suite :

dt
= F(nl—a) (x%)"ﬁx (lngn_a_l e

o= (w5 ) )

Lemme 2.6: Soit0<a<1,0<f<1,0ona

I(B)
I'(p—a)

Hyp*(Inx)P ' = (Inx)’ " x €1, el.

Preuve

D’aprés définition (2.4) ona:

d n
Hopt(Inx)/~ = (x—) H gn=a(1pn x)P~
dx

1

_ i " r(/j) n—a+p-1
_(xdx) F(n—a+/5)(lnx)

_ r(ﬂ) i " n—a+f-1
_I"(n—a+ﬁ)(xdx) (In x) '

d n
D’autre part, calculons (x d_) (In x)A =?,ona:
X

d 1

(x—)(lnx)’lo =xA(lnx)* =

dx X
=A(lnx)*"

(x%)z (Inx)* = (xdd—x A(lnx)*!
=A(xd—)(1nx)*—1

X
=AA—1)(Inx)"? x%
=AA—1)(Inx)*2,

par récurrence on obtient :

(xj—x)m(lnx)A =AA—1)(A—2)---(A—m+1)(Inx)*™
AA—1)---(A—(m—1)[(A—m)---3.2.1]
- [(A—m)---3.2.1]
(Inx ).

(Inx)*"™

_ T(A+1)
T T(A—m+1)
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Donc
r'(p) (n—a+p+1-1)

(ln x)n*OH*ﬁfl

Hop®(Inx)P~

N F(n(g)a+/3)1“(n—a+ﬂ—n+1—1)
— T p—a—1
_F(ﬁ—a)(lnx) .
Lemme 2.7: Soita>0,ona:
("7 gy £)(x) = f(x)
Théoréeme 2.4
Si feC'(la,b;R) et a€]0,1[, 0< B <1, alors
Hgl 1
(e ) = - EA LW e

I'(A)

Université Ibn Khaldoun de Tiaret 2024-2025

A.M. Laaredj et D.N.E. Hassani



Systemes différentiels fractionnaires couplés avec effets
aléatoires

@ns ce chapitre nous présentons |'étude de 'existence de solutions pour deux classes
de systemes couplés d’équations différentielles fractionnaires aléatoires. L'outil principal uti-
lisé pour effectuer nos résultats est le théoréeme de point fixe aléatoire 1.4.

3.1 Un premier type de probleme

Nous discutons de 'existence de solutions pour le systeme couplé impliquant la dérivée
fractionnaire de Hilfer [2].

([ (25" ul)(t,w):fl(t,ul(t,w), w(t,w),w), tel, weq
( aZﬁZUZ) = fo(t, u(t, w), uy(t, w), w), tel, weQ

\ (o (3.1)
(yo 1u1) L, W)|, o= P1(w),

\ (jol 7’Zuz) L, W)|[ 0= P2(w)

Oul:=[0,T, T>0,a;€(0,1),B,€[0,1], 7, =a;+p;—a;B;;i=1,2;(Q,.</) est un espace
mesurable, ¢; : Q — R est une fonction mesurable, f; : I x R xR x ) — R est une fonction don-
née, ., ' est 'intégrale de Riemann-Liouville 2 gauche d’ordre 1 —7;, et 7 "Pi est la dérivée
fractionnaire de Hilfer d’ordre «; et de type ;.

Dans ce section, nous notons par CY(I ,R), nous désignons!’espaces pondérés de fonctions
continues définis par :
={v:(0, T]—R: t"7v(t)e C}

avec la norme :
Ielle,=sup |« ()],

et, par C. = C,, x C,,, nous désignons I'espace produit pondéré muni de la norme :

T 'I’z

I(w, Ve, ,, =llullc, +lvic,-

T2

18



3.1. Un premier type de probléme 19

Maintenant, nous prouvons un résultat auxiliaire concernant une variante linéaire du sys-
teme (3.1).

Lemme 3.1: Soit f € C"([a,b];R),0<a<let0<f <1,

(25 x)(2)= f(t, x(1))

(3.2)
(*rolx)(a)= x,.
si et seulement si c’est la solution de I’équation intégrale :
X 1 '
x()=—"(t—a)'+— | (t—s)"""f(s)ds. (3.3)
I'(y) I'(a) . !

Preuve

Soit x une solution du systéeme (3.2). Lapplication de I'opérateur d’intégration fraction-
naire (RLﬂ;ﬂ) (.) des deux cotés de la premiere équation du systéme (3.2), On obtient

(RLﬂ;iH@Z‘;ﬁ x)(t) =x(t)— % (*r.g,7"x)(a),
Donc .
x(t)—%(“yﬁx)(a) = ("2 f)(1), (3.4)

En combinant les conditions (RLﬂal:ax) (a) = x, avec les équations (3.4), nous obtenons

Xa -1 1 t a-1
x(t):r(r)(t—a)r +mfa+(t—s) f(s)ds.

Réciproquement, supposons que x(t) soit la solution de I’équation (3.3). Alors,

Xa

I(y)

x(t)==(t—a) " +("2%f)(1). (3.5)

En composant les deux membres par (HQZ;ﬁ ) (),

H 0P Xa g, ap 1, (Hp @B H za
D, x(t)==—="2,0 (t—a) " +\"2,7 "2 ().
) ( f)

D’apres Lemme (2.2) et Lemme (2.3), on obtient :

Hgef x(t)=f(1).

Il reste de montrer que I’équation (3.5) vérifie la condition initiale, on a

x(t)= r)(c;)(t—cz)y‘l +("ha f) (D),
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3.1. Un premier type de probléme 20

En composant les deux membres par (*-.2,.7)(.),

()= (o =y s "l ()

D’aprés théoreme (2.3), on obtient :

RL gl-7 _ox, Dly—1+1) eyl
(T @= s
xa
iy
=X,.

Cela prouve que x(t) est la solution du probléme de Cauchy (3.2), ce qui acheve la dé-
monstration.

3.1.1 Existence de solutions

Lobjectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur I'existence d'une solution de system
(3.1). Dans ce but, nous énumérons les hypotheses suivantes :
(H1) Les fonctions f;, f, sont des fonctions aléatoires de Carathéodory sur I x R x R x €.

(H2) 1l existe des fonctions mesurables et bornées p;, q; : 2 — L°°(I,R"), i =1,2 tel que

pi(t, w)lu |+ q;(t, w)lu,|

'(t,u,u,W)S
it 1, w)l PR

pour chaque t €l etu;,u, eR, we.

Pour simplifie, on pose

pl* = Sup”pl(w)”oor ql* = Sup”qt(w)”oo’¢;k =Ssup | ¢l(w) |oo .
wesl wesd S0

w

Maintenant, nous allons démontrer le théoréeme suivant concernant I’existence de solu-
tions aléatoires du systeme (3.1).

Théoréme 3.1

Supposons que les hypotheéses (H1) et (H2) soient vérifiées. Alors, le systéme (3.1) ad-
met au moins une solution aléatoire définie sur I x Q.

Preuve

D’abord, on définie I'espace suivant :

C,([0, T;R)={x ([0, T],R), "7 x(-) € C([0, T} R)},

avec la norme

Ixllc, == sup | e x(2)|. (3.6)

En suit, il est bien connu que I'espace produit (C, .,,[|(%, v)|) est un espace de Banach
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3.1. Un premier type de probléme 21
avec la norme
I, v)lc,,,, = llulle, +1vlc,-

En vertu du Lemme 3.1, nous définissons un opérateur N : 2 x C, ,, — C, ., par

N( w, Xy, xz) = (Nl(wy X1 xZ)) Nz(w» X1y XZ))
avec

t
(w t—s)n!
Niw, xi(t), (1) = 28 o [ UEZ s w)mls, ) wids, 1=1,2.
L(y;) 0 [(a;)
(3.7)

Pour chaque i = 1,2, 'application ¢; est mesurable pour tout w € 2. De plus, comme
I'intégrale indéfinie est continue sur I, alors N;(w) définit une application

N;:QxC,,— C,,.
Ainsi, (x;, x,) est une solution aléatoire du systeme (3.1) si et seulement si
(x1, X2) = N(w)(x1, x2).

Ensuite, pour tout x; € C,, i =1, 2, et pour tout ¢ € I et w € Q, d’aprés I'hypothese (H2),
ona

| e T (N (w)x)(10)| = ?((Yw)) ‘“t”_1+t1_”f (t—s)“"_lfi(s’xl(s’?(ZSZ(S’W)’w)ds

| pi(w)| 1
) T ),
[piw)| e (T pils w) | x| +g,(s, w)| %, |
o) ) ), Y T EAFYEY
g (w)] 17 ([
) Ta) J,

(t_s)ai_l | ﬁ'(S, xl(s’ lU), xz(s’ LU), lU) | dS

ds

(t _S)ai_l(pi(s’ LU)+ qi(S» LU))dS

¢* T -y g (t—s)47"
(r)+ Ty P " )[ @,
¢; i

o0 Ty @ P T
* Tl Yita;

<9 (b} +4) =R,

() T(a;+1)

Par passage au sup
IN(w)xllc, <R..

Donc

\S)

IIN(w)(x1, x5)ll

T2 Z

i=1
Cela prouve que N(w) transforme la boule

BR = B(O;R) = {(xl’xZ) € C?'leZ : ”(xl’xZ)”}’l:Tz = R}
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3.1. Un premier type de probléme 22

en elle-méme. Nous allons montrer que 'opérateur N : Q2 x B — By satisfait toutes les
hypothéses du Théoréme 1.4. La démonstration sera donnée en plusieurs étapes.

Ftape 1. N(w) est un opérateur aléatoire de Q x By dans By.

Puisque pour chaque i =1, 2, fi(¢, x;, x,, w) est de type Carathéodory aléatoire, I'appli-
cation w — f;(t, x;, x,, w) est mesurable d’apres la Définition 1.3.

De méme, le produit (¢ — s)* " fi(s, x,(s, w), X,(s, w), w), produit d'une fonction conti-
nue et d'une fonction mesurable, est encore mesurable. En outre, 'intégrale étant limite
d’'une somme finie de fonctions mesurables, I’application

R |
W (/?(gfl‘/)) (il +f0 %fi(s,xl(s, w), x,(s, w), w)ds

est mesurable. Par conséquent, N (w) est un opérateur aléatoire de 2 x B, dans Bj.
Etape 2. N(w) est continu.

Soit une suite {(x,, X»,)},eny C Bj telle que (x,,, x,,) — (x;, x,) dans By. Alors, pour
chaquei=1,2,trel,etwef),ona

177 (N, a0 ,) () £ T N (), 1)
Lri

<
- Ha;)

(3.8)

t
J (t _S)ai_l |ﬁ (S, xln(s’ lU), xZn(S) LU), W)—ﬁ (S, xl(S) LU), xZ(Sr LU), LU)| ds
0
Comme (x;,, X,,,) — (X1, X,) lorsque n — o0, et que f; est une fonction de Carathéodory

aléatoire, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue implique, grace a I'équa-
tion (3.8), que

IN(w)(x15, X20) — N(w)(x1, X3) — 0 lorsque n — oo

e,

Ftape 3. N(w)B; est uniformément borné.

Ceci est évident puisque N(w)By C By et By est bornée.

Etape 4. N(w)B; est équicontinu.

Soient t,, 1, € I, avec t; < t,, et soit (x;, x,) € By. Alors, pour chaque i =1,2 et w €, on a

1,7 (N (w)x;(8,))— 1,7 (N (w) x,(1))]

o @iw) |y [ (=)
= t21 ! tZy lr(,},l) +t21 ! o ZI,(Tﬁ(S,xl(S,W),XZ(S,LU),LU)dS

. h _ a1

I
o [T (p=s)%!
=z, 7’f &fi(s,xl(s,w),xz(s,w), w)ds
0

I(a;)

I _ a1
_tll_Y[J;) %fi(s, xl(S, W), XZ(S, W), LU)dS
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Par suite
18, T (N(w)x,(8)— 2, (Ni(w)xi(1,)]

=, " Jtl %fi(s, x1(s, w), x,(s, w), w)ds

"ty —s)u!
+ tzl‘“fo zr(Tf,-(s, xi(s, w), x(s, w), w)ds

— tll—YiJ;) ! %fi(s,xl(& w), X,(s, w), w)ds|

1- y,(tz_s)a‘

Sf [ Tlfi(s,xl(s,w),xz(s,w),w)lds

En utilisant (H2), on peut obtenir

(p=s)s7t L (=)t

I'(a;) I'(a;)

1,77 (N (w)xi(£))— £, (Ny(w) x,(11)]
i—1

p f | t;—ﬁ%(ms, W)+ gi(s, w)) ds

1y, (—=8) 1 (f—s)!

+f L, (e ) -4 W (pi(srw)'i'qi(syw))ds
<(pr+q )f _S)al 2 g
Ly (t— s)“' I 71 Ut
+(I9 +q )J [2 r(ai) tl r(ai) dS
<(pf+a)T T (L —1)"
w ok 1—ri(t2—5)ai_l_ 1, (H—8)4!
i +"i)£ © ey " T [P

D’autre part, calcuons I, tel que

51
Il:f t.
0

1 (=) (=)
? [(a;) ' [(a;)

ds.

h a;—1 h a;—1
ot —8)% = 8)"
L=1| ¢ r(l=s)" ds—| ¢ AU ds
0 [(a;) 0 [(a;)

_ I‘(z_}’i) tl—ai-t—yi . I‘(z_}’i) tl_ai+')’i
Ila;+1-7,)° [(a;+1—7) "
=0.

t, T |Ifi(s, xy(s, w), X5, w), w)|d s
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Sinon . ,
Y (—s)u! Y (,—s)% !
P (e A Gl O (R 1 C k)
0 r(ai) 0 r(ai)
i 1T i 1770
= g R g
_ r(z_ '}’z) tl—a,~+yi . r(z_ }’1) 1-a;+r;
Tla;+1—7;)" T(e;+1—7;)°
=0.
Donc

17 (N (w)xi( 1) — £} (Ni(w)x(6,))| =0, quand 1, — £,

Et comme l'opérateur NV est borné et équicontinue, donc N est relativement compact

(D’aprés Ascoli-Arzila). On conclut que : N : €2 x B, — By est continue et compact, donc
I'opérateur N admet une solution aléatoire.

3.1.2 Exemple
15t w) = e, ult, ) o(t,0) o)

),
H_%%'%u (1,w) =Lt u(t,w), v(t,w),w),;weR* t €]0,1],
(Hyj u) 0w) = (Hﬁf u)(O’ w)=——

w+1
1 3
aveca:/o’—i,y— ,n=1,et
tcost|u|+sint|v
flt,u,v,w)= |l V] ;weR t€[0,1],
16(1+ 1)1+ w)(1+|u|+|v])
At ) ikl eR*, 1 €[0,1]
, U, U, )= 5 W , , 1.
2 32(1+ w)(1+|u|+|v))
onas (t, ) ul+ (¢, )]
t,w)|lu|l+ t,w)lv
At u,v,0)| < B & ,
1+ |u|+|v|
t,w)lu|l+ t,w)lv
|f2(t,u,v,w)|§p2( )]+ g( v
1+ |u|+|v|
Donc
tcost sint t?
r,w)= ,qq(t,w)= yo(t,w)=0,9,(t, w) = —————.
Pt )= e a T e MO ar g P @ =0 el @)= 5
Calculons p/, q;,q,,ona:

|t]| cos t|
Ip1(w)ll L = esssup|p(w)|=esssup

et we 16[1+¢|1+ |’
Et comme
|cost| <1, <1, ! <1
1+1¢ 1+w
Donc

. 1
b, = ilég |p1(w)ll oo = 16
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De la meme manieére

1 * * 1 *
G*=1pPs = 0,9, = 32’ p;= sup |1 (w)| =sup

wel

1
—|=1,0=1.
1+a)‘ 2

On va calculer :
1 1 1 1

e e ATE e

3.2 Undeuxieéme type de probleme

Ensuite, nous considérons le systéme couplé suivant d’équations différentielles fraction-
naires de Hilfer-Hadamard aléatoires [2] :

((H@f“'ﬁl xl)(t, w),(H@fz’ﬁzxz)(t, w))
= (g1 (£, x,(t, w), %,(t, w), w), & (t, x,(t, W), x,(t, W), w)); t€[L,T], we (3.9)

((Hjll_hxl)(t’ w)’(Hjll_TZXZ)(tr w))|t:1 = (wl(w)’ wz(w)),

ouT>1,a;€(0,1),8,€[0,1],y;, =a;+B;—a; B, Y, : 2 —R;i =1,2 est une fonction mesurable,
gi:[1, T] xR xR x Q — R est une fonction donnée, H jll_Yi est 'intégrale mixte de Hadamard
a gauche d’ordre 1 —7;, et " 9/ “Piest la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard d’ordre a;

et type ;.

Dans ce section, nous notons par C := C([1, T],R), nous désignons |'espaces pondérés de
fonctions continues définis par :

Cow((1, TN ={v(r) : (Int) "v(r)eC}

avec la norme::

)

Ivllc,,, == sup ||(ne) 7 v(z)
te(1,T]

et, par C, ., in([1, T]) := C, in([1, T]) x C,, n([1, T]), nous désignons I'espace produit pondéré
muni de la norme :

I e, 0 = lulle, , + Ve, 0

Maintenant, nous prouvons un résultat auxiliaire concernant une variante linéaire du sys-
teme (3.9).
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Lemme 3.2: Soit f € C"([1,T];R),0<a<let0<pf <1,
("l x) (1) = £z, x(2)
(3.10)
(M2, x) (1) = xp.
si et seulement si c’est la solution de ’équation intégrale :
xO =] H ,a
x(t)= (Ine)" "+ (727 (1), (3.11)
F(Yl) ( 1 f)

Preuve

En composant les deux mombres par (.97 (.),
("ot <) ()= ("5 f) (0).

D’aprés théoréme (2.4), on obtient :

(Ing)!

I(y)
par condition initiale de systeme (??2), on obtient :

x(t)=("2"7f)1) +("g0f) (1),

x(t)= %(ln £+ (e F) ().

Maintenent montrons I'implication indirecte, on a

x(1)= %antw +(aef)(0),

en composant les deux mombres par (H@f‘ P x) ()

g P x(1) = %H@fﬁ (n ey~ + 190 g0 f (1),

D’apreés Lemme (2.4) et Lemme (2.4), on obtient :
TP x(t)= f(t, x(1).

Il reste de montrer que 'équation(3.12) vérifie la condition initiale, on a :

x(t)= %(m 0+ (e F) ().

En composant les deux membres par (7., 7)(.),
_ X _ _ _ .
("7 7 x)(1)= T;)Hyf Tn ey + 2177 (Fge £) (1),
d’aprés lemme (2.2)
Xo I(y)

H ,1-r _ 1—r+a—1 _
(ﬂl x)(t)_F(y)l"(l—y—1+a)(lnt) r = X,.

On conclut que

B TS B (Y WA E
x(t)—r(y)(lnt)V +1"(a)J; (1ns) s f(s)ds.

(3.12)
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3.2.1 Existence de solutions

Lobjectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur |’existence d'une solution de system
(3.1). Dans ce but, nous énumérons les hypotheses suivantes :

H1) Lesfonctions g;,i =1,2, sont des fonctions carathéodory aléatoirs sur [1, T] x R x R x £).

H2) 1l existe des fonctions mesurables et bornées p;,q; : 2 — L°°([1, T],[0,00)), i = 1,2, tel
que
pi(t, )| x|+ q;(t, w)| x|

, 1=1,2,
1+]x;] + x|

|gi(l‘,x1,x2,a))| <

pour tout ¢ €[0, T'], et chaque x;, x, e R, w € Q.

Théoréme 3.2
On suppose que les hypothéses H1),H2) sont vérifies alors le systeme (3.9) admet une
solution sur[1, T] x Q.

Pour simplifie, on pose

p; =sup||pi(w)lleo, ] =sup|lgi(W)lleo, Y% =sup|y;(w)lco.
wEeN) wEeN wWEeN

Preuve

—C

On définie 'opérateur N : 2 x C. 110 PAT

7’1’7’2v1n
N(x1, x5) = (N} (%1, X), No( X1, X)),
avec

_ Yi(w)
L(y;)

Et on définie I'’ensemble

1 2 a;—1
(N;(w), x;)(2) (Int) ™+ Taz)ﬁ (lné) s gi(s, x,(s, W), %(s, w), w)ds.

Br =(0,R)={(x1, x2) € C, ||(x1, x,)llc < R}.

Etape 0: D’aprés '’hypothese H2), on a
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(I £)"7 (N () x;) (2)]

1—y; a;—1
— 1’10_(( ))(1 ) Y In g)T +(1111(t(1i)7 1 (lné) sl gi(s, x,(s, W), X,(s, w), w)d s
—7i a;—1
= Iﬁé)(/cf)))+(ln(l‘0)ll.)y (lné s gi(s, x1(s, ), X,(5, W), w)d s
i 1
X 1 =i a;—1
< |L1€E§,63)| (rll“(to)z ) (lné) |gl S, x,(s, W), x,(s, W), w \ds
lY;(w) ()T t 1 pils, 0)lx |+ gi(s, w) x|
In- d
T T T j (ns) 1415 + |5 S
X 1 1—y; a;—1
< |1’/;E§jl)))| + Ill"(to)z J (lné) pi(s, )+ qi(s,w))ds
[y (o) 1 )T a’ 4
ST}’J +(p; I“(al f ln s ds,

On va calculer [, tel que

4 t (1,'—1
Ilzf (ln—) s 'ds.
. s

t
Posons u = (1n—) s=te “alors
S

0 Int
Ilzf —u“l‘_ldu:f udu=
Int 0

Par suite
(In£)' 77 (N (w)x;) (1)

J)(

STyt
<R..
Par passage au sup,
IN(w)xillc, < R;.

et

a Jo a

)

[u_a]lnt (In £)*

(Ine)yre
o+

(In t)l'HZi_Tl
Ia;+1)

,?")

+4;)

2
IN(@)(x, %)lle, ¢, S B X Ry= D Ry.

Etape 1: N(w) est un opérateur aléatoire :

Pour chaque i = 1,2, I'application y; est mesurable pour tout w € (), et I'intégrale est
continue sur I, alors N;(w) définie une application N; : 2 x C,,;, — C,, 1, ainsi (x;, x,)
sont des solutions aléatoire pour le systeme (3.9) ssi

i=1

(x1, X2) = N(w)(xy, Xp).
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Ensuite, on a pour chaque i = 1,2 , g(f,x,x,, w)est carathéodory aléa-
toire, et l'application w — g;(f,x;,X,,w) est mesurable, de meme le produit

a—1
(ln— s gi(s, x,(s, w), %,(s,w)) de fonction continue et mesurable est fonction
S

mesurable de plus I'intégrale est une limite d'une somme finie de fonction mesurable,
par conséquent :

t a;—1
_)l/liéiij)(lnt)ri—l+ﬁﬁ (mé) s gi(s, x1(s, w), %,(s, W), w)ds,

est mesurable, donc N(w) est un opérateur aléatoire sur €2 x B dans Bj.
Etape 2 : N(w) est continue

Soit une suite (x,,, X,,,) — (X1, x,) € C,

|(In )77 N ()(X1 4, X2 )(8) — (In £)' 77 Ny ()1, X))
(Int)-7i
I'(a;)
B (Int)-7:

I'(a;)

t
r
J (ln ;)ai_l s_lgi(sy xln(s! O))v x2n(s) O)), C())ds
1

t
t
f(lng)“"‘lflgi(s,xl(s,w),xz(s,co),w)ds
1

(o) (0t
< W (lng) tS |gi(srxln(s!a))rx2n(s)w))w)_gi(srxl(s!w)r XZ(S,C!)),O))|dS.
! 1

Comme g est continue, alors
gi(sl xln(s’ Cz)), x2n(s) w)) C!)) - gi(s’ xl(s, w)’ xz(s, C‘))) C’))’
d’autre part

18i (8, X1,($, @), X2 (S, W), W)= &il(s, X, (5, W), X5($5, W), W)|
< |gi(s’ xln(s’ Cl)), x2n(s’ (1)), C())l + |gi(s’ xl(s’ CO), x2(8) C‘))’ (1))|

<2||glloo-

D’aprés lebesgue dominé
|gi(s’ xln(s) C()), xZn(S) Cl)), w)_gi(s» xl(sr C()), XZ(S, Cl)), C())l - 0»

donc
(0 )77 N (w)(X1,, X2,,) —(I0 ) 7N (w)(xy, X,)] — O.

Par passage au sup
IN (e0)(%110, X20) = N(@w)(21, X2)ll ¢ — O

Etape 3: N(w) B, est borné
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(I £)"77 (N () x;) (2)]

- —”D"(‘”)(ln 1) (Ine)' T+

I(r;) T(a) |,
Yi)  (no)T ( AL

M) * ) ), \B5) STE k) nlse)e)ds
Y o) (
<

M) | Ta) J,

i)l (ne)r (T ¢
=T T T@) J, (ln}
)

(In £)+-7i f( t

a;—1
lng) s gils, x1(s, W), X(s, W), w)d s

@1
In ;) s gi(s, x,(s, W), X,(s, W), w)|d s

b pi(s, @) x|+ qi(s, w)| x|

ds
1+ [x;] + x|

@) noy f

Ty | T@) |, s (pi(s, )+ qi(s, w))d s

() (ng)r ( r) I
< +(p*+qg* In— s ds
5,(“) (p/+a;) Fl(ai) 1 .
; . o (np)t "
< ; ; t)
ST i)+(19, +q’)r(a,-+1)( )
< Wi +(p;+ *)(lnt)wl .
=1 TP T e )
<R.

Etape 4 : N(w) By est équicontinue.

|0 £5) 77 (N (@) x;(£5))— (In 1) 77 (N () x; (1))

Int) 7 (%0 %!

_(ln 4T =
I(a;)

t
1 [ ai—l
J (ln?l) S_lgi(s)xl(s)w)r xZ(S’ Cz)),(,L))dS .
1

Par suite
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(I £,)" 77 (N3 (@) x:(£2)) — (In 1) 77 (Ni () (1)) |

_ %Jf (1n%)ai_l s7'8i(s, xi(5, ), X5, W), w)d s
et i—
%L (ln%)al IS_lfi(S,xl(S»w)’ Xo(s, w), w)ds
L .
<%ﬁ (ln%) | 1|gi(3»x1(s,w),xz(s»w)"‘)”ds

|g:(5, 21(5, ), X:(s, W), w)|d's

ds

+ |t (lné)m_1 s = (o)~ (lnﬁ)ai_l s
1 I(a;) N [(a;) S
L\% 1"
In—=
(Ing,)'ri ( S)
<—=__ (p, AN
TG
I
5] . L 1—y; —1
(In £,)! 7’( tg)a’ ' | (ng) Yl( tl)a -1
g | = (m2 L (2
+(p; +4; )fl () n- s T n-— s
(In £, . o (prtan) (" ~ ( L‘z)ai_l
<————(p'+q)(Int,)“ —(Inn)* + — Int,) % In—=
_F(ai+l)(pl+q‘)(n o) —(nt)" + ) ), (Inz,) n

t a;—1
—sHIng) (ln —1) st

Posons

si

Alors

N

_f
1

1-y; AN -1 1-y; H\ -1
(Int,) 7 ln; s —(Ing) 7" ln? S

N

ds;

r a;—1 t a;—1
(Int,)" 7 (ln ?2) s'>(Ing) T (ln —1) s

N

5] t a;—1 t a;—1
I= f ((m )T (m f) s —(ln )T (ln ;1) s_l) ds
1

Sinon

(In ;)% (In ;)%

a;

—(In )" [
— 0,

] —(n¢)" 7

i

g £\ %L £\ %1
I= f ((ln H) (ln ?1) s —(ng,)" 7 (ln f) s_l) ds
1

Donc

i M] —(nt,)" 7 [M]

i a;

(I 2,)" 77 (Ni (@) x:(£)) = (In 1) 77 (N (@) x,(12)) [ = 0,

quand 1, — t;.
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Et comme N est borné et équicontinue donc N est relativement compact (D’aprés
Ascoli-Arzila), on conclut que :N : Q2 x By — Bg, est continue et compact, donc I'opé-
rateur N admet une solution aléatoire.
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Systemes différentiels fractionnaires couplés aléatoires
dans des espaces de Banach généralisés

@ns ce chapitre nous présentons résultats d’existence et d'unicité des solutions aléa-
toires pour des systemes couplés d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer et de Hil-
fer-Hadamard avec des effets aléatoires. Des applications sont faites des généralisations des
théoremes classiques des points fixes aléatoires dans des espaces de Banach généralisés.

Dans ce chapitre, nous notons par C I'’espace de Banach des fonctions continues de I dans
R™, muni de la norme uniforme (ou norme du supremum)

[]lee = sup[v(2)].
tel

Comme d’habitude, AC(I) désigne '’espace des fonctions absolument continues de I dans
R™.
Par L'(I), nous désignons I'espace des fonctions de Lebesgue intégrables v : I — R”, muni

delanorme: .
||v||1=J lv(e)lldr.
0

4.1 Un premier type de probleme

Considérons le systeme couplé suivant d’équations différentielles fractionnaires de Hilfer

[1]

(2577 u) (2, w)= fi(t, ult, w), v(t, w), w),

;. tel:=[0,T], wen 4.1)
(@{fz'ﬁz V)(t, w)= fio(t, u(t, w), v(t,w), w)
avec les conditions initiales suivantes :
(% " u) (0, w)= ¢y (w),
. ;o wen 4.2)
(.4, ) (0, w) = Po(w)

33
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ou T > 0, (Q,.</) est un espace mesurable, y; = a; + f;, —a;B;, ¢, : Q2 > R", et f; : I x
R"xR"xQ—R™, i=1,2, sont des fonctions données. ﬂol_“ est I'intégrale mixte a gauche
de Riemann-Liouville d’ordre 1—7;, et 7, “Prest I'opérateur dérivatif généralisé de Riemann-
Liouville (Hilfer) d’ordre a; €(0, 1) et de type 3, €[0,1], i =1, 2.

Dans ce section, nous notons par C,(I), nous désignons I'espaces pondérés de fonctions
continues définis par :
C,(N={v:(0,T]-R™: t" Tv(t)eC}

avec la norme :
Ivlic, =sup|[t' 7 v(z)|,
tel

et, par C, ., := C, x C,,, nous désignons I'espace produit pondéré muni de la norme :

I(w, v, ,, =llullc, +lvic,-

4.1.1 Résultats d’existence et d’'unicité

Dans cette section, nous nous intéressons aux résultats d’existence et d'unicité pour le
systeme (4.1)-(4.2).

Définition 4.1
Par une solution du probleme (4.1)-(4.2), on entend une paire de fonctions mesurables cou-
plées (u, v) € C, x C,,, quisatisfontl’équation (1) sur I, etles conditions initiales suivantes :

(L, u) (0=, (I, *v)(0)=¢,.

Les hypothéses suivantes seront utilisées dans la suite :

(H1) Les fonctions f;, i =1,2, sont des fonctions de Carathéodory.
(H2) Il existe des fonctions mesurables p;, g; : 2 — (0,00), i =1, 2, telles que :
£t 1y, )= filt, iz, 0)|| < Pi(w) [0y — |+ G (w) || vy — v
pour presque tout ¢ € I, et pour tous u;, v; €R™,i=1,2.
(H3) Il existe des fonctions mesurables a;, b; : 2 — (0, 00), i =1, 2, telles que :
1£:2, w, v)|| < @y(w) e Jull+ b(w) e 72|l

pour presque tout ¢ € I, et pour tous u, v € R,

Nous prouvons d’abord un résultat d’existence et d'unicité pour le systeme couplé (4.1)-
(4.2) en utilisant le théoréme du point fixe aléatoire de Banach dans des espaces de Banach
généralisés.

Théoreme 4.1
Supposons que les hypotheéses (H1) et (H2) soient vérifiées. Si, pour tout w € Q, la
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matrice suivante :

T*T(y,) TN ()
pl(w)r(7’1+al) ' Ly, +a)
M( W) - Tazﬂ’l*?’zl"(}f ) Tazl"(r )
1 2
Pele) I(y; +ay) qZ(w)r(Tz +a,)

converge vers zéro, alors le systeme couplé (4.1) et (4.2) admet une solution aléatoire
unique.

Preuve
Selon Lemme 3.1, introduisons les opérateurs suivants: N, : C, .. xQ2— C, etN,: C, . X
02— C, par:
r‘t
(N (10, ) (1, w) = O1(W) g (t_s)al_lf(s, u(s, w), v(s, w), w)ds’
T(Yl) Jo I'(ay)
et: "
N, o) (8, w) = 22 ety [ g [ M W Vs wh W),
F(Tz) Jo r(az)
Considérons 'opérateur N : C, ,, x 1 — C,, ., défini par:
(N (u, v))(t, w)=((Ni(w, v))(£, w), (Ny(ue, V) (2, w)) (4.3)

Il est clair que les points fixes de 'opérateur NV sont des solutions aléatoires du systeme
(4.1) et (4.2).

Etape 1. Montrons que N est un opérateur aléatoire sur C o

Puisque les fonctions f;; i = 1,2 sont des fonctions de Carathéodory, alors les applica-
tions w — f;(t, u, v, w) sont mesurables. On en conclut que les applications :

w— ]Vl(u) U)(', LU)

sont mesurables de (2 vers les espaces de Banach C,, pour i = 1,2. Par conséquent,

’ 2 2z 2 .
I'opérateur N est un opérateur aléatoire de C, ,, x2dans C, ..

Etape 2. Nous montrons que N satisfait toutes les conditions du Théoréme 1.4.

Pour (uy, u,), (v, 1) € G, ,, et(t,w)€l xS, ona:
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177 (N (g, 1)(, )=t (N (1, 1) (2, )

_ ¢1(CO) -1 tl_h
P an I
I(r1) [(a;)

— ¢l (pl(w) il
L(ry)

f (t— )" fi(s, uy(s, w), vy(s, w), w)ds
0

_7’1

J (t—$)7fi(s, uy(s, w), v(s, w), w)d s

;:)f (t— ) i(s, uy(s, W), va(s, W), w)d s

t1_7’1
I(ay)

J (t— ) fi(s, uy(s, ), vo(s, W), w)d s

)
1
1I-n
|| J(t_s)al_l[fl(s’ul(s’w)» v (s, w), w)— fils, uy(s, w), vy(s, w), w)ld s
r(al) 0
I-n t
= ! J (t_s)al_lllfl(s’ul(s!w)) Vl(s!w)’w)_fl(s) uz(S,CO); UZ(va)!w)”dS'
r(al) 0

D’apres (H2) et I'inégalité ci-dessus, il en résulte que

127 (N, 01)(8, @) — £7 (N (1t )£, )
D st (e)s s (s, )= (s, )]
[(a,) Jo

+qy(w)s"T2sT | uy(s, w) — vy(s, w)||]d s

<

I
<

( (=) [pi@)s My (s, w) =0 (s, 0,
(011)J0

+ a1 (w)s' 2| uy(s, )= v(s, w)llc, 1d s

=

1 t
< - . _ f— a;—1 yl—ld
<T " plollu(, w)—unlwlc, F(Oh)f (t—s)""s s

+ T gy ()| (., ) — v )| ¢

t—s) s lgs
711" l)f(

En utilisant Lemme 2.2, on obtient

(1277 (N (i, 0y)(2, @) — £ (N (1, 0)(8, )

T
< T”lm(w)% T ()= (o)l
N
+TI ql(w)% T, 00)— )l
Donc
(V) (2, 1)) ) — (INy (1, 22))(, CU)”q1
Tar Ta+r2=11T)
< PO )= e, + 1) e Ll )= )l
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De la méme maniere,
[I(N(2q, 1))y ) — (INo (1, 12))(., CO)”C72

Tazﬂ’l—)’z]" T%T
T 0 00)= i )l + o(00) o)

<plw L
pee) I(r: +a,) n [y, +ay)

(., w)—va(w)llc, -
Ainsi,

d((N(ul’ Ul))(" LU), (N(uz’ UZ))(" W)) < M(w)d((ul(’ LU), vl('r W))’(uz(', LU), UZ(" LU))),

N

ou:

d(u,(, w), vy (-, w)), (-, w), vo(-, w))) = (

Puisque pour tout w € (2, la matrice M(w) converge vers zéro, alors le Théoreme 1.4
implique que 'opérateur N admet un point fixe unique, qui est une solution aléatoire
du systeme (4.1) et (4.2).

Maintenant, nous démontrons un résultat d’existence pour le systeme couplé (4.1) et (4.2)
en utilisant I'alternative non linéaire aléatoire de type Leray-Schauder (Théoreme 1.4) dans
un espace de Banach généralisé.

Théoréme 4.2
Supposons que les hypothéses (H1) et (H3) soient vérifiées. Alors, le systéme couplé
(4.1) et (4.2) admet au moins une solution aléatoire.

Preuve

Nous montrons que 'opérateur N : C, ., x 2 — C, . défini en (4.3) satisfait toutes les

conditions du Théoreme 1.4. La démonstration sera donnée en quatre étapes.
Etape 1. N(-,-, w) est continu.

Soit (uy, v,), une suite telle que (u,, v,) — (u,v) € C, ., quand n — oo. Pour tout w € {2
etchaquete/l,ona:

617 (N (e, )2, w) = £ (N, ) 2, )|

< tl_mJ (t—s)al—l”fl(s,un(s,w),vn(s,w),w)—fl(g,u(s,w),y(s,w),w)uds
I'(ay) 0
< 1 f(t—s)al—lsl—m||f1(s,un(s,w),vn(s,w),w)—fl(s,u(s,w),y(s,w),w)”ds
I'(ay)
T
< Farag MGt w) new,w= it utw), v w,w), -

Comme f; est de Carathéodory,ona:

||(Nl (unr Vn))(" w)_(Nl(u’ U))(', w)”Ch —0 lorsque n— oo
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D’autre part, pour tout w €2 et chaque ¢ € I, on obtient :
Hﬂﬁ%Mhumthw%¢k“MMMVMme

Hﬁ w), v, w), w) = o, ul, w), v w), w| .

Irl1+a,)
De plus, du fait que f, est de Carathéodory, on obtient :
||(N2(un’ vn))(" w)_(NZ(u’ l}))(', I/U)”C),2 —0 lorsque n—oo

Par conséquent, N(:,-, w) est continue.

Etape 2. N(-,-, w) envoie les ensembles bornés dans C C,,y, sur des ensembles bornés.
Soit R > 0, et posons :

Br={(,v)€ G, :llullg, <RIV, <R}.

Pour tout w €, chaque (u,v)e By ettoutt€I,ona:

|1

w)” i t a;—1
I(r1) +rwJJ;U_S) st 0k vt i s

91(w)]
<z 0
F(Tl)

27 @, ) (2, w)]| <

+ f (£ =) 7T (ay(w)lluls, w)ll+ by (w)llv(s, w)ll)ds
I'(a) J,

||¢1(LU)|| R t a1—1 . 1-7;
=) +rng;“_“ s (@, (w)+ by(w))d s
< ||¢1(LU)|| + T (a,(w)+ by(w))
~ I(r) I'l+a;)
=/

Ainsi,
I(Ny (e, ) (-, W)”c71 <t.

De plus, pour tout w €£2, chaque (u, v) € Bg et tout ¢ € I, on obtient :

92w | (@x(w)+ bo(w) T
I(y.) I(1+a,)
=1,

I(N2(w, V) w)lle,, <

Par conséquent,

(N (e, V), wll < €:= (4, 5)

Etape 3. N(-,-, w) envoie les ensembles bornés dans C,,y, sur des ensembles équiconti-
nus.
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Soit By la boule définie a I'Etape 2. Pour tous ¢, f, € I avec t, < t,, pour tout (u, v) € By
etwe,ona:

12, (N (1, 0)(t, @) — 1, T (N (1, v)( 1, )]

¢1() t, ("
1-r; ¥1 r1—1 2 a—1
=t t + t,—s)“ s, u(s,w), vis,w),w)ds
T r(al)Jo“ ) ils, uls, @), v(s, ), ©)
1I-n L
_ t
+1, Tl(pl(w)t{‘ 't (5, —8) 7 fils, uls, w), V(s,w),w)dSH

I(r) (a) J,

I-rn bk
;Z(al) L (t,— )" fi(s, u(s, w), v(s, w), w)ds

+

tll_’)/l
I'(ay)

)

J l(tl — )97 (s, u(s, w), v(s, w), w)ds
0

Par suite

18, " (N (1, V), @) — £, (Ny (4, v) (81, )|

tl_),I 1]
< 2 (l,z_s)al—l
r(%)Jtl

ol
[(a,) 0

fils, u(s, w), v(s, co),w)”ds

t, Mt—s) T = (g — )

fils, u(s, w), v(s, w), co)Hds

1-n L
t
<2 (=) Hay(w)s" u(s, )|+ by(w)s" 72| v(s, w)ll]ds
r(al) 0
1 ("
+ |t 7 (t =) = (1 = 5)
r(al) 0

[ai(@)s" T luls, )+ by(w)s 2 [lv(s, w)ll]ds

S Il + 12)
d’ou
tl_YI I
L=2 (£, — )" [ar(@)s' T uls, )|l + by(w)s 2 [lu(s, w)ll]ds
r(al) 0

1-r
I

=T f | (1= 5) " [a(@)luC, ), +bi(@)lvl, @), |ds

123

=ty [a@lut. e, +blelve o, | f K s

-, (L—1)™
[(a;+1)’

N [al(w)llu(-,w)llch + bl(w)IIV(-,w)Ilc,Z] I
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et
L= )Tl g (g — sya
1 (s, )|+ bi(w)s" (s, w)l[]ds
—[ ||u O)lle,, + bl )l |
)T — (g — ) ds,
prenons

Tl(tz _ )alfl . tlf}fl(tl . S)Oll*l

I—1 '
3_T“I)O

$)“7 > 17 (1, — )07, alors

1 (" 1 ("
L= t, "(—s)" ds— t N —s)"ds

:;[tl_h—(tz—s)al]“+[tl_h—(r2—s)“1r
I(a;) o 0 ? o 0
B _( t,— tl)al 1, . t21—71+a1 [11 r1+o

(e, +1) 2 I(a,+1)

=0,

Sit, "'(t,—

quand ¢, — t,. Sinon,

L= 1 " 1I-n a 1 ¢ 1I-1 a—1
S_F(al)ﬁ 6, (=) r(al)fo t, "(t,—s)" " ds
:[_t11—y1(t1_3)a1]t1+[t21—y1 (t,—s)n r
Ia,+1)], I'+(a;+1)],
tla1+1—y1 tzl—yl-t-al
“Ta+1) e +1)
=0,

quand ¢, — t;, donc
12, (N; (14, 0)( 8, ) — 1] (Ny (1, v)( 13, )] — 0.

De plllS, on obtient :
R (12 + b
T (a,(w) H(w ))(fz 1)

7 a0 01, )= 77 (N, D 0 w0 € =
2
— 0 lorsque t; — t,.

En conséquence des Etapes 1 a 3, et par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut que

N(,,-, w) envoie By dans un ensemble précompact de C, ..

Etape 4. Lensemble M constitué des fonctions (u(-, w), v(-, w)) € C, ., telles que

(u(, w), v(, w))=A(w)N((u, v))(-, w)
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pour une certaine fonction mesurable A:Q — (0,1) est borné dans C,, ,.

Soit (u(-, w), v(-, w)) € C,, ,, tel que
(u(, w), v(, w))=AMw)N((u, V), w).
Alors, ona:
u(, w)=Aw)N((w, v)), w),  v(,, w)=Aw)No((w, v))(-, w).

Ainsi, pour tout w € Qetchaque r €I,ona:

M u(t, )|
1-1 4
s‘ tl‘“%tﬁ‘w;vl) 0 (£ =) fi(s, uls, w), v(s,w),a))dsH

lpy()l 1 [
*T0) T ),
@) e
L) e J,
gl e f
=TT ey ),

(t _ S)a1—1

fils, u(s, w), v(s,w), w)”ds

(£ —=35)"Hay(w)s" " uls, o)+ by(w)s' " ([v(s, w)ld s

(£ —=35)""Hay(w)s" " uls, 0)ll+ by(w)s' ] v(s, w)ldss.

De plus, on obtient :
£ lu(t, W)

Ly, Qo) e
T(r,) T(a) ),
gl 7 (1

M) Ty ), Y
lga()l 72 [F

=T, | Tla) |

_lga(@)l | 117
M) Ia) |,

t

<

(t—s)7 (s, u(s, w), v(s, w),w)ds H

fols, u(s, w), v(s,w), w)Hds

(£ —35)" (ap(w)s" " luls, o)+ by(w)s' [[v(s, w)ld s

t

o

(£ =5)""(ap(w)s" " [[uls, w)ll+ by(w)s [ v(s, w)ldss.

Par conséquent, on obtient :
(e, w)+ 7o (E, W)l
1-n

< |1 ()] N t
[(r))  T(ay)

[l ]
<a+ + (t—s)* !
| T(ay)  T(ay) ] 0

[(a(@)+ ay(w))s " |u(s, )l + (ba(w) + by(w))s' 7| v(s, w)lld s]

f (£ —35)" " (ap(w)s " [uls, w)ll + by(w)s | v(s, w)l)d s
0

[ I 2 T t

<a+ + c| (t=9)* s u(s, w)||+ s ||v(s,w)||ds
| T(ay)  T(az) ] J;) [ ]
[ T1-n Tl—Yzl !

<a+ + c| (t=s)* s u(s, w)||+s72v(s, w)|ds],
_r(al) I'(a,) JO [ ]
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avec

a— |, (w)l N llpa()ll
I(ry) [(r,) ’

a=max{a;, a,},

et
¢ =max{a,(w)+ a,(w), by(w)+ by(w)}.

Le Lemme 1.4 (Gronwall) implique qu'’il existe une constante K := K,_, telle que :

Ti-1n  Tl-r !
+ lCaKl_a (t—s)*'ds
Ilay)  T(ay) 0

e, )+ vt @)l < a+

TV Tl T
<a-+ () + () l CaKl_,ZF =1L.
Donc
luC, ), +v( o)le, <L,
alors

”(u(’ C’))’ U('r (f‘)))”C},m,2 < L

Cela montre que 'ensemble M est borné.

En conséquence des Etapes 1 a4, ainsi que du Théoréme 1.4, on peut conclure que l’opé-

rateur N admet au moins un point fixe dans By, lequel constitue une solution du sys-
teme (4.1)-(4.2).

4.1.2 Exemple
On munitl’espace R* :=(—00,0) de la o -algebre usuelle constituée des parties mesurables
au sens de Lebesgue de R*. Considérons le systeme différentiel fractionnaire aléatoire couplé

suivant de Hilfer :

1
)

9,

Nl= © pol=

ul(t,w)=f(t,ult,w)vit,w)w),

9, (t)=g(t,u(t,w),v(t,w), w),

Nol—=

A

1 ; weR", re(0,1] (4.4)
(ﬂo“u w)=——-m,
w+1

(0,
| (ﬂf vn)(o, w)=w+w’

3
aveca=pf} = y:Z,n:Z,u:(xl,xz),v:(yl,yz)et

P | (|t|(|x1(t2|+|x2(t)|)) 0.1]
Lu,v,w)= Cos ; r€|0,1],
w+2|)’1(t)|

_ t%costlxl(t)l ) 0.1
st u,v) (t4(|y1(r)|+|y2(r)|) o reloal

1
2’
(

A

\

Elle est claire que f;, f, sont des fonctions carathéodory.
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Ona:

| ilus, )= it tz, 1)|| € Py — ]|+ Gu(@)l| vy — vall,
|| fo(us, )= follt iz, 1)|| € Pa@)l 1y — ] + Go( )| 0, — vl

ol || -|| est une norme dans R* définie comme suite :

el =[x () +lx(2)], vl =) +](2)]

Alors
|| Ay, v1) = A8, 1z, 0)|| < Tl — o] +

co
w+2

vy — wsl,

1 1
| £oCus, 1) = fol(£, o, 13)|| < 1% COS ][4y — o[+ %[0y — ol

1
Donc pi(w)=1, i(w)=——=, pw) =1, go(w) = 1.
Donc la matrice M est donnée par

gy 1 18

I2) w+2T(3)
M(w)=

IC )

D’aprés (H3),on a:

1A w, V) < @)t ull+ by(w)t v,
1508, w, V| < @x(w)t M [ull+ by(w)t 72| v]l.

Donc a,(w)=1, b (w)=1, a,(w)= Y b,(w)=1.
On va calculer

4.2 Undeuxieme type de probleme

Ensuite, nous considérons le systeme couplé suivant d’équations différentielles fraction-

naires aléatoires de Hilfer-Hadamard [1] :

(H@fl'ﬁlu)(t,w) =g,(t, u(t, ), v(t, w), w),
(H@fz’ﬂzv)(t,w) =g (t, u(t,w), v(t,w),w).

Avec les conditions initiales :

("r 7 u)(1,0) =y (w),
("2, 0)(1,0) = y,(w).

(4.5)

(4.6)

ou T > 0, (9,.¢/) est un espace mesurable, y; = o, +f;, —a;B;, Y, : Q2 —>R™, et g, : I x
R™xR™xQ—R™, i=1,2, sont des fonctions données. ﬂll_” est 'intégrale mixte a gauche
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de Riemann-Liouville d’ordre 1 —7;, et "% oPrest I'opérateur dérivatif de Hilfer-Hadamard
d’ordre a; €(0,1) et de type 3, €[0,1], i =1,2.

Nous notons par C := C([1, T']), nous désignons 'espaces pondérés de fonctions continues
définis par :

Cow((1, TN ={v(t) : (Int)" Tv(r)eC}

avec la norme:

)

Ivllc,,, = sup ||(n )" v(r)
tell1,T]

et, par C, ., in([1, T]) := C, 1n([1, T]) x C,, 1n([1, T]), nous désignons I'espace produit pondéré
muni de la norme :

I lle,,,, 0 = lulle, ,, + Ve,

D’apres Lemma 3.2, nous concluons le lemme suivant.

Lemme 4.1: Soit g; : [1,T]x E x E — E telle que g;(, u(:), v(")) € C,,n([1, T]) pour tout
ue C, (1, T)ve C,n(1,T]). Alors, le Probleme (4.5)-(4.6) est équivalent a I'équation
intégrale de Volterra suivante :

W
L(r1)

u(t) (In )"+ (77" gy ul), v(-) (1)

Définition 4.2
Par une solution aléatoire du systeme couplé (4.5)-(4.6), on entend une fonction mesurable

couplée(u,v)e Gy, inx Gy, 1n qui satisfaitles conditions (4.6) et l’Equation (4.5) surl'intervalle
[1,T].

4.2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette subsection, nous nous intéressons aux résultats d’existence et d'unicité pour le
systeme (4.5)-(4.6).
On suppose les hypothése suivants :

H1) Les fonctions g;, i = 1,2 sont des fonctions carathéodory.

H2) Il existent des fonctions mesurables et continues p;,g; : 2 — (0,00);i =1,2 telque :

lg:(t, uy, v1)—gi(t, uy, )l < pil)lluy — || + gi(w)l|vy — vul];

pour tout t € I =[1, e], et chaque u;,v; €R™,i=1,2.

H3) Il existent des fonctions mesurables et continues a;, b; : 2 — (0,00);i = 1,2 telque :
lgi(t, u, V)l < a;(w)In ) 7wl + bi(w)(In ) 72| v]],

pour tout ¢ € I, et chaque u, v € R™.
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Théoreme 4.3
Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) soient vérifiés, si pour tout w €9, la matrice

I(ry) [(7,) o
l T (3] __Mes l T a+Y2—r1
o) pi(w ) T, + )( ) ch(w)r(yﬁa)(n )
I(r,) I(r2) “ ’
pZ(w)T(a2+y1)(ln T)* T 512(60)1-((12+Y2)(1n T)

converge vers 0, alors le systéme (4.5)-(4.6) admet une solution aléatoire unique .

Preuve

On définie les opérateurs N, : C

rraln X 2= G et N, 2 C

Y1Y2In x— C}’zyln’ par:

ds,

t a—1
(Ny(u, v)(t, W)= l/;(; : (In ¢)"! f (lné) S—lgl(s» u(S,;(()i, l)/(s,w),a))
1 ) .

! ay—1
ot -y [ ot s,
1

4.7)

xQ— C

On considere 'opérateur N : C S

71720 1n définie par :

(N(u’ U)(tr 6())) = (Nl(u! U)(t» Cl)), Nz(u; l})([, C’)))

Soit (uy, ), (vy, v,) € C

ylyzlnet(t,w)elxﬂ, ona:

10 )77 (Ny (2, 1)(2, @) — (I )77 (N (24, 0,)(2, )|

H(l tmw((l))( ot (lr;(fo);“ J1 t(lné)al_ls—l

Vi), D)
I'(ey) I'(ay)

! a;—1
t 1
f (ln ;) sl g(s, uy(s, w), vz(s,co),w)dSH
1

-1 1 a—1
(D) J (m t ) -
r(al) 1 N

gi(s, uy(s, w), v(s, w), w)ds—(In )i

gi(s, uy(s, ), vi(s, w), w)—gi(s, us(s, w), v(s, w), Hds
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En utilisant (H2), nous avons

(10 )71 (N (g, 0)(2, @) — (I £) =4 (N (1, 1) (2, )|
- (Ino)tn ¢

a—1
(ln;) s (@Ml in(s, @) 1a(s, )+ G (@) (5, @) — v, )

Hae,) ),
(In¢)-n ! AR - .
= Ta) ), (ln§) s P (@)(In ) (0 s (s, @) — vy (s, )|

+ q(@)In$) 720 s M| usls, w)— vals, w)l)d s
iy rt( t

71—l
T In —) s p(@)Ins) Ny (- @)= v )l

S
+ (@) s> |y, 0) = v, ), )d s
(Ing)ln
[(a,)
(Ing)tn
[(a,)

Par suit

t

pr(w)l|u (-, w)— vl('»w)ch,mf

1

t a—1
(ln —) s(Ins)"tds
s

t

t (12—1
Go(w)lluy(s, w)— (s, co)||cmnf (1n;) s (Ins)>ds

1

(1 )7 (N (1, 1)(2, ) = (I 8) 77 (N (24, 5)(2, )|
<(In ) M)l 0) = o), L ()
+(n 07 (@)l 15, ) — vo(s, @), , [ (In 1)
I(r1)
" (ay+71)
()
2" T(ay +72)

<(In ) ()l 0) =i, o)l (Ing)" =t

+(In )" gyl o, @) = vo, W), (Ing)rzrent

Donc

L(ry)

1N s, 1) )= Paatz, 22)o ey, S PHO) T2
1 1

(In ) u(s, @)= (s, w)lle,,,

I(y2) _
+ 2 (Int ay+y2—r1 ) _ ) ,
qZ(w)r(al+T2)(n ) lz(s, W)= va(s, W)l
De la méme maniére
1N (11, 1), @) — No(uy, 15)(-, )l ¢ <p2(w)—r(y1) (In )= 1772 |y, (-, ) — vy (- w)lle
Tl [(a,+71) TLdn
I(r2) «
+ qz(w)—r(azfman 0%l s, )= v, g,

Donc, on obtient
d((N(uy, n))(, @), (N(uy, 1)), ) < M(w)d((u, (-, w), v+, w)), (U, ), 15+, W))).

Puisque pour tout w € (2, la matrice M(w) converge vers 0, alors 'opérateur N admet
un point fixe unique, qu’est une solution aléatoire.

Maintenant, nous prouvant un résultat d’existence pour notre systeme, en utilisant I’alter-
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mative de Leray-Schauder dans I'espace de Banach généralisé.
Théoreme 4.4

Supposons que les hypothéses (H1) et (H3) soient vérifiées, alors le systéeme (4.5)-(4.6)
admet au moins une solution aléatoire.

Preuve

Etape 1, N(;,-, w) est continue

Soit (u,, v,), dans C,, ., , tel que (u,, v,), — (u, v), quand n — 00, on a

|an e (N, )8, 0) = 017 (1, ), )

1 1-n (! a;—1
= ey am eyt PO [ g s 0,0

-1 ! a;—1
—wl(w)(ln )7 (In z‘)“_l—(lnt)1 ' f (lné) s gi(s, u(s, w), v(s,w),co)ds”
1

I(r1) I(a,)
-n (! a—1
< (lr;(t;l )7 (mé) s7! gi(s, u,(s, w), v,(s, w), w)—gi(s, u(s, w), v(s, w), w)HdS
1 1
-1 ¢ a;—1
) e
1 1
gl(sr un(s,a)), l/n(S, (J)), CO)—gl(S, M(S, Cz)), U(S, a)), w)HdS
- 4 a—1
(h;(tr) )Y 81 Unl, @), 1, @), @)= &1 Ul ) v(, @), )| (1n§) s (Ins)"ds
1 -l
M) In )i+
T +7) (Int) g1(s, Uy (s, ), v,(s, W), W) —gi(s, uls, w), v(s, w), w) .

et comme g, est caratheodory,
||gl(') un('» Cl)), vn(') C’))) a))_gl(" u(': CL)), U('» Cl)), w)HC},I,ln — 0,

donc
(N (1, v)) 0) = (N (1, ), w)lle,,,, = 0, quand 72— o0,

De la méme maniére,

1N (1, v))(> 0) = (No(ut, ), W)l e\, = 0, quand 12— oo.

Etape 2. N(:,-, w) est bornée.

On définie I'ensemble By, :

IBR = {(u) U) € Cyl,yz,ln) ” u”Cn,l“ < Rr ” U”Crg,ln < R}’
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pour tout w e et(u,v)eBg, ona

10 )7 (N (w, ), W)

P(w) -1 1y, , (Ing)'™ ' t ol
’ I'(yy) (In £)" = (In £)77 + I'(a,) 1 (lnS) S

gi(s, u(s,w), v(s,w),w)ds

- ‘ Ya(w) + (In 1) f t (ln é)al_l s gy (s, u(s, w), v(s, w), co)dsH
1

I(r) ()
()| (e (T ot
1 _
=T | T (“s) )
(ay(w)(In )4 u(s, )|+ by (w)(In s)' || v(s, w)l)d s

1 1-7, t a;—1
<Ml B0 [ (nd]) " s atolut. e, + biliut. ol as

ly()l (ng)n fronet
< ) + (@) 1‘2(czl(a))+bl(a)))fl (ln;) s ds

1)1 ()l R(Int)
< Ty +(al(co)+bl(w))r(a1 .y
<L,.

De la méme maniere

2 R(l
%000, < A )+ b T B~

alors
(N (e, ) Oy, ypin < L= Ly + Ly.
Etape 3: N(-,-, w) est équicontinue

(I )7 (N (e, V)(tz,w)—(ln 1) (N (e, )1, )|

H (Ing)tn

L\1!
(ln —2) s g(s, uls, w), v(s, w), w)ds
[(ay) |, S

l t I-n h t a;—1
_%f (ln?l) 5_1g1(s, u(S,a)), l)(s,a)),o))dsH_
1 1
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Par suite

10 2,)" 71 (Ny (14, 0)(t, @) —(In 1) (N (w4, 0)(17, )]

Int 17, Iz t a;—1
:‘ %f (mf) s7'gi(s, u(s, w), v(s, w), w)d s+
1

[(a,)
1-11 l2 a—1
%J (ln%) s ails, uls, @), v(s, @) w)ds
1 r
1-7, h a-1
_%f (ln%) S_lgl(s’“(s’w)>v(s»w),w)dsH
1 1

— Iz a—
< (hl l'z)l 71 (lné) 1S_1
I'a;) " s

1 151 t2 a;—1 tl a—1
+ ‘(m () (m —) s —(Ing,)" (ln —) =
r(al) 1 S S

- (Ing)n
I'(ay)

gi(s, u(s,w), v(s,w), co)Hds

gi(s, u(s, w), v(s, w), co)”ds

[2)

(a@)lut, @), + @), ] J (m%) sds

+ ﬁ [m(w)” u(-, a))||ca1 + by(w)||v(, w)”Caz]

4] ¢ a;—1 t a;—1
J (Int,)' ™" (m —2) s —(ng) (m —1) s
1

S S
I-n
< (Int,)
I'(ay)

1
+— [a(@)llu(s, )¢, +Bi(@)v(s, ®)le, |1,

I(ay)

ds

a—1
[a(@llus, 0, + o), olle, )] sds

avec
I £\a1 f a—1
I= J (Ing,)'™M (ln —2) st—(ng)'™m (ln —) s tds;

. S S

si
l-z a1—1 tl a—1

(Inz,)'™ (ln ?) s'>(Ing)'™m (ln ?) s

Alors

! a;—1 a;—1
t 1 t 1
I= J ((ln L)' (ln f) s1—(ng)™m (ln ?1) s_l) ds
1

1 1 1 a)
—(In )" [%} (i gy A “0’:) ]
:0’
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Sinon
4] ¢ a;—1 t, a;—1
I= f ((ln ) (ln —1) s'—(ng)'™m (ln —) 3_1) ds
1 N S
Int)* Int,)*
= (ln tl)l_?’l [ﬁ] _(ln tz)l—h |:( n 2) ]
(11 al

=0.

Donc

10 2,)" 7 (N (14, 0)(f, @) —(In 1) 772 (Ny (w, 0)(17, )] = 0,

quand ¢, — t;. De la méme maniere

10 2,)' 772 (No(14, V)£, ) —(In 1) 772 (Ny(w, v)(1y, ))I| = 0.

Etape 4 : Lensemble M de Théoreme (4.2.1) est bornée.

Pour une fonction mesurable A(w):w —(0,1)ona:

llu(z, w)ll = Al Ny (u, v)(2, W),
lv(t, w)ll = AN (u, v)(2, w)I|.

et

(In &) lu(t, w)
Y (w)
[(r1)

1 (w)l] = (In i ' AN 1
In—
= I'(r1) - I(a;) ﬁ (ns) s

()l (ng)l=a (fr e\at
* T | T J;O“E) s
(ay(w)Ins)' " [|u(s, w)||+ by(w)(Ins) 2 ||u(s, w)|)dss.

<(lnt)'™mn

S

gl(sr u(S) w), V(S; (J)), CO)HdS

D’autre part

(In2)""(lu(t, )|

Yo(w) r

<(ng) "

(r2)

()| ()= (T g\t
1 _
= Thy | Tw) J;(ns) )

()| ()7 (T et
1 _
=Ty | Tw) J;(ns) s
(ax(w)(In )4 u(s, )|+ by(w)(In s) || v(s, w)|)d s

&Bﬁd&wlw&wywwds

t a1—1
(Ine)" '+ %‘h)Jl (ln E) s gi(s, u(s, w), v(s,w),w)ds H

1 L ar,—1
T +(In t)“_lMJI (ln ;) s go(s, u(s, w), v(s, w), w)Hds
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On trouve :
(In &) 7 lu(t, )| +An ) 7 [v(r, )|
S|I¢1(w)ll+IIl/Jz(w)IIJr(lnt)l‘“ t(l t)“‘_ls_l

I(r,) I(y,) Ta) ), U s
(@ (@)(In $)'" | u(s, )| + by(w)(In )% ||v(s, w))ds

(ne)y=r (et
l —

" ) fl(“s) g

(ax(w)In s s, @)l + by(w)n s)[|v(s, ))ds

(@)l o)l Gne)=n  (ne)r (Ff 0y

1 _

*T0) " Trw) | Te) | D) Jl( s) s

((@2()+ as(@)+ (n5)" [ u(s, )| + (by(e) + by(e))n )| v(s, w))ds,

avec

@)l ()
Ty T T

, a=max{a,,a}, c=max{a,(w)+a,(w), b(w)+ b,(w)}.

Donc

(In ) lu(t, )l +(In £) 772 lv(t, )

(Ine)" (Ing)'-7e

! a—1
careind = B0 f (mf) s7(n.8) = (s, @)l +(n )% (s, w)l)ds.

D’apres Lemme de Gronwall

e (In£)"
(lnt)l71||U(F,60)||+(1nl‘)1“llv(t,w)llﬁa+exp(j (ln;) slds)Sa.e a
1

Elle est bornée, donc N admet un point fixe qu’est solution du probleme.
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