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NOTATION

Dans tout ce qui suite, nous utiliserons les notations suivantes :

N Ensemble des nombres entiers naturels.
R : Ensemble des nombres réels .
C Ensemble des nombres complexe.

LP(Q) Espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +-o00[ intégrables Sur €.
C(2) : Espace des fonctions continues sur €.
C™(Q)) : Espace des fonctions f :  — R dérivables n fois et f(™ continues.
AC(Q) : Espace des fonctions absolument continues sur €.
AC™(2) Espace des fonctions dérivables & I'ordre n — 1 et elle que f"~Y € AC(9).
() La fonction Gamma.
B(.;.) : La fonction Beta.
I*f . [Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
D*f . Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
cD*f . Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.
Re(Z) : Partie réelle de Z.
C(J,R) : Espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R.
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RESUME

Dans ce travail, nous nous intéressons a étudier les résultats de l'existence et de I'unicité
des solutions pour un probleme différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire, avec la dérivée
de - Caputo.

Ces résultats sont établis. En utilisant les théoremes des points fixes de Leray-Schaouder, et le
principe de contraction de Banach.

A la fin nous présentons un exemple concret pour appliquer les résultats théoriques obtenus.
Mots clés : Dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire de 1-Caputo, théoreme du

point fixe de Schaeder, principe de contraction de Banach.
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ABSTRACT

In this work, we are interested in studying the results of the existence and uniqueness of
solutions for a nonlinear differential problem of fractional order, with the 1-Caputo derivative.
These results are established. Using the Leray-Schaouder fixed point theorems, and the Banach
contraction principle.

At the end we present a concrete example to apply the theoretical results obtained.
Keywords : Caputo fractional derivative, 1-Caputo fractional derivative, Schauder’s fixed

point theorem, Banach cotraction principal.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre réel arbitraire ou
méme complexe. C’est une généralisation du calcul classique et par conséquent préserve beau-
coup des propriétés de base. En tant que zone de développement intensif du calcul au cours des
deux dernieres décennies, elle offre de formidables nouvelles caractéristiques de la recherche et
devient ainsi de plus en plus utilisée dans diverses applications.

Le terme calcul fractionnaire a plus de 300 ans. Le sujet est aussi vieux que le calcul de la
différenciation et remonte a des temps ou Leibniz, Gauss et Newton ont inventé ce genre de
calcul. Dans une lettre adressée a L’Hopital en 1695, Leibniz a posé la question suivante (Miller
et Ross 1993 [22] : "Peut le sens de dérivées avec ordres entiers se généralisent aux dérivées avec
des ordres non entiers .” L’histoire raconte que L’Hopital était quelque peu curieux a propos
de cette question et a répondu par une autre question a Leibniz : "Et si la commande sera de
/27"

Dans une lettre datée du 30 septembre 1695, Leibniz répond :”Cela conduira a un paradoxe,
dont un jour des conséquences utiles seront tirées.” La question soulevée par Leibniz pour une
dérivée fractionnaire était un sujet récurrent au cours des 300 dernieres années.

Les mathématiciens ont contribué a ce sujet au fil des années : Laplace (1812), Fourier (1822),
Abel (1823 — 1826), Liouville (1832 — 1837), Riemann (1847). Griin-wald (1867 — 1872), Letni-

kov (1868 — 1872), Heaviside (1892 — 1912), Weyl (1917) et Erdélyi (1939 — 1965) et plusieurs
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(Voir Gorenflo and Mainardi [29]) ont apporté des contributions majeures a la théorie du calcul
fractionnaire. La premiere conférence spécialisée sur le calcul fractionnaire et ses applications
en 1974 a l'université de New Haven, aux états-Unis, initie les livres les plus récents de (Miller
and Ross [22], Podlubny [21], etc).

Les dérivées d’ordre entier ont une interprétation physique claire et sont utilisées pour décrire
différents concepts en physique classique. Par exemple, la position d'un objet en mouvement
peut étre représentée en fonction du temps, la vitesse de I'objet est alors la dérivée premiere de la
fonction, 'accélération est la dérivée seconde et ainsi de suite. Les dérivées et les intégrales frac-
tionnaires, étant la généralisation des dérivées et des intégrales classiques, devraient avoir une si-
gnification encore plus large. Malheureusement, il n’y a pas de résultat dans la littérature jusqu’a
maintenant. Certains auteurs (Moshrefi-Torbati and Hammond [28]) consideérent les opérateurs
fractionnaires comme des filtres linéaires et cherchent aussi I'interprétation géométrique des
opérateurs fractionnaires dans la géométrie fractale, dont la géométrie classique est une sous-
classe. Un autre auteur (Podlubny [22]) fournit une interprétation physique de I'intégration
fractionnaire en fonction de deux échelles de temps différents, a savoir ’échelle homogene, a
débit équilibré et I’échelle de temps inhomogene. La premiere application d'une semi-dérivée
(dérivée d’ordre 1/2) est faite par Abel en 1823 (voir [22]). Cette application du calcul fraction-
naire est en relation avec la solution de 1’équation intégrale pour le probleme de la tautochrone.
Ce probleme concerne la détermination de la forme de la courbe telle que le temps de descente
de la masse ponctuelle sans frottement glisse le long de la courbe sous 'action de la gravité
indépendamment du point de départ.

Les dernieres décennies prouvent que les dérivés et les intégrales d’ordre arbitraire sont tres
commodes pour décrire les propriétés des matériaux réels, par exemple les polymeres. Les nou-
veaux modeles d’ordre fractionnaire sont plus satisfaisants que les anciens modeles d’ordre
entier. Les dérivées fractionnaires sont un excellent outil pour décrire la mémoire et les pro-
priétés héréditaires de divers matériaux et processus alors que dans des modeles d’ordre entier,

ces effets sont négligés. Le calcul fractionnaire trouve aussi des applications dans différents
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domaines de la science, y compris la théorie des fractales, 'analyse numérique, la physique,
Iingénierie, la biologie, I’économie et la finance. Certaines propriétés de la visco-élasticité sont
formulées et résolues par M. Caputo avec sa propre définition de la différenciation fractionnaire.
Les intégrales et les dérivées fractionnaires apparaissent aussi dans la théorie du controle des
systemes dynamiques pour la description du systeme controlé et les équations différentielles
fractionnaires controlées.

Ce travail est divisé en trois chapitres.

- Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques définitions et théoremes ainsi que
quelques fonctions spéciales avec leurs propriétés que nous avons utilisées dans cette these.

- Dans le deuxieme chapitre, nous avons mentionne les intégrales et dérivés fractionnaires de
Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que la relation et la différence entre les deux.

- Dans le troisieme chapitre, nous allons présenter quelques notions sur les équations différentielles
fractionnaires. A la fin de ce chapitre, nous allons résoudre une équation différentielle fraction-

naire avec la dérivée fractionnaire de 1)-Caputo non linéaire donné par :

{(D;W FADH) (1) = f(1 (1) t € [a,b), "

pla)=¢'(a) =0
oul<a<2 telab,1<a<b f:JxR— Rsontdonnés des fonctions continues (CFs),
et A est un nombre réel positif. Soit v : [a,b] — R croissant via 9" borné et ¢'(t) # 0, pour

tout t. Le symbole C'(J,R) représente I'espace de Banach de CFs ¢ de J a R avec la norme

lell= sup{[e(®)] - ¢ € J}.
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CHAPITRE 1

NOTIONS CENERALES ET DEFINITIONS

Dans ce chapitre, nous présentons des notations, des définitions, des concepts préliminaires

et quelques notions d’analyse fonctionnelle qui seront utilisés par la suite dans ce mémoire.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espaces L?, lorsque p € [1, +o0|

Définition 1.1. Soit p € R tel que 1 < p < 400. On désigne par LP([a,b]) l'espace des classes

d’équivalence des fonctions de puissance p-intégrables sur [a,b] a valeurs dans C :

17(ja,)) = { £ : [a,b] — €, [|fll<o0},

1
11, = ( /[ b]|f\pdx) e oo

Pour p = oo, l'espace L™(2) est I'espace des fonctions mesurable, f bornées presque partout

avec

sur [a,b], on note

[ flloe = ess sup [[f(x)]| = mf{C > 0; |f(z)] < Cp.p surfa,b]}.

z€[a,b]

10
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1.1. ESPACE FONCTIONNELS

1.1.2 Espaces C"([a,b],R),n € N

Définition 1.2. Soitn € Ny. On note par C*[(a,b)] l’espace de fonction fn— fois continuel-

lement différentiables sur [a,b] avec la norme .

£l aoy =Y sup |f*(x)], n € No.
—o “€la,b]
En particulier, pour n = 0, C%([a,b]) = C([a,b]) est Iespace de fonctions continues sur [a, D]

avec la norme.

HfHC([a,b]) - Sup] |f(flj)|

z€la,b

Définition 1.3. On note par AC([a,b]) Uespace des fonctions absolument continues sur |a, b

constitué des fonctions f qui sont des primitives des fonctions Lebesgue-sommables i.e. :
f € AC([a,b]) & Fp € L([A, B]) tel que f(x) = c—l—/ (x)dt.

Définition 1.4. Soit n € N. On note par AC"([a,b]), Uespace de fonction f : [a,b] — R qui

ont des dérivées continues sur |a,b] jusqu’a lordre (n — 1) et telles "1 € AC([a,b]), i.c. :

AC™([a,b]) = {f a0 — R f% e C(la, b)),k € {0,1,..,n— 1} et f*V € AC([a, b])}.

d
Pour p > 0, introduisons la notation o, pour la dérivée définie par d, := tl’pa .

Définition 1.5. AC}[a,b],n € N,p > 0 est l’espace des f : [a,b] — R qui ont des dérivées

9, jusqu’a l'ordre (n — 1) et 5;‘*1f est absolument continue sur |a,b] :

AC([a,8]) == { f :[a,0] — R : 037 f € AC[a,8],6, = z”%}.

Remarque 1.1. Sip=1 et n =1, l'espace AC}[a,b] coincide avec AC|a,b].

Définition 1.6. Soit (E,||.|g) un espace vectoriel normé. Une application T : E — E est
dite :
1. Lipschitzienne avec k > 0. Si pour tout x,y de E, nous avona :

[Tz — Ty|p < kllz - ylle.

11
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1.2. FONCTIONS UTILES

La constante k est dite de Lipschitz.
2. Contractante si elle est k-Lipschitzienne avec 0 < k < 1, ici k est appelée constante de

contraction.

Définition 1.7. Soit T une application dans un espace vectoriel E dans lui méme. Un élément

x € E est un point fize de T si Tx = x.

Définition 1.8. Soit F et F deuz espaces de Banach. Un opérateur continu T : E — F est

dit completement continu s’il transforme tout borné de E en une partie relativement compacte

dans F.

Définition 1.9. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. Une famille A de fonctions

continues de E dans F est dite équicontinue en x € E si
Ve>030>0Vfe AVa' € Edp(x’,z) <0 =dp(f(z), f(2)) <e.
A est dite uniformément équicontinue si
Ve>030 >0Vf € AVa, 2’ € Edg(2,z) < = dp(f(z), f(2)) <e.

Theoreme Ascoli-Arzela
Soit E un espace compact. Si A est un sous-ensemble équicontinu et borné de C(F), alors A

est relativement compact.

1.2 Fonctions utiles

Dans cette section, nous présentons les fonction Gamma et Béta qui seront utilisées dans la
suite, ces fonction jouent un role tres important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces

applications.
1.2.1 La fonction Gamma I'(.) d’Euler

La I" d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels,

et méme aux nombres complexes. Pour z € C tel que Re(z) > 0.

12
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1.2. FONCTIONS UTILES

Définition 1.10. La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale suivante
+0o0
I'(z) = / t*te7'dt, Re(z) >0 (1.1)
0
Proposition 1.1. La fonction Gamma est bien définie sur l’ensemble RY.
Preuve. On écrivons I'(z) sous la forme :

—+o00 1 “+o0o
[(z):= / e 't = / el dt + / e 't = I + I,
0 0 1

En étudiant la convergence de la premiere intégrale. On a

1 1 1
I :/ et ldt < Iy :/ 7 ldt = =
0 0 Z

D’ou la premiere intégrale est convergente pour 0 < z < 1, maintenant nous étudions la

convergence de la seconde. On a

oo t +OO t 1
/ e 27 dt < / e 2dt = 2e 2.
1 1

Par conséquent, la fonction Gamma est définie pour tout z € RT. O
Propriétés de la fonction Gamma I'(.)

Proposition 1.2. Pour tout z € C tel que Re(z) >0, on a
1. T(n)=(n—1)!, Vn e N*
2. T(1) = 1.
3. T'(z+1) =z2I(2).
4. T'(n+1)=nl,Vn e Z,.

Preuve. Soit z € C avec Re(z) > 0 alors

+oo
['(z) = / et dt
0

—tyz +oo 1 [T
= le + = / e 'tAdt
z ], z Jo

1 [t
== / et gy
0

z

1
=-I 1).
Tz +1)
13
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1.2. FONCTIONS UTILES

D’ou
I'(z+1) ==2I(2).

D’apres (1.2) pour tout z € N* on obtient

Quelques valeurs particulieres de la fonction Gamma

Nous avons la relation de récurrence pour la fonction Gamma :
L(z+1) =z2I(2).

1
Nous calculons I’ <§) On a

+o0o e—t

1 oo !
r (—) = / e tadt = —dt, t =12 donc dt=2xdx
0 o Vit

2
+oo )
= 2/ e dx
0

+o0 )
= / e “dx.
—00

On calcul l'intégrale I = fj;o e dz.

En conséquence, nous effectuons les manipulations suivantes :

+00 2
I’ = (/ e_“”gdx)

I
7~ N7 N -~/
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1.2. FONCTIONS UTILES

Pour calculer la derniere intégrale, on utilise le changement de variables suivant :

{x:m.ose . 0<6<2m r>0.
y =rsinf
Alors
—+00
I? :/ e~ @) drdy
_Jroo 2 )
= / / e " rdrdf
0 0
+00 ) 27 +00 ) 1
= / e " Tdr/ df = 27T/ e " rdr, > =w donc rdr=—dw
0 0 0 2
+o0o
= 7r/ e Ydw = .
0
D’ou

Ainsi, nous avons démontré que

Proposition 1.3. Pour tout n € N

r (%) — Jr (1.3)
r (% + n) - g:g: NG (1.4)

1
Preuve. On procédé par récurrence. Sin =0, on a I <§>

JT.

On suppose que la formule est vraie au rang n. Alors

r(%+mn+m):

- 22n+1p|
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1.2. FONCTIONS UTILES

Donc la formule est vraie au rang n + 1. En utilisant la formule (1.4), on obtient :

r <9> 105 T~ 11,63

2] 16
11\ 945
r(?> = 5 V7~ 52,34
13\ 10395
r (?) =~ /7~ 287,89,

1.2.2 La fonction Béta

Définition 1.11. Soit z,w € R tel que z,w > 0. La fonction Béta, notée B(z,w) est définie

par

1
B(z,w) ::/ =711 — t) . (1.5)
0
Exemple 1.1.

B@ﬁ):/dﬂl—ﬂ%t

1

:/ (t — 2t> +*)dt
0

1

12

Proposition 1.4. La fonction Béta vérifie la propriété suivante

Preuve. Soient z > 0,w >0, posonsu=1—1t donc dt = —du, alors

1
B(z,w):/ N1 — )t
0

zlwl( du)

1—uz Ldu

I
m\\

Ce qui termine la démonstration. O

16
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1.2. FONCTIONS UTILES

La forme trigonométrique la fonction de Béta

La forme trigonométrique la fonction de Béta est donnée la proposition suivante :

Proposition 1.5. Soit z,w < 0, alors

B(z,w) = 2/2 (sin 8)**!(cos 0)**~1d.
0
Preuve. On pose t = sin? @ donc dt = 2sin  cos Odf.
Sit=1,0=7Fetsit=0,0=0
etonal—t=1-—sin?0 = cos?¥.

En remplace dans (1.5), on obtient

INIE]

B(z,w) :/ (sin? 0)*~!(cos? #)?~1 (2 sin cos 0)dh
/ (sin 8)%(@~Y(cos #)2P~ (sin cos #)df
0

:2/ (sin )% (cos 0)?°~1de.
0

Proposition 1.6. Soit z,w € R tel que a, 5 > 0. Alors

Preuve. On a I'(2) :/ t*te~tdt.
0

Posson t = 22 d’ou dt = 2xdx, on a alors

+00 +oo 5
I'(z) = 2/ 2@ Ve pdy = 2/ r** e dy,
0 0

D’autre part,

17
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1.2. FONCTIONS UTILES

Multiplions les deux intégrales (1.7) et (1.8) et passons en coordonnées polaires, on trouve

+0oo +oo
() (w) = 4/ / a2 P e @) gy
o Jo

+oo p%
4 / / ’ (rcos 0)%(rsin 6)* e~ rdrdd
0 0

+oo z
= 2/ PPEFe=Le=r g 2/2 (sin §)* ! (cos 0)**df
0 0

=I'(z +w)B(z,w).

Exemple 1.2. On a

En effet

18
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CHAPITRE 2

INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Ce chapitre est consacré aux définitions élémentaires pour les intégrales et les dérivées

fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, Caputo et y-Caputo.

2.1 Intégrale fractionnaire

Dans cette section, nous allons définir I'intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini
de 'axe réel au sens de Riemann-Liouville avec quelques propriétés dans l'espace des fonctions

continues.

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a,b).

Notons par I} f la primitive qui s’annule en a :

Vt € [a,b] : (ILf)(t) = /tf(T)dT.

Pour une primitive seconde et d’apres le théoreme de Fubini on aura :
t
170 = [ 1)

:/: </auf(7)d7) du
:/: </:du) f(7)dr

:/(t—T)f(T)dT.
19
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2.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE (R-L).

ieme

En répétant n fois, on arrive a la n primitive de la fonction f sous la forme :

(I )t) = ! ol / (t—7)""'f(r)dr, t>0, ne&N* (2.1)

(n —
Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la

fonction Gamma : T'(n) = (n — 1)L

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
(R-L).

Définition 2.2. Supposons que a > 0 et f € L*([a,b]). L’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville a gauche de la fonction f(t) pour un ordre non entier « est définie par :

(IF)(z) = ﬁ / @ — 0P (), V€ [a, b, (2.2)

Exemple 2.1. Soit la fonction f(z) = (v — a)?, tel que 8 > —1,u € [a,b]

(1% (t — a)P ) (1) = ﬁ / (t — ) (7 — ). (2.3)

En effectuant le changement de variable :
T=a+s(t—a).
Ou:s=0quand T =a et s =1 quand 7 =t et dr = tds, alors devient :

I%z —a)’ = ! ] /I(x —a+(z—a)r)* Ha+ (v —a)T — a)’(z — a)dt

'«
1

- [ e 1= e - 0 e — ajar

T —a a+f 1
= g—a)™ F(oz)) /0 (1—7)" ' Pdr
— MB(Q B+1)

I'(a) ’
__T@l@E+1)
(@) T(a+B+1)

N _ Ire+1 ot
Ia(x—a)ﬁ—m(x—a) 8 (2.4)

(x —a)*™?
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2.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE (R-L).

Remarque 2.1. Pour =0

0= —=
¢ ['(a+1)

Lemme 2.1. Pour a =0, on a :
I f(x) = f(=).

Preuve.

4@ = g [ =0 0

=gy [, f0e (-5)

1

- e [f@e =0+ [ - e,

Nous trouvons

Donc

]

Théoréme 2.1. Pour toute fonction f € L'([a,b]), lintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville posseéde la propriété suivante :
S IZ FO) =T F (1), pour o >0, B>0, Vt€ [a,b]. (2.5)

Preuve. La preuve découle directement de la définition

I3(I) f(x) = ﬁ /j(z —5)* Y IP) f(s)ds
= ﬁ /:(x —s)*7! (ﬁ /:(s — t)ﬁlf(t)dt) ds

= Tt /: /:(x —5) (s — )77 f(t)dtds
_ m /:f(t) [/t(x _g)el(s — t)ﬁ‘lds} dt.
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2.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE (R-L).

On pose s =t + (z — t)7, alors
ds = (x —t)dr

s=t=t+(x—t)r=t=7=0
s=x=t+(x—t)r=0=71=1
Alors
/tx(:c — ) s —t) s = /Ol(x —(t+ (-t t+ (@ -7 =) Nz —t)dr
= [a =00 =70 o - ) o -
— (o - 1)t /0 (1= Pt

Retournons a la formule (2.6) et (1.6), ce qui nous donne

BEDW = g | 70 |@-0m G a

_ 1 " paB-1
- e | 0

= (I3 f)(2).

Proposition 2.1. Pour a > 0, intégrale de Riemann-Liouville est linéaire i.e. :

IZNf() + pg(t) = MG f(t) + plgg(t).
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Preuve.

190 + pg) () = % / (& — 1) S + pg)(r)dr

Donc I est un opérateur linéaire. ]

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.3. Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville a gauche de la fonction f d’ordre o > 0 notée DS, f définie par :

vt € [a,b], D% f(t) = (%)nfj;” () (2.6)

= ﬁ (%) / 1y (7

Ou:n=[a]+1

Remarque 2.2. Pour a =0

"D f(x) = f(z).
Exemple 2.2. Soit f(z) = (z —a)?, B> —1

LB+1)

FG et V"

LD f(w) = "EDg (@ — a)f =

Cas particulier
Si =0

RLDg‘(x—a)O :RLDg‘l = (x —a)™@.

I'(—a+1)
La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante f(t) = C' n’est

pas nulle.
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Proposition 2.2. Soit f,g € L'([a,b]),\,p € R

Do (@) + pg(x)] = N Do f(x) + 1" Dag(a).
Preuve. Pour la linéarité
BD () + sl = (1) (@) + glo)

( ) {F(n (=) (Af(1) —i—,ug(t)dt)]
I(n—a) %) [ @)t / x(x—t)n_a_lg(t)dt}

. T —a) (x — )" f(t)dt| + p % ' x(a: — )" g (t)dt
T(n—a) o

_)\RLDa x)+MRLDa ( )

Proposition 2.3. On a
RLDg ORLDg ?é RLDg ORLDg 7£ RLDg—&-B.
pour tout o # B,a>0,5>0.

Exemple 2.3.

1
Soztﬁzi,azl

Nous trouvons

) -1
rm”
RL 1 F(? -3 — 2 3
r(3) VT
BLploflper =1
RL RL 1 x2 z2
D2 D =
) 7
2
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2.4. QUELQUES PROPRIETES DE DERIVATION FRACTIONNAIRE AU SENS DE

RIEMANN-LIOUVILLE
Donc
RLDY o BLD g £ FEDZ o L DLy
et
RLDéJr%m _ RLDEJC _ T S Lm_%,
)

1 1 3
"Dy o ™ DEw £ Dg o ™ Djx # "D

2.4 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possede les propriétés résumées dans

la proposition suivant :

Proposition 2.4. Pourn—1<a<n, m—1<p<m ona:

1.80it a > 3> 0 alors pour f € L'([a,b]), on a :
DG(I3 f(t)) = f(t), Vt € [a,b].
2.50it > 3 >0, fe L (a,b]), ona:
D3 f(8)) = 1577 f(t), Vt € [a, b].
3.Pour a > 0, B € N* | si les dérivées fractionnaires DEf et D+ f existent, alors :
D (I3 f(8)) = Dy f(t).

4.51 f(t) € C"([a,b]) , alors :

n—1 (k) a
T IDEION SEks CITRG

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés des dérivées frac-

tionnaires de Caputo.
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2.5. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO.

Définition 2.4. Soit f € AC™([a,b]) et a« > 0. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre « est définie comme suit

by -1 (5) 10 27)

1 t
— m/ (t— T)n—a—lf(n)(T)dT, n—1<a<n,néeN.

Remarque 2.3. On tenant compte de la définition :
CDYf(t) = (17D f)(t). (2.8)

En particulier, st 0 < a <1, on a

“Dgf(t) = (1,7 D f)(1). (2.9)
ot
n_ 4
Dl = s

Proposition 2.5. Soit « > 0,8 > 0;n = [a] + 1. Si f(t) € C"([a,b]), et si les dérivées

fractionnaires D f et DP*f existent, alors :
“DF(“D;)f(t) = ("D f ().
Preuve.
“DI(“D)f(t) = “Dg(L;~ D) f(#)
— [ DRI D) (1)
— [ DD (1)
= eI

=Dt (t)

Exemple 2.4. Soit : f(z) = (z — a)?
“Dif(z) = “Dg(x - a)”.
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2.6. LA RELATION ENTRE L’APPROCHE DE RIEMANN-LIOUVILLE ET CELLE DE
CAPUTO.

Preuve. On a

(%)n (z—a)’ = P(F(B—_H)(x — ),

B+1—n)
donc
nea | 4 nm_aﬁ e | LAY v a)fn
i) o] = [ e
_ D e
—F(ﬁ—i-l—n)[a ( )’
reE+1) rNgG—-—n+1)

:F(ﬂ-l—1—n)I‘(n—a—I—ﬂ—nﬁLl)(x_a)B_a‘

O
Remarque 2.4. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle

1.€.

“DeC =0, VCER.

2.6 La relation entre ’approche de Riemann-Liouville et
celle de Caputo.

Dans cette section on donne la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Théoreme 2.2. Soit « >0 avecn —1 < a <n, n e N*,

- [a,b] — R telle que les dérivées fractionnaires © D*f et D f existent alors :
a a

DL = D)~ 3 e (- )

En particulier, 0 < a <1 on a :
C na RL Mo f((l) —a
DYf(t)=""Df(t) — =—————=(t — .
2 =D () - L Pt - a)

Cette derniere relation peut aussi s’écrire

o) =g |1 - 3 D e
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2.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES PAR RAPPORT UNE
FONCTION.

2.7 Intégrales et dérivées fractionnaires par rapport une
fonction.

Dans cette section , nous présentons des définitons et des lemmes des intégrales et dérivées
fractionnaires d’un fonction par rapport a une autre fonction, pour une lecture plus de détailles
et d’application, voir [9, 27, 28].

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction croissante, ayant une dérivée continue ¢’ dans [a,b] et

W'(t) #0, Vi € [a,b] .

Définition 2.5. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'une fonction ¢ intégrable

sur [a, b] par rapport a 1 et donnée par

/7

() = gy [ 000 =00 (e

)

Si(t) =t nous obtenons l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Définition 2.6. La dérivée fractionnaire 1)-Caputo CFD d’ordre o > 0 de o est définie par

a; _ n—o 1 i "
CDa w‘P(t) - [a v (1/1,(75) dt) ()0<t)

1 ‘ n—a—1,,' n
- T | 0 = e o

ou [n]=a+1 et 8@2(%@)%) , neN.

Lemme 2.2. Soit a, 3 >0, et p € C([a,b],R). Alors

1 IgVIFYo(t) = IgtFp(t).

2. DFPIgvo(t) = pl(t).

28

Sample output to test PDF Combine only



2.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES PAR RAPPORT UNE

FONCTION.
Preuve.
IV IEh(t) / W(s ) 1% h(s)ds
_W/ﬂ“ —S‘{—/@b’f (s) — Blh()df]d
-t [ ee - [ ve P hcrs| o
:ﬁﬁ / t@//(T)h(T) { / b(t) —w(sﬂa‘lw(s)—wwﬂ—w’(s)ds] dr.

Pour calculer la derniere intégrale, on utilise le changement de variables suivant :

U(t) = (1) + 2[(t) — ¥(7)], ce qui implique ¢'(s)ds = [1(t) — 1b(T)]dz.
Alors

I I n(t) =/ [(8) = ()]* 7 [e(s) — (r)]7~ "¢/ (s)ds

= [(t) — ()]s / (1= 2212514,

0

- atp-1L(@)T(5)
= [0 — O R g
par conséquence
B0 = g [ [ ) - o G o
= a+5/¢ ) () dr
_ IOH-ﬁ ¢h

Dg‘”pfo‘”/)h(t) — Da;w(]a;wh(t))

A ——
= | IO [V h(t)

g Tn
= |- [t p ()

_ | ,d _nI””ﬁh(t):h(t).
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2.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES PAR RAPPORT UNE
FONCTION.
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2.8. THEOREME DE POINT FIXE

2.8 Théoreme de point fixe

L’équation différentielle fractionnaire est considérée comme des équations différentielles
linéaires et non linéaires, alors plusieurs théoremes ont été utilisés pour résoudre ce type
d’équation. Des méthodes les plus utilisées : les théoremes du point fixe. En effectues théoremes
accordent des conditions suffisantes pour assurer I'existence d’un point fixe pour une fonction
donnée. Dans le cas des EDF's, on transforme un probleme donné en un probleme du point fixe
et le point fixe déterminé est considéré soit comme une solution unique pour le probleme, soit

I'une de ses solutions.

Alternative non linéaire de Leray-Schauder.

L’alternative non linéaire de Leray-Schauder est un outil puissant utilisé dans l’analyse
fonctionnelle et la théorie des équations aux dérivées partielles. Elle permet de prouver 1'exis-
tence de solutions pour des problemes non linéaires en établissant 1’existence d’un point fixe
pour une application continue. Cette alternative trouve des applications dans de nombreux

domaines, tels que les problemes aux limites.

Théoréme 2.3. (Leray-Schauder Nonlinear Alternative) .

Soit E un espace de Banach et  C E un ensemble fermé et convexe. Supposons que K un
sous-ensemble relativement ouvert de €2 avec 0 € K et que T : k — € soit une application
continue et compacte.

Alors, soit

1. T a un point fixe dans k

2. Il existe x € OK tel que x = NT'x pour certains A € (0,1).

Théoreme 2.4. Soit FE un espace de Banach etT' : E — E un opérateur complétement continu.
Si l'ensemble V ={x € E:x = pTx, 0 < pu <1} est borné, alors T admet au moins un point

fixe dans FE.
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2.9. LEMMES FONDAMENTAUX

Principe de Contraction de Banach.

Le principe de contraction de Banach qui garantit 'existence d’un point fixe pour une

contraction est le plus connu des théoremes de point fixe.

Théoreme 2.5. Si E est un espace métrique complet non vide, et T : E — E est un opérateur

contractant, alors T possede un unique point five v € E.

2.9 Lemmes Fondamentaux

Dans cette section, nous fournissons quelques lemmes de dérivées fractionnaire, qui joueront

un role majeur dans notre étude. Pour plus de détails, voir [19, 24, 30].

Lemme 2.3. Soit ¢ : [a,b] — R, ¢ € C"([a,b],R), DY € C"(|a,b],R).

P (a)
T(a—Fk+1)

3

ISV DIV o(t) = p(t) —
k=1

(%(t) = (a))* ™.

En particulier si 0 < a < 1, on a :

ISV DY o(t) = o(t) — ¢(a).

Lemme 2.4. Soitn =[a]+1, a >0, ¢ € C([a,b],R), D*¥p € C([a,b],R), alors I’équation
différentielle fractionnaire :

D = 0.
Admet une solution unique :
p(t) = Cr(d(t) — (@)™ + Co(P(t) = (@) + ... Coma (P(t) = ¥(a))* ™.

on O eER, I=1...,n—1.

et

ISV D o(t) = p(t) + Cr(w(t) — 1(a)* ™" + Calt(t) — 1(a))*

+ .o+ Coa(W(t) — Y(a))* .
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2.9. LEMMES FONDAMENTAUX

ou CreR, I=1,2...n—1.
De plus :

DFVIT¥o(t) = ¢(t).
Lemme 2.5. Soit a > 0, € C([a,b]) et € C*([a,b]), alors :
I3 O([a, b]) — C([a,b]).

Est une application linéaire tel que :

I3 (a) = Jim Ig¥p(t) = 0.
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CHAPITRE 3

PROBLEME AUX LIMITES POUR L'EQUATION
DIFFERENTIELLE NON LINEAIRE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE

3.1 Introduction

L’équation de 1-Caputo sont un type particulier d’équations différentielles fractionnaire qui
généralisent les dérivées de Caputo traditionnelles.
Dans ce chapitre, nous étudions les criteres d’existence et d’unicité par des solutions des
problemes aux limites pour ’équations différentielles non linéaire avec la dérivée de

-Caputo. On considére alors le probleme suivant :

vla)=p (a) =0, t € [a,b].
Ou DY est la dérivée fractionnaire de ¢-Caputo d’ordre o €]1,2[, 1 <a < b,
f:J =la,bl x R — R est une fonction continue donnée et 1) est une fonction continue

croissante tel que : 9 : [a,b] — R de plus ¢'(t) # 0, ¥t € [a,b], on note par C(J,R) I'espace
de Banach de toutes les fonctions continues de [a,b] dans R muni de la norme usuelle définie
par :

lell = sup{e(t), t € J}.
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

3.2 Existence et unicité de la solution

Définition 3.1. Une fonction p € AC?*([a,b],R) est dite une solution du probléeme (3.1) si ¢
satisfait [’equation

(D*¥p(t) + AD* ) p(t) = f(t, (1))

Avec les conditions

Dans le lemme suivant on donne la solution intégrale du probleme linéaire (3.1).

Lemme 3.1. Soit f € C(J,R), et p € C*(J,R). Alors la solution unique du probléme linéaire

(DY + AD* 5 o(t) = f(t) (3.2)

Est donné par

o(t) = (a — 1)e MW /t @/Jl(T>€_>\¢(T)]3_1;wf(T)dT. (3.3)

Démonstration. On a :
DYVp(t) + ADy W o(t) = f(t). (3.4)

En appliquant l'intégrale fractionnaire de 1-Caputo d’ordre o aux deux cotés de 1'équation
(3.4) on obtient

1% DI p(t) + ALV Do) = 1%V £(0).

Alors

I Dg¥(t) + M I~ DO Wo(t) = IV [ ().

En appliquant le lemme (2.4), on trouve.

(1) = bu(¥(t) — (@)™ = ba(9 (1) — (@)™ + Ao ((t) — du(v(t) — ¥(a)*7%) = IV f(2).
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Ce que donne :

p(t) = br((t) + (@)™ + ba(¥(t) + (a))*~?

A

—fallwmd—awwy;w@“%wwmf+mWﬂw

La condition ¢(a) = 0 implique by =0 .

D’autre part

@ (1) + X (D)p(t) = (br(a = 1) + Ad)y () ((8)) — (@) + (@ = D' (I f(1).

La condition ¢'(a) = 0 implique by(a — 1) + Ady = 0.

Soit
o(t) = e Ou(t), alors ¢ (t) = = ' (£)e Y Ou(t) + e O (t).
Alors
e MO (1) = (a = DY) (1)
Donc

’

w () = (o =Dy (eI f (1), (3:5)
Par intégration de I’équation (3.2) on obtient
t ’
u(t) = u(a) + (o — 1)/ Y (7)Y (1) dr
La condition ¢(a) = 0 implique u(a) = 0, d’ou
t
P(0) = (0= D0 [ (MO (i

La réciproque en découle par des calculs directs.

3.2.1 Premier Résultat

Dans le premier résultat, on utilise le principe de contraction de Banach pour établir 'exis-

tence et I'unicité des solutions du probleme (3.1).
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Théoreme 3.1. Supposons que :
f:la,b] x R — R est continue satisfaisant la condition Lipschitz :

(Hy) : Il existe une constante k > 0, tel que :

[f(t ) = f(E, )] < Kle(t) — x(8)].

Pour tout t € [a,b], ¢, x € C([a,b],R).

Alors le probleme (3.1)a une solution unique sur [a,bl, si

Cfe_Ad)(a)

M= A'(a—1)

(1(t) - @D(a)>a1<e>‘¢(t)_eA¢(“)> <1

Preuve. On transforme le probleme (3.1) en un probleme de point fixe, on définit I'opérateur
P:C(J,R) — C(J,R).

Par
t
Py(t) = (a = 1)e 0 / O (M DIETY (7, 0(7))dr
Pour établir 'existence et I'unicité de la solution, on utilise le théoréeme du point fixe de Banach.

Pour cela, nous montrons que P est une contraction.

Soit ¢, x € C([a,b],R), t € [a,b], on a :

Pelt) = Px(0)] < (a=1)e ™ | OO 1 (| o) — Flrn))

Cre— ()
< SEa @O — v@) T (M0 = ) g -

< M¢ — x|

Ce qui nous donne ||Py — Px|| < M||¢ — x||, comme M < 1, I'opérateur P est un contraction.
Par conséquent P a un point fixe unique dans C([a, b], R). De maniere équivalente, on ne déduit

que le probleme (3.1) a une solution unique sur [a,b].
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

3.2.2 Deuxiéme Résultat

Nous montrons un résultat d’existence par le probleme (3.1) en utilisant le théoreme du

point fixe de Scheafer pour démontrer que I'opérateur :
P C([CL, b],R) — C([aa b]7R)

A au moins un point fixe dans 'espace C([a, b], R).

Théoreme 3.2. Supposons que :
f:la,b] x R — R est continue sur |a, b].

(Hy) : 1l existe une constante Ay > 0, tel que :
|f(ta 90)| < Af7Vt € [aabL Y e C([a> b]7R)

Alors le probléme (3.1) a au moins une solution dans [a,b].

Nous division la preuve en quatre étapes :
Etape 01 :
Montrons que l'opérateur P est continu.
Soit (zp)nen une suite de fonction qui converge vers x dans l’espace C([a, b], R). Alors

Vt € [a,b], on a:

plan)(t) = plx)(8)] = \(a—l gad / ¢ ()OI f (7, (7)) dr
— (a—1)e W / ¥ ()M (7, a(r))d7|
<(a— 1)6_)‘¢(t)/ wl(T)e’\w(T)Ig‘_l?ﬂf(T, Tn (1)) — f(T,x(T))|dT

< (a—1)e M0 /t O (M)MDIET sup | f(7,w0(7)) = f(7,2(7)))|

t[a,b]

<a-neo [ WO 1 (o, (1) = £ ()|

Puisque la fonction f est continue alors : || P(z,(t)) — P(x)(t)|| — 0 quand n — +o0.
Donc l'opérateur P est continue dans C([a, b], R).
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Etape 02 :Nous allons montrer que PB,, C B,,.

Puisque f est continue alors il existe une constante Dy > 0, tel que

sup {f(t,O):tE[a,b]} < Dy.

Et choisissons

1y 2 DI ) — pla)) e — 01— )
Montrons que I'image d’un ensemble borné par T est un ensemble borné.
Soit 7y >0 :

B,, = { € Clla. b R): llpl <7y .

Pour tout ¢ € B,.,, on a :

T’f?

Pt < o - e [ 4O (e, () — £ 0) |+ 0))dr

< (ol + PO V@ iy
- A (a0 — 1)
< Df(¢< ))\F(OE _))a) < Ap(b) _ 6)@(@) + TfM

S?"f.

On remarque que

|f(E )] =f(t, (1) — f(£,0) + f(£,0)]
<If(t o(t) = f(t,0)]+|f(t,0)]
< klp(t)| + Dy

S k‘?’f + Df.
Par conséquent, I'image d’un borné par P est un borné dans C([a, b],R) .ie PB,, C B,,.

Etape 03 :
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

On montre que P est équi-continu dans C([a, b],R). Soit ¢ € B, et t1,ts € [a,b],t; <ty on a:

Py(t:) — Pp(ta)| < (a —1)e 1) /tz Y ()OI f (7, (7)) dr

t1
=D [y O (o)

= —fffa—xf(tf; ()(t) = (@) () — X))

Ay (e7MWlt) — e=w(m)

+ =T (¢(b) _ ¢(a))a—1 (ew(m _ ew(@)
< T2 0) = v@)" (0lta) = (1)

T )~ B(@) ! (1= AVO) (o(ty) — ()
= 2 00— pl@) ! (2= A (4t) = ()

Avec T = supte[a’b]|¢/(t)|, quand |ty — t1| —> 0, alors |Pp(ts) — Pp(ty)] — 0.

Par conséquent, P(B,) est équi-continue, d’apres le théoreme de Arzela-Ascoli, on déduit que
P est compléetement continue.

Etape 04 :

Soit A= {p € C([a,b],R), ¢ =puPp, 0<p<1}.

On va montrer que I’ensemble A est borné.

Soit ¢ € A et t € [a,b], on a

lp(t)] =[uPe(t)| = p|Pe(t)].

= (@ = )0 [ O, gty

¢
< (a— 1)6_’\1”(7)/ zb/(T)e’\w(T)Ig‘_l;wAde

Afe_)"%b(a) a—1 u
< G <¢(b) - ¢(a)> <€A¢(b) — M )>
< 0.

D’ou ||¢|| < co. Ce qui montre que ’ensemble A est borné.

Comme conséquence du théoréeme de point fixe de Scheafer, le probleme (3.1) a au moins une
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3.3. EXEMPLES

solution définie sur [a, b].

3.3 Exemples

Exemple 3.1. Dans cette section, nous présentons un exemple pour illustrer ['utilisé des
résultats théoriques précédentes :

Considérons le probléme auz limites suivant :

1
(DI 4 2D37T) o(t) = 3 arctan o(t),t € la,b],

pla) =¢'(a) = 0.
1
Soit Y(t) =logt, a=17 A =2, a=1,b=ce, et f(t,p(t)) = 3 arctan o(t).

Avec
larctany 1
m —-—-— = —,
—0 3 2 3

et

M = 0.82034 < 1.

Puisque toutes les hypotheses du théoreme (3.1) sont satisfaites, alors le probleme (3.6)

admet une solution unique dans C([1, ¢, R).

Exemple 3.2. Considérons le probleme aux limites suivant :

{(Dag”ﬁ + %DW) P(t) = 2v3log(p(t) + 1), ¢ € [a, 1], (3.7)
p(a) = (a) =0.

Soit (t) =logt, a =32, M, a=1b=e, et f(t,p(t)) = 2v/3log(p(t) + 1).

N |—=

1 1
lim 2v3 @t D _, s
©—0 )

et

M =0.97901 < 1.

Puisque toutes les hypothéses du théoréme (3.1) sont satisfaites, alors le probléme (3.7) admet

une solution unique dans C([1,e], R).
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