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Résumé : 

Dans ce travail de fin d'études, une nouvelle théorie de la déformation en cisaillement à 

une seule variable est élaborée pour étudier les vibrations libres de plaques rectangulaires en 

matériaux composites à gradient fonctionnel. En utilisant les équations d'équilibre des forces, 

une relation entre les parties de flexion et de cisaillement est établie, de telle sorte que les 

champs de déplacement et l'équation principale de la théorie modifiée de la plaque à une seule 

variable ne contiennent qu'une seule inconnue. Ainsi, le nombre de variables inconnues est 

réduit, ce qui est efficace pour le calcul en mécanique des solides. L'avantage de cette théorie 

réside dans le fait qu'elle ne contient qu'une seule inconnue, tout en étant capable d'analyser des 

plaques hétérogènes telles que les plaques à gradient fonctionnel. Des résultats numériques 

concernant les vibrations libres des plaques à gradient fonctionnel sont obtenus et comparés à 

d'autres données publiées afin de garantir la précision et l'efficacité de cette modification. Ce 

travail explore également l'impact de certains paramètres sur les vibrations libres des plaques à 

gradient fonctionnel. 

 

Mots-clés : Plaques rectangulaires, Matériaux composites à gradient fonctionnel, Théorie de la 

déformation en cisaillement, Vibrations libres, Analyse numérique, Théorie modifiée 
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Abstract : 

In this work, a new theory of single variable shear deformation is developed to study the free 

vibrations of rectangular plates made of functionally graded materials. By using equilibrium 

equations of forces, a relationship between bending and shear components is established, so 

that the displacement fields and the main equation of the modified single variable plate theory 

contain only one unknown variable. As a result, the number of unknown variables is reduced, 

which is effective for solid mechanics calculations. The advantage of this theory is that it 

contains only one unknown variable while being capable of analyzing heterogeneous plates 

such as functionally graded plates. Numerical results of the free vibrations of functionally 

graded plates are obtained and compared with other published data to ensure the accuracy and 

effectiveness of this modification. This work also explores the impact of certain parameters on 

the free vibrations of functionally graded plates.  

 

Keywords: Rectangular plates, Functionally graded materials, Shear deformation theory, Free 

vibrations, Numerical analysis, Modified theory 
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 : لملخصا

مستطيلة   صفائح، تم تطوير نظرية جديدة لتشوه الانزلاق ذو المتغير الواحد لدراسة الاهتزازات الحرة لل لعملا   اي هذ ف

مصنوعة من مواد متراكبة بتدرج وظيفي. من خلال استخدام معادلات التوازن للقوى، تم تأسيس علاقة بين مكونات الانحناء 

ذات المتغير الواحد المعدلة على متغير واحد فقط.    الصفيحةوالانزلاق، بحيث تحتوي حقول التشوه والمعادلة الرئيسية لنظرية  

ونتيجة لذلك، يتم تقليل عدد المتغيرات غير المعروفة، مما يجعلها فعالة لحسابات ميكانيكا الصلب. ميزة هذه النظرية هي 

ذات   صفائحغير المتجانسة مثل ال  صفائحأنها تحتوي فقط على متغير واحد غير معروف بينما تكون قادرة على تحليل ال

 أخرى   ذات التدرج الوظيفي ومقارنتها مع بيانات  صفائح ة للالتدرج الوظيفي. تم الحصول على النتائج العددية للاهتزازات الحر 

  صفائح نشرت لضمان دقة وفعالية هذا التعديل. كما يقوم هذا العمل باستكشاف تأثير بعض المعلمات على الاهتزازات الحرة لل

 ذات التدرج الوظيفي 

 

مستطيلة، مواد متراكبة ذات تدرج وظيفي، نظرية تشوه الانزلاق، اهتزازات حرة، تحليل عددي،    صفيخة   كلمات مفتاحية: .

 نظرية معدلة
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Introduction Générale :  

Les travaux pionniers revêtent une importance considérable au début de l’application des FGM 

dans de nombreux domaines de l’ingénierie et de l’industrie. Pour surmonter l'inconvénient du 

CPT, la théorie des plaques de Reissner-Mindlin a été développée pour traiter les plaques 

modérées et épaisses. Cette théorie est également bien connue pour la théorie de la déformation 

par cisaillement de premier ordre (FSDT). Dans lequel les contraintes et déformations de 

cisaillement sont prises en compte et supposées ne pas varier dans le sens de l'épaisseur. Parce 

que les contraintes et déformations de cisaillement dans FSDT sont basées sur cette proposition, 

cette théorie nécessite un coefficient de correction, qui dépend du matériau, des conditions aux 

limites ainsi que de la géométrie des structures, et il est également extrêmement difficile 

d'obtenir une valeur exacte dans n'importe quel domaine. Cas. Croce et ses associés [5] ont 

appliqué la théorie des plaques de Reissner-Mindlin au mélange avec la méthode des éléments 

finis (FEM) pour étudier les plaques FGM. Dans leur travail, ils ont développé de nouveaux 

éléments de plaque pour examiner les plaques FGM dans un environnement thermique. Par 

ailleurs, l'influence des températures élevées sur le comportement mécanique des plaques FGM 

a été étudiée par Nguyen et ses associés [6] en utilisant FSDT. Dans ce travail, les propriétés 

des matériaux ont varié en fonction du changement de température, ce qui a conduit à un 

changement de réponse mécanique des plaques FGM. Un nouveau modèle basé sur le FSDT a 

été développé par Nguyen et ses collègues [7] pour analyser les plaques FGM. 

De plus, certains FSDT simples (S-FSDT) et ses variantes ont été développés par Shimpi et ses 

collaborateurs [8], Thai et ses associés [9] pour rechercher des plaques FGM. Nguyen et ses 

collègues [10] ont développé un FSDT simple et raffiné pour étudier les plaques composites 

avancées. Dans ce travail, en utilisant une hypothèse de contraintes de cisaillement avec une 

fonction de forme distribuée, aucun coefficient de correction n'était nécessaire et la plaque était 

exempte de contraintes de cisaillement au niveau de ses deux surfaces. Yu et ses collègues 

[11,12] ont utilisé une combinaison de FSDT et d'analyse isogéométrique (IGA) pour 

rechercher les comportements linéaires et non linéaires des plaques FGM. Tan et ses associés 

[13] ont utilisé une combinaison de méthodes FSDT et sans maillage pour analyser les plaques 

FGM. Il peut conclure que, bien que le FSDT puisse être appliqué à l’étude de plaques modérées 

et épaisses, et qu’il nécessite toujours un facteur de correction, cela constitue un énorme 

inconvénient du FSDT. Pour remédier aux inconvénients du FSDT, de nombreux cisaillements 

d'ordre supérieur 
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Les théories des plaques de déformation (HSDT) ont été développées par des scientifiques du 

monde entier. Un exemple intéressant est le HSDT qui a été développé par Reedy [14] pour 

étudier les plaques FGM modérées et épaisses. Le HSDT ne nécessite aucun facteur de 

correction et les contraintes de cisaillement, ainsi que les déformations de cisaillement, sont 

nulles au niveau des surfaces supérieure et inférieure. Après le succès de la théorie de Reddy, 

de nombreuses théories remarquables sur les plaques ont été établies par de nombreux 

scientifiques, et ces théories ont été utilisées pour étudier les plaques MGF. Certains travaux 

publiés peuvent être comptés comme suit, Javaheri et al. [15], Ferreira et ses collaborateurs [16] 

ainsi que Talha et ses collègues [17] ont proposé de nouveaux HSDT pour examiner les plaques 

épaisses de MGF. Tran et coll. [18], Thai et ses collègues [19] ont utilisé HSDT en combinaison 

avec IGA pour étudier les plaques FGM. Zenkour [20,21] a développé d'autres théories de 

déformation par cisaillement telles que la théorie de déformation par cisaillement généralisée 

(GSDT), la HSDT avec fonction trigonométrique ainsi que la théorie de l'élasticité 3D pour 

rechercher des plaques FGM épaisses. Bui et ses collègues [22] ont étudié les comportements 

mécaniques des plaques FGM avec les propriétés matérielles dépendant de la température. Do 

et ses collègues [23] ont présenté un autre travail approfondi, dans lequel les auteurs ont utilisé 

HSDT en coopération avec FEM pour étudier les plaques FGM bidirectionnelles. Mantari et ses 

collègues [24-26] ont développé des HSDT innovants pour analyser les plaques et coques FGM. 

En outre, des théories des plaques raffinées (RPT) intéressantes, composées de quatre variables 

inconnues, ont été proposées par Mechab et ses collaborateurs [27], Benachour et al. [28] pour 

examiner les plaques de MGF. Pour réduire le nombre de variables inconnues, certains RPT ont 

été proposés par Shimpi [29-31], Thai et ses collègues [32] ainsi que Mechab et ses collègues 

[33]. Dans ces théories, il n’y a que deux variables inconnues dans sa formulation de 

déplacement. Il est évident que les HSDT sont plus efficaces et précis que les CPT et FSDT et 

qu’ils ne nécessitent aucun facteur de correction de cisaillement. Sans oublier que de nombreux 

travaux ont été réalisés pour étudier la vibration des plaques FGM. Hosseini-Hashemi et ses 

collaborateurs [34] ont étudié la vibration de plaques rectangulaires en MGF, dans lesquelles 

les auteurs ont utilisé le FSDT. Dans les autres travaux réalisés par Hosseini-Hashemi [35], il a 

suggéré une nouvelle approche analytique exacte qui a été construite avec le soutien de la 

théorie des plaques de Reissner-Mindlin. Cette méthode a été utilisée pour étudier la vibration 

de plaques FGM modérées. Chakraverty et ses collègues [36] ont étudié les effets de la 

fondation Winkler sur la vibration des plaques FGM. Dans son travail, la méthode Rayleigh-

Ritz a été appliquée et les conditions aux limites des plaques étaient arbitraires. Une méthode 

Kantorovich étendue a été développée par Fallah et ses collègues [37] pour rechercher la 
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vibration libre des plaques FGM d'épaisseur modérée. Zhao et ses collègues [38] ont étudié la 

libre vibration des plaques de MGF. La procédure utilisée dans ce travail est la méthode kp-

Ritz. Yang et ses collègues [39] ont étudié les apparitions de vibrations et le comportement 

momentané de plaques de matériaux avancés. En outre, ils ont également étudié attentivement 

l'influence des environnements thermiques sur le comportement des panneaux. Une étude des 

vibrations non linéaires et du comportement dynamique des plaques FGM intégrées dans un 

environnement à haute température a été présentée par Huang et ses collègues (40). Kim [41] a 

étudié les plaques FGM avec le problème de vibration, et il a également étudié l'impact de la 

chaleur sur son comportement. Un grand nombre d'études intéressantes ont également été 

réalisées par de nombreux scientifiques tels que Thai et ses collègues [42,43], Meiche et ses 

collègues [44], Akavci [45], Matsunaga [46] ainsi que Mantari et ses associés [47]. ] au cours 

duquel de nombreux résultats et études paramétriques précieux ont été réalisés. Neves et ses 

collègues [48,49] ont utilisé différentes théories quasi-3D pour étudier les plaques MGF. Kumar 

et ses collègues [50] ont utilisé une méthode précise pour étudier les plaques FGM avec deux 

types différents de propriétés matérielles variables, à savoir les plaques FGM sigmoïdes et 

exponentielles. Dans ce travail, Kumar et ses associés ont appliqué la méthode de rigidité 

dynamique à la recherche sur les plaques FGM. Étant donné que la vibration libre de la plaque 

FGM constitue un problème important dans de nombreux domaines de l’ingénierie, des études 

supplémentaires sont encore nécessaires. Bien qu'il existe de nombreux travaux sur les plaques 

FGM, il n'existe aucun travail utilisant la théorie des plaques à variable unique pour analyser la 

plaque avec une variation continue des propriétés des matériaux telles que les plaques FGM. 

Cette mémoire vise à modifier la théorie des plaques variables uniques de Shimpi et à appliquer 

cette modification pour analyser la vibration libre des plaques FGM. Cette théorie modifiée des 

plaques à variable unique est très simple, bien organisée et précise. L'efficacité et la précision 

de la théorie des plaques proposée seront démontrées par une étude de vérification, puis 

appliquées pour étudier la vibration libre des plaques FGM. En outre, les auteurs examinent 

également les effets de certains paramètres tels que les propriétés des matériaux et la géométrie 

sur la libre vibration des plaques FGM pour montrer des détails plus précieux.
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I .1. Introduction 

Un matériau composite est la combinaison de plusieurs matériaux dans le but d'obtenir des 

propriétés supérieures à celles d'un seul matériau. Les matériaux composites sont largement 

utilisés dans des secteurs tels que l'aéronautique, l'industrie nautique, le sport et la 

construction en raison de leur légèreté et de leur résistance mécanique. 

I .2. Définition du matériau composite 

Dans un matériau composite, le module de Young global est en principe plus faible, car il faut 

aussi prendre en compte la matrice. Les fibres constituant le renfort et la matrice sont les deux 

matériaux constitutifs d'un matériau composite. 

I .3. Différents types et classification des matériaux composites 

Les matériaux composites peuvent être classés en fonction de leur architecture, de leurs 

propriétés et de leurs applications. Ils peuvent être synthétiques ou naturels, et leur 

classification dépend souvent de la nature des renforts et des matrices utilisés. 

I .4. Les éléments constituants les matériaux composites 

I .4 .1 Les matrices : Les matrices sont les matériaux qui entourent et maintiennent les 

renforts en place. Elles peuvent être polymériques, métalliques ou céramiques, et leur 

choix dépend des propriétés souhaitées pour le matériau composite. 

I .4 .2 Les renforts : Les renforts sont les matériaux qui confèrent au composite ses 

propriétés mécaniques. Ils peuvent être sous forme de fibres, de particules ou de lamelles, 

et leur orientation et leur nature influent sur les propriétés du matériau composite  

I .4 .3 Architecture des renforts : L'architecture des renforts, telle que leur orientation et 

leur disposition, est cruciale pour déterminer les propriétés du matériau composite. 

I .5 Architecture des matériaux composites 

I .5 .1 Les stratifiés : Les stratifiés sont des matériaux composites constitués de couches 

superposées de renforts et de matrices. Leur agencement peut être unidirectionnel, 

bidirectionnel ou multidirectionnel, ce qui influe sur leurs propriétés mécaniques. 
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I .5 .2 Les types des stratifiés : Les types de stratifiés incluent les stratifiés 

unidirectionnels, bidirectionnels, tissés, tricotés, et les stratifiés multicouches, chacun 

ayant des propriétés spécifiques. 

I .6 Domaine d’application 

Les matériaux composites sont largement utilisés dans des applications nécessitant à la fois 

légèreté et résistance mécanique, telles que l'aéronautique, l'industrie nautique, le sport et la 

construction. 

I .7 Les Composites Sandwiches 

I .7 .1 Qu’est-ce qu’un matériau sandwich ? Un matériau sandwich est une structure 

composite constituée de deux peaux (ou semelles) séparées par un noyau (ou âme). Cette 

structure offre une combinaison optimale de légèreté et de résistance mécanique. 

I .7 .2 Contexte industriel : Les composites sandwiches sont largement utilisés dans 

l'industrie pour des applications nécessitant une grande rigidité et une faible masse, telles 

que les panneaux de construction, les composants aéronautiques et les équipements 

sportifs. 

I .8 Les Composants des Composites Sandwiches 

I .8.1 Les peaux (ou semelles) : Les peaux, ou semelles, sont les couches externes d'un 

matériau sandwich. Elles sont généralement constituées de matériaux composites offrant 

une bonne résistance à la traction et à la compression. 

I .8.2 L’Âme : L'âme, ou noyau, est la couche intermédiaire d'un matériau sandwich. Elle 

peut être réalisée en différents matériaux, tels que des mousses ou des âmes en nid 

d'abeilles, 

I .8.3 Les mousses : Les mousses sont souvent utilisées comme âme dans les composites 

sandwiches en raison de leur légèreté et de leur capacité à absorber l'énergie. 

I .8.4 L’âme en nid d’abeilles : Les âmes en nid d'abeilles sont des structures alvéolaires 

légères utilisées comme noyau dans les composites sandwiches. Elles offrent une 

excellente résistance à la compression tout en étant très légères. 
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I .9 L’adhésif de surface (ou interface) 

L'adhésif de surface est utilisé pour assurer une liaison solide entre les différentes couches 

d'un composite sandwich, garantissant ainsi la transmission optimale des charges entre les 

peaux et l'âme. 

I .10 Procédés de fabrication 

Les matériaux composites peuvent être fabriqués selon différents procédés, tels que les 

technologies par voie humide (imprégnation directe), les technologies par voie sèche 

(imprégnation indirecte), l'assemblage par collage et le moussage « in situ ». 

I .10 .1 Technologies par voie humide (imprégnation directe) : Dans ce procédé, la 

matrice liquide est directement appliquée sur les renforts, permettant ainsi une bonne 

imprégnation des fibres. 

I .10 .2 Technologies par voie sèche (imprégnation indirecte) : Ce procédé consiste à 

imprégner les renforts avec la matrice après leur agencement, offrant ainsi un meilleur 

contrôle du rapport renfort/matrice. 

I .9 .3 Assemblage par collage : L'assemblage par collage permet de joindre différentes 

pièces de matériaux composites, garantissant une liaison solide et légère. 

I .10 .4. Moussage « in situ » : Le moussage « in situ » consiste à injecter un agent 

moussant dans un composite pour créer des structures alvéolaires internes, offrant ainsi 

une plus grande légèreté tout en conservant une bonne résistance. 

I .11. Intérêt des structures sandwichs 

Les structures sandwichs offrent un excellent compromis entre légèreté et rigidité, les rendant 

idéales pour de nombreuses applications dans des secteurs tels que l'aéronautique, l'industrie 

nautique et la construction. 

I .12 Conclusion 

En conclusion, les matériaux composites et les composites sandwiches sont des éléments 

essentiels dans de nombreux domaines industriels en raison de leurs propriétés 

exceptionnelles, offrant à la fois légèreté, résistance et adaptabilité à différentes applications.
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II .1 Introduction : 

Dans ce chapitre, nous explorerons les matériaux FGM, également connus sous le nom de 

matériaux à gradient de composition fonctionnelle. Les FGM sont des matériaux innovants qui 

présentent des variations continues de composition chimique et de propriétés à travers leur 

structure, offrant ainsi des performances améliorées dans de nombreuses applications. Dans 

cette section introductive, nous fournirons un aperçu général des FGM et de leur importance 

dans le domaine des matériaux. 

II .2 Définition des matériaux FGM : Les matériaux FGM, également connus sous le nom de 

matériaux à gradient de composition fonctionnelle, sont des matériaux innovants qui présentent 

des variations continues de composition chimique à travers leur structure. Contrairement aux 

matériaux traditionnels qui ont une composition chimique homogène, les FGM sont conçus 

pour avoir une distribution graduelle d'éléments chimiques, ce qui crée des transitions 

progressives entre différentes phases ou matériaux. 

La particularité des FGM réside dans le fait que leurs propriétés physiques, chimiques et 

mécaniques varient de manière contrôlée le long du gradient de composition. Par conséquent, 

les FGM peuvent combiner les avantages de différents matériaux, tels que la résistance des 

céramiques, la ductilité des métaux et la légèreté des polymères, en les intégrant de manière 

sélective dans différentes régions du matériau. 

Les FGM sont souvent utilisés pour améliorer les performances des matériaux dans diverses 

applications. Par exemple, en modulant la composition chimique, on peut obtenir des gradients 

de dureté, de conductivité thermique, de résistance à la corrosion, de capacité diélectrique, etc. 

Ces variations graduées permettent d'adapter les matériaux FGM aux contraintes spécifiques 

des applications, offrant ainsi des solutions plus efficaces et durables. 

La conception et la fabrication des matériaux FGM peuvent être réalisées en utilisant différentes 

techniques, telles que le frittage, le dépôt chimique en phase vapeur (CVD), le co-pressage et 

la fusion sélective au laser. Chaque méthode présente des avantages et des limitations 

spécifiques, et le choix de la technique dépendra des exigences du matériau FGM et de 

l'application visée. 

En résumé, les matériaux FGM sont des matériaux à gradient de composition fonctionnelle qui 

offrent des propriétés et des performances améliorées en raison de leurs variations continues de 

composition chimique. Leur utilisation s'étend à de nombreux domaines, de l'aérospatiale à la 
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biomédecine, en passant par l'industrie automobile, et ils représentent une voie prometteuse 

pour le développement de nouveaux matériaux avec des caractéristiques sur mesure. 

II .3 Avantages et caractéristiques des FGM : Les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle (FGM) présentent plusieurs avantages et caractéristiques qui en font des choix 

attrayants pour de nombreuses applications. Voici quelques-uns des principaux avantages et 

caractéristiques des FGM : 

• Propriétés adaptatives : Les FGM permettent de combiner les avantages de différents 

matériaux en créant des transitions progressives entre différentes phases ou matériaux. 

Cela permet d'adapter les propriétés du matériau à différentes conditions 

environnementales ou de charge. Par exemple, on peut obtenir des gradients de dureté, 

de conductivité thermique, de résistance à la corrosion, etc., en modulant la composition 

chimique le long du gradient de composition. 

• Performance améliorée : Les variations continuent de composition chimique dans les 

FGM permettent d'améliorer les performances du matériau par rapport aux matériaux 

homogènes traditionnels. Par exemple, un matériau FGM peut présenter une résistance 

accrue à la rupture, une ténacité améliorée, une résistance à l'usure supérieure, une 

conductivité thermique optimisée, etc. 

• Réduction des contraintes de transition : Les FGM permettent de réduire les 

contraintes entre différentes phases ou matériaux en créant des transitions graduelles. 

Dans les matériaux homogènes, les transitions brusques de propriétés peuvent entraîner 

des contraintes locales et des points de faiblesse. Les FGM permettent de minimiser ces 

contraintes en assurant une transition graduelle et en douceur entre les différentes 

régions du matériau. 

• Capacité de conception sur mesure : Les FGM offrent une grande flexibilité en termes 

de conception des propriétés du matériau. En modulant la composition chimique le long 

du gradient, il est possible de concevoir des matériaux avec des propriétés spécifiques 

adaptées à des exigences particulières. Cela permet d'optimiser les performances du 

matériau pour des applications spécifiques et de répondre à des contraintes multiples. 

• Large gamme d'applications : Les FGM trouvent des applications dans de nombreux 

domaines, tels que l'aérospatiale, la biomédecine, l'industrie automobile, l'énergie, etc. 

Leurs propriétés adaptatives et améliorées en font des choix attrayants pour les 

applications nécessitant des matériaux résistants, légers, conducteurs, capables de 

résister à des températures élevées, etc. 
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• Réduction des joints de liaison : Les FGM permettent de réduire ou d'éliminer le 

besoin de joints de liaison entre différents matériaux, ce qui peut entraîner des points de 

faiblesse. En créant une transition graduelle de composition, les FGM permettent une 

intégration plus homogène et sans joints, améliorant ainsi la résistance et la durabilité 

du matériau. 

En somme, les matériaux FGM offrent des avantages significatifs en termes de propriétés 

adaptatives, de performances améliorées, de flexibilité de conception et de réduction des 

contraintes de transition. Ces caractéristiques en font des matériaux prometteurs pour de 

nombreuses applications où des performances supérieures et une adaptation aux contraintes 

spécifiques sont nécessaires. 

II .4 Principe de conception des FGM : Le principe de conception des matériaux à gradient 

de composition fonctionnelle (FGM) repose sur la création de variations continues de 

composition chimique à travers la structure du matériau. Ces variations graduelles permettent 

d'obtenir des propriétés spécifiques et adaptatives en fonction des besoins de l'application. 

Voici les principaux aspects du principe de conception des FGM : 

• Gradient de composition contrôlé : Le principe de base des FGM est de créer un 

gradient de composition chimique contrôlé à travers le matériau. Cela signifie que la 

composition chimique varie de manière continue, généralement de manière linéaire ou 

exponentielle, d'une extrémité du matériau à l'autre. La variation de composition peut 

être réalisée en modulant la concentration des éléments chimiques constitutifs du 

matériau ou en introduisant différents matériaux aux interfaces. 

• Transition progressive des propriétés : En créant un gradient de composition, les 

FGM permettent d'obtenir une transition progressive des propriétés du matériau. Par 

exemple, les propriétés mécaniques telles que la dureté, la résistance à la rupture, la 

ténacité, etc., peuvent être ajustées le long du gradient en modulant la composition 

chimique. De même, les propriétés thermiques, électriques, magnétiques ou optiques 

peuvent également être adaptées en fonction des besoins. 

• Sélection des matériaux constitutifs : Les FGM peuvent être composés de différents 

matériaux constitutifs, tels que les céramiques, les métaux, les polymères, etc. La 

sélection des matériaux constitutifs dépend de l'application spécifique et des propriétés 

souhaitées. En intégrant judicieusement différents matériaux, il est possible d'exploiter 
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les avantages de chaque matériau et d'obtenir des propriétés combinées dans le matériau 

FGM. 

• Méthodes de fabrication adaptées : La conception des FGM nécessite des méthodes 

de fabrication adaptées qui permettent de réaliser la variation de composition souhaitée. 

Les techniques couramment utilisées incluent le frittage, le dépôt chimique en phase 

vapeur (CVD), le co-pressage et la fusion sélective au laser. Chaque méthode présente 

des avantages et des limitations spécifiques, et la sélection de la méthode dépendra des 

exigences du matériau FGM et de la complexité de la conception. 

• Modélisation et simulation : La conception précise des FGM peut être facilitée par 

l'utilisation de techniques de modélisation et de simulation. Ces outils permettent de 

prédire les variations de propriétés en fonction des gradients de composition, d'optimiser 

la conception et de guider le processus de fabrication. La modélisation et la simulation 

aident également à comprendre les relations entre la composition, la structure et les 

propriétés du matériau FGM. 

En générale, le principe de conception des matériaux FGM repose sur la création de gradients 

contrôlés de composition chimique à travers le matériau, ce qui permet d'obtenir des transitions 

progressives des propriétés du matériau. La sélection des matériaux constitutifs, les méthodes 

de fabrication adaptées et l'utilisation de techniques de modélisation sont tous des éléments clés 

pour concevoir efficacement des matériaux FGM avec des propriétés adaptatives et améliorées. 

II .5 Méthodes de fabrication des FGM : Il existe plusieurs méthodes de fabrication pour les 

matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM). Ces méthodes permettent de créer 

des variations continues de composition chimique à travers la structure du matériau. Voici 

quelques-unes des techniques couramment utilisées pour fabriquer des FGM : 

• Frittage : Le frittage est une méthode de fabrication largement utilisée pour les 

céramiques et les poudres métalliques. Dans le cas des FGM, différentes poudres avec 

des compositions chimiques différentes sont mélangées ou stratifiées en couches 

successives. Le matériau est ensuite soumis à une température élevée pour provoquer la 

liaison entre les particules et former une structure solide. Le contrôle de la température 

permet de créer des variations de composition à travers le matériau. 

Dépôt chimique en phase vapeur (CVD) : Le CVD est une technique de dépôt de 

couches minces utilisée pour produire des revêtements et des films. Dans le cas des 

FGM, le CVD permet de déposer différents précurseurs chimiques sur un substrat en 
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contrôlant les paramètres de dépôt tels que la température, la pression et le débit des gaz 

réactifs. En modulant les conditions de dépôt, il est possible de créer des variations de 

composition chimique sur le substrat, formant ainsi un matériau FGM. 

• Co-pressage : Le co-pressage, également connu sous le nom de co-frittage, est une 

méthode utilisée pour créer des FGM à partir de poudres de différents matériaux. Les 

poudres de composition différente sont mélangées et compactées en une seule pièce, 

puis frittées ensemble pour former un matériau solide. La différence de composition 

entre les différentes zones de la pièce est obtenue par le mélange contrôlé des poudres 

avant le compactage. 

• Fusion sélective au laser : La fusion sélective au laser, également appelée fabrication 

additive par laser, est une méthode de fabrication qui utilise un faisceau laser pour 

fondre sélectivement des poudres métalliques ou des fils, couche par couche, afin de 

construire un objet tridimensionnel. Dans le cas des FGM, différents matériaux ou 

alliages peuvent être utilisés et déposés sur des régions spécifiques à l'aide du laser, 

permettant ainsi de créer des variations de composition et de propriétés le long du 

gradient. 

• Méthodes de stratification : Les FGM peuvent également être fabriqués en utilisant 

des méthodes de stratification, telles que le laminage ou l'empilement de couches 

minces. Différents matériaux ou composites sont disposés en couches successives, où 

chaque couche a une composition chimique différente. En empilant les couches de 

manière contrôlée, il est possible de créer un matériau FGM avec des variations de 

composition et de propriétés. 

Il convient de noter que chaque méthode de fabrication présente des avantages et des limitations 

spécifiques, et le choix de la technique dépendra des matériaux, de la complexité de la 

conception et des exigences de l'application visée. 

II .6 Propriétés et applications des matériaux FGM 

6.1 Propriétés mécaniques des FGM : Les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle (FGM) peuvent présenter une large gamme de propriétés mécaniques, qui 

peuvent être adaptées en fonction des besoins spécifiques de l'application. Voici 

quelques-unes des propriétés mécaniques couramment observées dans les FGM : 



CHAPITRE II :Les Matériaux FGM 

14 

• Résistance à la rupture : Les FGM peuvent être conçus pour présenter une 

résistance à la rupture élevée. En utilisant des matériaux avec des propriétés 

mécaniques différentes, il est possible de créer un gradient de composition qui 

augmente progressivement la résistance à la rupture à travers le matériau. Cela 

peut être particulièrement utile dans les applications nécessitant une résistance 

structurelle élevée. 

• Ténacité : La ténacité est une mesure de la résistance d'un matériau à la 

propagation des fissures. Les FGM peuvent être conçus pour présenter une 

ténacité améliorée en créant une transition graduelle entre des matériaux ductiles 

et fragiles. Cette transition progressive peut aider à retarder la propagation des 

fissures et à améliorer la capacité du matériau à absorber l'énergie avant la rupture. 

• Dureté : Les FGM peuvent présenter des gradients de dureté, ce qui signifie que 

la dureté du matériau varie à travers sa structure. En utilisant des matériaux de 

dureté différente, il est possible de créer des zones de dureté élevée à proximité 

des surfaces exposées à l'usure ou à l'abrasion, tout en maintenant une dureté plus 

faible dans les zones nécessitant une résistance à la déformation. 

• Résistance à l'usure : Les FGM peuvent être conçus pour présenter une 

résistance accrue à l'usure. En modulant la composition chimique le long du 

gradient, il est possible de créer des matériaux avec des propriétés tribologiques 

optimisées, telles qu'une dureté élevée, une résistance à l'abrasion et une faible 

friction. Cela peut être bénéfique dans les applications où une résistance à l'usure 

élevée est nécessaire, comme dans les pièces mécaniques en contact. 

• Résistance à la fatigue : La résistance à la fatigue des FGM peut être améliorée 

en créant une transition graduelle de composition chimique. Les gradients de 

composition permettent de réduire les concentrations de contraintes locales et de 

minimiser les points de départ des fissures, ce qui peut augmenter la durée de vie 

en fatigue du matériau. Cela peut être important dans les applications soumises à 

des cycles de charge répétitifs. 

Il est important de noter que les propriétés mécaniques des FGM sont fortement 

influencées par les choix de matériaux constitutifs, de gradient de composition, de 

méthode de fabrication et de conditions de traitement thermique. Une conception et une 

fabrication appropriées sont nécessaires pour obtenir les propriétés mécaniques 

souhaitées dans les FGM. 
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6.1.1 Résistance à la rupture : La résistance à la rupture est une propriété 

mécanique importante qui mesure la capacité d'un matériau à résister à une charge 

ou à une contrainte appliquée avant de se rompre. Elle est généralement exprimée 

en termes de contrainte de rupture ou de tension de rupture, qui représente la force 

maximale que le matériau peut supporter par unité de surface avant de se rompre. 

Dans le cas des matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM), la 

résistance à la rupture peut être adaptée en modulant la composition chimique le 

long du gradient. En utilisant des matériaux avec des propriétés mécaniques 

différentes, il est possible de créer une transition graduelle de résistance à la 

rupture au sein du matériau. 

Les FGM peuvent être conçus pour présenter une résistance à la rupture élevée 

dans certaines zones spécifiques où une résistance structurelle est cruciale, tout en 

maintenant une résistance plus faible dans d'autres zones où une certaine ductilité 

ou déformation est requise. Cette variation de composition peut être réalisée en 

utilisant différents matériaux constitutifs ou en ajustant les concentrations des 

éléments chimiques. 

Il convient de noter que la résistance à la rupture des FGM est influencée par 

d'autres facteurs tels que la microstructure, la taille des grains, la présence de 

défauts ou de fissures, ainsi que les conditions de traitement thermique et de 

fabrication. Une conception et une fabrication appropriées sont nécessaires pour 

optimiser la résistance à la rupture des FGM en fonction des exigences spécifiques 

de l'application. 

6.1.2 Ténacité et résistance à la fracture : La ténacité et la résistance à la fracture 

sont deux propriétés mécaniques étroitement liées, mais elles mesurent des aspects 

différents de la capacité d'un matériau à résister à la propagation des fissures et à 

la rupture. 

La ténacité est une mesure de la capacité d'un matériau à absorber l'énergie avant 

la rupture. Elle est généralement évaluée à l'aide du test de ténacité en mode mixte 

(charpy, Izod, etc.) ou du test de ténacité à la rupture (essai de traction avec 

entaille). Ces tests impliquent la création d'une fissure ou d'une entaille dans 

l'échantillon, puis l'application d'une contrainte pour mesurer la quantité d'énergie 
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absorbée avant que la fissure ne se propage complètement et que l'échantillon ne 

se rompe. 

La ténacité est influencée par divers facteurs, notamment la résistance intrinsèque 

du matériau à la propagation des fissures, la ténacité de la zone plastique (capacité 

du matériau à se déformer plastiquement), la taille et la forme de la fissure, ainsi 

que la température et la vitesse de chargement. Les matériaux ténaces ont la 

capacité de déformer plastiquement et de dissiper l'énergie au niveau de la pointe 

de la fissure, retardant ainsi sa propagation. 

La résistance à la fracture est une mesure de la résistance d'un matériau à la 

propagation des fissures. Elle est souvent évaluée à l'aide de tests de rupture tels 

que l'essai de traction ou l'essai de flexion. Ces tests mesurent la contrainte 

maximale qu'un matériau peut supporter avant de se rompre. 

La résistance à la fracture dépend principalement de la résistance intrinsèque du 

matériau à la propagation des fissures. Les matériaux fragiles ont une faible 

résistance à la fracture, car les fissures se propagent rapidement à travers le 

matériau sans une déformation significative. Les matériaux ductiles, en revanche, 

ont une résistance à la fracture plus élevée, car ils peuvent se déformer 

plastiquement avant que la fissure ne se propage complètement. 

Il est important de noter que la ténacité et la résistance à la fracture peuvent être 

améliorées dans les matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM) en 

créant une transition graduelle entre des matériaux ductiles et fragiles. Cette 

transition permet de retarder la propagation des fissures et d'augmenter la 

résistance globale à la rupture du matériau. 

6.1.3 Résistance à l'usure : La résistance à l'usure est une propriété mécanique 

qui mesure la capacité d'un matériau à résister à l'abrasion, à la friction et à l'usure 

résultant de frottements répétés ou de l'interaction avec d'autres surfaces. Cette 

propriété est particulièrement importante dans de nombreuses applications, telles 

que les pièces mécaniques en contact, les outils de coupe, les revêtements de 

surface, etc. 

Les matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM) peuvent être conçus 

pour présenter une résistance accrue à l'usure. La modulation de la composition 
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chimique le long du gradient permet de créer des matériaux avec des propriétés 

tribologiques optimisées, telles qu'une dureté élevée, une résistance à l'abrasion et 

une faible friction. 

Par exemple, dans un FGM, il est possible d'avoir une zone externe avec une 

composition chimique et une microstructure qui confèrent une dureté élevée et 

une résistance à l'abrasion, tandis qu'une zone interne peut être plus ductile pour 

absorber les contraintes et éviter les fissures. Cette combinaison de propriétés 

permet d'obtenir une résistance à l'usure améliorée. 

Différentes techniques de fabrication, telles que la pulvérisation thermique, la 

métallurgie des poudres, le dépôt chimique en phase vapeur (CVD) ou le dépôt 

physique en phase vapeur (PVD), peuvent être utilisées pour fabriquer des FGM 

avec des propriétés tribologiques optimisées. 

Il est important de noter que la résistance à l'usure des FGM peut également être 

influencée par d'autres facteurs tels que la rugosité de surface, la lubrification, les 

conditions de fonctionnement et le type de sollicitation mécanique. Une 

conception et une sélection appropriées des matériaux et des gradients de 

composition sont nécessaires pour améliorer la résistance à l'usure des FGM en 

fonction des exigences spécifiques de l'application. 

6.2 Propriétés thermiques des FGM : Les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle (FGM) peuvent présenter des propriétés thermiques variées en fonction de 

la modulation de la composition chimique le long du gradient. Voici quelques-unes des 

propriétés thermiques couramment observées dans les FGM : 

6.2.1 Conductivité thermique : La conductivité thermique est une propriété qui 

mesure la capacité d'un matériau à conduire la chaleur. Elle représente la quantité 

de chaleur qui se propage à travers un matériau par unité de temps, de surface et 

de gradient de température. 

Les matériaux ayant une conductivité thermique élevée sont de bons conducteurs 

de chaleur, ce qui signifie qu'ils permettent à la chaleur de se déplacer rapidement 

à travers eux. Les métaux tels que le cuivre et l'aluminium sont connus pour avoir 

une conductivité thermique élevée, ce qui les rend utiles dans les applications 
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nécessitant une dissipation rapide de la chaleur, comme les radiateurs, les 

dissipateurs thermiques, etc. 

D'autres matériaux, tels que les isolants thermiques, ont une conductivité 

thermique faible. Ces matériaux sont utilisés pour minimiser les transferts de 

chaleur, fournir une isolation thermique et réduire les pertes de chaleur, comme 

dans les matériaux d'isolation dans les bâtiments. 

Il est important de noter que la conductivité thermique peut varier en fonction de 

la température, de la pression et de la microstructure du matériau. Par exemple, 

dans certains matériaux, la conductivité thermique peut diminuer à mesure que la 

température augmente en raison de l'augmentation des vibrations atomiques qui 

entravent le transfert d'énergie thermique. 

Dans le cas des matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM), la 

conductivité thermique peut être modulée en modifiant la composition chimique 

le long du gradient. En utilisant différents matériaux constitutifs ou en ajustant les 

concentrations des éléments chimiques, il est possible de créer un gradient de 

conductivité thermique dans le matériau, offrant ainsi des propriétés thermiques 

spécifiques dans différentes régions du matériau. 

La conductivité thermique des FGM peut être utilisée pour optimiser la dissipation 

de chaleur dans les applications nécessitant un contrôle thermique précis ou pour 

minimiser les gradients de température à travers un matériau, réduisant ainsi les 

contraintes thermiques. 

6.2.2 Coefficient de dilatation thermique : Le coefficient de dilatation 

thermique, également connu sous le nom de coefficient de dilatation thermique 

linéaire, est une mesure de la variation dimensionnelle d'un matériau en réponse à 

une variation de température. Il indique la sensibilité d'un matériau aux 

changements de température et comment il se dilate ou se contracte lorsqu'il est 

chauffé ou refroidi. 

Lorsque les températures augmentent, les atomes et les molécules d'un matériau 

vibrent plus vigoureusement, ce qui entraîne une augmentation de l'écart moyen 

entre eux et une expansion du matériau. De même, lorsque les températures 

diminuent, les vibrations atomiques diminuent et le matériau se contracte. 
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Le coefficient de dilatation thermique est généralement exprimé en unités de 

mesure par degré Celsius (ou par kelvin). Il représente le changement de longueur 

(ou de volume) d'un matériau par unité de longueur (ou de volume) initial par 

degré Celsius (ou par kelvin) de variation de température. Il est souvent noté sous 

le symbole α (alpha). 

Le coefficient de dilatation thermique est une propriété importante à prendre en 

compte dans de nombreuses applications, notamment lorsqu'il y a des assemblages 

de différents matériaux. Si les coefficients de dilatation thermique des matériaux 

constitutifs sont significativement différents, des contraintes thermiques peuvent 

se développer lors des variations de température, ce qui peut entraîner des 

déformations, des défaillances ou des ruptures. 

Il est à noter que le coefficient de dilatation thermique peut varier en fonction de 

la direction dans certains matériaux anisotropes. Dans ces cas, il est courant de 

spécifier les coefficients de dilatation thermique linéaires dans différentes 

directions principales. 

Les matériaux à gradient de composition fonctionnelle (FGM) peuvent être conçus 

pour présenter un coefficient de dilatation thermique graduel en modulant la 

composition chimique le long du gradient. Cela peut aider à réduire les contraintes 

thermiques et les problèmes de déformation associés aux différences de dilatation 

thermique entre les matériaux constitutifs, ce qui peut être bénéfique dans 

certaines applications spécifiques. 

6.2.3 Résistance aux températures élevées : La résistance aux températures 

élevées, également appelée résistance thermique, est une propriété importante des 

matériaux qui mesure leur capacité à maintenir leurs propriétés mécaniques, 

structurelles et chimiques lorsqu'ils sont exposés à des températures élevées. 

Certains matériaux sont naturellement plus résistants aux températures élevées 

que d'autres. Les métaux tels que le tungstène, le molybdène et l'inconel sont 

connus pour leur excellente résistance aux hautes températures en raison de leur 

point de fusion élevé et de leur stabilité structurale. Ces métaux sont souvent 

utilisés dans des applications à haute température, comme les turbines d'avion, les 

réacteurs chimiques et les dispositifs de chauffage. 
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Les céramiques sont également réputées pour leur résistance thermique élevée. 

Les oxydes métalliques tels que l'alumine, la zircone et le dioxyde de titane ainsi 

que les carbures, les nitrures et les borures présentent une excellente stabilité à des 

températures élevées. Les céramiques sont utilisées dans des applications telles 

que les revêtements réfractaires, les boucliers thermiques et les isolants 

thermiques. 

Certaines fibres composites, comme les composites à matrice céramique (CMC), 

offrent également une résistance thermique supérieure. Les CMC sont constitués 

de fibres céramiques incorporées dans une matrice céramique ou polymère, ce qui 

confère au matériau une résistance élevée aux températures élevées tout en 

conservant une certaine ductilité. Les CMC sont utilisés dans des applications 

aérospatiales et industrielles exigeantes, notamment dans les turbines à gaz et les 

systèmes de freinage haute performance. 

La résistance aux températures élevées d'un matériau peut être influencée par 

divers facteurs tels que sa conductivité thermique, sa stabilité chimique, sa 

résistance aux chocs thermiques, sa capacité à se dilater de manière contrôlée et 

sa résistance à l'oxydation, à la corrosion ou à l'abrasion à haute température. 

Il est important de choisir le matériau approprié en fonction des exigences 

spécifiques de l'application et des températures de fonctionnement prévues. Dans 

certains cas, des revêtements ou des traitements de surface spéciaux peuvent 

également être appliqués pour améliorer la résistance thermique d'un matériau ou 

pour le protéger contre les effets néfastes des températures élevées. 

6.3 Propriétés électriques des FGM : Les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle (FGM) peuvent présenter différentes propriétés électriques en fonction de 

la modulation de la composition chimique le long du gradient. Voici quelques-unes des 

propriétés électriques couramment observées dans les FGM : 

• Conductivité électrique : La conductivité électrique d'un matériau mesure sa 

capacité à conduire le courant électrique. Les FGM peuvent être conçus pour 

présenter une conductivité électrique graduelle en modulant la composition 

chimique. En utilisant des matériaux avec différentes conductivités électriques, il 

est possible de créer un gradient de conductivité électrique au sein du matériau, 

offrant ainsi des propriétés électriques spécifiques dans différentes régions du 
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matériau. Cette propriété peut être bénéfique dans les applications nécessitant à la 

fois des propriétés thermiques et électriques contrôlées, comme les dispositifs de 

chauffage électrique ou les composants électroniques. 

• Résistivité électrique : La résistivité électrique est l'inverse de la conductivité 

électrique. Elle mesure la résistance d'un matériau au passage du courant 

électrique. Les FGM peuvent être conçus pour présenter une résistivité électrique 

graduelle en modulant la composition chimique. Cela peut être utile dans les 

applications où des gradients de résistance électrique sont nécessaires, tels que les 

capteurs de température ou les résistances de chauffage à gradient. 

• Capacité diélectrique : La capacité diélectrique d'un matériau mesure sa capacité 

à stocker l'énergie électrique lorsqu'il est soumis à un champ électrique. Les FGM 

peuvent être conçus pour présenter une capacité diélectrique graduelle en 

modulant la composition chimique. Cela peut être important dans les applications 

nécessitant des propriétés diélectriques spécifiques, comme les condensateurs à 

gradient de capacité. 

• Magnétisme : Bien que cela ne soit pas strictement une propriété électrique, les 

FGM peuvent également présenter des propriétés magnétiques en modulant la 

composition chimique. En utilisant des matériaux magnétiques avec différentes 

propriétés magnétiques, il est possible de créer un gradient de magnétisme dans le 

matériau. Cela peut être utile dans des applications telles que les dispositifs de 

stockage d'informations magnétiques ou les dispositifs électromagnétiques. 

Il convient de noter que les propriétés électriques des FGM sont fortement influencées 

par les choix de matériaux constitutifs, de gradient de composition, de microstructure, 

ainsi que par les conditions de fabrication et de traitement. Une conception et une 

fabrication appropriées sont nécessaires pour obtenir les propriétés électriques souhaitées 

dans les FGM en fonction des exigences spécifiques de l'application. 

6.4 Applications électroniques des FGM : Les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle (FGM) offrent des possibilités intéressantes dans le domaine des 

applications électroniques en raison de leur capacité à combiner différentes propriétés 

électriques, optiques et thermiques. Voici quelques exemples d'applications électroniques 

des FGM : 
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• Dispositifs de capteurs : Les FGM peuvent être utilisés pour fabriquer des 

capteurs à gradient de propriétés électriques. Par exemple, un capteur de 

température à gradient de résistance électrique peut être conçu en utilisant des 

matériaux avec des coefficients de dilatation thermique différents le long du 

gradient. Cela permet de créer un capteur sensible à la température avec une 

réponse linéaire sur une plage de températures spécifique. 

• Dispositifs de chauffage : Les FGM peuvent être utilisés pour fabriquer des 

résistances de chauffage à gradient. En modulant la composition chimique le long 

du gradient, il est possible de créer une résistance électrique qui varie de manière 

contrôlée. Cela permet d'obtenir des dispositifs de chauffage avec des profils de 

température spécifiques, adaptés à des applications telles que les éléments 

chauffants pour le traitement thermique, les thermocouples, etc. 

• Dispositifs optoélectroniques : Les FGM peuvent être utilisés dans la fabrication 

de dispositifs optoélectroniques tels que les cellules solaires, les diodes 

électroluminescentes (LED) et les détecteurs de lumière. En modulant la 

composition chimique le long du gradient, il est possible de créer des matériaux 

avec des bandes interdites (gaps) d'énergie variables, ce qui permet de contrôler 

les propriétés optiques et électriques des dispositifs. 

• Composants électroniques avancés : Les FGM peuvent être utilisés pour 

fabriquer des composants électroniques avancés tels que les transistors à gradient. 

En modulant la composition chimique, il est possible de créer un gradient de 

propriétés électriques dans le matériau, ce qui facilite la fabrication de transistors 

avec des performances optimisées à différentes régions du dispositif. 

• Circuits intégrés : Les FGM peuvent être utilisés pour fabriquer des circuits 

intégrés à gradient de propriétés, où différentes régions du circuit ont des 

propriétés électriques spécifiques. Cela peut être utilisé pour optimiser les 

performances des circuits, réduire les pertes d'énergie et améliorer l'efficacité 

globale du système. 

Ces exemples illustrent comment les matériaux à gradient de composition 

fonctionnelle offrent des possibilités de conception innovantes et de nouvelles 

fonctionnalités dans le domaine des applications électroniques. Cependant, il convient 
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de noter que la fabrication et la caractérisation de tels matériaux présentent des défis 

technologiques et nécessitent des techniques de fabrication avancées pour obtenir les 

propriétés souhaitées. 

6.5 Applications aérospatiales : Les matériaux FGM trouvent des applications dans 

l'industrie aérospatiale en raison de leur combinaison de propriétés mécaniques, 

thermiques et chimiques. Ils peuvent être utilisés pour fabriquer des pièces structurelles 

légères mais résistantes, telles que les aubes de turbines, les tuyères de fusées et les 

composants de véhicules spatiaux. Les FGM permettent également une meilleure gestion 

des contraintes thermiques dans les moteurs et les systèmes de propulsion, ce qui améliore 

l'efficacité et la durabilité des véhicules aérospatiaux. 

6.6 Applications biomédicales : Les matériaux FGM sont utilisés dans diverses 

applications biomédicales en raison de leur compatibilité avec le corps humain et de leurs 

propriétés fonctionnelles. Ils sont utilisés pour fabriquer des implants biomédicaux, tels 

que des prothèses osseuses et dentaires, des implants vasculaires et des dispositifs de 

libération contrôlée de médicaments. Les FGM peuvent également être utilisés pour 

concevoir des revêtements biocompatibles et antibactériens, améliorant ainsi la 

performance et la sécurité des dispositifs médicaux. 

6.7 Applications énergétiques : Les matériaux FGM sont utilisés dans diverses 

applications énergétiques pour optimiser les performances et l'efficacité des systèmes 

énergétiques. Ils peuvent être utilisés dans les cellules solaires pour améliorer la 

conversion de l'énergie solaire en électricité. Les FGM sont également utilisés dans les 

piles à combustible pour améliorer la conductivité ionique et la durabilité des électrolytes. 

De plus, les matériaux FGM sont utilisés dans les systèmes de stockage d'énergie, tels 

que les batteries et les supercondensateurs, pour améliorer la capacité de stockage et la 

stabilité cyclique. 

3.8 Applications dans l'industrie automobile : Les matériaux FGM sont utilisés dans 

l'industrie automobile pour améliorer les performances, la sécurité et l'efficacité des 

véhicules. Ils peuvent être utilisés dans la fabrication de pièces structurelles légères mais 

résistantes, telles que les châssis, les panneaux de carrosserie et les composants de 

moteurs. Les FGM peuvent également être utilisés pour concevoir des revêtements 

protecteurs, résistants à la corrosion et à l'abrasion, améliorant ainsi la durabilité des 

véhicules. De plus, les matériaux FGM peuvent être utilisés dans les systèmes de stockage 
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d'énergie, les convertisseurs de puissance et les systèmes de refroidissement, contribuant 

ainsi à une meilleure efficacité énergétique des véhicules. 

II .7 Études de cas et exemples de matériaux FGM 

Quelques études de cas et exemples de matériaux FGM dans différentes catégories : 

1. Matériaux FGM à base de céramiques : 

• Étude de cas : Un matériau FGM à base de céramique peut être développé pour 

les aubes de turbines dans les moteurs d'avions. En modulant la composition 

chimique du matériau le long du gradient, il est possible de créer une transition 

progressive de la céramique résistante à l'usure à la céramique résistante à la 

température, permettant ainsi d'améliorer la durabilité et les performances des 

aubes de turbine. 

• Exemple : Un matériau FGM à base de céramique d'oxyde d'aluminium et de 

nitrure de silicium peut être développé pour les applications haute température 

dans lesquelles une résistance mécanique et thermique élevée est requise. 

2. Matériaux FGM à base de métaux : 

• Étude de cas : Un matériau FGM à base de métal peut être utilisé pour fabriquer 

des composants de refroidissement dans les systèmes de propulsion spatiale. En 

modulant la composition le long du gradient, il est possible de créer une 

transition graduelle de matériaux à haute conductivité thermique à des matériaux 

à haute résistance mécanique, permettant ainsi une dissipation de chaleur 

efficace tout en maintenant l'intégrité structurale. 

• Exemple : Un matériau FGM à base de titane et d'aluminium peut être utilisé 

pour fabriquer des structures légères mais résistantes pour les applications 

aérospatiales, où une résistance mécanique élevée et un faible poids sont 

essentiels. 

3. Matériaux FGM à base de polymères : 

• Étude de cas : Un matériau FGM à base de polymère peut être utilisé pour 

fabriquer des implants biomédicaux. En modulant la composition chimique, il 

est possible de créer une transition graduelle de matériaux biocompatibles à des 
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matériaux biodégradables, permettant ainsi une intégration et une résorption 

efficaces dans le corps humain. 

• Exemple : Un matériau FGM à base de polyéthylène et de poly(lactide-co-

glycolide) peut être utilisé pour fabriquer des implants osseux, où la composition 

est modulée pour favoriser la fixation initiale de l'implant et ensuite favoriser 

une résorption progressive au fur et à mesure que l'os se régénère. 

Ces exemples illustrent comment les matériaux FGM peuvent être adaptés à différentes 

applications en modulant la composition chimique le long du gradient. Les possibilités de 

conception et d'optimisation des matériaux FGM sont vastes, et les applications et études de cas 

peuvent varier en fonction des exigences spécifiques de chaque domaine. 

 

II .8 Conclusion : 

Les matériaux FGM sont une classe de matériaux prometteurs qui offrent des propriétés 

améliorées grâce à leurs variations graduelles de composition chimique. Ce chapitre a permis 

d'examiner les principes fondamentaux des FGM, leurs propriétés et leurs applications, ainsi 

que les différentes méthodes de fabrication disponibles. Les matériaux FGM jouent un rôle 

crucial dans de nombreux domaines tels que l'aérospatiale, la biomédecine et l'industrie 

automobile, et ils continueront d'être une source d'innovation et de développement dans l'avenir. 
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III .1 Introduction : 

Pour concevoir et analyser efficacement les plaques FGM, il est essentiel de développer des 

théories appropriées qui prennent en compte les variations de composition et de propriétés. Ces 

théories doivent être capables de prédire avec précision le comportement mécanique, 

thermique, électrique et chimique des plaques FGM, et de fournir des bases solides pour la 

conception et l'optimisation de ces structures. 

Ce chapitre se concentre sur les différentes théories développées pour analyser et modéliser les 

plaques FGM. Nous examinerons d'abord la théorie classique des plaques, qui sert de point de 

départ pour l'analyse des plaques homogènes. Ensuite, nous explorerons les extensions de la 

théorie classique pour tenir compte des variations de composition et de propriétés dans les 

plaques FGM. Nous aborderons également différents modèles de gradient de propriétés utilisés 

pour décrire ces variations, ainsi que des approches avancées pour l'analyse des plaques FGM, 

telles que les modèles non linéaires et les méthodes numériques avancées. 

En comprenant les théories des plaques FGM, les ingénieurs et les chercheurs pourront mieux 

concevoir et optimiser ces structures pour répondre aux exigences spécifiques des applications 

dans divers domaines. De plus, cela ouvrira la voie à de nouvelles avancées et découvertes dans 

le domaine des matériaux à gradient de composition fonctionnelle. 

 III .2 Analyse classique des plaques : La théorie classique des plaques est largement utilisée 

comme point de départ pour l'analyse des plaques FGM. Elle repose sur les équations de Navier 

et fournit une approche simplifiée pour étudier le comportement mécanique des plaques minces. 

Voici les principaux aspects de l'analyse classique des plaques : 

• Hypothèses de la théorie classique des plaques : La théorie classique des plaques est 

basée sur plusieurs hypothèses simplificatrices. Elle suppose que la plaque est mince 

par rapport à sa longueur et sa largeur, ce qui permet de négliger les déformations 

normales dans le plan médian de la plaque. De plus, elle considère que les déformations 

sont linéaires, les contraintes sont réparties uniformément sur l'épaisseur de la plaque, 

et les contraintes transversales sont négligeables. 

• Équations de Navier : Les équations de Navier sont utilisées pour décrire le 

comportement des plaques classiques. Elles se composent de l'équation de l'équilibre, 

de l'équation de la contrainte-déformation et des conditions aux limites. L'équation de 

l'équilibre établit l'équilibre des forces dans la plaque, tandis que l'équation de la 

contrainte-déformation relie les contraintes et les déformations. 
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• Méthodes de résolution : Différentes méthodes de résolution sont utilisées pour 

résoudre les équations de Navier et obtenir les déformations, les contraintes et les 

moments dans les plaques classiques. Parmi les méthodes couramment utilisées, on 

trouve la méthode des séries de Fourier, la méthode de la transformée de Laplace et la 

méthode des éléments finis. Ces méthodes permettent de décrire le comportement 

mécanique des plaques homogènes. 

• Comparaison avec les résultats expérimentaux : Les résultats obtenus à partir de 

l'analyse classique des plaques peuvent être comparés aux données expérimentales pour 

valider la précision des modèles. Cette comparaison permet de vérifier si les hypothèses 

simplificatrices de la théorie classique des plaques sont valides dans une plage de 

conditions spécifiques. 

L'analyse classique des plaques constitue une base solide pour comprendre le comportement 

mécanique des plaques homogènes. Cependant, elle ne prend pas en compte les variations de 

composition et de propriétés présentes dans les plaques FGM. Pour tenir compte de ces 

variations, des extensions de la théorie classique des plaques ont été développées, ce qui sera 

abordé dans les sections suivantes du chapitre. 

 III .3 Modèles de gradient de propriétés : Les plaques FGM se caractérisent par des 

variations progressives de composition et de propriétés à travers leur épaisseur. Différents 

modèles de gradient de propriétés ont été développés pour décrire ces variations et permettre 

une analyse plus précise du comportement des plaques FGM. Voici quelques modèles 

couramment utilisés : 

1. Modèle linéaire : Ce modèle suppose un gradient linéaire de propriétés à travers 

l'épaisseur de la plaque FGM. Par exemple, les propriétés telles que la densité, le module 

d'élasticité ou la conductivité thermique peuvent varier linéairement. Ce modèle offre 

une approche simple et facile à mettre en œuvre pour décrire les variations de propriétés. 

2. Modèle exponentiel : Ce modèle suppose une variation exponentielle de propriétés à 

travers l'épaisseur de la plaque FGM. Il est basé sur une relation exponentielle entre la 

composition du matériau et les propriétés. Ce modèle est souvent utilisé pour décrire 

des variations plus complexes et non linéaires de propriétés. 

3. Modèle de puissance : Ce modèle suppose une variation de puissance des propriétés à 

travers l'épaisseur de la plaque FGM. Il est basé sur une relation de puissance entre la 
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composition du matériau et les propriétés. Ce modèle est également utilisé pour décrire 

des variations non linéaires de propriétés et permet une plus grande flexibilité dans la 

modélisation des plaques FGM. 

Ces modèles de gradient de propriétés fournissent des moyens mathématiques pour décrire les 

variations de composition et de propriétés dans les plaques FGM. Ils permettent d'intégrer ces 

variations dans les équations de Navier généralisées pour les plaques FGM, ce qui permet une 

analyse plus précise du comportement mécanique, thermique, électrique, etc. de ces structures. 

Il convient de noter que ces modèles sont des approximations et peuvent ne pas capturer toutes 

les variations réelles de propriétés dans les plaques FGM. La sélection du modèle approprié 

dépendra des caractéristiques spécifiques de la plaque FGM étudiée, des propriétés à modéliser 

et des objectifs de conception. 

En utilisant ces modèles de gradient de propriétés, les ingénieurs et les chercheurs peuvent 

mieux comprendre et prédire le comportement des plaques FGM, ce qui facilite la conception 

et l'optimisation de ces structures pour des applications spécifiques. 

III .4 Approches avancées pour l'analyse des plaques FGM : 

En plus de la théorie classique des plaques et des modèles de gradient de propriétés, il existe 

des approches avancées pour l'analyse des plaques FGM qui permettent de prendre en compte 

des aspects plus complexes et de résoudre des problèmes plus difficiles. Voici quelques-unes 

de ces approches : 

1. Modèles non linéaires : L'analyse des plaques FGM peut nécessiter la prise en compte 

de comportements non linéaires tels que la plasticité, la viscoélasticité ou le 

comportement hyperélastique. Dans ces cas, des modèles non linéaires sont utilisés pour 

décrire le comportement matériel des plaques FGM. Ces modèles prennent en compte 

les déformations importantes et les non-linéarités des matériaux, ce qui permet une 

analyse plus précise des plaques FGM soumises à des charges élevées ou à des 

conditions de chargement complexes. 

2. Méthodes numériques avancées : Les méthodes numériques avancées telles que la 

méthode des éléments finis, la méthode des éléments spectraux et la méthode des 

différences finies sont largement utilisées pour résoudre les équations de Navier 

généralisées pour les plaques FGM. Ces méthodes permettent de discrétiser la plaque 

en éléments plus petits et de résoudre numériquement les équations pour obtenir les 
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déformations, les contraintes et les moments dans la plaque. Elles sont particulièrement 

utiles pour les plaques FGM avec des variations complexes de propriétés et pour 

l'analyse de structures tridimensionnelles. 

3. Analyse thermomécanique : Les plaques FGM sont souvent soumises à des conditions 

thermiques en plus des charges mécaniques. L'analyse thermomécanique des plaques 

FGM prend en compte les effets de la variation de température sur les propriétés des 

matériaux et les déformations de la plaque. Cette analyse permet de prédire les 

distributions de température, les déformations thermiques et les contraintes induites par 

les variations thermiques dans les plaques FGM. 

4. Analyse de la durabilité : La durabilité des plaques FGM est un aspect important à 

considérer, en particulier dans des environnements agressifs ou soumis à une usure. 

L'analyse de la durabilité prend en compte les effets de la corrosion, de l'usure, de la 

fatigue et d'autres phénomènes de dégradation sur les performances des plaques FGM. 

Des modèles de dégradation et des méthodes de prévision de la durée de vie sont utilisés 

pour évaluer la résistance et la longévité des plaques FGM dans des conditions réelles 

d'utilisation. 

Ces approches avancées pour l'analyse des plaques FGM permettent une compréhension plus 

complète et une modélisation plus précise du comportement de ces structures. Elles sont 

essentielles pour la conception et l'optimisation des plaques FGM dans des applications 

exigeantes où des performances élevées, une durabilité accrue et une résistance aux 

environnements complexes sont nécessaires. 

III .5 Méthodes numériques avancées pour l'analyse des plaques FGM : 

Méthodes numériques avancées pour l'analyse des plaques FGM : 

1. Méthode des éléments finis (MEF) : La méthode des éléments finis est largement 

utilisée pour l'analyse des plaques FGM. Elle permet de discrétiser la plaque en un 

maillage d'éléments plus petits et de résoudre numériquement les équations de Navier 

pour obtenir les déformations, les contraintes et les moments dans la plaque. La MEF 

offre une grande flexibilité pour modéliser des variations complexes de propriétés à 

travers l'épaisseur de la plaque. Elle permet également d'inclure d'autres phénomènes 

tels que la non-linéarité, l'anisotropie ou des conditions aux limites particulières. 
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2. Méthode des éléments spectraux (MES) : La méthode des éléments spectraux est une 

approche avancée basée sur la décomposition spectrale des solutions. Elle utilise des 

fonctions d'interpolation basées sur des polynômes de Chebyshev ou de Legendre pour 

approximer les solutions des équations de Navier. La MES est particulièrement adaptée 

à l'analyse de plaques FGM avec des variations de propriétés continues et régulières. 

Elle offre une précision élevée et une convergence rapide, mais peut être plus complexe 

à mettre en œuvre que la MEF. 

3. Méthode des différences finies (MDF) : La méthode des différences finies discrétise 

les équations de Navier en approximant les dérivées spatiales par des différences finies. 

Cette méthode est souvent utilisée pour résoudre des problèmes bidimensionnels de 

plaques FGM. La MDF est relativement simple à mettre en œuvre et peut être efficace 

pour des modèles de plaques FGM moins complexes ou pour des problèmes avec des 

conditions aux limites particulières. 

4. Méthode des éléments frontières (MEF) : La méthode des éléments frontières, 

également connue sous le nom de méthode des éléments de frontière, est une approche 

numérique qui discrétise uniquement la frontière de la plaque FGM. Elle est 

particulièrement adaptée pour les plaques FGM de grande taille ou pour les problèmes 

avec des conditions aux limites spécifiques sur la frontière. La MEF permet de réduire 

la dimension du problème en résolvant les équations seulement sur la frontière, ce qui 

peut conduire à une réduction significative de la taille du système à résoudre. 

Ces méthodes numériques avancées offrent des outils puissants pour l'analyse des plaques 

FGM. Elles permettent de prendre en compte les variations de propriétés complexes et de 

résoudre des problèmes de plus grande complexité, tels que la non-linéarité ou les conditions 

aux limites particulières. Le choix de la méthode dépendra des caractéristiques spécifiques du 

problème étudié, des objectifs de l'analyse et des ressources disponibles en termes de temps de 

calcul et de compétences techniques. 

III .6 Analyse des plaques FGM tridimensionnelles : Méthodes numériques et 

considérations spécifiques. 

L'analyse des plaques FGM tridimensionnelles nécessite des méthodes numériques adaptées 

pour prendre en compte la géométrie tridimensionnelle et les variations de propriétés à travers 

l'épaisseur et dans les directions transversales. Voici quelques méthodes numériques et 

considérations spécifiques pour l'analyse de telles plaques : 
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1. Méthode des éléments finis tridimensionnelle (MEF 3D) : La MEF 3D est une 

extension de la méthode des éléments finis pour la modélisation tridimensionnelle des 

plaques FGM. Elle permet de discrétiser la plaque en un maillage tridimensionnel 

d'éléments finis et de résoudre les équations de Navier pour obtenir les déformations, 

les contraintes et les moments dans la plaque. La MEF 3D offre une représentation 

précise de la géométrie tridimensionnelle, mais elle peut nécessiter des ressources de 

calcul plus importantes en raison de la complexité accrue du maillage et des calculs. 

2. Méthode des éléments spectraux tridimensionnelle (MES 3D) : La MES 3D est une 

extension de la méthode des éléments spectraux pour l'analyse tridimensionnelle des 

plaques FGM. Elle utilise des fonctions d'interpolation basées sur des polynômes 

tridimensionnels pour approximer les solutions des équations de Navier. La MES 3D 

offre une précision élevée et une convergence rapide, mais elle peut nécessiter une 

discrétisation plus fine et des calculs plus intensifs que la MEF 3D. 

3. Modélisation de la variation tridimensionnelle des propriétés : Les plaques FGM 

tridimensionnelles peuvent présenter des variations de propriétés non seulement dans la 

direction normale à la plaque, mais également dans les directions transversales. La 

modélisation de ces variations tridimensionnelles des propriétés peut être réalisée en 

utilisant des fonctions de distribution appropriées ou en discrétisant les variations en 

plusieurs couches à travers l'épaisseur de la plaque. Cette modélisation précise des 

variations tridimensionnelles des propriétés est essentielle pour obtenir des résultats 

précis dans l'analyse des plaques FGM. 

4. Gestion des conditions aux limites tridimensionnelles : Les plaques FGM 

tridimensionnelles peuvent présenter des conditions aux limites complexes en raison de 

leur géométrie tridimensionnelle. Il est important de prendre en compte ces conditions 

aux limites lors de la modélisation numérique. Cela peut inclure des conditions de 

chargement, des contraintes appliquées sur les bords de la plaque, des conditions de 

contact avec d'autres surfaces, etc. Les méthodes numériques doivent être capables de 

gérer ces conditions aux limites tridimensionnelles de manière précise et efficace. 

L'analyse des plaques FGM tridimensionnelles nécessite donc des méthodes numériques 

spécifiques qui prennent en compte la géométrie tridimensionnelle, les variations 

tridimensionnelles des propriétés et les conditions aux limites complexes. Les méthodes des 

éléments finis et des éléments spectraux tridimensionnels sont couramment utilisées pour 
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résoudre ces problèmes. Une attention particulière doit être portée à la modélisation précise des 

variations tridimensionnelles des propriétés et à la gestion des conditions aux limites 

tridimensionnelles pour obtenir des résultats fiables dans l'analyse des plaques FGM 

tridimensionnelles. 

III .7 Conclusion : 

Ce chapitre a exploré l'analyse des plaques FGM (Functionally Graded Materials) en mettant 

l'accent sur les méthodes numériques avancées et les considérations spécifiques. Les plaques 

FGM, caractérisées par des variations continues de propriétés à travers leur épaisseur, 

présentent des défis uniques en termes de modélisation et d'analyse. 

Nous avons examiné différentes méthodes numériques avancées, notamment la méthode des 

éléments finis, la méthode des éléments spectraux, la méthode des différences finies et la 

méthode des éléments frontières, pour aborder ces défis. Chacune de ces méthodes offre des 

avantages et des limitations spécifiques, et le choix de la méthode dépendra des caractéristiques 

du problème ainsi que des ressources disponibles. 

Nous avons également souligné l'importance de prendre en compte la géométrie 

tridimensionnelle des plaques FGM lors de l'analyse. Les méthodes numériques 

tridimensionnelles, telles que la méthode des éléments finis tridimensionnelle et la méthode des 

éléments spectraux tridimensionnelle, permettent une représentation précise de la géométrie et 

des variations tridimensionnelles des propriétés. 

De plus, la modélisation précise des variations tridimensionnelles des propriétés et la gestion 

des conditions aux limites complexes ont été identifiées comme des considérations spécifiques 

importantes dans l'analyse des plaques FGM tridimensionnelles. 

L'analyse des plaques FGM requiert une approche intégrée combinant des méthodes 

numériques avancées, une modélisation précise des variations des propriétés et une prise en 

compte des conditions aux limites spécifiques. En continuant à améliorer et à développer ces 

méthodes, nous pourrons mieux comprendre et exploiter les propriétés uniques des plaques 

FGM, ouvrant ainsi la voie à de nouvelles applications et avancées dans les domaines de 

l'ingénierie des matériaux et de la conception des structures.
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IV .1 Introduction : 

Dans le présent chapitre, une étude analytique du comportement dynamique des plaques FGM 

a été présentée. 

D’abord une nouvelle approche analytique utilisant une théorie de la déformation par 

cisaillement à un seul inconnu pour étudier la vibration libre des plaques fonctionnellement 

gradué (FGM). 

IV .2. Propriétés matérielles des plaques FGM : 

Dans cette étude, une plaque FGM présentée sur la figure IV .1 est examinée.  

 

Figure IV .1 : Un modèle de plaque FGM. 

Les formules suivantes sont utilisées pour calculer la fraction volumique de deux ingrédients 

𝑉𝑐 = (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝑝

, 𝑉𝑚 = 1 − (
1

2
+

𝑧

ℎ
)

𝑝

(𝐼𝑉. 1) 

 

Dans laquelle p est un facteur qui provoque la variation de la fraction volumique et h est 

l'épaisseur. Pour calculer les propriétés du matériau en tout point de la plaque, la formule 

suivante est utilisée : 

𝑃(𝑧) = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 (𝐼𝑉. 2) 

Où Pc, Pm désignent les propriétés de la céramique et du métal telles que le module d'Young, 

la densité de masse et le coefficient de Poisson, respectivement. 
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IV .3. Formulation de la théorie modifiée des plaques de déformation par cisaillement à 

variable unique : 

3.1. Hypothèse de la théorie des plaques de déformation par cisaillement à variable unique 

Dans cette section, une brève revue de la théorie des plaques de Shimpi est donnée [29–31]. La 

notion de base de RPT est représentée comme suit :  

1) Le déplacement w est séparé en deux parties, la première partie est une partie de flexion wb 

et la deuxième partie est une partie de cisaillement ws. En conséquence, le déplacement 

transversal est : 

𝑤 = 𝑤𝑏 + 𝑤𝑠 (𝐼𝑉. 3) 

La contrainte normale 𝜎𝑧 est très petite contrairement à  𝜎𝑥 , 𝜎𝑦  , donc la contrainte normale 𝜎𝑧 

est négligée. Par conséquent, en appliquant la loi de Hook, la relation entre  𝜎𝑥 , 𝜎𝑦  et  𝜀𝑥, 𝜀𝑦  

s’écrit : 

𝜎𝑥 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
[𝜀𝑥 + 𝜈(𝑧)𝜀𝑦]

𝜎𝑦 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
[𝜀𝑦 + 𝜈(𝑧)ℰ𝑥

] (𝐼𝑉. 4)

 

3) Les traductions dans l'axe x et l'axe y sont également divisées en deux parties, qui sont la 

partie flexion et la partie cisaillement. 

𝑢 = 𝑢𝑏 + 𝑢𝑠

𝑣 = 𝑣𝑏 + 𝑣𝑠

(𝐼𝑉. 5) 

Les premières parties ub ainsi que vb sont analogues aux déplacements qui sont donnés par le 

CPT. Ils concernent les moments Mx, My et Mxy, mais ne concernent pas les efforts tranchants 

Qx, Qy. Ils sont donc calculés par : 

𝑢𝑏 = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
, 𝑣𝑏 = −𝑧

𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
(𝐼𝑉. 6) 

Les secondes parties us et vs donnent lieu à des déformations de cisaillement γxz, γyz et donc à 

des contraintes de cisaillement transversal τxz, τyz qui ont une répartition non linéaire dans 

l'épaisseur et sont égales à zéro au niveau des surfaces supérieure et inférieure. Les parties de 

cisaillement us, vs sont causées par les forces de cisaillement Qx, Qy et sont calculées via l'angle 
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entre la tangente à la fibre cubique à la surface de référence (z = 0) et les sections normales 

∂ws/∂x, ∂ws/ ∂y. En conséquence, les formules  us et vs sont obtenues par : 

𝑢𝑠 = 𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
, 𝑣𝑠 = 𝑓(𝑧)

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
(𝐼𝑉. 7) 

Dans l'équation. (IV.7), f(z) représente la fonction de forme distribuée en cisaillement, sa 

dérivée décrit la distribution de τxz, τyz dans l'épaisseur des plaques. On remarque que τxz, τyz 

doivent être libres à la surface supérieure ainsi qu'à la surface inférieure. Dans cette étude, une 

nouvelle fonction de forme distribuée par cisaillement hybride f(z) est introduite comme : 

𝑓(𝑧) ≔ 1.994911335 𝑧5 − 1.935221075 𝑧3 + 0.2450442270 𝑧 (𝐼𝑉. 8) 

On remarque que us et vs ne fournissent pas les instants Mx, My ainsi que Mxy. 

4) On suppose que seule la déflexion en flexion produit la rotation de la section transversale de 

la plaque, le chargement d'inertie et les moments d'inertie répartis comme : 

�̅� = −𝑚
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
, 𝑚𝑥 = −𝐽

𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑡2
, 𝑚𝑦 = −𝐽

𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑦𝜕𝑡2
(𝐼𝑉. 9) 

Où 𝑚, 𝐽 sont calculés par : 

𝑚 = ∫ 𝜌

ℎ
2

−
ℎ
2

(𝑧)𝑑𝑧, 𝐽 = ∫ 𝜌

ℎ
2

−
ℎ
2

(𝑧)𝑧2𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 10) 

3.2. Formulation de la théorie modifiée des plaques à variable unique 

La formulation de la théorie des plaques à deux variables de Shimpi [29–31] est spécifiée 

comme point de départ de sa modification. En appliquant les hypothèses évoquées dans la 

section précédente, les expressions du déplacement sont : 

𝑢 = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

𝑣 = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑧)

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
𝑤 = 𝑤𝑏 + 𝑤𝑠

(𝐼𝑉. 11) 

Les formules des champs de déformation sont obtenues comme : 

ℰ𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2
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ℰ𝑦 = −𝑧
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
+ 𝑓(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑦2
 

𝛾𝑥𝑦 = −𝑧(2
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
) + 𝑓(𝑧)(2

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 

𝛾𝑥𝑧 = 𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
(𝐼𝑉. 12) 

𝛾𝑦𝑧 = 𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
 

𝑔(𝑧) = 1 + 𝑓′(𝑧) 

Les formules des contraintes normales σx et σy sont obtenues via l'équation. (IV.4) et l'équation. 

(IV.12), tandis que les formules des contraintes de cisaillement τxy, τxz et τyz sont calculées à 

l'aide de l'équation. (IV.12) et équations constitutives suivantes : 

𝜏𝑥𝑦 = 𝐺(𝑧)𝛾𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺(𝑧)𝛾𝑥𝑥

𝜏𝑦𝑧 = 𝐺(𝑧)𝛾𝑦𝑥

(𝐼𝑉. 13) 

Où : 𝐺(𝑧) = 𝐸(𝑧)/[2(1 + 𝜈(𝑧))] 

Les contraintes normales et de cisaillement sont calculées selon les formules suivantes : 

𝜎𝑥 =
−𝑧𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
) +

𝑓(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑦2
) 

𝜎𝑦 =
−𝑧𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
) +

𝑓(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑦2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2
) 

𝜏𝑥𝑦 =
−𝑧𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(1 − 𝜈(𝑧))

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑓(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(1 − 𝜈(𝑧))

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐼𝑉. 14) 

𝜏𝑦𝑧 =
𝑔(𝑧)𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦

𝜏𝑥𝑧 =
𝑔(𝑧)𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

(𝐼𝑉. 15) 

Les moments et les forces tranchantes sont obtenus comme : 

{

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

} = ∫ 𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} 𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 16) 
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{
𝑄𝑥

𝑄𝑦
} = ∫ {

𝜏𝑥𝑥

𝜏𝑦𝑥
}

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 17) 

Basé sur la troisième hypothèse de la théorie proposée et Éq. (IV.4), les moments et les efforts 

tranchants sont calculés comme suit : 

𝑀𝑥 = ∫
−𝑧2𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

ℎ/2

−ℎ/2

(
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
) 𝑑𝑧 

𝑀𝑦 = ∫
−𝑧2𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

ℎ
2

−
ℎ
2

(
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
+ 𝜈(𝑧)

𝜕2𝒲𝑏

𝜕𝑥2
) 𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 18) 

𝑀𝑥𝑦 = ∫
−𝑧2𝐸(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧)2)

1𝑥/2

−ℎ/2

((1 − 𝜈(𝑧))
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 𝑑𝑧 

𝑄𝑥 = ∫
𝑔(𝑧)𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧)

1𝑥
2

−
ℎ
2

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
𝑑𝑧

𝑄𝑦 = ∫
𝑔(𝑧)𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))

ℎ
2

−
𝑥
2

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
𝑑𝑧

(𝐼𝑉. 19) 

Après avoir intégré l'équation. (IV.18) et l'équation. (IV.19) sur la profondeur h, les moments 

et les forces de cisaillement sont exprimés comme les formules suivantes : 

𝑀𝑥 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
− 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
 

𝑀𝑦 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
− 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
(𝐼𝑉. 20) 

𝑀𝑥𝑦 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

𝑄𝑥 = 𝛽
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥

𝑄𝑦 = 𝛽
𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦

(𝐼𝑉. 21) 

Dans lequel les coefficients α, α1, β sont calculés comme suit expression intégrale 

𝛼 = ∫
𝑧2𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 22) 
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𝛼1 = ∫
𝑧2𝜈(𝑧) 𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 23) 

𝛽 = ∫
𝑔(𝑧)𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 (𝐼𝑉. 24) 

Il est clair que si ν est constant dans la direction z, nous avons alors α1 = ν α. Les expressions 

des moments n’incluent pas ws et les expressions des efforts tranchants n’incluent pas wb. Les 

équations d’équilibre de la force peuvent s’écrire : 

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥 = 𝑚𝑥 

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 𝑚𝑦 (𝐼𝑉. 25) 

𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
= −𝑞 

En remplaçant l'équation. (IV.20) et l’équation. (IV.21) dans l’équation. (IV.25), on obtient : 

−
𝜕

𝜕𝑥
(𝛼

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+ 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
) −

𝜕

𝜕𝑦
((𝛼 − 𝛼1)

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
) − 𝛽

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑥
=

−𝐽
𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑡2
−

𝜕

𝜕𝑥
((𝛼 − 𝛼1)

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

−
𝜕

𝜕𝑦
(𝛼

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
+ 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
) − 𝛽

𝜕𝑤𝑠

𝜕𝑦
(𝐼𝑉. 26)

= −𝐽
𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑦𝜕𝑡2
𝛽

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥2
+ 𝛽

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑦2
= 𝑚

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑡2

 

Les deux premières équations de l’équation. (IV.26) devenir : 

𝜕𝑤

𝜕𝑥’
=

𝛼

𝛽

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑣2
) +

𝐽

𝛽

𝜕3𝑤𝑏𝑤𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑡2𝜕𝑦’
=

𝛼

𝛽

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝛾2
) +

𝐽

𝛽

𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝛾𝜕𝑡2
(𝐼𝑉. 27) 

Où : 

𝑤𝑠 = −
𝛼

𝛽
(

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2
) +

𝐽

𝛽

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑡2
= 𝜒(𝛻𝑤𝑏) +

𝐽

𝛽

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑡2
(𝐼𝑉. 28) 

Dans lequel 𝜒 =
𝛼

𝛽
  et ∇ sont l'opérateur de Laplace 𝛻 =

𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝑦2. 
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En introduisant l’équation. (IV.28) dans l’équation (IV.11), nouveau déplacement les formules 

de la théorie modifiée des plaques à variable unique sont : 

𝑢 = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)

𝜕

𝜕𝑥
(𝜒(𝛻𝑤𝑏) +

𝐽𝜕2𝑤𝑏

𝛽𝜕𝑡2
) ; 

𝑣 = −𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
(𝜒(𝛻𝑤𝑏) +

𝐽𝜕2𝒲𝑏

𝛽𝜕𝑡2
) 𝑤 = 𝑤𝑏 + 𝜒(𝛻𝑤𝑏) +

𝐽𝜕2𝑤𝑏

𝛽𝜕𝑡2
(𝐼𝑉. 29)

 

On voit bien que les formules de déplacement du corps modifié La théorie des plaques à variable 

unique consiste en une seule variable inconnue, la composant de flexion wb. Les coefficients α, 

β et χ dépendent de l'épaisseur, les propriétés des matériaux et les fonctions de forme. Il s’agit 

d’une mesure significative point différent de la théorie des plaques proposée par rapport à la 

théorie de la plaque variable unique de Shimpi. Dans la théorie des plaques de Shimpi, les 

propriétés substantielles sont des constantes, donc α, β et χ sont facilement intégrés à travers 

l'épaisseur de la plaque, ce sont donc des expressions explicites de l’épaisseur de la plaque. En 

conséquence, la théorie des plaques de Shimpi n’est qu’appliqué à l'analyse de plaques 

homogènes, tandis que ce modèle unique modifié la théorie des plaques variables peut être 

utilisée pour examiner les phénomènes hétérogènes 

3.3. Équations régissant 

En introduisant l'équation. (IV.29) dans l’équation. (IV.20) et l’équation. (IV.21), les 

expressions des moments ainsi que des forces de cisaillement de la théorie proposée sont 

obtenues sous la forme des formules suivantes : 

𝑀𝑥 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2 − 𝛼1
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2

𝑀𝑦 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑦2 − 𝛼1
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥2

𝑀𝑥𝑦 = −𝛼
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼1

𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝐼𝑉. 30)
 

𝑄𝑥 = 𝛽
𝜕

𝜕𝑥
[𝜒(𝛻𝑤𝑏)] + 𝐽

𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑡2
𝑄𝑦 = 𝛽

𝜕

𝜕𝑦
[𝜒(𝛻𝑤𝑏)] + 𝐽

𝜕3𝑤𝑏

𝜕𝑦𝜕𝑡2
(𝐼𝑉. 31) 

En remplaçant l'équation. (IV.30) et l’équation. (IV.31) dans l’équation. (IV.25), l’équation 

différentielle régissant la plaque FGM est présentée comme : 

𝛽
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜒(𝛻𝑤𝑏)] + 𝐽

𝜕4𝒲𝑏

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+ 𝛽

𝜕2

𝜕𝑦2
[𝜒(𝛻𝑤𝑏)] + 𝐽

𝜕4𝒲𝑏

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
= −𝑞 (𝐼𝑉. 32) 
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Après quelques efforts, l’équation différentielle directrice est : 

𝛼(𝛻𝛻𝑤𝑏) − (𝐽 − 𝜒𝑚)
𝜕2

𝜕𝑡2 (𝛻𝑤𝑏) + 𝑚
𝑤𝑏

𝜕𝑡2 + 𝐽𝑚

𝛽
𝜕4𝑤𝑏

𝜕𝑡4 = 0

(𝐼𝑉. 33) 

Il est vrai que l'équation différentielle régissant la plaque FGM consiste en une seule variable 

inconnue qui est la composante de flexion wb (03 fonctions inconnues si l'on inclut les 

déplacements dans le plan du plan neutre). En revanche, les coefficients α, β, χ, m ainsi que J 

dépendent de l'épaisseur de la plaque, des propriétés substantielles ainsi que de la fonction de 

forme f(z). C’est un point radicalement différent de cette théorie modifiée des plaques à variable 

unique par rapport à la théorie de Shimpi. En conséquence, seule cette théorie modifiée des 

plaques à variable unique peut être appliquée pour analyser des plaques hétérogènes telles que 

les plaques FGM, tandis que la théorie de Shimpi ne peut être utilisée que pour rechercher les 

plaques homogènes isotropes.  

IV .4. Solutions analytiques 

Dans le travail actuel dans le cadre de ce mémoire, la solution de Navier est appliquée pour 

analyser la vibration libre d’une plaque rectangulaire FGM. Les conditions aux limites de la 

plaque sont simplement prises en charge sur quatre bords. Dans la procédure de Navier, la 

solution du déplacement est implicite sous la forme de la formule suivante : 

𝑤𝑏(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑊𝑏𝑘𝑟

∞

𝑟=1

∞

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜙𝑥 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑘𝑟𝑡 (𝐼𝑉. 34) 

𝜋/𝑎, 𝜓 = 𝑟𝜋/𝑏, 𝑊𝑏𝑘𝑟  Sont les grandeurs à déterminer et ωkr sont les fréquences de vibration 

libre. En introduisant l'équation. (IV.29) dans l’équation. (IV.28), l’équation de fréquence 

biquadratique suivante est obtenue : 

𝐽𝑚𝜔𝑘𝑟
4 + [(−𝐽𝜙2 − 𝐽𝜓2 − 𝑚)𝛽 − 𝛼𝑚(𝜙2 + 𝜓2)]𝜔𝑘𝑟

2 + 𝛼𝛽(𝜙2 + 𝜓2)2 = 0 (𝐼𝑉. 35) 

Il s'agit d'une équation algébrique biquadratique qui a quatre racines, la racine positive 

inférieure est liée au mode de flexion et la racine positive supérieure est liée au mode de 

cisaillement. 
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IV .5. Conclusion : 

Dans ce chapitre une approche analytique a été développée pour l’étude de la stabilité des 

plaques en FGM simplement appuyée ou nous avons utilisé des formulations ci-dessus pour 

étudier le comportement vibratoire des plaques. 
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V.1. Introduction : 

Le but de ce chapitre est de présenter et de discuter d’une part les résultats de l'analyse de la 

vibration libre des plaques FGM et d’autre part l’analyse des résultats de l’effet de rapport 

d’épaisseur sur leur comportement. 

Toutes les analyses basées sur le présent modèle sont effectuées en utilisant Logiciel Maple18  

 

V.2. Résultats numériques et discussion : 

Exemple 1 : Dans ce premier exemple, la vibration libre d'une plaque carrée Al/Al2O3 est 

étudiée dans certains cas de plaques minces et épaisses. Les propriétés matérielles de Al sont 

Em = 70 GPa et ρm = 2702 kg/m3, les propriétés matérielles de Al2O3 sont Ec = 380 GPa et ρc = 

3800 kg/m3. On peut supposer que le coefficient de Poisson est constant et égal à 0,3. Les 

fréquences non dimensionnelles dans cet exemple sont calculées par : C

C

h
E


 =  

 

Tableau (V.1) : Comparaison de quelques théories des plaques. 

 

Modèle Théorie 
Nb 

d'inconnue 

Contrainte 

de 

cisaillement 

Analyse 

des 

plaques 

FGM 

CPT Théorie classique des plaques 3 Non Oui 

FSDT 
Théorie de déformation par cisaillement de 

premier d'orde- [6] 
5 Constant Oui 

S-FSDT 
Théorie de déformation par cisaillement de 

premier d'orde (simple)- [9] 
4 Constant Oui 

HSDT 
Théorie de déformation par cisaillement 

d'ordre élevé [14] 
5 Parabolique Oui 

RPT-Type 1 Théorie des plaques raffinés variant 1 [29] 4 Parabolique Oui 

RPT-Type 2 Théorie des plaques raffinés Variant 2 [29] 3 Parabolique Non 

Présente 
Théorie modifie de déformation de 

cisaillement à unique variable 
1 Parabolique Oui 
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La comparaison des deux premières fréquences non dimensionnelles est indiquée dans le 

tableau (V. 2). Dans ce tableau, les solutions numériques calculées en utilisant la théorie 

modifiée des plaques à variable unique sont comparées à celles de Thai et ses collègues [9] et 

Matsunaga et ses collègues [46]. Dans lequel, les résultats de Matsunaga et ses collègues ont 

été calculés en appliquant une théorie quasi-3D tandis que les solutions numériques de Thai et 

ses collègues ont été calculées en utilisant S-FSDT. D'après le tableau (V. 2), on peut conclure 

que les solutions numériques de la théorie modifiée des plaques à variable unique sont très 

analogues aux autres données disponibles. 

Tableau (V.2) : Les deux premières fréquences adimensionnelles �̂� de la plaque carrée 

Al/Al2O3 

Mode a/h Méthode 
P 

0.0 0.5 1.0 4.0 10.0 

1 

2 

Quasi-3D [46] 0.9400 0.8233 0.7477 0.5997 0.5460 

S-FSDT [9] 0.9265 0.8062 0.7333 0.6116 0.5644 

Présente 0.9401 0.8411 0.7818 0.6280 0.5505 

5 

Quasi-3D [46] 0.2121 0.1819 0.1640 0.1383 0.1306 

S-FSDT [9] 0.2112 0.1805 0.1631 0.1397 0.1324 

Présente 0.2121 0.1874 0.1764 0.1534 0.1369 

10 

Quasi-3D [46] 0.0578 0.0492 0.0443 0.0381 0.0364 

S-FSDT [9] 0.0577 0.0490 0.0442 0.0382 0.0366 

Présente 0.0578 0.0508 0.0480 0.0431 0.0387 

2 

2 

Quasi-3D [46] 1.7406 1.5425 1.4078 1.1040 0.9847 

S-FSDT [9] 1.7045 1.4991 1.3706 1.1285 1.0254 

Présente 1.7462 1.5731 1.4521 1.1220 0.9762 

5 

Quasi-3D [46] 0.4658 0.4040 0.3644 0.3000 0.2790 

S-FSDT [9]  0.4618 0.3978 0.3604 0.3049 0.2856 

Présente 0.4657 0.4137 0.3873 0.3248 0.2875 

10 

Quasi-3D [46] 0.1381 0.1180 0.1063 0.0905 0.0859 

S-FSDT [9]  0.1376 0.1173 0.1059 0.0911 0.0867 

Présente 0.1380 0.1217 0.1148 0.1012 0.0906 
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Tableau (V.3) : Les quatre premières fréquences non dimensionnelles �̅�  de la plaque 

rectangulaire (b/a = 2). 

a/h 
Mode 

(m,n) 
Méthode 

P 

0 0.5 1 2 5 8 10 

5 

1 (1,1) 

FSDT [35]  3.4409 3.4409 2.9322 2.6473 2.4017 2.2528 2.1985 

TSDT [14]  3.4412 3.4412 2.9347 2.6475 2.3949 2.2272 2.1697 

SSDT [43] 3.4416 3.4416 2.9350 2.6478 2.3948 2.2260 2.1688 

Présente 3.4509 3.0430 2.8698 2.7077 2.4670 2.3294 2.2655 

2 (1,2) 

FSDT [35]  5.2802 5.2802 4.5122 4.0773 3.6953 3.4492 3.3587 

TSDT [14]  5.2813 5.2813 4.5180 4.0781 3.6805 3.3938 3.2964 

SSDT [43] 5.2822 5.2822 4.5187 4.0787 3.6804 3.3914 3.2947 

Présente 5.3028 4.6853 4.4098 4.1368 3.7323 3.5182 3.4230 

3 (1,3) 

FSDT [35]  8.0710 8.0710 6.9231 6.2636 5.6695 5.2579 5.1045 

TSDT [14]  8.0749 8.0749 6.9366 6.2663 5.6390 5.1425 4.9758 

SSDT [43] 8.0772 8.0772 6.9384 6.2678 5.6391 5.1378 4.9727 

Présente 8.1211 7.1944 6.7535 6.2871 5.6011 5.2685 5.1282 

4 (2,1) 

FSDT [35]  9.7416 9.7416 8.6926 7.8711 7.1189 6.5749 5.9062 

TSDT [14]  10.1164 10.1164 8.7138 7.8762 7.0751 6.4074 6.1846 

SSDT [43] 10.1201 10.1201 8.7167 7.8787 7.0756 6.4010 6.1806 

Présente 10.1848 9.0382 8.4697 7.8463 6.9351 6.5147 6.3429 

10 

1 (1,1) 

FSDT [35]  3.6518 3.6518 3.0983 2.7937 2.5386 2.3998 2.3504 

TSDT [14]  3.6518 3.6518 3.0990 2.7937 2.5364 2.3916 2.3411 

SSDT [43] 3.6519 3.6519 3.0991 2.7937 2.5364 2.3912 2.3408 

Présente 3.6548 3.2129 3.0393 2.8939 2.6794 2.5370 2.4659 

2 (1,2) 

FSDT [35]  5.7693 5.7693 4.8997 4.4192 4.0142 3.7881 3.7072 

TSDT [14]  5.7694 5.7694 4.9014 4.4192 4.0090 3.7682 3.6846 

SSDT [43] 5.7697 5.7697 4.9016 4.4194 4.0089 3.7673 3.6839 

Présente 5.7767 5.0818 4.8039 4.5647 4.2109 3.9846 3.8734 

3 (1,3) 

FSDT [35]  9.1876 9.1876 7.8145 7.0512 6.4015 6.0247 5.8887 

TSDT [14]  9.1880 9.1880 7.8189 7.0515 6.3886 5.9765 5.8341 

SSDT [43] 9.1887 9.1887 7.8194 7.0519 6.3885 5.9742 5.8324 

Présente 9.2060 8.1071 7.6557 7.2517 6.6524 6.2888 6.1147 

4 (2,1) 

FSDT [35]  11.8310 11.8310 10.0740 9.0928 8.2515 7.7505 7.5688 

TSDT [14]  11.8315 11.8315 10.0810 9.0933 8.2309 7.6731 7.4813 

SSDT [43] 11.8326 11.8326 10.0818 9.0940 8.2306 7.6696 7.4787 

Présente 11.8606 10.4529 9.8633 9.3212 8.5165 8.0454 7.8239 

20 

1 (1,1) 

FSDT [35]  3.7123 3.7123 3.1456 2.8352 2.5777 2.4425 2.3948 

TSDT [14]  3.7123 3.7123 3.1458 2.8352 2.5771 2.4403 2.3923 

SSDT [43] 3.7123 3.7123 3.1458 2.8353 2.5771 2.4401 2.3922 

Présente 3.7131 3.2612 3.0878 2.9482 2.7433 2.5998 2.5264 

2 (1,2) 

FSDT [35]  5.9198 5.9198 5.0175 4.5228 4.1115 3.8939 3.8170 

TSDT [14]  5.9199 5.9199 5.0180 4.5228 4.1100 3.8884 3.8107 

SSDT [43] 5.9199 5.9199 5.0180 4.5228 4.1100 3.8881 3.8105 

Présente 5.9219 5.2021 4.9246 4.6992 4.3681 4.1389 4.0222 

3 (1,3) 

FSDT [35]  9.5668 9.5668 8.1121 7.3132 6.6471 6.2903 6.1639 

TSDT [14]  9.5669 9.5669 8.1133 7.3132 6.6433 6.2760 6.1476 

SSDT [43] 9.5671 9.5671 8.1135 7.3133 6.6432 6.2753 6.1471 

Présente 9.5721 8.4113 7.9602 7.5888 7.0422 6.6707 6.4831 
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4 (2,1) 

FSDT [35]  12.4560 12.4560 10.5660 9.5261 8.6572 8.1875 8.0207 

TSDT [14]  12.4562 12.4562 10.5677 9.5261 8.6509 8.1636 7.9934 

SSDT [43] 12.4565 12.4565 10.5680 9.5263 8.6508 8.1624 7.9925 

Présente 12.4649 10.9559 10.3659 9.8751 9.1519 8.6671 8.4237 

 

 

Tableau (V.4) : Les fréquences fondamentales adimensionnelles �̂� d'une plaque carrée 

Al/Al2O3. 

 

a/h Méthode P=0 P=0.5 P=1 P=4 P=10 

2 

2D-HOT [12]  0.9400 0.8232 0.7476 0.5997 0.5460 

S-HSDT [12]  0.9297 0.8110 0.7356 0.5924 0.5412 

FSDT-IGA [12]  0.9265 0.8060 0.7330 0.6111 0.5640 

S-FSDT [13]  0.9270 0.8070 0.7350 0.6136 0.5652 

Présente 0.9401 0.8411 0.7818 0.6280 0.5505 

10 

2D-HOT [12]  0.0578 0.0492 0.0443 0.0381 0.0364 

S-HSDT [12]  0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364 

FSDT-IGA [12]  0.0577 0.0490 0.0442 0.0382 0.0366 

S-FSDT [13]  0.0575 0.0489 0.0442 0.0383 0.0366 

Présente 0.0578 0.0508 0.0480 0.0431 0.0387 

20 

 2D-HOT [12]  0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

S-HSDT [12]  0.0146 0.0124 0.0112 0.0097 0.0093 

FSDT-IGA [12]  0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

S-FSDT [13]  0.0148 0.0125 0.0111 0.0098 0.0094 

Présente 0.0148 0.0130 0.0123 0.0112 0.0101 
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Exemple 2 : En continu, une autre comparaison pour les quatre premières fréquences 

adimensionnelles d'une plaque FGM rectangulaire est explorée. Encore une fois, la plaque FGM 

est constituée d'Al/Al2O3, ces substances ont des propriétés substantielles similaires à celles de 

l'exemple précédent. Les quatre premières fréquences non dimensionnelles de la plaque sont 

calculées par :�̅� = 𝝎√𝒂𝟒𝝆𝒄 𝒉𝟐𝑬𝒄⁄  

Ces résultats numériques des fréquences sans dimension utilisant la théorie modifiée des 

plaques à variable unique sont comparés à ceux d'autres auteurs. Les résultats de Hosseini-

Hashenmi [35] ont été calculés en utilisant FSDT, les résultats numériques de Reddy [14] ont 

été calculés en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement du troisième ordre (TSDT) 

tandis que les résultats numériques de Thai et al. [43] ont été calculés en utilisant la théorie de 

la déformation par cisaillement sinusoïdal (SSDT). La comparaison est indiquée dans le tableau 

(V. 3), les calculs numériques de la théorie actuelle modifiée de la plaque à variable unique sont 

très similaires à ceux des autres solutions annoncées. 

 

Exemple 3 : En conséquence, nous nous concentrons sur la comparaison des fréquences 

adimensionnelles fondamentaux d’une plaque Al/Al2O3. Les propriétés physiques de Al sont 

Em = 70 GPa et ρm = 2707 kg/m3, les propriétés physiques de Al2O3 sont Ec = 380 GPa et ρc = 

3800 kg/m3. Dans cet exemple, le coefficient de Poisson est égal à 0,3 (constant). Les 

fréquences fondamentales non dimensionnelles sont calculées par : �̂� = 𝝎𝒉√𝝆𝒄 𝑬𝒄⁄  

 

La comparaison numérique est présentée dans le tableau (V. 4), où les solutions numériques 

actuelles sont calculées à l'aide de la théorie des plaques à variable unique modifiée proposée, 

les résultats de Yin [12] ont été calculés à l'aide d'une méthode analytique avec une théorie des 

plaques différente et les résultats de Tan et al. [13] ont été obtenus en utilisant S-FSDT et la 

méthode sans maillage. Il est vrai que les solutions numériques actuelles sont très proches des 

autres solutions publiées. 

 

D’après les trois exemples ci-dessus, nous pouvons conclure que la théorie modifiée des plaques 

à variable unique estime la vibration libre des plaques FGM avec une précision et acceptable. 
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Figure V.1 : Variation de la fréquences adimensionnelles �̂� d’une plaque carrée Al/Al2O3 en 

fonction l’exposant P pour le mode 1. ((𝒂) : 𝑎 ℎ⁄ = 2 ;  (𝒃) : 𝑎 ℎ⁄ = 5 ;  (𝒄) : 𝑎 ℎ⁄ = 10). 

 

La figure (V.1) illustre que les trois courbes sont assez proches les unes des autres, ce qui 

indique que les prédictions des fréquences sans dimension par ces trois théories sont similaires 

pour le mode 1. Cependant, il existe de légères divergences entre les courbes, d'autant plus que 

l'exposant (p) augmente. Le paramètre (a/h = 2) indique le rapport entre une dimension 

caractéristique de la plaque (la longueur) et son épaisseur, qui est un paramètre important dans 

l'analyse des plaques et des coques en ingénierie. 

Le graphique est divisé en deux axes : l'axe horizontal représente l'exposant (p) et l'axe vertical 

représente la fréquence sans dimension  �̂�. Les fréquences sans dimension diminuent avec 

l'augmentation de l'exposant (p) pour toutes les théories, ce qui pourrait indiquer l'effet de 

l'augmentation de la rigidité ou de la masse de la plaque sur ses fréquences propres. 
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L'alignement étroit des trois théories suggère qu'elles pourraient toutes être des modèles valides 

pour prédire les fréquences sans dimension d'une plaque carrée Al/Al2O3 en mode 1 en passant 

d’une plaque mince à une plaque épaisse. Cependant, les légères divergences entre les courbes 

à mesure que l'exposant (p) augmente pourraient indiquer que les théories peuvent différer dans 

leurs prédictions dans certaines conditions, par exemple lorsque la rigidité ou la masse de la 

plaque augmente de manière significative. Cela pourrait avoir des implications pour la 

conception et l’analyse de telles plaques dans des applications techniques. 

 

 

Figure (V.2) : variation de la fréquences adimensionnelles �̂� d’une plaque carrée Al/Al2O3 en 

fonction l’exposant P pour le mode 2.((𝒂) : 𝑎 ℎ⁄ = 2 ;  (𝒃) : 𝑎 ℎ⁄ = 5 ;  (𝒄) : 𝑎 ℎ⁄ = 10) 
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Dans La figure (V.2), pour le mode 2 et avec différentes valeurs de rapport d’épaisseur (ah), 

on observe que les trois théories donnent des résultats assez proches les uns des autres, avec 

des fréquences sans dimension décroissantes à mesure que l'exposant (p) augmente. 

 

Dans le premier graphique, pour le mode 1 et avec un rapport hauteur/largeur (ah = 2), la 

tendance est similaire, les fréquences sans dimension diminuant également à mesure que 

l'exposant (p) augmente. Les trois théories sont également proches, mais il semble y avoir une 

légère divergence entre elles, notamment aux valeurs plus élevées de (p). 

 

Ces graphiques sont généralement utilisés dans l’analyse des matériaux composites pour 

évaluer les performances de différentes théories des plaques dans la prédiction des fréquences 

naturelles de vibration. Ils sont importants pour les ingénieurs en conception de matériaux et en 

dynamique des structures, car ils aident à comprendre comment les propriétés du matériau 

affectent le comportement vibratoire des structures. 

 

La variation des fréquences propres adimensionnelles d'une plaque carrée Al/Al2O3 en fonction 

de l'exposant (P) pour le mode 1 peut être étudiée pour différentes configurations de rapports 

(a/h) de la plaque. En l'occurrence, les figures (a), (b) et (c) représentent les variations pour des 

rapports (a/h) de 2, 5 et 10 respectivement. 

 

La comparaison entre la théorie quasi 3D, S-FSDT (First-order Shear Deformation Theory) et 

la présente théorie à une seule variable serait pertinente pour évaluer les performances et les 

limitations de chaque approche dans la modélisation des fréquences propres adimensionnelles. 

Chaque théorie présente des compromis différents en termes de précision et de coût de calcul, 

et leur comparaison peut fournir des insights précieux sur leur applicabilité dans des scénarios 

spécifiques. 

La discussion des courbes de variation des fréquences propres adimensionnelles en fonction de 

l'exposant P pour différentes théories peut révéler des tendances intéressantes, des zones de 

convergence ou de divergence, ainsi que des comportements inattendus. Ces observations 

pourraient être utilisées pour affiner les modèles théoriques et améliorer la compréhension des 

phénomènes physiques sous-jacents. De plus, en identifiant les limites de chaque approche 

théorique, il devient possible de cibler les domaines d'application où chaque théorie excelle. 

Cette analyse approfondie des courbes de variation des fréquences propres adimensionnelles en 

fonction de l'exposant P pour différentes théories peut conduire à des avancées significatives 
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dans la modélisation et la compréhension du comportement des plaques carrées Al/Al2O3, ainsi 

que dans la conception de structures optimisées pour des performances spécifiques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (V.3) : variation des quatre premières fréquences propres adimensionnelles �̅� de la 

plaque rectangulaire (b/a = 2) en fonction du l’exposant P. ((𝒂) : 𝑎 ℎ⁄ = 2 ;  (𝒃) : 𝑎 ℎ⁄ =

5 ;  (𝒄) : 𝑎 ℎ⁄ = 10) 

 

Da la figure (V.3) on peut voir que la fréquence adimensionnelle diminue avec l’augmentation 

de l’exposant (p) pour les quatre premières fréquences propres. 

La variation des quatre premières fréquences propres sans dimension �̅� d'une plaque 

rectangulaire (avec b/a = 2) en fonction de l'exposant P dépend de plusieurs facteurs, notamment 

les dimensions de la plaque, les conditions aux limites et les propriétés du matériau. 
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Les fréquences propres sans dimension d'une plaque rectangulaire sont généralement 

déterminées par des méthodes numériques ou expérimentales, en tenant compte des paramètres 

géométriques et matériels de la plaque. Ces fréquences propres sont importantes pour 

comprendre le comportement vibratoire de la plaque et sont utilisées dans divers domaines tels 

que l'ingénierie des structures. 

 

La détermination des fréquences propres sans dimension �̅�  de la plaque rectangulaire en 

fonction de l'exposant P est un sujet complexe qui nécessite une analyse approfondie des 

équations et des modèles spécifiques à ce contexte. 

 

V.3. Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de l’analyse dynamique des 

plaques fonctionnellement graduées en utilisant la présente théorie à un seule variable. Cette 

théorie modifiée des plaques à variable unique est très simple, bien organisée et précise. 

L'efficacité et la précision de la théorie des plaques proposée seront démontrées par une étude 

de vérification, puis appliquées pour étudier la vibration libre des plaques FGM. En outre, le 

binôme examine également les effets de certains paramètres tels que les propriétés des 

matériaux et la géométrie. 
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V. Conclusion Générale : 

Dans cette étude, une nouvelle approche a été développée pour aborder la déformation par 

cisaillement des plaques, s'appuyant sur une théorie récemment proposée. Cette méthode 

novatrice a ensuite été appliquée à l'analyse de la vibration naturelle des plaques FGM. En se 

concentrant sur une seule variable inconnue dans le champ de déplacement, cette théorie 

simplifiée offre une manière élégante de traiter des structures complexes telles que les plaques 

FGM. Sa validité a été confirmée par des comparaisons approfondies avec d'autres approches 

existantes. Les vibrations naturelles des plaques FGM et l'impact de divers paramètres ont été 

minutieusement examinés. En somme, cette nouvelle théorie offre une approche efficace et 

concise pour étudier les plaques FGM, ouvrant ainsi de nouvelles voies de recherche dans ce 

domaine. 

Cette approche novatrice dans l'étude des plaques FGM offre une perspective prometteuse pour 

explorer leur comportement vibratoire avec une précision acceptable. En se concentrant sur une 

seule variable inconnue dans le champ de déplacement, elle simplifie significativement les 

calculs tout en préservant la robustesse de l'analyse. Les résultats obtenus à travers cette 

méthode ont permis une compréhension approfondie des vibrations naturelles des plaques 

FGM, ainsi que des facteurs qui influent sur leur comportement dynamique. 

En mettant en œuvre cette théorie modifiée des plaques à variable unique, les chercheurs ont 

ouvert la voie à une approche plus efficace et accessible pour l'étude des matériaux hétérogènes 

comme les plaques FGM. Cette méthode offre un cadre analytique solide pour explorer un large 

éventail de configurations de plaques, permettant ainsi d'approfondir notre compréhension des 

matériaux composites avancés. 

En conclusion, cette étude met en lumière l'importance de l'innovation théorique dans le 

domaine de l'ingénierie des matériaux, offrant des outils plus puissants et efficaces pour étudier 

et concevoir des structures complexes telles que les plaques FGM. 
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