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Résumé

Dans ce travail, on présente le principe de contraction dans les espaces b-métriques
qui sont une généralisation des espaces métriques. On va donner également quelques
applications de théoréme du point fixe de type Geraghty pour étudier ’existence

des solutions de certaines classes d’équations non linéaires.
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Introduction

Introduction

Dans la vie, I'exemple le plus simple qui nous permet de voir un point fixe se
trouve dans le thermomeétre lorsque cet outil est utilisé pour mesurer la température,
les point d’ébullition et de congélation de I’eau sont des points fixes car ils sont facile-
ment réalisables. En mathématique, un point fixe est un point qui reste statique par

une application ou une transformation.

Qu’elle est l'importance de la théorie du point fixe ?

La théorie du point fixe est considéré comme la base de ’analyse non linéaire,
il est a noté que cette théorie est I'une des outils les plus utiles et importantes dans
I’étude de plusieurs problémes nonlinéaires (les équations différentielles non linéaires et
intégrales, les inégalités variationnelles...ect.) qui modélisent des phénomeénes en phy-

sique, chimie, biologie, économie..ect. et plus de problemes d’optimisation générale.

Soit X un ensemble et 7" : X — X une application. Une solution d’une équation
Tx = x est appelée un point fixe de T'. L’original de la théorie du point fixe une branche
importante de ’analyse fonctionnelle non linéaire, qui remonte a la derniére partie du
XIXe siécle, le reste dans l'utilisation d’approximation successives de l'existence et
I'unicité de la solution. Cette méthode est associée aux noms de mathématiciens cé-
lebres tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano, Picard. En fait, les précurseurs de
la théorie du point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois,
c’est le mathématicien polonais Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une

idée abstraite.

Vers 1922, Banach reconnu le role fondamentale de la complétude métrique : une
propriété partagée par I’ensemble de I'espace couramment exploitées dans 1’analyse.
Pendant de nombreuses années, I'activité dans la théorie du point fixe a été limitée a
miroir extensions de principe de contraction de Banach et ses applications multiples.
La théorie acquise impute en grande partie & de nouveaux résultat d'un travail de

pionnier de Brouwer dans le milieu des années soixante.

La qualité ainsi que le montant de la recherche de la théorie des points fixes
dans I'espace métrique a grandement augmenté dans les années 1970. Les descriptions
des évolutions importantes dans cette période prouvée l'existence des théorémes du

point fixe en utilisant des applications contractive plus généralisée que les applications
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contractive précédentes.

Parmi les nombreuses généralisations du principe de contraction de Banach qui
ont été données dans différents types d’espaces métriques, nous rappelons 'espace mé-
trique généralisé donné par Perov en 1964. C’était le point tournant de ’aréne des
points fixes et donnait une nouvelle dimension. L’idée de ’espace b-métrique a été
initiée & partir du travail de Bakhtin en 1989. Apres, Czerwik a donné un axiome qui
était plus faible que 'inégalité triangulaire et formellement défini un espace b-métrique
en vue de généraliser le théoréme de la contraction de Banach. La théorie du point fixe
dans l'espace b-métrique est un domaine trés dynamique dans la recherche mathéma-
tique. Par la suite, de nombreux chercheurs ont prouvé que la notion d’applications
contractives définie précédemment dans ’espace métrique ordinaire, peut s’étendre a

des espaces b-métriques.

Dans ce travail, nous présentons les faits historiques, des définitions bien connues
dans ’espace métrique et les applications contractantes, les théorémes importants qui
sont des théorémes du point fixe dans 'espace métrique et on a définit I'intégrale et

la dérivée d’ordre fractionnaire .

Nous parlons sur 'espace b-métrique généralisé dans le deuxiéme chapitre qui
contient : des définitions, des propriétés et les applications contractantes ((«,()-

Geraghty).

Dans le troisiéme chapitre, nous allons présenter des applications des théorémes

de point fixe pour des équations non linéaires dans des espaces b-métriques arbitraires.



Chapitre 1

Généralités

1.1 Topologie des espaces métriques

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base nécessaire concernant les

espaces métriques.

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1. [1 Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application
d de X x X — R* telle que :

i) Ve, ye X, d(z,y) =0< (z =y);

it) Vo, y € X, d(z,y) = d(y, x) (symétrie) ;

it) Vo, y, z € X, d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire ).

Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.

Exemple 1.1.1. [1/

1) La distance discréte : X un ensemble quelconque, d(x,y) =0 six =y,

dlz,y)=1siz #y.
2) La distance dans R : La distance usuelle est définie par d(z,y) = |z — y|.

8) La distance dans R : d(z,y) = |arctan x — arctan y|.

Définition 1.1.2. [1] Soit (X, d) un espace métrique, pour tout x € X et r > 0. On

appelle boule ouverte de centre x et de rayon r l’ensemble donné par :

B(z,r)={y € X, d(x,y) < r}-
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On appelle boule fermée d’un ensemble (X,d) ’ensemble donné par :
B(z,r)={y € X, d(w,y) <r}

On définit aussi la sphére comme S(xz,71) :
S(z,r)={y e X, d(z,y) =r}

Définition 1.1.3. [7/ Soit (X, d) un espace métrique, on dit qu’une partiec A de X est

bornée s’il existe une boule fermée By(xg,r) telle que A C By(xo,7) i.e
Ve € A, d(xg,z) <.

Définition 1.1.4. [1/ Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X et x € X.

On appelle distance d’un point x a un ensemble A, la quantité

d(w, A) == inf d(z,y)-
yeA
Définition 1.1.5. [1/ On considére (X, d) un espace métrique, un ensemble V' est un

voisinage de x lorsqu’il existe v > 0 tel que B(x,r) CV .

Définition 1.1.6. [§/ On consideére (X, d) un espace métrique, un ensemble U est
ouvert lorsqu’il est un voisinage de chacun de ses points, c¢’est-a-dire pour tout x € U,
il existe r > 0 tel que B(x,r) C U. Un ensemble F' est fermé si et seulement si

Fe=X |F est ouvert.

Proposition 1.1.1. [§/ Dans un espace métrique :
1) Toute boule ouverte est un ouvert .

2) Toute boule fermée est un fermé .

Corollaire 1.1.1. [§] On a les propriétés suivantes :
~ X, 0 sont des ouvertes :
— Une union quelconque d’ouverts est un ouvert .
— Une intersection finie d’ouvertes est un ouvert.
— X, 0 sont des fermés :

— Une intersection quelconque de fermée est un fermé .

Une union finie de fermés est un fermé.

Remarque 1.1.1. Une intersection dénombrable d’ouverts n’est pas forcément un

ouvert .



Applications continues

Définition 1.1.7. [9] On définit A° Uintérieur d’un ensemble A par

A° = U 0.

O ouvert, oCA

Proposition 1.1.2. [9] L’ensemble A° est un ouvert et c’est "Le plus grand ouvert

contenu dans A" En outre, I’ensemble A° est caractérisé par
A° ={x € A, A voisinage de z}.

Définition 1.1.8. [9] On définit A I’adhérence d’un ensemble A par

Proposition 1.1.3. [9] L’ensemble A est toujours un fermé. En outre on a :
i) Si F est fermé est A C F alors A C F.

i) A= A si et seulement si A est fermé .

1.2 Applications continues

Pour la continuité d’une application entre deux espaces métriques, on commence

par la définition simple suivante :

Définition 1.2.1. Soient (E,dg) et (F,dr). Une application f : E — F est dite

continue en a six — a = f(x) — f(a).

Exemple 1.2.1. Soit a € E et (X,d) un espace métrique. L’application f : X —

d(a,x) est continue de E dans [0, +0o0l.

Théoréme 1.2.1. Soit f : E — F et soitb = f(a). fest continue en a si et seulement
si pour tout V€ vy, on a f~HV) € v,.

Définition 1.2.2. L’application f : X — Y entre les espaces métriques X et Y est

dite uniformément continue pour tous x ety dans X si

Ve >0, 30 >0 tel que d(z,y) < o = d(f(x), f(y)) <e.

1.2.1 Applications lipschitziennes

Définition 1.2.3. Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métrique. Une fonction f :
X — Y est dite lipschitzienne s’il existe une constante C' > 0 telle que, ¥ (x,y) € X,

7
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[inégalité suivante est satisfaite :

Toute application lipschitzienne est continue et uniformément continue en ce sens que
pourtout € > 0, il existe n > 0 telque Vx, y € E, dx(z,y) <n=dy(f(z), f(y)) < e.

Remarque 1.2.1.
1) Lorsque la constante C' peut étre choisie inférieur a 1 et que X =Y, On dit que
f est une application contractante .
2) Notons que contraction = Lipschitzienne, et que toute ces applications sont

uniformément continues.

1.2.2 Applications contractantes

Définition 1.2.4. Soit (X, d) un espace métrique et Uapplication T : X — X est dite

contractante s’il existe k € [0, 1] et

d(TxaTy) < kd(x,y), Vl‘, y e X.

1.3 Espaces complets

Définition 1.3.1. Soient (X, d) un espace métrique et {x,}nen une suite dans X. On

dit que {x,}nen est une suite convergente si et seulement si :
Ve >0, dng(e) € N, Vn > ny(e) = d(zn, z) < g,

on note alors

lim z, ==.
n—-+o00

On en déduit alors les propriétés suivantes :

Proposition 1.3.1.
1- La limite d’une suite convergente est unique .

11- Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite.
Définition 1.3.2. [17] Une suite (x,)nen est de Cauchy dés que
Ve >0, dn.eN, Vp,qg>n.=d(z,z,) <e.

8
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On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.3.2. [T7] Soit (X,d) un espace métrique, on a alors :
1- Toute suite convergente est de Cauchy .
11- Toute suite de Cauchy est bornée .

1i- Une suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente est convergente .

Exemple 1.3.1. Soit {z,}nen une suite dans (R, |-|) définie par :
1
U, =—
n
Soit n,m € N, n >m

d(Tp, Tm) = |— — —

Done {x, }nen est une suite de Cauchy.

Définition 1.3.3. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,) C X est
une suite de Cauchy pour la distance d si les termes de la suite finissent par étre

arbitrairement proches, autrement dit si la propriété suivante est vérifiée :
Ve >0, IN €N, Vp,q > N, d(z,,z,) <e.

L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de (X, d) est conver-

gente.
Exemple 1.3.2. R, RY sont complets pour la distance usuelle.
Exemple 1.3.3. Q n’est pas complet pour la distance usuelle.

Proposition 1.3.3. Soit (z,d) un espace métrique, et soit A une partie de .
i- Si A est complet pour d, alors A est fermée dans X.
it- Si (X, d) est supposé complet, alors A est complet pour d si et seulement si A

est une partie fermée de X.
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Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach est aussi connu sous le nom de principe de

contraction de Banach, ou le théoréme du point fixe de Picard, est apparu dans le

cadre de résoudre de la résolution d’'une équation intégrale. A cause de sa simplicité

et de son utilité, ce théoréme est largement utilisé dans plusieurs branches de ’ana-

lyse mathématique, en particulier, dans la branche des équations différentielles. Ce

théoréme du point fixe a connu de diverses généralisations dans différents espaces.

Théoréme 1.3.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une appli-

cation contractante de constante de contraction k tel que, Vx,y € X :

d(T'(z), T(y)) < kd(z,y).
Alors T posséde un point fixe unique dans X .

Démonstration.
1) Existence :

Soit (2, )nen la suite définie par :

xg € X

Tpi1 =1Tx,, neN

Montrons que (x,),en est de Cauchy. Soient m, n € N avec m < n :

(T, ) < ATy, Tina1) + d(Tg1, )
< ATy Tiy1) + +d(Tmi1, Tma2) + oo + d(Tp_1, 25)
< k™d(xg, 1) + K™ (29, 21) + ...+ K" (20, 71)
< (K™ 4+ E™ L+ K (g, 7).

Mais " "
1 — kn—m m
m m+1 n—1 _ .m — 1 — knm)
E™+k +..+k k < 1—k> 1—k:< k )
D’ou o
d(zpm, x,) < m(l — k"™Yd(z0, 71).
On a
11—k < 1,

10
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donc
m

d(ﬂfm, .Z'n) S md(.ﬁo,.ﬁﬂl).
Supposons que d(xg, z1) # 0, pour que d(z,, x,) < &, il suffit que :
km

md(ﬂfo, 1’1) < E.

Alors (z,), est de Cauchy dans X et comme (X, d) est complet, donc la suite (z,,),
est convergente dans X.
Soit « = lim x,, a € X. Montrons que « est un point fixe de 7.

n——+0o
D’aprés la continuité de 7', on a :

VneN, x,11 =Txy,;

= lim x4 =T,
n—-+o0o

=a=T(lim z,) =T(a).

n——+o0
Donc o = T'ar, d’otl @ est un point fixe de 7.
2) L’unicité :
Supposons qu’il existe oy, as € X tel que oy # an, avec a; = Tay et ap = Tas.
On a:
d(Toy, Tag) < kd(ay, as);

d(al, 042) S k:d(ozl, 0[2).

Par conséquent, d(aq, as) = 0 ce qui entraine oy = . ]

1.3.1 Quelques types de contractions

1) Contraction de Boyd-Wong

Théoréme 1.3.2. [11] Soit (X,d) un espace métrique complet. Et T : X — X une
application supposons qu’il existe une fonction ¢ : RT — R semi-continue supérieu-

rement telle que ¢(t) <t pour tout t > 0 et vérifiant :
d(Tz, Ty) < o(d(z,y)).

Pour tout x,y € X. Alors T admet un point fize unique x*. En outre, pour tout
x € X, on a lim (T"x) = z*. Dans ce cas, T est dite ¢ -contraction ou contractive

n—oo
non linéaire.

11
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2) Contraction de Meir-Keeler

Théoréme 1.3.3. [12] Soit (X,d) un espace métrique complet, et T : X — X une
application satisfaisant pour tout € > 0, il existe v > 0 tel que pour tout r,y € X :

e <d(z,y) <vy=d(Tz,Ty) < e.

Alors T a un point fize unique dans X . De plus, pour tout v € X, on a lim (T"z) = z*.
n—o0

3) Contraction de Geraghty

Définition 1.3.4. [T/ Soit (X,d) un espace métrique. L’application T : X — X est
dite contraction de Geraghty si et seulement si il existe une fonction 5 : RT — [0,1)

satisfaisant 5(t,) — 1 implique t,, — 0 et pour tout x,y € X on a :

d(Tz, Ty) < B(d(z,y)).

Théoréme 1.3.4. [1j|] Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet

dans lui méme admet un point fixe unique.
4) Contraction de Matkowski

Définition 1.3.5. [15/ Une application T : X — X d’un espace métrique (X,d)
est dite contraction de Matkwoski (ou ¢-contraction) si et seulement si il existe une

fonction ¢ : RT — R strictement croissante vérifiant :

lim ¢"(t) =0, pourtout t € R,,

n—o0

et
d(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)).

Théoréme 1.3.5. [1]] Toute ¢ — contraction T d’un espace métrique complet (X, d)

dans lui méme admet un point fixe unique x*. De plus, pour tout o € X, on a :

lim (T"x) = z*.
n—oo

5) Contraction de Caristi

Théoréme 1.3.6. [16/ Soit (X,d) un espace métrique complet, et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante : il existe une fonction ¢ : X — RT

semi-continue inférieurement telle que :

d(z,Tz) < ¢(x) — ¢(Tx),

12
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pour tout x € X. Alors T admet un point fize.
6) contraction de Branciari

Théoréme 1.3.7. [12] Soit T' une application d’un espace métrique (X,d) dans lui

d(Tz,Ty) d(z,y)
/ S(t)dt < k / (t)dt,
0 0

pour tout x, y € X, ou 0 <k <1et¢:Ry — Ry est une fonction intégrable au sens

méme satisfaisant :

de Lebesgue vérifiant :
/ o(t)dt > 0, pour tout £ > 0.
0

Alors T a un point fixe unique x*. De plus, pour tout xg € X, on a : lim T"xy = x*.
n—oo

1.4 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1. On appelle intégrale fractionnaire de f d’ordre o, et on la note 1t

la fonction définie par

10f(0) = s [ o= oo (1.2

ot I'(a) est la fonction Gamma d’Euler définie par

+oo
[Na) = / t* te~tdt.
0

Remarque 1.4.1. On peut écrire 15 sous la forme suivante

Iﬁ:/ t f(x — t)dt.
0

1.4.2 Dérivée fractionnaire de Riemann -Liouville

Définition 1.4.2. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de

f d’ordre «, et on la note D la fonction définie par

DL () = DI (@) = 10 (x),

daxn @

avec n un entier naturel supérieure strictement a o.

13
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1.4.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.4.3. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre oo € R, d’une fonction

[ de classe C™([a,b]) est définie par

°Dy = I f )(t)—m/(l(f—s) L (s)ds, t > a,

avecn —1 < a<n.

14



Chapitre

Fspaces b-métriques

2.1 Espaces b-métriques

La notion d’espace b-métrique a été introduite par Bakhtin ou il a généralisé la
notion d’espace métrique. Par la suite, cette notion a été utilisé par Czerwik ou il
a donné une caractérisation du célebre théoréme du point fixe de Banach dans le
contexte d’espace b-métrique complet. Aprés Czerwik plusieurs auteurs sont intéressés

a l'existence et 1'unicité du point fixe dans le cadre d’espace b-métrique.

Définition 2.1.1. [10] Soit X un ensemble non vide et ¢ > 1 un nombre réel donné.
L’application d : X x X — R* est appelée b-métrique si les conditions suivantes sont
vérifiées :

i) Ve, ye X :d(z, y) =0 (z=y);

it) Vo, y € X :d(x, y) =d(y, x)(symétrie);

i) Vo, y, z€ X s d(z, z) <cld(z, y)+d(y, z)|.

Le couple (X,d) est dit un espace b-métrique.

Notant que 'espace métrique standard est évidement un espace b-métrique. Cepen-
dant, Czerwik montre qu'une b-métrique sur X n’est pas nécessairement une métrique
sur X. Les exemples suivants montrent qu’'une b-métrique sur X n’est pas nécessaire-

ment une métrique sur X.

Exemple 2.1.1. [1] Soit X = (z1, x2, x3) et d: X x X — R" tel que :
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et
d(xy, x) =d(zg, ©5), pour n, k=1, 2, 3.

Alors :
d(‘TTIJ xk) S %[d(ﬂjn, xz) +d(ﬂj‘,“ Ik)]? pour n, k? L= 17 27 3.

Donc (X, d) est un espace b-métrique. Si a > 2 l'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée,

alors (X, d) n’est pas un espace métrique.

Exemple 2.1.2. [1] Soit (X,d) un espace métrique et p(x,y) = [d(z,y)]?, ou p > 1
est un nombre réel. Nous montrons que p est une b-métrique avec ¢ = 2P~ 1,

Evidemment, les conditions et de la définition(2.1.1)) sont satisfaites.

Si 1 < p < oo alors la convexité de la fonction f(x) = xP(x > 0) implique que :

c’est a dire que (a + b)P < 2P~ (aP 4 bP) est vérifiée.

Ainsi, pour chaque x, y, z € X, on a :

p(r,y) = (d(x,y))”
< (d(z, 2) +d(z,9))"

< 207 Y((d(x, 2))” + (d(z,y)))
= 2""Y(p(x, 2) + p(z,y)).

D’ou la troisiéme condition de la définition est vérifiée et p est une b-métrique.
Notant que (X, p) n'est pas nécessairement un espace métrique .

Par exemple, si X = R est l’ensemble des nombres réels et d(x,y) = |x — y| une
distance usuelle, alors p(z,y) = (x—y)? est une b-métrique sur R avec c = 2, mais n’est

pas une métrique sur R, car linégalité triangulaire d’une métrique n’est pas vérifiée.

Définition 2.1.2. [1] Soit (X, d) un espace b-métrique alors la suite (xy)nen dans X
est convergente si et seulement il existe x € X tel que d(x,,x) — 0, quand n — +o0.
Dans ce cas, on écrit

lim z, = z.
T—r—+00

Définition 2.1.3. [1] Soit une suite (x,)nen dans un espace b-métrique (X, d)est dite

de Cauchy si et seulement si d(x,, x,,) — 0, quand n,m — +00.

16
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Proposition 2.1.1. [1/ Dans un espace b-métrique (X,d), les propriétés suivantes
sont vérifiées :
1- Une suite convergente a une limite unique ;

it- Chaque suite convergente est de Cauchy.

Définition 2.1.4. [ Soit (X,d) un espace b-métrique. Si 'Y est un sous ensemble
non vide de X, alors la fermeture Y deY est l’ensemble des limites de toutes les suites

convergentes dans Y, c’est-a-dire :

Y ={z € X : il existe une suite x, dans Y telque lim z, = z}.
T—+00

Définition 2.1.5. [1/ Soit (X, d) un espace b-métrique. Alors un sous ensemble Y C X

est appelé compact si et seulement si toute suite de Y admet une sous suite convergente
dans Y.

Définition 2.1.6. [1] Soit (X,d) un espace b-métrique et Y une partie de X. On dit
que Yest fermé si et seulement si toute suite (x,)nen de Y converge vers un élément

de Y.

Définition 2.1.7. [l L’espace b-métrique (X, d) est complet si chaque suite de Cauchy

dans X converge.

2.2 Applications contractantes dans les espaces b-
métriques

Définition 2.2.1. [2] Soit T : X — X wune application et soit o : X x X — [0,00).
L’application T est dite a-admissible si pour tout x,y € X

a(z,y) > 1= o(Tz,Ty) > 1.

Définition 2.2.2. [2] Soit T : X — X est appelé a-admissible triangulaire si les
conditions suivantes sont satisfaites :

T1) T est a-admissible ;

T) a(z,z) > 1L a(z,y) > 1= a(z,y) > 1, Vr,y,ze€ X.

Popescu a récemment apporté des améliorations a la notion d’une application a-

admissible triangulaire.

Définition 2.2.3. [2] Soit T : X — X une application et soit o : X x X — [0, 00) une

fonction. Alors T est dite a-admissible orbitale si ['implication suivante est vérifiée :

17
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T3) a(z,Tz) > 1= o(Tz,T?z) > 1.

Définition 2.2.4. [2] Soit T : X — X une application et soit o : X x X — [0, 00) une
fonction. Alors T est dit étre a-admissible orbitale triangulaire si T est a-admissible
orbitale et si l'implication suivante est vérifiée :

Ty) a(z,y) > 1et a(y,Ty) > 1= alz,Ty) > 1.

Chaque application a-admissible est une application a-admissible orbitale, et chaque
application triangulaire a-admissible est une application triangulaire a-admissible or-

bitale. La réciproque est fausse.

Définition 2.2.5. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique et soit o : X x X — X une
fonction. X est dit étre a-régulier si pour chaque suite (x,) dans X telle que
Ty, Tpi1) > 1 pour tout n,x, — x € X lorsque n — oo, il existe une sous-suite

(Tn)) de (x) avec a(Tnmy,v) > 1 pour tout k.

Lemme 2.2.1. [2] Soit T : X — X wune application triangulaire a-admissible or-
bitale. Supposons qu’il existe xo € X tel que a(xg, Txg) > 1. Définissons une suite
(xn) par xn11 = T(x,) pour chaque n € N. Alors nous avons oy, xy,) > 1 pour tout

m,n € N, avec n < m.

Maintenant, nous sommes préts a énoncer et a prouver nos résultats principaux.
Soit 1) ’ensemble de toutes les fonctions croissantes et continues 1) : [0,00) — [0, 00),
avec ¥ 1({0}) = {0}. Soit F la famille de toutes les fonctions non décroissantes

B :[0,00) — [0, —) qui satisfont & la condition
c

1
lim B(t,) =—-= lim t, =0 pour certains ¢ > 1.

n—-+oo C n—-+4oo

Définition 2.2.6. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique et soit T : X — X une appli-
cation. Nous disons que T est une application contractante généralisée a-1-Geraghty
chaque fois qu’il existe a: X x X — [0,00) et un certain L > 0 tels que, pour

)

M(z,y) = max {d(x, y),d(x,Tx),d(y, Ty),

d(xz,Ty) + d(y, Tz) }
2

N(z,y) = min{d(z,Tx),d(y, Tx)};
Ona :

a(z,y)(d(Tz, Ty)) < B(M(z, ) (M(z,y)) + Lo(N(z,y)).  (2.1)
Pour tout x,y € X ou € F et ¢, ¢ € V.
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Remarque 2.2.1. [2] Etant donné que les fonctions appartenant a F sont strictement
1 1

inférieures a —, Uexpression f(W(M(z,y))) < — dans [’équation (2.1) peut étre estimée
c c

comme sutt :
1
B (M(z,y))) < — pour tout z,y € X, avec x # y.
c

Théoréme 2.2.1. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique complet et soit T : X — X
une application contractante généralisée a-1p-Geraghty avec les propriétés suivantes :
i) T est une application a-admissible orbitale triangulaire ;
it) Il existe xg € X tel que a(xg, Txo) > 1;
iii) T est continue.

Alors T posséde un point fixe.

Preuve 1. [2] Soit xy € X tel que a(xg,Txo) > 1. Nous construisons une suite
itérative (x,,) telle que

Tpr1 = Tx,, n € Ny
S’il existe ng tel que T(xp,) = Tp, pour certain ng, alors x,, est un point five de T, ce
qui achéve la preuve. Ainsi, sans perte de généralité, nous supposons que

Ty # Tpyr, pour tout n € Ny, (2.2)

Puisque lapplication T est a-admissible orbitale triangulaire, d’aprés le Lemme (2.2.1]),

nous avons

Ty, Tpy1) > 1, pour tout n € Ny. (2.3)
En prenant x = x,,_1 ety = x, dans linégalité (2.1)) en utilisant l’inégalité (2.3)) et en

rappelant que 1 est une fonction croissante, nous obtenons

Y(d(wp, Tny1)) = P(d(Trp1, Txy))
< afwp_1, 20 (AT, 1, Ty))

< BO(M (2p—1, ) V(M (2p—1, 7)) + LO(N (21, 20)).  (2.4)
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Pour tout n € N on a

4. T Tx,
M(x,_1,x,) = max {d(mn_l, 2n), d(Tn 1, Txn 1), d(xn, Ty), d(@n-1,Tn) ;_ d(@n, Tn-1) }
c

d(xnfh anrl) + d(l’n, xn)
2c

= max {d(:vn_1, Tn), d(Tn—1, ), d(Tp, Tny1),

d<$n—17 xn—l—l) }

= max {d(xnl,xn),d(a:n,a:n+1), 5
c

Et

N(zp—1,2y) = min{d(x,_1, Txyp_1),d(xn, T(xp_1)} = min{d(x,—1,x,), d(xp, x,)} = 0.
(2.5)

Puisque

d(Tp—1, Tny1) < S[d(xnfla xn) + d($n7 xn+1)]

> 5 < max{d(x,_1,%n),d(Tn, Tni1)},

Nous obtenons

M(zp_1,x,) < max{d(zn_1,x,), ATy, Tni1)} (2.6)
En tenant compte de (2.5)) et (2.6) dans (2.4))
(d(wn, 1))

(0
< a(@n-1, )V(Pd(Tn, Tpy1))
B(M (21, 20))) 0 (max{d(x,_1,2p), d(Tpn, Tns1)}). (2.7)

D(d(n, Tnir))

IN

IN

Si pour un certain n € N, nous avons mazx{d(x,_1,x,), d(xn, Tpi1)} = d(Tn, Tns1),
alors d’apres (2.7) et la remarque (2.2.1) nous obtenons

P(d(@n, Tng1)) < BAOM (201, 20))P(d (20, Tn1a)) < %w(d(mn,xm)) < Y(d(Tn, Tntr)),

ce qui est une contradiction. Ainsi, d’aprés (2.7), nous concluons que

P(d(2n, Tnt1)) < BA(M (201, 70)))0(d(Tn-1, 7)) < %?/J(d(%hfcn)) < Y(d(@n-1, 7)),
(2.8)

pour tout n € N. Ainsi, {{(d(x,,xn11))} est une suite décroissante non-négative.

Puisque 1 est croissante, la suite { d(xp,x,11)]} est décroissante. Par conséquent, il

existe v > 0 tel que lim d(x,,x,1) =7 .

n—-+o0o
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Nous affirmons que v = 0. Supposons plutot
lim d(x,,xn41) =7 > 0.

n—-+o0o

Puisque ¢ > 1, linégalité (2.8) peut étre estimée comme

1

—¥(d(@n, Tu1)) < P(d(2n, Ta1)) < BOM (01, 7)) )P(d(20-1, 20)). - (2.9)
En ce qui concerne (2.2)), linégalité (2.9) implique que

1(d(xn, Tnia)) . 1
Ay 1)) = PO @1 20))) < 2.

1
Cela donne lim S(¢Y(M(xy—1,2,))) = —. Puisque B € F, Nous avons lim (M (z,-1,x,)) =
n—00 C

n—o0
0. Nous en déduisons que

lim w(d(xm anrl)) =0.

n—oo

Ainsi, en tenant compte du fait que d(x — v et de la continuité de ¢, nous

nﬂ?nJrl)

obtenons nous ¢(7y ) = 0. Puisque ¢~(0) = 0, nous obtenons v = 0, ce qui est une

contradiction. Par conséquent, nous avons

lim d(x,,z,+1) = 0. (2.10)

n—oo

Maintenant, nous revendiquons que

lim d(z,,z,)=0.
n,Mm—00

Supposons, au contraire, qu’il existe € > 0 et des sous-suites {Tp,}, {xn,} de {x,},
avec n; > m; > 1, telles que
d(xpm,, z,) > €. (2.11)

De plus, pour chaque m;, nous pouvons choisir n; de telle sorte que ce soit le plus petit
entier satisfaisant (2.11)) et n; > m; > i. Alors, nous avons

A(Tp,;, Tp—1) < €. (2.12)
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D’apres (2.11)) et l"inégalité triangulaire, nous obtenons

e <d(wp,, Tm,;) < Cd(l‘ni?xni+1) + Cd(xni+17xmi)

< cd(xp,, Tn,y ) + ch(:z:niH, Tm,) + +c2d(acmi+1, Tpn,)- (2.13)

En laissant i — oo et en tenant compte de (2.10), l'inégalité (2.13) donne

= < lim sup d(zn,,,; Tm,,, )- (2.14)

02 1—>00

Par le lemme (2.2.1)), rappelons que a(x,,,,x,,) > 1. Par conséquent, d’apres (2.1)),

nous avons

V(M (Tn;s T, )Y (M (T ) + LO(d(Tn,, T,)). (2.15)

A(@n;, T,) + (@, T,
2c
d(y,, xmi+1) + d(2p,, xniﬂ) }

= max {d(% s Ty )y (T, Ty )s d(Tpm,, T )y 2%

et
N(xni7 xmi) = mm{d(xm, Txm)a d(xmw Txnz)} = mm{d(xm, 'rNi+1)’ d('rmi? xmi+1)}'

Remarquons que

d(wp,, Imi+1) + d(xmm xm+1) < S[d(xnu xmz) + d(xmm mmi+1)] + S[d(xmw xm) + d(2n,, xm+1)]

2c 2c
(2.16)

et
d(xp,, Tm,) < cld(xp,, Tp,—1) + d(Tp,—1, T, )] < cd(xp,, Tp,—1) + ce. (2.17)
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En tenant compte de (2.12)), (2.16) et (2.17), nous trouvons que

limsup M (x,,, Tm,) < ce, (2.18)
1—00
lim N(xp,, zm,) = 0. (2.19)
11— 00

En prenant la limite supérieure lorsque i — oo et en utilisant la condition (2.2.4]) ainsi
que les expressions (2.14), (2.18)), (2.19) ainsi que les expressions (2.15) devient

%w(&?) S ¢(C‘€) S lim sup ¢<03d<xm+1’xmi+l))

1—00

< limsup a(xy,,, x,hbi)@/J(c?’al(xni+1 Ty )
1—00

= limsup a(z,,,, 1,,) (S d(Tx,,, Tay,))

1—00

< limsup [B(¢(M (2, 2m,)) )M (20;, Tm,)) + LN (A2, T, )))]

i—00

< (ce) limsup BE(M (2, 2,)))

1—>00

< —t(ce).

S

1
Alors, limsup B(Y(M(xy,, xm,))) = —. Etant donné que B € F, nous avons

1—00 c

limsup (M (2, Tp,;)) = 0.

i—00

Ainsi, nous concluons que
lim ¢ (d(zp, ,,)) = 0.

1—00

Par conséquent, grdce a la continuité de v et au fait que ¥v~'({0}) = {0}, nous avons

lim ¢(d(xnz,xml)) =0,

ce qui contredit . Nous déduisons donc que (z,) est une suite de Cauchy dans
(X,d). Puisque (X,d) est un espace b-métrique complet, il existe x* € X tel que
lim x,, = x*. L’application T est continue et il est évident que Tx* = z*.

Zﬁgzas remplacons la continuité de Uapplication T dans le théoréme ci-dessus par une

condition appropriée sur X.

Théoréme 2.2.2. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique complet et soit T : X — X
une application contractante généralisée a-1p-Geraghty avec les propriétés suivantes :

i) Test une application a-admissible orbitale triangulaire,
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it) 1l existe xy € X tel que a(xg, Txg) > 1,
iti) X est a-régqulier.

Alors T posséde un point fixe.

Preuve 2. [2] Suivant les lignes de la démonstration du Théoréeme (2.2.1), nous

concluons que lim z,, = x*. Si X est a-régulier, alors, puisque a(x,,T,v1) > 1 il
71— 00
existe une sous-suite (x,, ) de x,telle que

F(z,,,x*)>1  pour tout k. (2.20)
Par [inégalité triangulaire, nous avons
d(z*, Tx") < cd(z™, Tpy11) + cd(p, 11, T2") = cd(z*, py+1) + cd(T X, Tx™).
En laissant k tendre vers l'infini, nous obtenons
d(x*,Tz*) < ligglf cd(Txy,, , Tx"). (2.21)

En utilisant le fait que ¥ € ¥, (2.20]) et (2.21), nous obtenons

Y(d(z*, Tr*)) < kli}m Y(Pd(Tx,,, Tr*))

< B Flomn

(B (M (2, )M (2, %)) + LO(N (2, 27))] - (2.22)

x*)w(csd(T:cnk, Tx"))

IN

On a

d n ’T i d *aT n
M($nk,$*) = maw{d(wnkax*)ad(ﬂfnk?T.’L'nk),d(x*’Tx*)’ (.13 k xr >+ (.T Y k>}

2c
d(xn,, Tx*) +d(z*, Ty, ,) }

= mazx {d(xnk,x*),d(xnk,xnkﬂ),d(x*,Tx*), 5
c

et
N(zp,, 2*) = min{d(z,,, Txy,), d(@*, Ty, } = min{d(xy,, Tn,, ), A2, Tny )}

Rappelons que

d(xn,, Tx*) + d(z*, zp,, ) < cd(2n,,, %) + cd(x*, Tw*) + d(z*, xp, )
2c - 2c
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Ensuite, par (2.10]), nous obtenons

hm sup d(xnk’ T:L’*) + d(‘r*7 xnk+1) S d(x*, Tx*) '
k—o0 2c 9

Lorsque k tend vers linfinie, nous en déduisons

lim M(x,,,z") = d(z*, Tx")

k—o0

et
lim N(z,,,z") =0.

k—o0

Puisque B(¢(M(y,,z*))) < L pour tout k € N, d’apres ([2.22)), nous obtenons

Y(Pd(, Ta*) < —p(d(a®, Ta)) < (d(r, T))

Puisque v € W, ce qui précede est vrai sauf si d(x*,Tx*) = 0, c’est-a-dire, Tx* = x
et x* est un point fixe de T.

Pour lunicité d’un point five d’une application a-1p contractante généralisée, nous
considérerons [’hypothése suivante :

(H)Pour tous x,y € Fiz(T), soit a(x,y) > 1 ou afz,y) > 1.

Avec, Fix(T) désigne l'ensemble des points fizes de T'.

Théoréme 2.2.3. [2] En ajoutant la condition|(H )aux hypothéses du Théoreme (2.2.1))
(respectivement, du Théoreme (2.2.2) )Jnous obtenons 'unicité du point fixe de T .

Preuve 3. [2] Supposons que x* et y* soient deux points fizes de T. Il est évident que
M(z*,y*) = d(z*,y*) et N(z*,y*) = 0. Par conséquent,

Y(d(z",y")) < o(Ed(Ta*, Ty"))
(", y" (P d(Ta", Ty"))
(

DM (2", y")) (M (2%, y")) + Lo(N (27, y7))

IN

IA
QQ

§w<d< y")
<l y)),

ce qui est une contradiction.

Définition 2.2.7. [2] Soit (X, d) un espace b-métrique et T : X — X une application.

Nous disons que T' est une application contractante généralisée de type (B) de Geraghty
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avec a et Y lorsqu’il existe oo : X x X — [0,00) telle que

M(z,y) = maz {d@c, ), d(z, Tx), d(y, Ty), LT T4y, T7) } ,

2c

a(z,y)(d(Tr, Ty)) < B(M(z,y)))(M(2,y))

pour tous x,y € X ou € F et € V.

A partir des démonstrations des Théoremes ([2.2.1)), [2.2.2) et (2.2.3), nous obtenons

les résultats suivants.

Théoréme 2.2.4. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique complet et T : X — X une
application contractante généralisée de type (B) de Geraghty avec les propriétés sui-
vantes :

i) T est admissible orbitale triangulaire o ;

it) Il existe xog € Xtel que F(xo,Tzo) > 1;

iii) Soit T est continue ou soit X est a- régulier.

Alors T a un point fize.

Théoréme 2.2.5. [2] En ajoutant la condition auz hypotheses du Théoreme

(2.2.4), nous obtenons l'unicité du point fixe de T.

Exemple 2.2.1. [2] Soit X l’ensemble des fonctions mesurables de Lebesgue sur [0, 1]

telles que
1
/ ()] dt < 1.
0

Définissons d : X x X — [0, 00)par

d(z,y) = (/01 2(t) — y(t)] dt)Q-

Alors d est une b-métrique sur X avec s = 2.

Lopérateur T : X — X est défini par

Tx(t) = }lln(l + |z (t)])-

Considérons les applications a : X x X — [0,00), [ : [0,00) — [0,%) et P :

[0,00) — [0, 00) définies par

1 six(t) > y(t) pour tout t € [0, 1], N 2
a(z,y) = B(t) = WOVOP oy (p) = ¢,

, 21
0 sinon.
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Manifestement, v € v et 8 € F. De plus, T satisfait les conditions d’étre une appli-
cation triangulaire a-orbitalement admissible et a(1,T1) > 1-
Maintenant, nous allons prouver que T est une application contractante généralisée

de a--Geraghty. En effet, pour tout t € [0, 00|, nous avons

2

Vo (@ (0), 510, AT, Ty < \/ 2 ( | irete = yte) dt)
{01+ ) = {0+ )|
Lt Ja()]
n (1 T \y(t)\) ‘ o

’ 0
:LZ/;
1(1+M)‘dt

1 )
B 2/0 1+ [y(t)]

<L / (1 + [a(®)] — [y(®)])| di-

Par le Lemme (2.2.1)), nous obtenons

/01|1n<1+|x<t>|—|y<t>|>!dts1n(/01<1+|x<t>—y<t>|> )= (1+/ olt) = 0 dt )

Par conséquent,

a0 O T D T < o [ 1) ] ) < S n (14 VaGD)-

Ainsi, nous obtenons

a(x(t), () (PdT(2), T()) < 5 (In(1+ Vilwy)
< o+ )
) (zn 1+\/Ty> I

2M (z,y)
= B (M (z,y))) (M (z,y))-

D’apres le Théoréme ([2.2.5)), nous constatons que T a un point fize.
En conséquence dans cette section, nous démontrons que plusieurs résultats existants

dans la littérature peuvent étre facilement déduits du Théoréeme (2.2.4))-
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Théoréme du point fixe dans ’espace b-métrique

En prenant a(z,y) = 1 dans le Théoréme ([2.2.3), pour tous z,y € X, nous obte-

nons immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1. [2] Soit (X, d) un espace b-métrique complet avec s > 1 et soit
T : X — X une application sur X. S’il existe L > 0 tel que pour tous x,y € X,

U(Pd(T, Ty)) < B((M(z,)))0(M(z,y)) + Lo(N(z,y)),

ou e F,p,peW et

M(z,y) = maz {d(a:, ). d(z, Tx), d(y, Ty), =LY 2+C d(y, Tx) } |

N(z,y) = min{d(z,Tx),d(y, Tx)},

alors T a un point fize unique.

Preuve 4. En prenant a(x,y) = 1 dans le Théoreme (2.2.5)), pour tous xz,y € X,

nous obtenons immédiatement le résultat de point fixe suivant.

Corollaire 2.2.2. [7] Soit (X,d) un espace b-métrique complet avec s > 1 et soit
T : X — X une application sur X telle que pour tous x,y € X,

U(¢d(Tw, Ty)) < B(M (2, y)))b(M(z,y)),

oupeF,pev et

M(z,y) = max {d(x,y), d(z,Tx),d(y, Ty), d(x, Ty) 4+ d(y, Tx) } _

2c

Alors T admet un point fixe unique .

Preuve 5. Si nous prenons F(x,y) =1 pour tout x,y € X, L =0 et 1(t) =t dans le
Théoréme (2.2.3)), nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Corollaire 2.2.3. [Z] Soit (X, d) un espace b-métrique complet avec s > 1 et soit
T : X — X une application sur X telle que pour tous x,y € X,

Ad(Tx, Ty) < B(M(z,y))M(x,y),
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ou B e F et

d(z,Ty) + d(y, Tx) } '

M (z,y) = max {d(l‘, y),d(z, Tx),d(y, Ty), 5

Alors T admet un point fize unique .

Preuve 6. Si nous avons ¢ = 1 et f = t%l pour t > 0 dans ce corollaire, nous

déduisons le résultat

Corollaire 2.2.4. [2] Soit (X,d) un espace b-métrique complet avec ¢ > 1 et soit
T : X — X une application sur X telle que pour tous x,y € X,

M(z,y)
d(Tz, Ty) < HM—(at,y)

Alors T admet un point fixe unique .
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Chapitre 3

Applications

3.1 Equation intégrale non linéaires de type Fred-

holm de deuxiéme espéce

En tant application, nous considérons 1’équation intégrale suivante [2]
1
x(t) = h(t) +/ E(t,\)f(A,z(N)dXN  Pour tout t € [0,1]. (3.1)
0
Soit Q désignant la classe des fonctions croissantes w : [0, 00) — [0, 00) satisfaisant
(w(t))" < t"w(t") pour tout r > 1 et tout t > 0-

Nous analyserons 1’équation en vertu des hypothéses suivantes :
Hy) h:]0,1] — R est une fonction continue.
Hsy) f:]0,1] x R — R est une fonction continue, f(t,z) > 0, et il existe w € Q el
que pour tout x,y € R,

[f () = Fty)| < w(lz = yl),

avec w(t,) — QT—I,l lorsque n — 0o, ce qui implique nhjEO t, = 0-

Hj) k:[0,1] x [0,1] — R est continue en ¢ € [0, 1] pour chaque A € [0, 1] et est
mesurable en A € [0, 1] pour tout ¢ € [0, 1]tel que k(¢,z) > 0 et

1
/ k(t, \)dA <
0

3w
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Considérons 'espace des fonctions continues X = C([0, 1]), avec la métrique standard

donnée par

p(x,y) = sup |z(t) —y(t)| pour tout z,y € C([0,1]),
te(0,1]

Maintenant, pour r» > 1, nous définissons

d(z,y) = (p(x,y))" = (sup |z (t) —W)!) = sup [z(t) —y(t)["  Pourtout z,y € (C[0,1])-

te[0,1] te[0,1]

Remarquons que (X, d) est un espace b-métrique complet avec ¢ = 271 -

Théoréme 3.1.1. [2] Sous les hypothéses (3.1)) admet une solution unique
dans (C0,1])-

Preuve 7. Nous considérons l'opérateur T : X — X définie par

T(x)(t) = h(t) + /0 1k(t, NFOz(\))dA, ¢ e [0,1]-

En vertu de nos hypothéses, T est bien définie (ce qui signifie que si x € X, alors

Tx € X. De plus, pour x,y € X, nous avons

|T<x><t>—T<y><t>|='h<t>+ / B(t ) f(0 2(A))dA — h(t) — / B(t ) F(0 2(A)dA
< / B ) [F(2(0) — £ y(A)]dA
< / Bt New(lz()) — y(V)])dA

Puisque la fonction w est croissante, nous obtenons

w(lz(A) —y(W)]) Sw (Sup [z(A) = y@)\) = w(p(z,y))-

te(0,1]

Par conséquent,

31



Equation différentielle implicite tempérée d’ordre fractionnaire de Caputo

Maintenant, nous avons

AT Ty) = sup [TENO - TOT < | wloiea)]

te(0,1]

< sl p)eldle,y) < S (M@, )M (,y),

c’est-a-dire,
Ad(Tx, Ty) < B(M(z,y))M(z,y),

ouc=2"1et B(t) = w(t). Remarquez que si w € F, alors B € F. Par le Corollaire
(2.2.3), ’équation (3.1)) a une solution unique dans C|0,1] et la preuve est terminée.

3.2 Equation différentielle implicite tempérée d’ordre

fractionnaire de Caputo

En s’inspirant de ce qui précede, nous étudions I'existence et 'unicité des solutions
pour le probléme implicite avec une équation différentielle fractionnaire non linéaire

impliquant la dérivée fractionnaire tempérée de Caputo :
(gD?%) (t) =N (t,xt, (gD?%) (t)> ; te 2:=10k|, (3.2)

z(t) = u(t), te (—o0,0], (3.3)

oun 0 < ¥ <, (>0, OCDf *“ est la deérivée fractionnaire tempérée de Caputo,
N:O2xQxR —=Ret u: (—o0,0] — R sont des fonctions données ot 1(0) = . Pour

tout ¢t € £2, nous définissons zt € Q avec
xt(o) =x(t+0); pour o € (—oo, 0]

A notre connaissance, il n’existe pas de publications dans la littérature qui traitent
des problémes implicites de dérivées fractionnaires tempérées de Caputo avec retard
infini. Le nombre limité de travaux publiés sur le calcul fractionnaire tempéré souligne
la nécessité d’une exploration et d’un développement plus approfondis. Par conséquent,
notre objectif est de faire progresser le domaine en explorant divers problémes avec
des conditions nouvelles qui n’ont pas été étudiées auparavant. De plus, notre étude a
I'intention d’incorporer différentes techniques telles que la méthode de a-contraction,
ce qui la distingue des recherches antérieures .

L’étude des équations différentielles implicites utilisant la dérivée fractionnaire tem-
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pérée de Caputo dans les espaces b-métriques est initiée dans ce travail .
Tout d’abord, nous donnons les définitions et les notations que nous utiliserons tout
au long de cette partie. On note C'(£2, R) I'espace de Banach de toutes les fonctions

continues de {2 dans R avec la norme suivante

[IN[|oc = sup [[R(#)]]
tes?

Comme d’habitude, AC(£2) désigne I'espace des fonctions absolument continues de
(2 dans R. Pour tout n € N, on note AC™({2) l'espace défini par

n

d
AC™(02) = {N 2R € AC(Q)} :
Considérons l'espace X} (k1,k2), (b € R, 1 < p < 00) de ces fonctions mesurables
de Lebesgue a valeurs complexes f € [k1, ko] lesquelles [|R[|x» < oo, oi la norme est

définie par :

3 =

b dt
Wil = ([ 1ew0rt) a<p<ox vem)

Définition 3.2.1. ([3/, [J], [6])(L intégrale fractionnaire tempérée de Riemann-
Liouwville) Supposons que la fonction f est continue par morceauzr sur [ky, ko] et
€ X[ (ki,ks), € > 0. Ensuite, l'intégrale fractionnaire tempérée de Riemann-Liouville

d’ordre ¥ est définie par :

1 [f e AR(p)
IPIR(t) = e TP ("R (1)) = / d 4
kite ( ) € K1y (6 ( )) F(’lg) K, (t I ,0)1_19 Ps (3 )

ot g, I? désigne d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville. évidemment, 1’in-
tégrale fractionnaire tempérée (3.4)se réduit a lintégrale fractionnaire de Riemann
-Liowville (1.2)) si ¢ = 0.

Définition 3.2.2. ([3/, [J])(La dérivée fractionnaire tempérée de Riemann-
Liouville)- Pourn—1<9 <n;né&N, {>0. La dérivée fractionnaire tempérée de

Riemann-Liouville définie par :

—Llt n t ¢
9,0 - 9 0t _ ¢ d e f(p)
WDIN(D) = e DN = o |

O 1, DY désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
Définition 3.2.3. ([3/, [0])(La dérivée fractionnaire tempérée de Caputo)-
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Pourn—1<9 <n; neNt, £>0. La dérivée fractionnaire tempérée de Caputo est

définie comme :

CDYIN() = e DY (e"N(1)) = dp,

Y R T G0
I(n—9) / =7 dpr

ot kchf’z désigne la dérivée fractionnaire de Caputo .
Lemme 3.2.1. [3] Pour une constante C,
N O 0t C 0Ly v —lt C oy Lt
wDy C=Ce™ |, Die”, D;C=Ce ™ Dje”.

Evidemment, ,, DV (C) # kcll)f’g((}’). Et kClDf’g(C) est différent de zéro, étant différent
de € DY(C) = 0.

Lemme 3.2.2. ([3], [6]) Soit f(t) € AC"[k1,ks], | > 0 etn—1 < ¥ < n. Alors

la dérivée fractionnaire tempérée de Caputo et l'intégrale fractionnaire tempérée de

] )
t=k1

Riemann-Liouville ont les propriétés composites suivantes :

W D] = £ =Y prE

=0 J

Sl =k [dj(e”f(t)

et
DML ()] = (1), pour ¥ € (0,1).

Lemme 3.2.3. Soit X € L'(Q) et 0 < 9 < 1. Alors le probleme de la valeur initiale

(§D2) (1) = R(t): teQ:=[0k],

(3.5)
z(0) = zo,
posséde une solution unique définie par
PR S A (DR
olt) =0e "+ o [ D= ) IR(p)dp (3.6)
L) Jo

Démonstration. En appliquant I'intégrale fractionnaire tempérée de Riemann-Liouville

d’ordre ¥ a
(§D) (1) = R,
et en employant le lemme (3.2.2)) et si t € ), on obtient

1

1) = (0) " = g [ = )T
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A partir des conditions initiales, on obtient

1 ¢ _
t = —Lt _/ _Z(t_p) t_ (ﬂ_l)N d .
x(t) = e " + rw) ), ¢ (t—p) (p)dp

Inversement, d’apres le lemme (3.2.1)) et le lemme (3.2.2)), on en déduit que si x vérifie
I'équation (3.6]), alors il satisfait le probléme ({3.5]).

En conséquence du lemme (3.2.3]), nous donnons le résultat suivant.

]

Lemme 3.2.4. La fonction x est une solution du probléme (3.2)-(3.3)) si et seulement

st x satisfait ce qui suit :

1 [t N
zoe "+ —— / e At — p) T IR(p) dp, sit € Q,
w(t) =4 I'(J) Jo

u(t), sit e (—o0,0],

(3.7)

ot R € C(Q) tel que R(t) = R(t, zt, N(t))-

Définition 3.2.4. [J] L application T : X — X est dite une a-contraction non linéaire
généralisée s’il existe des fonctions F : (0,00) — R et ¢ : (0,00) — (0,00) telles que
pour tout z,® € X tel que Tx # TP,

V(M(z, @) + F(aM(Fz, F¢))p < F(AsM(z, @),
oun o> 1, et

%[M((I),TX) + M(X,T®)]), 8e€]l0,1].

AM (2, ®) = max (M (z, ®), M(Xz,Tx), M(®, TP), 5
Théoréme 3.2.1. [3] Soit (x, M) un espace b-métrique complet et T : X — X une
application a-1-Geraghty généralisée ot
i) T est a-admissible ;
i) Il existe o € X ot oo, T(x9)) > 1;
i) St (xp)nen C X avec x, — x et a(xy, Tni1) > 1, alors a(z,, x) > 1.
Alors T a un point fixe. De plus, si

iv) Pour tout point fize x, z de T, soit
afz,z)>1 ou a(z,z)>1,

alors T' posséde un unique point fixe.
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Théoréme 3.2.2. [/ Soit (X, M) un espace b-métrique complet. Une contraction F
non linéaire généralisée T' a un point fixe si les affirmations suivantes sont vraies :
i) F est strictement croissante, c’est-a-dire que si a < b, alors F(a) < F(b), pour
tout a,b € (0,00);
i) B<1;
i) % <1;
iv) liminfy(x) > 0, pour tout t > 0.

T—tt

Dans cette partie, nous établissons quelques résultats d’existence pour les pro-
blemes (3.2)-(3.3)
Soit (C(€2), M) l'espace b-métrique complet avec s = 2, tel que M : C'(2) x C(Q2) —

(0,00), est donné par :

M(z,®) = || (X = ®)* |l := sup |z(t) — B(t)]*.
teQ
Soit l'espace (@, || - ||¢) un espace linéaire semi-normé de fonctions mappant (—oo, 0]
dans R, et vérifiant les axiomes suivants qui sont dérivés des originaux de Hale et
kato :
1) Siz:(—00,0] = R, et g € Q, alors il existe des constantes &1, &, &5 > 0, telles
que pour chaque t € €2, on a :
(i) x; est dans @ ;
(i) [[zello < &illzillo + &2 supsc g lx(o)] ;
(iil) |z ()] < &sllzllq-
2) Pour la fonction z(-) dans y; est une fonction continue a valeur ()~ sur €.
3) L’espace @ est complet.
X ={r:(-00,k] = R, 2|0 € Q, z|o € C([0,k],R)}.

Les hypotheéses :
H,) 1l existe des fonctions continues p : Q@ — (0,00) et ¢ : 2 — (0,1) telles que
pour chaque x,x; € ), ,P; € Ret t € ()

R(t, 2, @) = R(E, 21, Py | < pt) ||z — 21l + ¢(1)|® — Dy

avec

2

L)/O eff(t*p)(t_p)(ﬁfl)wdp <9 (|[(z = 21)*|s0) -

HF(?? 1—g*

e}
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H,) Tl existe v € A et £y(t) € C() et une fonction & : R? — R, telle que

e (B0 s [P0 R)dp) 20

Ou R € C(Q) tel que R(t) = N(t, £o(t), R(t)).
H3) Pour chaque t € Q, et z,® € C(2), on a

E(z(t), @(t)) > 0.

Implique

L 1t—ﬁ(t—p) _ )91 L ' —0(t—p) (4 _ \WO-1)Y )
g(w) [ ) by [ IR ) ) 20

€ C(Q)tels que

N(t) == N(tw’tt: N(t))
et
N'(t) = R(t, Bt, N(1)).

Hy) Si(xp)neny C C(Q) avee x, — x et {(x,(t), z,41(t)) > 1, alors
E(an(t), x(t)) = 1.

H;) Pour toutes solutions fixes 2, 2" du probléme (3.2))-(3.3)) soit

ou

remiérement, nous prouvons les résultats d’existence et d'unicité en utilisant la contrac-

tion de type a-1-Geraghty et la théorie du point fixe.

Théoréme 3.2.3. Les hypothéses a tant satisfaites, le probléme (3.2))-
(3.3) posséde au moins une solution définie sur ). De plus, si l’hypothésd(Hs )est éga-

lement vérifiée, alors nous obtenons une solution unique.
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Démonstration. Considérez 'opérateur 1" : X — X défini par :

t
HO)e 4 [ 0 ) IR g, e,
0

M(t)a t e (—O0,0],

(Ta)(t) = (3.8)

oit R € () telle que R(t) = N(t, zt, X(t)). soit a : (—00, k] — R une fonction donnée
par :
plt); e (—o0,0],

at) =
w0)e ™ teq.

Alors oy = p pour tout z € C(€2), avec 2(0) = 0, nous désignons par z la fonction
définie par
0 t € (—o0,0],

I
I

z(t), tef

si z(-) satisfait I'équation intégrale

£(t) = p(0)e " + ﬁ / e~ 0=0) (¢ — )R (p)dp.

Nous pouvons décomposer z(- ) comme z(t) = z(t) + a(t) pour t € Q, ce qui implique

que x; = z + a(t) pour tout ¢t € Q2 et la fonction z(-) satisfait

0 = 555 / et — p)" IR (p)dp,

ou

R(t) = R(t, % + an, R(1)); t € Q.

Ce qui donne
Dy = [z € C(Q); 2z = 0],

et soit || ||xsoit la norme dans D, définie par

1211k = [[20]lq +sup [2(#)] = sup [2(¥)[; = € D,
teQ teQ

ot Dy est un espace de Banach avec la norme || ||5. Définissons 'opérateur W : Dy —
Dy par
1 t ~
W) = g [ €= 0" o), 3.9)
L) Jo
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ou

N(t) = N(t, 2 + oy, N(1)); t € Q.

La fonction « : C(Q) x © — (0, 00)est donné par :

a(z,y) =1; si §(2(t),y(t)) 2 0, pour t €,
a(z,y) =0; sinon.

Tout d’abord, nous prouvons que W est un opérateur de a-1)-Geraghty généralisé :

Soit z,y € Dy. Alors, pour tout ¢t € €2, on a

(W2)(1) = Wy)(1)] < %ﬂ) /0 et = p)PTYIR(0) — N (o) ldp,

ou X, X" € C(Q)telle que

R(t) = R(t, 2, + an, X (1)) et R (1) = R(¢, §, + o, X (1))

Deona

X N ﬁ(t) 1
IR =Nl < 1z = )*[|%,

S1-g

oll §* = sup,cq |G(t)|. Ensuite, nous avons

(W2)(t) — (Wy)(t)] < %19)/0 e~ lt=p) (¢ — p)?-1 pﬁﬂf

Ainsi

t —L(t—p)(t—p)°~t —
a0 = WO < 1IG = 0Ptz = )55 [ @ -7,

< Iz = 9)*Mloct([1(z = 1)*[l0)-

Donc,

a2, ) (2°dW(2). W(y))) < n((M(z, )0 (M(2,y))),

L’opérateur W est un opérateur généralisé a-i-de Geraghty, ou n € X, b € A, avec
1
n(t) = gt, et Y(t) =t.

Soit z,y € C(2) tels que
a(z,y) > 1.
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Ainsi, pour chaque t € ) nous avons
€(x2t7'r2t) Z O

Cela implique a partir de ue
EW=(t), Wy(t)) = 0,

ce qui donne

a(W(z2), W(y)) = 1.

Ainsi, W est un opérateur a-admissible.
Maintenant, selon |(H,)] il existe £y € C(Q) tel que

a(lo, W(l)) > 1.
Ainsi, d’aprés , (€p)nen C @ avec £, — L et a(ly, l,p1) > 1, alors
a(l,, ) >1

D’aprés 'application du Théoréme ((3.2.1)), nous en déduisons que W posséde un point
fixe. Par conséquent, 7" posséde un point fixe qui est la solution du probléme.
De plus, [(H5)| implique que si z et y sont des points fixes de W, alors

&(z,y) > 0o0u(y,z) > 0.
Cela implique que soit
alz,y) > 1 ou ay, z) > 1.
Ainsi, le probléme (3.2)) a une solution unique. O

Maintenant, nous prouvons un résultat d’existence et d’unicité en utilisant le théo-

réme du point fixe de F' contraction.

Théoréme 3.2.4. Supposons qu'il existe des constantes \, A > 0 ot X = AM1=X) > V2
telles que pour chaque xt,zt € Q, ®, deRette

. r()
= DT (14 supyeg [(0)] + supyeq [2(0)]

IN(t, xt, D) (¢, o, D) (1) — 2(t)[+A|2—D|.

(3.10)
Alors le probleme(3.2))-(3.3) a une solution unique définie sur Q.
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Démonstration. Soit W : Dy — Dy définie comme dans (3.9)). Pour tout z,y € Dy,

pour chaque t € 2, nous avons

1

W) = WP < {55 [ = 0 86) - R ()] do

ot 8, X" € C(9) tel que

N(t) = N(t, 2t + at,N(t)) et N (t) = R(t, gt + at, R (1)).

Puisque, pour chaque t € €2, on a

o r() o
O =0 S 1 supica 0]+ swpm o]+

Ensuite, nous obtenons

1
A2+ 2supeq |2(8)] + 2supieq [y(1)]]

W2)(1) — (0P < { 2() - y<t>|}
< : AVED —wP)

- A2+ 2supeq [2(8)] + 2supeq |y (1))

1 9 i
= N+ sy 2] + 5wy WO {V R }

1 2 2_
= N2+ s 540) — (0P {V E R }

Par conséquent, nous obtenons

3 M (Z y)
2N < 77
A MWz, Wy) < 2+ M(z,y)

Maintenant, en appliquant le logarithme naturel a 'inégalité précédente, nous obtenons
In(2 + M(2,9)) + In(EM(Wz, Wy)) < In(M(z, ) < In(AM (2, y)),
ou
sM 6 1
A (z,y) = max ¢ M(z,y), M(z, Wz), M(y, Wy), 5 [M(y, Wz) + Mz, Wy)l . 8 < 5.

Si on choisit F(t) = In(t) et ¢(t) = In(2+1¢), on voit que toutes les conditions du théo-
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réme (3.2.2)) sont satisfaites, de sorte que YW a un point fixe unique. Par conséquent,

T posséde un unique point fixe qui est la solution du probléme. O

Exemple 3.2.1. Considérons le probleme suivant qui est un exemple du probleme

1
CD1/2,€x> (t) = arctan(||zt||y) 4 i L teQ:=10,1]
(0 ¢ 380(1 + [lztllw) 35 (1 N ‘(oCDE’%) (t)D
x(t) =t+1; t € (—o0,0].
(3.11)
Soit v une constante réelle positive et
B, = {x € C((—o0,1],R) : pErPOO e’x(p) € R} . (3.12)

La norme de B., est donnée par

[zl = sup e|z(p)].
pE(—00,1]

Soit x : (—o00,0] = R tel que xy € B,. Alors

lim e”xt(p) = lim ezt~ = lim P~V (p)
p——00 p——00 p—r—00

=D lim Py (p) < 0.
p——00

D’ot xt € B,. Enfin, nous prouvons que

zt]ly < &llaally + & sup |z(o)],
c€[0,¢]

oué& =& =1eté&=1. Ona

|zt(p)| = |=(t + p)|.

Sit+ p <1, on obtient
[2t(§)] < sup  |z(0)].

o€ (—00,0]
Pourt+ p >0, alors on a

|#t(&)] < sup |z(o)].
o€[0,¢]
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Ainsi pour tout t + p € 2, on obtient

[2t(§)] < sup |az(o)| + sup |z(o)].

0€(—00,0] o€l0,t]

Alors
lzelly < llzolly + sup |z(o)].
o€[0,¢]
Il est clair que (B, | - ||) est un espace de Banach. On peut conclure que B, est un
espace de phase.
Ensemble
arctan(||z||v) 1

M5 500+ ela) 38001 + o)

out€Q, xeW, deR. Soit (C(Q),M,2) Uespace b-métrique complet avec s = 2, tel
que M : C(2) x C(2) — (0,00), est donné par :

M(z,@) = ||(z = ®)*[l := sup jz(t) — (1)

Pour tout x, > € U, 7, o cRett €Q, ona

r— & T—®
o~ 8y T-3]

N(t, 2. 7T) — N(t, P, P)| <

Ainsi, Uhypotheése est satisfaite avec

1

plt) = a(t) = 555

Définir les fonctions n(t) = gt, p(t) =t, ¥ : C(Q) x C(Q) — R% avec

sxpy =4 " M(x(t), (1)) > 0,t € Q,

0 sinon,

et M : C(Q) x C(2) = R avec M(z,®) = ||z — P||oo. L hypothese est satisfaite
avec ly(t) = xo. De plus, découle de la définition de la fonction M. Des calculs
simples montrent que toutes les conditions du théoréeme (3.2.3)) sont satisfaites. On

obtient donc l'existence et ['unicité des solutions au probleme (3.11]).
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Exemple 3.2.2. Considérons ensuite le probleme suivant :

) 1

(oD ) (t) = : - Cteq
; 4(1+supyeq [2(1)]) o (1 + ODEx(t)) (3.13)
w(t) = 2t + 4, t € (00,0},
Ensemble e
1 1
N(taxb(p) = (2)

+ 7
A1+ supyeq [=(2)]) - 20(1 + |@])
out e Q xeCQ),PeR. Soit (C(Q),M,2) un espace b-métrique complet avec
¥ =2, tel que M : C(2) x C(Q) — (0,00), est donné par :

M(z,®) = ||(z = @)*[lo := sup jz(t) — (1),

Pour tout z,® € C(Q), 7, € R ett €Q, on a

I (3) lx(t) — ()]

(14 sup,eq [2(2)| + supeq [B(H)]) 20

‘N(taxtaf) - N(ta ®t76)| < 4
Alors I’hypothése est satisfaite par

1 19
A=2 by = — et A= — >2.
AT € 10>\/_

Puisque toutes les exigences du Théoreme (3.2.2) sont vérifiées, nous concluons a

Uezistence et a l'unicité des solutions pour le probleme (3.13)).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons tenté de mettre en lumiére sur les théorémes du point
fixe dans les espaces b-métriques concernant les applications contractantes. Comme
des applications nous établissons ’existance et 'unicité de la solution des équations
intégrales et des équations différentielles fractionnaires implicites tempérées de Caputo.
L’intérét de ce travail est la possibilité d’étudier plusieurs problémes nonlinéaires dans

des espaces abstraits intéréssants qui ne sont pas métriques ou normés.
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