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Introduction générale

% calcul fractionnaire est devenu au fil du temps un outil important pour le dévelop-
pement de nouveaux concepts mathématiques au sens théorique et au sens pratique. Au cours
des dernieres années, diverses notions ont été proposées sur les ’opérateurs fractionnaires. Ici,
nous signalons les types les plus célebres, y compris les dérivés de Liouville, Caputo, Hada-
mard, Caputo-Fabrizio, etc. En conséquence, cela a conduit a différentes structures d’équations
différentielles d’ordre arbitraire formulées par plusieurs opérateurs fractionnaires. Cependant,
il a été compris que la procédure la plus efficace pour discuter d'une telle variété d’opéra-
teurs fractionnaires est de s’adapter aux structures généralisées d’opérateurs fractionnaires qui
impliquent de nombreux autres opérateurs.

Ici, nous avons choisi 'opérateur fractionnaire 1-Hilfer, outre le fait qu’il s’agit d’'un opé-
rateur global, et qu’il en généralise plus de vingt, la liberté de choix de I'opérateur de diffé-
renciation classique et le choix de la fonction v, c¢’est-a-dire parmi le choix de la fonction v,
I'opérateur de différenciation classique, peut agir sur I'opérateur d’intégration fractionnaire ou
bien 'opérateur d’intégration fractionnaire peut agir sur 'opérateur de différenciation classique.
Cela permet d’unifier et d’obtenir les propriétés des opérateurs fractionnaires.

De nombreux phénomeénes physiques ne peuvent pas étre modélisés sous la forme d’une
seule ED. Pour surmonter cette difficulté, ce type de phénomenes peut étre présenté a l'aide
de systemes couplés de FDE. Récemment, les systémes couplés avec des FDE ont été étudiés
selon différentes approches.

En 1940, Ulam a posé une question importante sur la stabilité des équations fonctionnelles
[23], a laquelle Hyers a répondu dans le cas des espaces de Banach. Depuis lors, ce type de
stabilité est connu sous le nom de stabilité de Hyers-Ulam (HUS). En 1978, Rassias a généralisé
HUS a un concept plus général et le concept généralisé a été appelé stabilité de Hyers-Ulam-
Rassias (HUR). Obloza a été le premier mathématicien a étudier la stabilité HU pour les DE.
Li et Zada ont établi un lien entre la stabilité HUS et la stabilité exponentielle uniforme des
familles d’évolution discrete d’opérateurs linéaires limités sur des espaces de Banach .

Dans ce qui suit, nous donnons un apercu de 'organisation de notre mémoire, qui se com-
pose de trois chapitres définissant le travail contribué.

Chapitre 1 : Ce chapitre fournit la notation et les résultats préliminaires, les descriptions,
les théorémes et autres résultats auxiliaires qui seront nécessaires pour cette étude.
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Chapitre 2 : Dans cette chapitre, nous présentons la définition de l'intégrale fractionnaire
d’une fonction f par rapport a une autre fonction v et la définition de la dérivée fractionnaire
1-Hilfer. Aussi bien que nous discutons quelques propriétés de I'opérateur fractionnaire : I'iden-
tité, est limité, et la relation avec 'opérateur intégral fractionnaire. Enfin, nous présentons une
large classe d’intégrales et de dérivées fractionnaires, au moyen de l'intégrale fractionnaire par
rapport a une autre fonction.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous établissons les résultats de I'existence, I'unicité ainsi
que les stabilités Hyers—Ulam et Hyers—Ulam—Rassias des solutions du systeme proposé impli-
quant une dérivée fractionnaire ¢-Hilfer de la forme :

HpPYu(t) = f(t,u(t), DY Yo(t)), teJ =(a,b,0<a<1,0<p<1,
TR (1) = g(t, DR u(t),0(1), v =a+ 8- ap,
L) e = gy, L7 0(1) 120 = Va

On notée X = C(J,R),ou f,g: J x X x ¥ — X sont des fonctions continues et non linaires
sur un espace de Banach X. La fonction linaire ¢ : J — R satis fies ¢/'(t) #0 Vi € J.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



CHAPITRE 1

Rappels et quelques outils de base



1.1. Sur les fonctions 4

@ns ce chapitre, nous discutons des outils mathématiques nécessaires, des notations
et des concepts dont nous avons besoin dans les chapitres suivants. Nous examinons quelques
propriétés essentielles des opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en
revue certains des théoremes du point fixe qui sont cruciaux dans nos résultats concernant les
équations différentielles fractionnaires.

1.1 Sur les fonctions

Définition 1.1. (Espace de Banach)

Toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1. Les espaces L' (J,R) et C(J,R) munis respectivement des normes suivantes :

1
[zl = / [z(t)|dt, [|z|c = sup|z(?)]
70 tedJ

sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.2. Fonction absolument continue

Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue sur [a, b], si
Ve > 0, 30 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux a deux disjoints,
|ak, bg k=12, n, NOUS avons :

S b arl <8 = 3 1f(b) — fla)] <e
k=1 k=1

Définition 1.3. Fonction de Lipschitz généralisée

Soit f : J x R — R une fonction.

f est dite lipschitzienne-généralisée s’il existe une fonction I € L' (J,R), telle que :
\V/.T,y €eR ||f(t7 .T) o f(tay)” < l(t> ||$ o y” , pour presque tout t € J7

La fonction [ est appelée la fonction de Lipschitz correspondante a f.

- Sil(t) =k (ou k > 0 est une constante positive ), f est dite lipschitzienne de constante
de Lipschitz k.

- Si0 < k<1, f est dite une contraction.

Exemple 1.2. .

i 2
La fonction x — :H—;lnx est une k-contraction de R dans R, avec k = 3

Définition 1.4

Pour z > 0, la fonction gamma I'(-) est définie par

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



1.2. Sur les opérateurs 5

Définition 1.5

Soit z,w > 0 . Alors, la fonction béta B(z,w) est définie par

1
B(z,w) = / 11— 5)V ds.
0

De plus, la fonction béta et la fonction gamma ont la relation suivante

Définition 1.6

La fonction de Mittag-Leffler & un parametre E,(-) est définie par

Bl = 2 Pha 1)

1.2 Sur les opérateurs

Définition 1.7. Opérateur borné

Soit. A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui méme. A est dit
borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vee X, |Az| <clz]| .

Définition 1.8. Opérateur continu

Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui méme est dit continu si pour
toute suite (x,,)neny dans X qui converge vers x € X, la suite (Az,)nen converge vers Ax.

Soit C'(J, X) I'espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de R dans 'espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J, X).

Définition 1.9. Ensemble équicontinu

M est dit équicontinu si :

Ve>0, 36>0, VitpeJ: <|]t1—t2||§5):>(erM, ||f(t1)—f(t2)||§e>.

Définition 1.10. Ensemble uniformément borné
M est dit uniformément borné si :

Je>0:||ft)|<c Vteld etVfe M.

Définition 1.11. Ensemble relativement compact

M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

-

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



1.3. Sur les point fixe 6

Théoreme 1.1. Ascoli Arzela
M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Soit A un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.12. Opérateur compact

L’opérateur A est dit compact si 'ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.13. Opérateur totalement borné

L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de 'espace X,
I'ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.14. Opérateur compléetement continu

L’opérateur A est dit completement continu s’il est continu et totalement borné.

1.3 Sur les point fixe

Dans cette section, nous énoncons les théoremes de point fixe qui serons utilisés dans les
chapitres suivants.

Théoréme 1.2. [ |

Soit 2 # ¢ un sous ensemble convexe et ferme d'un espace de Banach E. Soit ® : ) — )
un opérateur continue tel que ®(£2) est un sous ensemble relativement compact de E. Alors
lopérateur ® a au moins un point fixe dans (2.

Théoréme 1.3. [ |

Soit E un espace de Banach et S, un espace fermé non vide sous-ensemble de E, Alors
tout opérateur de contraction /I : §, — &, a un point fixe unique.

Les résultats que nous étudions dans cet article ne concerneront que 0 < aw < 1 n = 1.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua
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Eléments de la théorie du calcul
fractionnaire.



2.1. L’intégrale fractionnaire de y-Riemann-Liouville 8

ﬂl) introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

2.1 L’intégrale fractionnaire de -Riemann-Liouville

Définition 2.1. [ ]

Soit (a,b), (0 < a < b < +00) un intervalle finie ou infinie de la droite réelle R et ¢(x)
une fonction monotone croissante et positive sur (a,b), ayant une dérivée continue ¢'(z)
sur (a,b). L'intégrale fractionnaire d’une fonction f par rapport la fonction ¢ sur [a, b]
sont définie par :

10 = o [ V@@ — w0 e (21)

Remarque 2.1
1. SiTon considere ¥(t) =t dans Eq.(2.1), on a

() = r(la) ./:(t — ) f(8)ds = REIO £(8),

I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
2. Si l'on considere ¥(t) =t et a = —oo dans Eq.(2.1), on a

() = e [ (6)ds = I )

I'intégrale fractionnaire de Liouville.
3. Sil'on considere ¢(t) =t et a = 0 dans Eq. (2.1), on a

1

I$<w:N®A@—@“vw%=R®ﬂm

I'intégrale fractionnaire de Riemann.

4. En choisissant ¢ (t) = Int et en remplacant dans Eq.(2.1), on a

[ p(g) = F(la) / ti(lnt—lns)a_l F(s)ds

S oTACHIRE
= Hfg+f(3),

I'intégrale fractionnaire de Hadamard.

Soit @ > 0 et 0 < y < 1. Alors I : Cy_, y[a,b] —> C1_,4[a, b] est bornée.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.1. L’intégrale fractionnaire de -Riemann-Liouville 9

Lemme 2.2. | |
Soit o, B3> 0 et f(t) = ((t) —(a))’~. Alors

S (w() — (@) (22)

Démonstration. On a par définition 2.1

[ﬁ}’w(i/}(t) - ¥(a))P?
— F(a)/a (¢(S) — w(a))ﬁ*1(¢(t) B w(&))aflwz(s)ds

= o [ W) L) — vl ((W) o (1= G >) "

Lo () — @)yt
-ty . (1- COE ¢<a>>> (
(1) — P(a)™ o1 i ((s) - -
= lfz(}oz) /a<1_ : )

O ey,

D’apres la fonction Béta :

(¥(t) — ¢(a))*
[(a)

Il suit ¢a

Lemme 2.3. | |

Soit 8, > 0 alors on a la propriété de semi groupe suivante :

I IR F(8) = PV £ (). (2:4)

Démonstration. On a

P Il = /1/1 < (15)/(1 W (7 )f(r)dq-)ds
//w —(8)* M (W(s) — (7)) f(r)drds.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 10

D’apres la formule de Dirichlet :

1 t ,
T(@)T(5) / Jow() ( .

D’apres le lemme 2.1, on obtient

VLY F () =

t

YL =

=t s L v OO —v@) ) e
t

= I3 f ().

)1
2
[a—
=l
N—
“:\
%
—~
ﬂ
N—
<
—~
\1
N~—
7 N
—~
<
—
~
S~—
|
=
—~
Q
S~—
S—
Q
+
™
L
N———

Lemme 2.4. | |
Soit o, B > 0 et f € Ci_py([a,b],R). Alors

j( ) = hril [51” (t) = 0. (2.5)

Démonstration. Puisque f € Cy_g.4([a,b],R). Alors (¢(t) —1(a)) 7 f(t) est continue sur [a, b],
donc il existe un constant positive M tel que :

[(o(t) = (@) P ()] < M.
Ainsi
[F(O)] < MI(%(t) = ¥(a)”7], ¢ € lab]. (2.6)
On applique 'opérateur ISﬁ(-) des deux cotés de 'équation (2.6) et d’apres le lemme 2.1
2 ()] < MIIGY ($(x) — v(a))™|

I'(n—1) atB—1
< Mm@@) —(a))*
D’ou
lim 121 (x)] = 0.

T—ra+

2.2 Les v dérivées fractionnaire :

Nous passons en revue quelques définitions, notations et résultats de la dérivée fractionnaire
y-Hilfer.

Soit [a,b],(0 < a < b < 00) est un intervalle fini de R et ¢ : [a,b] — R est une fonction
croissante avec ¢ (t) # 0, pour tous ¢ € [a, b].

2.2.1 La Dérivée fractionnaire au sens de )-Riemann-Liouville

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 11

Définition 2.2. | ]

Soient n — 1 <a<neN,¢eCab],R)et feC(a,b],R). la dérivée fractionnaire 1
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre « est définie par :

1 d
v/(t) dt

:I%nia)(wai> AQ¢@)_¢@»”ﬂ”¢%$f@M&

M@ﬁﬂwz( )ﬂﬂ%@

Remarque 2.2

En utilisant 'opérateur de dérivée fractionnaire 1)-Riemann-Liouville Eq. (2.7), nous pré-
sentons une quelques des dérivées fractionnaires en choisissant ).

1. Considérez le ¥(t) =t et le remplacement dans Eq. (2.7), on a

ity = () e
::Qi>nruf_a>ﬂkt‘5ylalf“ﬁ“ 7
= "Dg [ (1),

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

2. Considérez le ¢ (t) = Int et en remplagant dans Eq. (2.7), on a

- d n 1 t t n—y—1 ds (28)
_ (tdt> F(n—'y)/a (111 s) f(S)?
)

la dérivée fractionnaire d’Hadamard.

3. Considérez le ¢ (t) = t” et en remplagant dans Eq. (2.7), on a

1 d\"
RL myo:tP _ s n—ao:tf
D10 = () 110

(o) e [ e s (29)

tr=1dt n—a)

1
= — "D f(B),
p +

Q

la dérivée fractionnaire de Katugampola.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 12

Soient a > 0 et 3 > 0. Si f(t) = (¥(t) — b(a))’!, alors

FEDIYf(t) = === (1) — ¢(a))P o, (2.10)

Démonstration. Par la définition 2.2.1 et le lemme 2.1

(14
A\

S ) N T R U PP P
_F(n+5—a)<¢’(t)dt) (w(t)dt)(w) v

-1

_F(B)(n+6_a_1) 1 1 . a n+pB—a—2
- font s (@b’(t)dt) (D) — (@)

REDSP (o (t) — ¥(a))?™! ) (I ((t) — ¥(a))’1)(t)

et comme
'n+f—-—a)=n+f—a—-1I'n+p—a-1).

1
V(1) dt

Alors en répétant le processus de la dérivée ( ) a la n — 1 ieme étape, on obtient :

— ) AN I
DI (1) — p(a)* ! = (W)dt) ((t) — P(a))™

n+p—-—a-1)
LT i oty

2.2.2 La Dérivée fractionnaire -Hilfer

Définition 2.3

Soient n — 1 < o < navecn € Net f,¢o0 € C"([a,b],R) deux fonctions. La dérivée
fractionnaire v-Hilfer 7 D;Yf 1l’() de la fonction f d’ordre «v et de type 0 < 8 < 1, est
définie par :

1 d\ o pm
HDOMBJ/) t) = ]B(n—a)vw s ](1 B)(n—a),y ). 211
at f( ) at 1/}’(t> dt ( at f)( ) ( )
On peut ’écrire comme suite :
HDGPV f(t) = LT REDYY £(2). (212)

avec v = a + B(n — ).

Remarque 2.3

En utilisant Popérateur de dérivée fractionnaire ¢)-Hilfer Eq. (2.11), nous présentons une
large classe de dérivées fractionnaires en choisissant v, a et en prenant la limite des
parametres « et (.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 13

1. En prenant la limite § — 1 des deux cotés de Eq. (2.11), on a

"D g0 = 1 () 10 =D (213

la dérivée fractionnaire 1)-Caputo.

2. En prenant la limite 5 — 0 des deux cotés de Eq. (2.11), on a

. 1 d\" (e .
H pyoo0stb £ o4y ](n a)yp £ = RLpat ey 214

a+ f() @b/(t)dt a+ f() a+f( )a ( )
la dérivée fractionnaire 1)-Riemann-Liouville.

3. Considérons le ¥(t) =t et en prenant la limite 5 — 1 des deux cotés de Eq. (2.11),
on a

it n—o;t d !
D f(t) = 17 (dt) f(t)
(2.15)

1 t d\"

R — t— gl [ = ds =°D¢ _f(t

c g L () s =g,
la dérivée fractionnaire de Caputo.

4. Considérons le 1)(t) = t” et en prenant la limite § — 0 des deux cotés de Eq. (2.11),
on a

D 0 = () 1O =0, (a0

la dérivée fractionnaire de Katugampola .

5. Pour 9 (t) =t et en prenant la limite 5 — 0 des deux c6tés de Eq. (2.11), on obtient

d

"D = (§) BRI =0 .17

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

6. Pour ¢(t) = Int et en prenant la limite 5 — 0 des deux cotés de Eq. (2.11), on
obtient

oLU5In d " n—ao;gin o
U G R (U ) (2.15)

la dérivée fractionnaire de Hadamard.

7. Pour ¢(t) = Int et en prenant la limite § — 1 des deux cdtés de Eq. (2.11), on

obtient
d

D0 = 1 1) s

= r<n1_a> A (lnt) <j>f wT B

- OHD(?—I— (t)7

la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 14

8. Considérons le ¥(t) = t” et en prenant la limite 5 — 1 des deux c6tés de Eq. (2.11),
on obtient

. 1 d4\"
aH Ho,l:tP _agn—a:tP -
U 0 = T () 10

pa—n-‘rl t B p\n—a— 1 d " o— (220)
:F(n—a)/a (tF — s") 1<splds> sP1f(s)ds

= KDL (1),

la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola (de type Caputo).
9. Considérons le () = Int, par (2.11) et (2.8), on a

DY) = DT DY f(1) =" Dg f () (2.21)

la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard.
10. Considérons le ¥ (t) = t*, par (2.11) et (2.9), on a

TP f(t) =PI DY, f(t) = DR (1) (2.22)

la dérivée fractionnaire de Hilfer—Katugampola.

11. Pour 9(t) =t,a = 0 et en prenant la limite 5 — 0 de part et d’autre de Eq. (2.11),

on obtient
d

"D a0 = (1) B =0 (223

la dérivée fractionnaire de Riemann.
12. Pour ¢ (t) =t, a = c¢ et en prenant la limite § — 0 de part et d’autre de Eq. (2.11),

on obtient .
mpepe = () e
_(d\" 1 ' n—a—1 (2.24)
- <dt> F(n_a)/c(t—s) f(s)ds
= D2 f(1),

la dérivée fractionnaire de Chen.

13. Considérons les ¥(t) = t, a = 0, g(t) = f(t) — f(0) et en prenant la limite 5 — 0
des deux co6tés de Eq. (2.11), on a

DS () = HDES (S ) — (0)
_ (jt) B (1) — (0)) (2:25)
- Dpr(),

la dérivée fractionnaire de Jumarie.

Soit 3 € R et considérer la fonction f(t) = (¢(t) — ¢ (a))’*, B > n. Alors pour n — 1 <
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 15

a<net0<pg<1,ona:

Hpopv f(t) = (¥(t) — ¢(a))’ " (2.26)

Démonstration. Par la définition 2.2.2

AN

HDglﬁ’wf(t) = IJIWZ} (W(t) dt) [(:Lf%wf(t»

D’apres le Lemme 2.2.1, et le Lemme 2.1, on a :
HD37+57¢f(t) _ IZIa,tbRLDZibf(t)

= [P (W) — v(a) ™!

N A I'(3) —(a))P1
o [a+ F(ﬁ _7) <w(t) w( ))
_ F(B) Yot —b(a))P!
- F(ﬁ o '7) ]a+ W(t) ¢( ))
_ F(ﬂ) _ a B—a—1
= £y ) — @)y

Lemme 2.7. | |

Soient A > 0,n—1 < a<net0 < <1 Considérez la fonction f(t) = E,(A(¢(t) —
(a))®). Alors

D3P f(t) = Af ().

Démonstration. D’apres la fonction de Mittage-Liffler

$ M) — (o)

ft) = EA(A@(t) — ¥(a))”) = T(ka+ 1)

k=0
On utilise le Lemme 2.2.2, on obtient :
D) =MD (BN — v(@))
_ e 2 A0 wm»ak)

= F(ka+1)

_ HpyoB = N (@(t) — Y(a))*”
= Da 1+,;1 ['(ka + 1) )

H

= g D - v

A (ko + 1)
Flka+ 1) T(ka+1— )

Y e 0~ Ha)

(¥(t) = ¢(a))™
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2.2. Les v dérivées fractionnaire : 16

Remplacer k£ — 1 par p, on obtient :

o A(¥(t) — ¥(a))*”
H na,B,%
D flt) =X :
Alors
DXV F(t) = M ().
O
Lemme 2.8. | |
Soit y=a+ (1 —a),avec0 <a<1,0< B <let fe O] ,([a,b],R), alors
LYDYYf(t) = DR £ (),
et
DYISVf(8) = DY £ (2).
Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1 et la définition 2.2.2, nous pouvons écrire
LD f(t) = LY (I Dl (1))
_ ]sérﬂ(l_a);wl;f(l_a)WDg_;_ﬂWf(t)
— 15D (R).
En utilisant le Lemme 2.1 et la définition 2.2.2, nous obtenons
DIVIZEF() = DML £
_ Dl,wI;;/B(l*a)Wf(t)
_ Dﬂ(l—a);wf(t)_
O

@ Lemme 2.9

Soit >0, 8€0,1,et0<y<lavecy=a+5(l—a)et feCi_,y([a,b],R), alors :

DEYISF() = F(2).
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 17

Démonstration. Par definition 2.2.1 et Lemme 2.1, ona :

DEFISF () = DEPIo I3

= DY,V f(t)

() (i w'<t>f<t>dt)
:w’l(t <dtP /dj )
1

() ()

BR0)
= /().

Lemme 2.10

Soit t > a,a>0,0< [ <1,avecpour 0 <vy<1l,y=0(1—a)+a,ona:

(DS ((t) — (@) )(E) = 0.

Démonstration. On a par définition 2.2.2 et 2.1,
LA () = (@)

[ 00 — vl 06) — s

I(X) /t V(s)((s) — () (1) — U(s) + ¥(a) — ¥(a)]"ds

/ ¥/(s () = (@) (W(s) — v(a)]ds
- F&) [ 96 0() = 9@ @) — ()< (1 - (% :ZEZ; ) * ) s
(W(t) = (@) X2 L (Uls) = (@) (L ((s) — (@)
Ty /a . (w) - ¢<a>> (1 <w<t> - ¢<a>> ) *
() = (@)™ 11 (s) <w<s>—w<a>)”‘1 - <w<s>—w<a>>x‘l ds
P(X) o w) — d(a) \ (1) — u(a) (1) = ¥(a)
o = O Vi v'(s)
On prend p = o) = 0(a)’ et dy = st. Alors,
[P0 (1) — () = T

D’apres la fonction Béta

P00 — (@) = 2O (e) — pa)

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 18

Ou
I'X+v) =0I1)=1
Donc
L2 () — pa)) ™ =T (v)
Alors :

(i) 17wl =ty =0

Théoréme 2.1. [ |
Si feC™(a,b],R),n—1<a<net0<p<1,alors:

n—k
W H B =~ (@) —@) " 1 d (1-B) (n—a) 4
2P E DY £ () k; Oy (W(t)dt) e f(a). (2.27)

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1 et la définition de la dérivée fractionnaire 1)-Hilffer
on obtient :

IEDIPTf() = I (LD f ()

= L D)
= —— | (W) = ¥()) () DY f(s)ds
['(y) Ja
D’apres la définition de #¢ DZﬁ/’, on a:

Ss) s

QY H na 1 ! =11
0D = s [0 = v )

En utilisant la formule d’intégration par partie

00 =0 ) (G e) TN = ols) x uls)
Ou
o(s) = (0(0) — ()",
d L d\" s,
59 = (Gyas) Gen6):
et
Lofs) =~y = D) (0A0) — ()"
LAy e,
us) = (Gas) N
et la formule d’intégration par parties, indique
DR = s - e (G a) - wEe))
H3 [0 - () N
— 500 v () @
e ORI O i Gt B U 1O)
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2.2. Les v dérivées fractionnaire : 19

En répétant le processus d’intégration par parties a la n — 1 ieme étapes, on obtient :

) = @) (552) 0@

n—2

) @@
)

DI f() = -

I'(v)

i L W0 = e ) () ds
) @)
- (7o

d n—k B . .
) L) + L f(s)d

En suite,

DI = fio) - 30 LSO (S e )

= T(y—k+1) (s)ds ot
O]
Théoréme 2.2. | |
Soit f € C*([a,b],R), a > 0et 0 < 3 < 1, alors
HDIPYINY f(E) = £ (1) (2:28)
Démonstration. En effet, on a :
1 d\ s
H 047;371/1 Oé,ip _ _Oé,¢ (1 ﬁ)(n Ol),’[[} av”/)
Da+ [a+ f(t) - IZ+ Qﬁ/(t) % Ia+ IaJr f(t)
1 d)\ (o(onpasa
— I’Y—CM[) . ](n (Bn ﬁ()é-‘ra O‘))?"Z} t
at ,(p/(t) dt at f( )
1 d\
_ pra A\ jn-pn+pa)b g
at d}/<t) dt at f( )
1 d\ e
— I’Y_av'd} . ](n (y—a))s¥ t
at w/(t> dt at f( )
o I RO}
En utilisant le theorem 2.2.2 et le lemme 2.1, on obtient :
TSI (1) = f(1).
O]
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CHAPITRE 3

Résultats d’existence et de stabilité
d’un systeme couplé impliquant un
opérateur fractionnaire y-Hilfer
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D%Jj ectif de cet chapitre est d’étudier ’existence, I'unicité ainsi que les stabilités Hyers—Ulam
et Hyers—Ulam—Rassias des solutions du systéme proposé impliquant une dérivée fractionnaire
y-Hilfer de la forme :

D2 u(t) = f(tu(t), " DIPo(t),  te€T =(a,b,0<a<1,0<8<1,
D o(t) = g(t, DI ult), v(t), v =a+8—ap, (3.1)
L) e = gy, L7 0(8) 120 = Va

On notée X = C(J,R),ou f,g: J x X x ¥ — X sont des fonctions continues et non linaires
sur un espace de Banach X. La fonction linaire ¢ : J — R satis fies ¢/(t) # 0 Vte J.

Nous définissons I'espace pondéré, noté X _..,, de toutes les fonctions continues sur J comme
Xy ={2: T RID V(@) ex},  0<y<1
Equipé de norme
| @ [[1—ne=] () (W(t) — (a))' " ||= max ‘iﬁ(t)(l/)(t) — 1;&((1,))1*7‘, 0<~y<1,

Evidemment X;_.., est un espace de Banach sous la norme donnée, et donc le produit &y, %
X1_..4 est aussi un espace de Banach sous la norme :

I 9) =l 2 i + [ e

3.0.1 Résultats d’existence et d’unicité

Pour obtenir nos principaux résultats, nous considérons les hypotheses suivantes :

(H1) Les fonctions f,g: J x X x X — R tell que pour tout (u,v),(u,v) € X x X et t € J
et il existe L, L,, L'y, L', > 0 tell que :

(8 u(t), v(t) — f(t,ult), v()] < Lelu(t) —u@)] + Lslo(t) — v(D)],
l9(t,u(t), v(t)) — g(t,ult), v(t))| < Lylu(t) — u(t)| + L'glo(t) — v(t)].

(H2) Les fonctions f,g: J x X x X — R complétement continus tels que Vu,v € X et t € 7,
il existe des fonctions linaire continues non décroissantes s, i1, : R™ — R satisfaisant :

[ (8 u(®), v()] < pp(@)u()] + iz (B)]o(D)],
lg(t, u(t), v(0)] < pg(O)]u(t)] + pglv(t)]-

(H3) Soit Itréz}}({m, e} =mn<1,ou

L(1+ Ly) ($(0) — ()
(1 — E’fﬁg)F(a + 1) .

=

et
L1+ L) (0 0) — ¥(@)”
(1-LL)(a+1)

Ny =
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Théoréme 3.1. [ |
Si (u,v) € Xi_yp X Xi_r.y satisfies :

Ity =p(t), 0<a<1,0<B<1,
IDSPu(t) = pu(t), v=a+B—ap, (32)

L7u(t) = gy I5770(E) = v,

Alors :
I CIGRR0) e PN S UV
u@wwlwxw+q®éwmww W,
W0 = oy [ YO — 9 a(s)ds

Démonstration. Soit
HpPvut) =p(t), 0<a<1,0<B<1teJ
I'u(a) = u,.

Depuis
HDPout)y =), O<a<1,0<p<1,te. (3.4)

En appliquant 'intégrale Is‘f’/) des deux cote et en utilisant le théoreme 2.2.2 nous avons :

MDY ult) = 121,

Alors
(¥ = (@) 4 pa-a .
ult) = L @) = ).
Par suit
(V) = $@) asi-a, Lot ot
u(t) = ST I @) + s [0 - v s,
Puisque
1—7=(1-8)1-a)
alors :
(W) =@y 1, Lo ot
u(t) =(M)F22» I %fw+rm%éw@xww—w@» ni(s)ds
) — (@) " —(5))* tyi(s)ds
=T T g L YO0 = v (s
Donc . . . .
ate) = POZ I [0 — o) s (3.5
De la méme maniere :
oty = LU [ 06000 = 006 eto)ds (3.
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Maintenant, considérons une boule fermée :

By = {(:0) € Xigu X Xy 1| (0) gl 0 o 5l 0 1 3}

avec
[t + |val

ro)-g ="
et
iy (L + pg) + p1g(1 + py)
21— pppg) (e + 1)
Nous transformons le systéme (3.1) en probléeme de point fixe. Définir un opérateur N =
(N1, N2) € B, ,avec :

Q= (¥(b) — ¥ (a))”.

_ (@) = ¥(a)™
Nt o) = L,
e [ VW0 = 0l F s, uls), Do) ds,
bl o o
Naolt), ) = LI,
e L W) = (e g D () o)
Théoréme 3.2. | |
Les hypotheses (H1) a (H3) sont valables. Alors (3.1) admet au moins une solution.
Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes.
Etape 1. montre que N(B,) C B,.
Pour tout (u,v) € B, on a :
1N (w, ) 1=l Niw, ) 1 + [ Na(t,0) [li-yzp - (3.8)
D’apres (3.7), on a :
| N1 (u(t), v(t))]
:'@W>;g$”%1M+Iﬁw ) 0) = () S5, uls), TDIVe(s))ds| g
S<W”;£$”” %4w{®:wwxww—w@»a%ﬂawﬁﬁDﬁWW$Ww
Soit
7G5, uls), # D2 0(s))] < ag()]u(s)| + s () D). (3.10)
et
D2 u(s)| = [o (¢ T D uls), v(9)] < pg(9)| T DI uls)| + y(s)ecs)] - (3.11)
et
"D u(s)| = | £t uls), DR 0(s)| < pp(s)|uls)| + () TDE 0(s)|. - (3.12)
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De (3.11) et (3.12), on obtient :
D20 (s)| < g ()| DI uls)| + i (5)|v(s)|
sM@[<mww+w@Wﬂﬁ%@u+@@wﬂ

Yo(s)| + iy (s)]v(s)

= p1g()17(8) [uls)] + g () ()

Alors
(1= g () ()| DLV 0()| < pag(s)pag () |uls)| + p (5)[w(s)]
D’ou

AM@W<M<M+MgAM$y

H pabivy (s )
D) < T (3.13)
Remplacer (3.13) dans (3.10), on a :
£(s,uls), "D v (s)| ol e
, %wuf u(s)| + 4 (s)[v(s)
S ,uf(s)‘u(s) +,uf(5) Mg(S)M (S)
_uﬂ@h((G—MA)u(D+uﬂ@%®ﬂﬂ)@@ﬂ+uﬂﬁ%@ﬂ%@
B L — 11y(s)1;(s) '
Donc ‘ ’ ’ ‘
[ pr(s)|u(s)| + /L/f(S)/L;(S) v(s)
[£(s,u(s), " Dgu(s))] < T ) . (3.14)
Remplacer (3.14) dans (3.9), on obtient :
(1(t) = (@)~ Lo, -
[Natutt), o0)] == +Fw%£¢@xww—¢@» x
() uls) | + Sy ()[o(s)]
L— p1g(5)p14(s)
(W0 = (@) sl + g fo(s)
: I'(y) o F 1 — pigpy g
[ o) - vl (1)ds
(W0 = (@) | pefuls)| + g fo(s) e
=TT T e ) W )
Alors
S tal gy ) |t 1)
| Matw® o) | < s+ = Sy YO~ (@)
Uq (py + pppg)r ol
=T0) 20 pgpgtoprias V)
Donc
| Ma(ut), v(®)) J|< 1 W X BT ) gy (315)

L(v) 201 = prgpy(s))l (e + 1)

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



25

De méme manieére on a :
Vg N (1 =+ peppig)r
L(y) 201 — pgpyp(s))T(a + 1)

Les inégalités (3.15) et (3.16) associées a (3.8) donnant :

| Nau(t), v(t)) ||< ($(5) — (@), (3.16)

| N(u,v) ”1—7;1# :H Ni(u,v) ”1—%¢ + ” Ng(u,v) ||1—7;¢

Uq + Va (luf +,U},u; +/’qu +:uflu!])r(w( ) —1/1(&))0‘
- Ity 2(1 = prgpus(s))I(a+ 1)
Ug| + Vg
< + <
['(v)
<r
Alors
<)
— O)r
L(y)  —
Donc
ua + /U(L
| N(u,v) [l1-qw < T <

Ce qui implique N(B,) C B,.
Etape 2. Nous devons montrer que I'opérateur N est continu et compact.

Considérons une suite 0, = (u,,v,) dans B, telle que (u,,v,) — (u,v) dans B,. Par
conséquent, nous avons

I N (un, 0a)(8) = N, 0) (1) [y <[ N1(tn, ) (8) = Ni(w, 0) () [l
+ | N (un, 0n) () = Na(u, 0)(#) [l

On a :
I ¥ )0) = M0 e < PETED oy 0te) - va)
£ (s, (s), D5V (5)) = f(5,u(s), " D**Vu(s))|ds
() — @)
T LY eRe - v@)
‘g(s, H DB, (5),v,(5)) — g(s, T DY ¥us), U(S))‘dé‘.
(3.17)
D’apres :
£ (s, un(s), " D*5V0, (s)) = f(s,u(s), " D*FVu(s))]
(3.18)
< /Jf‘un(s) - u(s)‘ + L' | D, (s) — Daﬁ”ﬁv(s)’.
Nous avons
[D*F ¥, (s) = D*#u(s)| - = lg(s, " DV (s), va(s)) = (s, " DV u(s), v(s))]
(3.19)

< L | D, (s) — T D u(s)| 4+ L gva(s) — v(s)|.
g g
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Par suit

1D, (5) = D™ u(s)] = | f(s, ua(s), "D vy (s)) = f(s,u(s), " D u(s))|

< Lylun(s) = uls)| + LT D v, (s) — TD*HPu(s)].

(3.20)
Remplacer (3.20) dans (3.19), on obtient :
D0, (5) = Do)
< Ly (Lslun(s) — u(s)| + £/ D500, (s) — TD¥50(5)]) 4+ Lylun(s) — v(s)|
< LoLilun(s) = u(s)| + LoL' | D0, (s) = D™ Pu(s)| + Lglva(s) — v(s)].
o L,L L
| D>, (s) — D*P¥u(s)] < =2 tltnls) = (S + Llun(s) = vis)| (3.21)

(1 - Egﬁ/f)
Remplacer (3.21) dans (3.18), on obtient :

[f (s, un(s), "D Vv, (s)) — f(s,u(s), " D> s))|

< Lilun(s) —u(s)] + L'¢ <£g£f|un(3) —u(s)| + L' glvn(s) — ’U(S)’>

(1= L,L)
< Ef’u”(s) - U(S)| + L,f£/g|vn(5> _ U(S)|
- (1= LyLy) ’

Donc

Lylun(s) —uls)| + L1 L g[va(s) — v(s)]

|£(5,1a(5), T D*5%0,,(5)) — f(s,u(s), T D*F0u(s))] < (1= L,L7)

(3.22)
De méme manieére :

l9(s, "Dy (s), va(s)) = g(s, " D u(s), v(s))]

< L) DOy, (s) — HDUBYay ()| + Ly va(s) — v(s)| (3.23)

< LoLslun(s) = u(s)| + Lg|va(s) — v(s)]
B (1 - Egﬁ,f) .
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Remplacer (3.22) et (3.23) dans (3.17) :

[N (i, 0n) (8) = N (u, 0) (1) 10

— ()7
m® /¢ >
‘ﬁf!un(S)— u(s)l + L Lfloals) —v(s)] |,
(1= LgLy)

o) - @)\
o [l = @)

LoLolun(s) = u(s)| + Lylun(s) = v(s)| ;-
(1_£9£,f>
Ly |l un(5) = uls) | +£¢L || vals) = v(s) | .
< Lt (4 (1) ¥ (a))
LyLy || tn(s) = uls) || +£7 || va(s) — v(s) | .
N (B vpermy ((t) — (a))

(
< | Loy |l un(s) — uls) H L | va(s) = v(s) |l
(1-L, L) (a+1)

LoLs || tn(s) = uls) || +L% || vals) — v(s) | .
e L BTt 1) ]w(b)—w(a)).

| N (wn, vi)(8) = N, v)(t) [l1-s
o | LoLs [ un(s) —uls) [| +£7% || vals) = v(s) |
(1— L,L)T(a+1) (3.24)

Ly || tn(s) = uls) || +L% || vals) = v(s) | .
N (B permy ]w(b)—wa».

Cela implique que
| N (wn,v,)(t) = N(w,v)(t) [[1-7;p— 0  lorsque n — 0.
Donc N est continue.
Etape 3. La famille (B,) est équicontinue.
Soit vy, vy € J avec v; < vy et pour tout (u,v) € B,, ou B, et clairement borné, on obtient :
[N (u, 0)(v1) = N(u, 0)(v2) 13 < [N2(u, 0)(01) = Ni(u, 0)(v2) )1

[ Na(u, v)(01) = Na(u, 0) (02) [[150-
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Ona:

Ni(u,v)(vy) — Ny(u,v)(vs)

Uq 1 v o—1 H rya,B;
SHF(’V) w0 () =) (s u(s), TP o(s)) ds
Ug 1 vz a—1 H mouB:
_FW)_FQOZ;¢W@OMW)—w@D (s,u(s), " D3 o(s) ) ds
1 vy a=1 H o,
ﬁHma) @) () = 0(s)" I (s.uls), D 0(s) ds
Hr(l [ ) (we) = 0(9)" 1 (s u(s), " DEo(s)) ds
1 2 a—1 H o
Ty V() = 0() S (s uls), D () ds
< F(la) (00 = 6() | (s, u(). "D 0(s)) |ds
1 2 a-1 a-1 H o
e [ O =)™ = () = 0() " || (s.uls). DI u(s)) | ds
s, u(s), D> %y(s 0 o
< o DTN, 1t o)
| f s,u(s),HD:;ﬂ;wv(s) | e a-1 a—
L o) ) LTI (0n) —ve) " = (v(w2) — v(s)" s
D’ou
| Ny (o, ) (01) = N (1, 0)(22) 1
| £(s.u(s). "D u(s)) |
< ( o) Vs /. ¢'<s>|(w<v1>—¢<s>) ds
| £(s.u(s), “D2E0(s)) |
( = W’/ )) - (¢(Ul)_¢(3>> |ds

M f(s,u(s),HDSf’%(s)) [
- ['(a+1)
D’apres (3.15), on obtient :

| N1(w, v)(v1) = Ni(u, v)(va) |l1y

[0}

— [(WW) _ w(a))a + Z(w(vl) — w(w)) - (?ﬂ(m) - w(a))a]

«

s gt 5 (w) = vt)" 200 — )" = (von) — via) ]

7 2(1 = pgpp) (e + 1
De méme manieére
| Na(u,v)(v1) — Na(u, v)(va) |l1ym

=21 i(ﬂi;égl (v = 0(@)" 4 2(0(01) - v(0)

«

— (w() —v(@)"].
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Cela implique || N(u,v)(v1) — N(u,v)(v2)||1—~;p — 0, comme vy — vs.

Donc N est relativement compact sur B,. D’apres théoreme Ascolli-Arzela N est un opé-
rateur compact et donc complétement continu. Ainsi, d’apres le théoreme du point fixe de
Schauder, le systéme (3.1) admet au moins une solution. ]

Théoréme 3.3. [ |

Si les hypothese (H1),(H2) et (H3) sont vraies, alors le systeme (3.1) admet une solution
unique.

Démonstration. Pour prouver le résultat requis, nous montrons que N est une application de
contraction. Pour tout ¢t € J et (u,v), (u,v) € B,, on a :

|| N(u, U) - N(ﬂ, 1_)) ||1—7;w

<[] Ni(u,v) = Ni(t,0) |1y + || Na(u,v) — No(1,0) [[1-y

N COE b)) "

teg I'(«) a

V(s) () —(s)) " x

£ (s, u(s). DRV (s)) — (5. 1(5), " DL () ds |

(0t = (@) ™ o
| e ) (00 - () x

9(s. " D5 u(s), v(s) — g (s, D uls), vs) ) ds |

< [Ef | u—u ||17'y;¢ +£/f£/g |v—2v ”lfwﬁ
- (1 — E/f/:g)F(a + 1)

LyLy||u—1l1—yy +L || v =0 |1y a
R (7 e R IGURD)
Li(+Ly) u=t 1w | Ly(L+LY) [ 0=7 [y X
< [ (1-— L/f/;g)F(a +1) (1— Elfﬁg)F(oz 1) ] (Zﬁ(b) — ¢(a,))

S n H u—u H1*’7§¢ +772 H U= Hlf'ynp

< (u,0) = (@,0) .

sous I'hypothése (H3) l'opérateur N est une application de contraction, donc par principe de
contraction de Banach 'opérateur NV a un point fixe unique qui est I'unique solution du systeme

couplé (3.1). O

3.1 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous analysons les stabilités Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias de le
systeme proposé.
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Définition 3.1. [ ]

Le systeme couple (3.1) est dit Ulam-Hyers stable s’il existe une constante ;o =
max{/y,Ca} > 0 tel que pour chaque € = max{ej, €2} ou €,65 > 0 et toute solution
(u,v) € X x X de l'inégalité :

DG u(t) - f(t,u(t), "D (W) <@, teT )
(3.25
D5 u(t) — g8, " DI u(t), v(t))| S e,  teT
qu'il existe une solution (u,v) € Xj_y X Xi_y de (3.1) satisfier :
| (@, v) = (u,0) [l1-yp< Ki2€. (3.26)

Définition 3.2. | ]

Le systeme couple (3.1) est dit Ulam-Hyers-Rassias stable s’il existe une constante Iy o =
max{/Cy,/Ca} > 0 et une fonction non décroissante \g = r{le};c{)\qh,/\%} tel que pour
€

chaque € = max{e, €2} ou €1, €, > 0 et toute solution (u,v) € X x X de I'inégalité :

DG ult) — f(t,u(t), "DEEVo®)] < Aey (a1, tET
{ 1D u(t) = gt DG u(t), ()] < Aay(t)ez,  tET 20
une solution (u,v) de (3.1) satisfaisent
(@, 0) = (1, 0) [y < Ky pAa(t)e. (3.28)

Remarque 3.1

(u,v) € X x X satisfait I'inégalité (3.25) si et seulement s'il existe des fonctions 6, ,0, € X
tell que :
L)) <e, ()] <€ te€d
2. et . A
Hpotvy(t) = f(t,u(t), TD2PYu(t) + 6.(t), ted
HDPvy(t) = g(t, DS u(t), v(t)) + 6u(t),  te J (3.29)

LUl g = ey 17V 0()]1—0 = va.

a
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Lemme 3.1. | |
Si (u,v) € X x X satisfait I'inégalité de(3.25). Alors (u,v) est la solution des inégalités
wW($) @) 1 g o -
u@) - ( F(’}/) ) - / ¢ (S) (¢<t> - w )) f(S,’U,(S), Daiﬁ’wv(s))ds
e () - ¥(a))”
- I'a+1)
w(p®-v@) " 1 g S
oty = 22k o ) _ [ 06 (00) — 0(5)) ™ g 5. ¥ D Pu(s), w(s)) ds
_ e(v0) — (@)
- I'(a+1) ‘
(3.30)

Démonstration. Au vu du théoreme 3.0.1 et remarque 3.1(ii) la solution de (3.29) équivaut a :

I'(7)
e v "0 (s)ds,
a(w<t> - w<a>)
o(t) = NG / e

iy O (0 = 0(s) s,

Considérons d’abord

ua (Y () = ¥(a)
jut) - <1w>) /w
:H /w (s)ds
< | ¢’<s>(¢<t> - w<s>)‘“ 01(s) ds

u@_%W®—WM + 1/%@@@

— 1 ))alf(s,u(s), HDg;ﬁ;¢v(s))ds

(s, HpoPivys), v(s))ds

(3.31)

Ty (s, u(s), Hngrﬁ;wv(s))ds

(3.32)
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En répétant a nouveau cette procédure, nous obtenons

w(®) —v@) 1 P
o(t) - e - [ @ () =) g (5. "D u(s). v(s) ) ds

G CORO) AT
S T GICOR )

ds

62(8)

< o (VO - v)
< Tra (PO — ()
= /C2€2,
X (3.33)
P COREEC) .

Lemme 3.2. | |

Si (u,v) € X x Xsatisfait I'inégalité de (3.27). et supposons qu'il existe M;, My > 0 tel
que

{ I (1) < Mide, ()(0(0) — (@)™,
(H4) :

1

I A (1) < Madg, (1) () —¥(a)) .

Alors (u,v) est la solution des inégalités

Ua<¢(t) _w<a))7_l 1 t / a1 H na,pb;
u(t) - ) T | @) (0 = ()" (s u(s), "D o(s)) ds
< Mg,
sy OV [ 9/~ 6(9) " g5, " D25 u(s), v(s))ds
I(y) I(a) o e T
f; 62/V12A¢2.

(3.34)

Démonstration. Au vu du théoréme 3.0.1 et remarque 3.1(ii) la solution de I'inégalité (3.27)
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sera équivalente a :

w(0t) — @) 1 g o —
u(t) = O ) L@ (@) = 0()™ £ (s, u(s), "D u(s) ) ds
oy L VOO =) Ao, (5)ds.
w(e®) —v@) " 1 g T
o) = gy L YO (00 = ) g DL u(s), os))ds
gy L VOO =) Ao, (5)ds.
(3.35)
D’abord

Ug (@/J(t) — @/}(a))w_l 1 -
B r'(y) " T(a) JRACICOREID)

_ ‘F(la) [ 96 (00) ~ 9(5) " A (s

< ity [ V(00 = 6(6) T Ay ()
< Muedo, (0)(0(0) (@)

a1

f (s, u(s), HDz‘f;wv(s))ds

(3.36)
En répétant a nouveau cette procédure, nous obtenons

va (V) = ¥(a))
v(t) - I'(y)

- ’F(la) / W) (0(0) = () Agals)ds
< pts [ V(0 = 6(0) T Ay (o)
< Maeado, (0 (1) = ¥(0) "

_ F(la) /at W) (0(0) () g5, uls), P DI (s))ds

(3.37)

Théoréme 3.4. | |
Supposons que les hypotheses (H1)-(H3) soient valables selon la condition

A=(1—- Q)1 = Qyy) — Q1yQa5 #0.

Alors la solution de (3.1) est HU stable.

Démonstration. Soit(u,v) € X x Xest la solution approchée de inégalités dans (3.25) et (u,v) €
X x X étre la solution unique du systeme couplé :

H Dot = f(t,a(t), " DI o(t)) + 0u(t), t € T = (a,b,0 <a < 1,0< B < 1
H Do ) = g(t, " DIV u(t), v(t)) + Os(t),

IVa(t) = u,,  I700(t) = v,
(3.38)
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Au vu du théoreme (3.1), la solution de 3.29 sera équivalente a :

Ug t) —Y(a . ¢ o
a(t) = (wongwn 1n/v@>ww— ()" f(s,u(s), " D0 (s) ) ds
+—/ Y (s 01(s)ds teJ,
Vg t) —v(a ai .
o(t) = (vt )F<;§( >> / V() (0(t) = (s)) g(s, " DIV u(s), 0(s) ) ds
+—/ Y (s Or(s)ds te J.
(3.39)
Donc
‘u(t)—ﬂ(t)‘
Ug t)—vU(a I t o
Jugey - "o e DL o (0) — (0™ (5000, D ()
)

ua(d)(t) _ ’QZ)(CL B 1 t / ol H na,p;

LA v + ey L () = 0(s) ™ (s, u(s), "D () ds
Ug <¢(t) — w(a))v_l 1 .

S R v RAGICGOR

MW@—w@)
<0 - =55 ol AC

+‘r /1/’ f(S»u(s),HD;Wu( ))ds

) Oélf(s’ a(s), HDS;'B;w@(S))dS

y (s, u(s), HD:;B;wv(s))ds

_F(a)/a 1/’/(3)@)@) - ¢(S))alf(s,ﬁ(s),HDg“f;%(S))dS

€1 « 1 t ’ [e%}
< o (O =)+ g [0 - 60)

(s (s), "D 0() — f (s (), 7 D))

ds

€ o Lylu@®) —a(t)| + L' L |v(t) — ()] o
Ty O —ve) + == £/f,c)f(a+1) (0(6) — v(s))

Lilu(t) —a(t)| + L' s L [v(t) — v(t)]
e + (1= L LT (a+1) (

IN

«

Y(b) —(s))".

(3.40)
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Ainsi
[ u(t) = u(t) i
Ly |[u) = a(t) [y +£77L || 0(t) = 0(8) [1-ys N .
< Kier + P ARCESY (v(b) = v(5))
Ef . o = 3.41
K161+ T a1 (VO — 9) () = a0 i (341
L'l a _
O 2t @Dy PO = ¥E) 10 =5 e
= Kaer + Qg || ut) = a(t) [liyp +Qug [ () = 0(1) [1z -
Ce implique que
(1= Qup) [l ult) = a(t) (1< Kier + Qug || 0(t) = (1) [1rw - (3.42)
De la méme maniere
(1= Qo) | 0(t) = 0(t) [l < Koo + Qo [l u(t) = (t) 1y - (3.43)
ou
Q= (1—-LC'C a—i—lw v(s)
B E’fﬁ’ a
Gy = (1—Lffc oz—|—1<w v(s))
Q2g = (1 _ (,Ivb )
_ Efﬁg . «
Les inégalités (3.42) et (3.43) peuvent étre exprimées sous la forme formulaire :
{ (1= Qip) [[ult) = alt) [y =g | v(t) = 0@) 1w
(3.44)
= Qo [l u®) = u() 1w +(1 = Qag) | v() = 0() 1w < Kaeo.
La forme matricielle de (3.44) est :
1=Qiy =Quy | [llul) —alt) 1| ~ |Kia
—Qop 1= Qo [ v(t) =0() [1yw] — [Kaea]
Ce qui apres calculs simples donne :
[ u(t) = u(t) |l 1-Qy Q| |Kia
o) = 0(8) i ] ~ A Q1= Q] [Keez|
ou A= (1—-0947)(1 —Qyy) — Q1,92 # 0 Ce qui en outre implique
luft) - () [y L Sars | a2y (3.45)
“ K 1 K
lo(t) — o(1) [y 20520 L= Qs (3.46)
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A partir des inégalités (3.45) et (3.46), on a :

I (u,0) = (@,9) liype - <l u(t) = @) [y + | 0(8) = 0() [l

< (1 — Q9)Kiey " Ka€2 Q1 n Ki€1Qay i (1 - Qiy)Kser (3.47)
A A A A

S Qng-

ou max{ey, €2} = e;max{/C;, Ko} = K et

_ 2— Qo+ Qig+ Qop + Qi

Qfg A

}CLQ.
Ainsi, a partir de 'inégalité (3.47) et de la définition 3.1, la solution du systéme couplé (3.1)
est stable en HU. O

Théoréme 3.5. [ |
Supposons que les hypothese (H1)-(H4) Soient valables selon la condition

A=(1—-Qif)(1 — Qyy) — Q1yQas #0.

Alors la solution de (3.1) est HUR stable.

Démonstration. Soit (u,v) € X x X est la solution approchée de inégalités dans (3.26) et
(u,v) € X x X étre la solution unique du systéme couplé :

HpoPiat)y = f(t,a(t),HD,‘jf;%(t)) +6,(t),te T =(a,b],0<a<1,0<p<1
"D u(t) = (8" De ut), 5(0)) + 02(t), 7 = a+ B — ap,
L) = e, I700() = v,

(3.48)
Au vu du théoreme 3.0.1 la solution de (3.48) sera équivalente a :

w0 ) e
1) = ot gy L YO0 - v6)

i L PO 0 - vw) hwas ted.

w(® —v@) " 1
= e L YO0 - 6)

e L@ (0 - vs)”

aq

f (s, u(s), HDZ‘f;w@(sts

a1

g(s, HpoPoas), 17(8)) ds

Or(s)ds te J.
(3.49)
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Donc

ua () = (@) /
- V(s

<P@_%W@—wm /w

Sﬁﬂﬂ%ﬁxwﬂ—w

n Ly u@)

u(t) - ua(1/}<t) - 1/)((1)) B 1 /t ¢,(S) (w(t)

ua($(1) = ¥(0)) . 1 /tws) (w(t) -

f(s,ﬂ(s), HDZ‘;B;w@(s))ds
71 1 o,
<@)+ﬁwwlwaMw—

‘f(s, u(s), HD?;’B”Z’U(S)) — f(s, u(s), HD?;’B”Z’E(S))

—1( ))alf(s,u(s),HDjjrﬁ;wv(sts

) alf(S,U(S),HDSLB;%(S))dS

)" 4 (s.as), "D (s)) ds

“r (s, u(s), HDZ‘jrﬁ;wv(s))ds

“r (s, u(s), HDZ‘f’¢v(s)>ds

< e Mg, (1) () — v(a)) " +

= e Mida, (0 (6(0) — (@) + E4Y

—a(t) | +L L go(t) — v(t)] (
= CyL, M+ 1)

—a(t)] + L L lo(t)

Ainsi

lu(t) = a(t) 1w

(1 — E’fﬁg)F(a + 1)

<M, (1) + 2 [ u(t) = u(t) liyep +L5L || v(8) = 0() [l1-y0 (6(0) - (s))"

(1~ LL) (o + 1)

L
= 61M1A¢1 (t) + /

L L',

Ry GO

(1-L' L) (a+1) <¢(b) - w(s))a | v(t)

— ()" || u(t) = at) [y
— () [l

= Mg, (1) + Qup 1| u(t) = (1) e +Qug | 0(8) = B(0) [l

(3.51)
Ce qui implique
(1= Quyp) [[u®) = a(t) [[1-yp< eeMidg, (8) + Qug || v(E) = 0(t) [l1—y - (3.52)
De la méme maniere
(1= Qo) || 0(t) = 0(t) [[1—ysp < €2Madg, (t) + Qap || ult) — ult) [[1—rw - (3.53)
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ou
S a+1<¢ Vo))
Qi = (1—£/flcfﬁl T(a+1) (v®) -0 ()",
Q2 = (1= L L) (o + 1) CORSIONN
Qy = 7 (w<b>—w<s>)a.

(1~ L)+ 1)

Les inégalités (3.52) et (3.53) peuvent étre exprimées sous la forme formulaire :

{ (1= Qup) T u(t) =) 1y —Qug | 0() =0() iy < @ Midg, (8),
(3.54)

= Qo [l u(®) =) 1w +(1 = Q) [ 0(t) = 0() 1mw < 2 Madg, (1).

La forme matricielle de (3.54) est :

[1 - Qiy  —Qy 1 [II u(t) = a(t) [l
—Qap 1= Quq [ v(t) = 0(t) 1w

Ki€er
ICQEQ

Ce qui apres calculs simples donne :

it o s 1 ol

ou A= (1—-0947)(1 —Qy) — Q1,92 # 0 Ce qui en autre implique

Juft) — t) 1 L Q)M A M) (3.55)

et

| v(t) = 0(t) ||y < elMle(t)sz N (1— Qlf)jiMlA%(t).

A partir des inégalités (3.55) et (3.56) , on a :

(3.56)

I (u,0) = (@,0) [10
<[ u(t) = a@®) i + [ 0(t) = 0@) 10

< U= Qy)aMidg ()  e@Mod,(H)Qy  aMidg (H)Qar (1= Qif)eaMals, (1)
= A + A + A + A

< QpgeAg(t).

(3.57)
ot max{ey, €2} = e,;max{As, (), Mg, (1)} = Ag(t),max{ My, My} = M et

2_Q29+ng+92f+Q1fM

Qf!] - A

Ainsi, a partir de I'inégalité (3.57) et de la définition 3.1, I'existence la solution du systeme
couplé (3.1) sont HUR stable . O
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3.2 Exemple

Nous présentons ici un exemple pour étayer nos résultats. Considérez le systéme suivant :

(¥ (t) = (a)*(cos(®)u(t)| + " D*Po(t) J=(1,¢

"D () = 20 :
1 ey — (P = w(a))“<sin(z;)(\)v(t)| + "DV ut)) (3.58)
LTYu(l) =1, 7o) = 1.

o : h(t) —P(a))*(cos(t)|u H DyouBaby (¢
f(tu(t%HD?wa(t)) _ (7/ (f) 1/( )) ( (;)(L (Tf)| + 4D (f))7

et
(L (1) — (@) (sin(®)|v(t)| + 7 D> ult))

g(t. "D u(t), u(t)) =

20
Maintenant pour tout (u,v), (u,v) € X x X, ona :
: D 1 _ 1 -
[f (s ult), v(t) = (& alt), v(t)] < g5 lult) —a)] + 5 lv(t) = v(D)]. (3.59)
P 1 _ 1 -
lg(t, u(t), v(t)) — g(t, a(t), v(®)] < 5lu(t) = at)] + 55 lv(t) — o(t)]. (3.60)
En prenant
V) =In(), a=g f=g e 7=}
o(t) =In(t), a=g, =5 e =7
Partir des inégalités (3.59),(3.60) on a
L oL
Ly=L= 30" et L,=L,= 50"

Apres calculs, on obtient n = 0,0292 < 1, donc le systeme (3.58) admet une solution unique.

De plus
A=(1-0,0337)(1 —0,0283) — 0,0009 x 0,0009 = 0,9389 # 0,

ce qui implique que le systéme couple (3.58) est stable par U-H.
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Résumé

%jective de cet travaille est étudions I'existence et 1'unicité des solutions d’un systéme
différentiel fractionnaire implicite de w-Hilfer couplé et commuté. Les résultats d’existence
et d’unicité sont obtenus en utilisant des techniques de point fixe. En outre, nous étudions
différents types de stabilité tels que la stabilité de Hyers-Ulam et la stabilité de Hyers-Ulam-
Rassias. Enfin, un exemple est fourni pour illustrer les résultats obtenus.

Mots clés : Equation différentielle fractionnaire de -Hilfer, Théoreme du point fixe de
Schauder, systeme couplé implicite, stabilité de Hyers-Ulam, stabilité de Hyers-Ulam-Rassias
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