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Introduction générale

L e calcul fractionnaire est devenu au fil du temps un outil important pour le dévelop-
pement de nouveaux concepts mathématiques au sens théorique et au sens pratique. Au cours
des dernières années, diverses notions ont été proposées sur les ’opérateurs fractionnaires. Ici,
nous signalons les types les plus célèbres, y compris les dérivés de Liouville, Caputo, Hada-
mard, Caputo-Fabrizio, etc. En conséquence, cela a conduit à différentes structures d’équations
différentielles d’ordre arbitraire formulées par plusieurs opérateurs fractionnaires. Cependant,
il a été compris que la procédure la plus efficace pour discuter d’une telle variété d’opéra-
teurs fractionnaires est de s’adapter aux structures généralisées d’opérateurs fractionnaires qui
impliquent de nombreux autres opérateurs.

Ici, nous avons choisi l’opérateur fractionnaire ψ-Hilfer, outre le fait qu’il s’agit d’un opé-
rateur global, et qu’il en généralise plus de vingt, la liberté de choix de l’opérateur de diffé-
renciation classique et le choix de la fonction ψ, c’est-à-dire parmi le choix de la fonction ψ,
l’opérateur de différenciation classique, peut agir sur l’opérateur d’intégration fractionnaire ou
bien l’opérateur d’intégration fractionnaire peut agir sur l’opérateur de différenciation classique.
Cela permet d’unifier et d’obtenir les propriétés des opérateurs fractionnaires.

De nombreux phénomènes physiques ne peuvent pas être modélisés sous la forme d’une
seule ED. Pour surmonter cette difficulté, ce type de phénomènes peut être présenté à l’aide
de systèmes couplés de FDE. Récemment, les systèmes couplés avec des FDE ont été étudiés
selon différentes approches.

En 1940, Ulam a posé une question importante sur la stabilité des équations fonctionnelles
[23], à laquelle Hyers a répondu dans le cas des espaces de Banach. Depuis lors, ce type de
stabilité est connu sous le nom de stabilité de Hyers-Ulam (HUS). En 1978, Rassias a généralisé
HUS à un concept plus général et le concept généralisé a été appelé stabilité de Hyers-Ulam-
Rassias (HUR). Obloza a été le premier mathématicien à étudier la stabilité HU pour les DE.
Li et Zada ont établi un lien entre la stabilité HUS et la stabilité exponentielle uniforme des
familles d’évolution discrète d’opérateurs linéaires limités sur des espaces de Banach .

Dans ce qui suit, nous donnons un aperçu de l’organisation de notre mémoire, qui se com-
pose de trois chapitres définissant le travail contribué.

Chapitre 1 : Ce chapitre fournit la notation et les résultats préliminaires, les descriptions,
les théorèmes et autres résultats auxiliaires qui seront nécessaires pour cette étude.

1
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Chapitre 2 : Dans cette chapitre, nous présentons la définition de l’intégrale fractionnaire
d’une fonction f par rapport à une autre fonction ψ et la définition de la dérivée fractionnaire
ψ-Hilfer. Aussi bien que nous discutons quelques propriétés de l’opérateur fractionnaire : l’iden-
tité, est limité, et la relation avec l’opérateur intégral fractionnaire. Enfin, nous présentons une
large classe d’intégrales et de dérivées fractionnaires, au moyen de l’intégrale fractionnaire par
rapport à une autre fonction.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous établissons les résultats de l’existence, l’unicité ainsi
que les stabilités Hyers–Ulam et Hyers–Ulam–Rassias des solutions du système proposé impli-
quant une dérivée fractionnaire ψ-Hilfer de la forme :

HDα,β,ψ
a+ u(t) = f(t, u(t),HDα,β,ψ

a+ v(t)), t ∈ J = (a, b], 0 < α < 1, 0 < β 6 1,
HDα,β,ψ

a+ v(t) = g(t,HDα,β,ψ
a+ u(t), v(t)), γ = α + β − αβ,

I1−γ,ψ
a+ u(t)|t=a = ua, I1−γ,ψ

a+ v(t)|t=a = va.

On notée X = C(J ,R), ou f, g : J ×X ×X −→ X sont des fonctions continues et non linaires
sur un espace de Banach X . La fonction linaire ψ : J −→ R satis fies ψ′(t) 6= 0 ∀t ∈ J .

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



CHAPITRE 1

Rappels et quelques outils de base
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1.1. Sur les fonctions 4

Dans ce chapitre, nous discutons des outils mathématiques nécessaires, des notations
et des concepts dont nous avons besoin dans les chapitres suivants. Nous examinons quelques
propriétés essentielles des opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en
revue certains des théorèmes du point fixe qui sont cruciaux dans nos résultats concernant les
équations différentielles fractionnaires.

1.1 Sur les fonctions
Définition 1.1. (Espace de Banach)
Toute espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1. Les espaces L1(J,R) et C(J,R) munis respectivement des normes suivantes :

‖x‖L1 =
∫ 1

0
|x(t)|dt, ‖x‖C = sup

t∈J
|x(t)|

sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.2. Fonction absolument continue
Une fonction f : [a, b] −→ R est dite absolument continue sur [a, b], si
∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints,
]ak, bk[k=1,2,...,n, nous avons :

n∑
k=1
|bk − ak| < δ ⇒

n∑
k=1
|f(bk)− f(ak)| < ε

Définition 1.3. Fonction de Lipschitz généralisée
Soit f : J × R −→ R une fonction.
f est dite lipschitzienne-généralisée s’il existe une fonction l ∈ L1 (J,R), telle que :

∀x, y ∈ R ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ l(t) ‖x− y‖ , pour presque tout t ∈ J,

La fonction l est appelée la fonction de Lipschitz correspondante à f .
- Si l(t) = k (où k > 0 est une constante positive ), f est dite lipschitzienne de constante
de Lipschitz k.
- Si 0 < k < 1, f est dite une contraction.

Exemple 1.2. .
La fonction x 7→ x+ sin x

3 est une k-contraction de R dans R, avec k = 2
3 .

Définition 1.4
Pour z > 0, la fonction gamma Γ(·) est définie par

Γ(z) =
∫ ∞

0
sz−1e−sds.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



1.2. Sur les opérateurs 5

Définition 1.5
Soit z, w > 0 . Alors, la fonction bêta B(z, w) est définie par

B(z, w) =
∫ 1

0
sz−1(1− s)w−1ds.

De plus, la fonction bêta et la fonction gamma ont la relation suivante

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) .

Définition 1.6
La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre Eα(·) est définie par

Eα(z) =
∞∑
k=1

zk

Γ(kα + 1) .

1.2 Sur les opérateurs
Définition 1.7. Opérateur borné
Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui même. A est dit
borné s’il existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ X, ‖Ax‖ ≤ c ‖x‖ .

Définition 1.8. Opérateur continu
Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui même est dit continu si pour
toute suite (xn)n∈N dans X qui converge vers x ∈ X, la suite (Axn)n∈N converge vers Ax.

Soit C(J,X) l’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de R dans l’espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J,X).

Définition 1.9. Ensemble équicontinu
M est dit équicontinu si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ J :
(
‖t1 − t2‖ ≤ δ

)
⇒
(
∀f ∈M, ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε

)
.

Définition 1.10. Ensemble uniformément borné
M est dit uniformément borné si :

∃ c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c ∀t ∈ J, et ∀f ∈M.

Définition 1.11. Ensemble relativement compact
M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



1.3. Sur les point fixe 6

Théorème 1.1. Ascoli Arzela
M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformément borné.
2. M est équicontinu.

Soit A un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui- même.

Définition 1.12. Opérateur compact
L’opérateur A est dit compact si l’ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.13. Opérateur totalement borné
L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de l’espace X,
l’ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.14. Opérateur complètement continu
L’opérateur A est dit complètement continu s’il est continu et totalement borné.

1.3 Sur les point fixe
Dans cette section, nous énonçons les théorèmes de point fixe qui serons utilisés dans les

chapitres suivants.

Théorème 1.2. [7]
Soit Ω 6= φ un sous ensemble convexe et ferme d’un espace de Banach E. Soit Φ : Ω −→ Ω
un opérateur continue tel que Φ(Ω) est un sous ensemble relativement compact de E. Alors
l’opérateur Φ a au moins un point fixe dans Ω.

Théorème 1.3. [11]
Soit E un espace de Banach et Sr un espace fermé non vide sous-ensemble de E, Alors
tout opérateur de contraction Π : Sr → Sr a un point fixe unique.

Les résultats que nous étudions dans cet article ne concerneront que 0 < α < 1 n = 1.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



CHAPITRE 2

Éléments de la théorie du calcul
fractionnaire.
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2.1. L’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville 8

On introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

2.1 L’intégrale fractionnaire de ψ-Riemann-Liouville

Définition 2.1. [4]
Soit (a, b), (0 ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle finie ou infinie de la droite réelle R et ψ(x)
une fonction monotone croissante et positive sur (a, b), ayant une dérivée continue ψ′(x)
sur (a, b). L’intégrale fractionnaire d’une fonction f par rapport la fonction ψ sur [a, b]
sont définie par :

Iα,ψa+ f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
ψ′(x)(ψ(x)− ψ(t))α−1f(t)dt. (2.1)

Remarque 2.1

1. Si l’on considère ψ(t) = t dans Eq.(2.1), on a

Iα;t
a+f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds = RLIαa+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
2. Si l’on considère ψ(t) = t et a = −∞ dans Eq.(2.1), on a

Iα:t
a+f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

−∞
(t− s)α−1f(s)ds = LIα0+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Liouville.
3. Si l’on considère ψ(t) = t et a = 0 dans Eq. (2.1), on a

Iα:x
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s)ds = RIα0+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Riemann.
4. En choisissant ψ(t) = ln t et en remplaçant dans Eq.(2.1), on a

Iα;ln t
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a

1
s

(ln t− ln s)α−1f(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
f(s)ds

s

= HIαa+f(s),

l’intégrale fractionnaire de Hadamard.

Lemme 2.1. [9]

Soit α > 0 et 0 < γ ≤ 1. Alors Iα,ψa+ : C1−γ,ψ[a, b] −→ C1−γ,ψ[a, b] est bornée.
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Lemme 2.2. [9]
Soit α, β > 0 et f(t) = (ψ(t)− ψ(a))β−1. Alors

Iα,β;ψ
a+ f(t) = Γ(β)

Γ(α + β)(ψ(t)− ψ(a))α+β−1. (2.2)

Démonstration. On a par définition 2.1

Iα,β,ψa+ (ψ(t)− ψ(a))β−1

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(ψ(s)− ψ(a))β−1(ψ(t)− ψ(a))α−1ψ′(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(a))β−1

(ψ(t)− ψ(a))α−1
(

1− (ψ(s)− ψ(a))
(ψ(t)− ψ(a))

α−1)ds.
On prend : µ = (ψ(s)− ψ(a))

(ψ(t)− ψ(a)) . alors

Iα,β,ψa+ (ψ(t)− ψ(a))β−1

= 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(a))β−1(ψ(s)− ψ(a))α−1

(
1− (ψ(s)− ψ(a))

(ψ(t)− ψ(a))

)α−1
ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a

(
1− (ψ(s)− ψ(a))

(ψ(t)− ψ(a))

)α−1((ψ(s)− ψ(a))
(ψ(t)− ψ(a))

)β−1 (ψ(t)− ψ(a))β−1

(ψ(t)− ψ(a))1−αψ
′(s)ds

= (ψ(t)− ψ(a))α+β−1

Γ(α)

∫ t

a

(
1− (ψ(s)− ψ(a))

(ψ(t)− ψ(a))

)α−1((ψ(s)− ψ(a))
(ψ(t)− ψ(a))

)β−1 ψ′(s)
(ψ(t)− ψ(a))ds

= (ψ(t)− ψ(a))α+β−1

Γ(α)

∫ 1

a
(1− µ)α−1µβ−1dµ.

D’après la fonction Bêta :

(ψ(t)− ψ(a))α+β−1

Γ(α) β(α, β) = (ψ(t)− ψ(a))α+β−1 Γ(β)
Γ(α + β) .

Il suit ça
Iα,β,ψa+ (ψ(t)− ψ(a))β−1 = Γ(β)

Γ(α + β)(ψ(t)− ψ(a))α+β−1. (2.3)

Lemme 2.3. [9]
Soit β, α > 0 alors on a la propriété de semi groupe suivante :

Iα,ψa+ Iβ,ψa+ f(t) = Iα+β,ψ
a+ f(t). (2.4)

Démonstration. On a

Iα,ψa+ Iβ,ψa+ f(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1

( 1
Γ(β)

∫ s

a
ψ′(τ)

(
ψ(s)− ψ(τ)β−1

)
f(τ)dτ

)
ds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ s

a
ψ′(s)ψ′(τ)(ψ(t)− ψ(s))α−1(ψ(s)− ψ(τ))β−1f(τ)dτds.
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D’après la formule de Dirichlet :

Iα,ψa+ Iβ,ψa+ f(t) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)ψ′(τ)

∫ s

τ
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1(ψ(s)− ψ(τ))β−1ds

dτ.
D’après le lemme 2.1, on obtient

Iα,ψa+ Iβ,ψa+ f(t) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)ψ′(τ)

(
(ψ(t)− ψ(a))α+β−1

)(Γ(α))(Γ(β))
Γ(α + β) dτ

= 1
Γ(α + β)

∫ t

a
ψ′(τ)

(
(ψ(t)− ψ(a))α+β−1

)
f(τ)dτ

= Iα+β,ψ
a+ f(t).

Lemme 2.4. [9]
Soit α, β > 0 et f ∈ C1−β,ψ([a, b],R). Alors

Iα,ψa+ f(a) = lim
t→a+

Iα,ψa+ f(t) = 0. (2.5)

Démonstration. Puisque f ∈ C1−β,ψ([a, b],R). Alors (ψ(t)−ψ(a))1−βf(t) est continue sur [a, b],
donc il existe un constant positive M tel que :

|(ψ(t)− ψ(a))1−βf(t)| ≤M.

Ainsi
|f(t)| ≤M |(ψ(t)− ψ(a))β−1|, t ∈ [a, b]. (2.6)

On applique l’opérateur Iα,ψa+ (·) des deux cotés de l’équation (2.6) et d’après le lemme 2.1

|Iα,ψa+ f(x)| ≤M |Iα,ψa+ (ψ(x)− ψ(a))β−1|

≤M
Γ(n− γ)

Γ(α + n− γ)(ψ(x)− ψ(a))α+β−1.

D’où
lim

x 7−→a+
Iα,ψa+ |f(x)| = 0.

2.2 Les ψ dérivées fractionnaire :
Nous passons en revue quelques définitions, notations et résultats de la dérivée fractionnaire

ψ-Hilfer.
Soit [a, b], (0 < a < b < ∞) est un intervalle fini de R et ψ : [a, b] → R est une fonction

croissante avec ψ′(t) 6= 0, pour tous t ∈ [a, b].

2.2.1 La Dérivée fractionnaire au sens de ψ-Riemann-Liouville

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



2.2. Les ψ dérivées fractionnaire : 11

Définition 2.2. [9]
Soient n− 1 < α ≤ n ∈ N, ψ ∈ Cn([a, b],R) et f ∈ C([a, b],R). la dérivée fractionnaire ψ
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α est définie par :

RLDα,ψ
a+ f(t) =

 1
ψ′(t)

d

dt

nIn−α,ψa+ f(t)

= 1
Γ(n− α)

 1
ψ′(t)

d

dt

n ∫ t

a
(ψ(t)− ψ(s))n−α−1ψ′(s)f(s)ds.

Remarque 2.2

En utilisant l’opérateur de dérivée fractionnaire ψ-Riemann-Liouville Eq. (2.7), nous pré-
sentons une quelques des dérivées fractionnaires en choisissant ψ.

1. Considérez le ψ(t) = t et le remplacement dans Eq. (2.7), on a

RLDα,t
a+f(t) =

(
d

dt

)n
In−α,ta+ f(t)

=
(
d

dt

)n 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1f(s)ds

= RLDα
a+f(t),

(2.7)

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
2. Considérez le ψ(t) = ln t et en remplaçant dans Eq. (2.7), on a

RLDγ:ln t
a+ f(t) =

(
t
d

dt

)n
In−γ·ln ta+ f(t)

=
(
t
d

dt

)n 1
Γ(n− γ)

∫ t

a

(
ln t

s

)n−γ−1
f(s)ds

s

= HDγ
a+f(t),

(2.8)

la dérivée fractionnaire d’Hadamard.
3. Considérez le ψ(t) = tρ et en remplaçant dans Eq. (2.7), on a

RLDα:tρ
a+ f(t) =

(
1

ρtρ−1
d

dt

)n
In−α:tρ
a+ f(t)

= ρ1−n
(

1
tρ−1

d

dt

)n 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(tρ − sρ)n−α−1 sρ−1f(s)ds

= 1
ρα

ρDα
a+f(t),

(2.9)

la dérivée fractionnaire de Katugampola.
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Lemme 2.5
Soient α > 0 et β > 0. Si f(t) = (ψ(t)− ψ(a))β−1, alors

RLDα,ψ
a+ f(t) = Γ(β)

Γ(β − α)(ψ(t)− ψ(a))β−α−1. (2.10)

Démonstration. Par la définition 2.2.1 et le lemme 2.1

RLDα,ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))β−1 =

 1
ψ′(t)

d

dt

n(In−α,ψa+ (ψ(t)− ψ(a))β−1)(t)

= Γ(β)
Γ(n+ β − α)

 1
ψ′(t)

d

dt

n−1 1
ψ′(t)

d

dt

(ψ(t)− ψ(a))n+β−α−1

= Γ(β)(n+ β − α− 1)
Γ(n+ β − α)

 1
ψ′(t)

d

dt

n−1

(ψ(t)− ψ(a))n+β−α−2.

et comme
Γ(n+ β − α) = (n+ β − α− 1)Γ(n+ β − α− 1).

Alors en répétant le processus de la dérivée
 1
ψ′(t)

d

dt

 a la n− 1 ieme étape, on obtient :

RLDα,ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))β−1 = Γ(β)

Γ(n+ β − α− 1)

 1
ψ′(t)

d

dt

n−1

(ψ(t)− ψ(a))n+β−α−2

= Γ(β)
Γ(β − α)(ψ(t)− ψ(a))β−α−1.

2.2.2 La Dérivée fractionnaire ψ-Hilfer
Définition 2.3
Soient n − 1 ≤ α < n avec n ∈ N et f, ψ ∈ Cn([a, b],R) deux fonctions. La dérivée
fractionnaire ψ-Hilfer HDα,β,ψ

a+ (·) de la fonction f d’ordre α et de type 0 ≤ β ≤ 1, est
définie par :

HDα,β,ψ
a+ f(t) = I

β(n−α),ψ
a+

 1
ψ′(t)

d

dt

n(I(1−β)(n−α),ψ
a+ f)(t). (2.11)

On peut l’écrire comme suite :

HDα,β,ψ
a+ f(t) = Iγ−α,ψa+

RLDγ,ψ
a+ f(t). (2.12)

avec γ = α + β(n− α).

Remarque 2.3

En utilisant l’opérateur de dérivée fractionnaire ψ-Hilfer Eq. (2.11), nous présentons une
large classe de dérivées fractionnaires en choisissant ψ, a et en prenant la limite des
paramètres α et β.
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1. En prenant la limite β → 1 des deux côtés de Eq. (2.11), on a

HDα,1;ψ
a+ f(t) = In−α:ψ

a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
f(t) = cDα:ψ

a+ f(t), (2.13)

la dérivée fractionnaire ψ-Caputo.
2. En prenant la limite β → 0 des deux côtés de Eq. (2.11), on a

HDα,0;ψ
a+ f(t) =

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
I

(n−α);ψ
a+ f(t) = RLDα:ψ

a+ f(t), (2.14)

la dérivée fractionnaire ψ-Riemann-Liouville.
3. Considérons le ψ(t) = t et en prenant la limite β → 1 des deux côtés de Eq. (2.11),

on a

HDα,1;t
a+ f(t) = In−α;t

a+

(
d

dt

)n
f(t)

= 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1

(
d

dt

)n
f(s)ds = cDα

a+f(t),
(2.15)

la dérivée fractionnaire de Caputo.
4. Considérons le ψ(t) = tρ et en prenant la limite β → 0 des deux côtés de Eq. (2.11),

on a
ραH Dα,0;tρ

a+ f(t) = ρα
(

1
ρtρ−1

d

dt

)n
In−α;tρ
a+ f(t) = ρDα

a+f(t), (2.16)

la dérivée fractionnaire de Katugampola .
5. Pour ψ(t) = t et en prenant la limite β → 0 des deux côtés de Eq. (2.11), on obtient

HDα,0;x
a+ f(t) =

(
d

dt

)n
In−α:x
a+ f(t) = RLDα

a+f(t), (2.17)

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
6. Pour ψ(t) = ln t et en prenant la limite β → 0 des deux côtés de Eq. (2.11), on

obtient
HDα,0;ln t

a+ f(t) =
(
t
d

dt

)n
In−α;ln t
a+ f(t) = HDα

a+f(t), (2.18)

la dérivée fractionnaire de Hadamard.
7. Pour ψ(t) = ln t et en prenant la limite β → 1 des deux côtés de Eq. (2.11), on

obtient
HDα,1;ln t

a+ f(t) = In−α;ln t
a+

(
t
d

dt

)n
f(t)

= 1
Γ(n− α)

∫ t

a

(
ln t

s

)n−α−1 (
s
d

ds

)n
f(s)ds

s

= CHDα
a+f(t),

(2.19)

la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard.
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8. Considérons le ψ(t) = tρ et en prenant la limite β → 1 des deux côtés de Eq. (2.11),
on obtient

ραHDα,1:tρ
a+ f(t) = ραIn−α:tρ

a+

(
1

ρtρ−1
d

dt

)n
f(t)

= ρα−n+1

Γ(n− α)

∫ t

a
(tρ − sρ)n−α−1

(
1

sρ−1
d

ds

)n
sρ−1f(s)ds

= CKDα,ρ
a+ f(t),

(2.20)

la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola (de type Caputo).
9. Considérons le ψ(t) = ln t, par (2.11) et (2.8), on a

HDα,β;ln t
a+ f(t) = Iγ−αa+

HDγ
a+f(t) = HDα,β

a+ f(t) (2.21)

la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard.
10. Considérons le ψ(t) = tρ, par (2.11) et (2.9), on a

HDα,β;tρ
a+ f(t) = ρIγ−αa+

ρDγ
a+f(t) = ρDα,β

a+ f(t) (2.22)

la dérivée fractionnaire de Hilfer–Katugampola.
11. Pour ψ(t) = t, a = 0 et en prenant la limite β → 0 de part et d’autre de Eq. (2.11),

on obtient
HDα,0;ψ

0+ f(t) =
(
d

dx

)n
In−α;ψ

0+ f(t) = RDα
a+f(t), (2.23)

la dérivée fractionnaire de Riemann.
12. Pour ψ(t) = t, a = c et en prenant la limite β → 0 de part et d’autre de Eq. (2.11),

on obtient
HDα,0;ψ

c+ f(t) =
(
d

dt

)n
In−α;ψ
c+ f(t)

=
(
d

dt

)n 1
Γ(n− α)

∫ t

c
(t− s)n−α−1f(s)ds

= Dα
c f(t),

(2.24)

la dérivée fractionnaire de Chen.
13. Considérons les ψ(t) = t, a = 0, g(t) = f(t) − f(0) et en prenant la limite β → 0

des deux côtés de Eq. (2.11), on a

HDα,0;ψ
0+ g(t) = HDα,0;ψ

0+ (f(t)− f(0))

=
(
d

dt

)n
In−α;ψ

0 (f(t)− f(0))

= Dα
t f(t),

(2.25)

la dérivée fractionnaire de Jumarie.

Lemme 2.6. [8]
Soit β ∈ R et considérer la fonction f(t) = (ψ(t)− ψ(a))β−1, β > n. Alors pour n− 1 <
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α < n et 0 ≤ β ≤ 1, on a :

HDα,β,ψ
a+ f(t) = Γ(β)

Γ(β − α)(ψ(t)− ψ(a))β−α−1. (2.26)

Démonstration. Par la définition 2.2.2

HDα,β,ψ
a+ f(t) = Iγ−α,ψa+

 1
ψ′(t)

d

dt

nIn−γ,ψa+ f(t).

D’après le Lemme 2.2.1, et le Lemme 2.1, on a :
HDα,β,ψ

a+ f(t) = Iγ−α,ψa+
RLDγ,ψ

a+ f(t)

= Iγ−α,ψa+
RLDγ,ψ

a+ (ψ(t)− ψ(a))β−1

= Iγ−α,ψa+
Γ(β)

Γ(β − γ)(ψ(t)− ψ(a))β−γ−1

= Γ(β)
Γ(β − γ)I

γ−α,ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))β−γ−1

= Γ(β)
Γ(β − α)(ψ(t)− ψ(a))β−α−1.

Lemme 2.7. [8]
Soient λ > 0, n − 1 < α < n et 0 ≤ β ≤ 1. Considérez la fonction f(t) = Eα(λ(ψ(t) −
ψ(a))α). Alors

HDα,β,ψ
a+ f(t) = λf(t).

Démonstration. D’après la fonction de Mittage-Liffler

f(t) = Eλ(λ(ψ(t)− ψ(a))α) =
∞∑
k=0

λk(ψ(t)− ψ(a))αk+1

Γ(kα + 1) .

On utilise le Lemme 2.2.2, on obtient :

HDα,β,ψ
a+ f(t) = HDα,β,ψ

a+

(
Eα(λ(ψ(t)− ψ(a))α)

)
= HDα,β,ψ

a+

 ∞∑
k=0

λk(ψ(t)− ψ(a))αk
Γ(kα + 1)


= HDα,β,ψ

a+

1 +
∞∑
k=1

λk(ψ(t)− ψ(a))αk
Γ(kα + 1)


=
∞∑
k=1

λk

Γ(kα + 1)

H

Dα,β,ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))kα+1−1

=
∞∑
k=1

λk

Γ(kα + 1)
Γ(kα + 1)

Γ(kα + 1− α)(ψ(t)− ψ(a))αk−α

= λ
∞∑
k=1

λk−1

Γ(α(k − 1) + 1)(ψ(t)− ψ(a))α(k−1).
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Remplacer k − 1 par p, on obtient :

HDα,β,ψ
a+ f(t) = λ

∞∑
p=0

λp(ψ(t)− ψ(a))αp
Γ(pα + 1) .

Alors
HDα,β,ψ

a+ f(t) = λf(t).

Lemme 2.8. [2]
Soit γ = α + β(1− α), avec 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et f ∈ Cγ

1−γ;ψ ([a, b],R), alors

Iγ;ψ
a+ Dγ;ψ

a+ f(t) = Iα;ψ
a+ Dα,β;ψ

a+ f(t),

et
Dγ;ψ
a+ I

α;ψ
a+ f(t) = D

β(1−α);ψ
a+ f(t).

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1 et la définition 2.2.2, nous pouvons écrire

Iγ;ψ
a+ Dγ;ψ

a+ f(t) = Iγ;ψ
a+

(
I
β(1−α);ψ
a+ Dα,β;ψ

a+ f(t)
)

= I
α+β(1−α);ψ
a+ I

−β(1−α);ψ
a+ Dα,β;ψ

a+ f(t)

= Iα;ψ
a+ Dα,β;ψ

a+ f(t).

En utilisant le Lemme 2.1 et la définition 2.2.2, nous obtenons

Dγ;ψ
a+ I

α;ψ
a+ f(t) = D1,ψI1−γ;ψ

a+ Iα;ψ
a+ f(t)

= D1,ψI
1−β(1−α);ψ
a+ f(t)

= Dβ(1−α);ψf(t).

Lemme 2.9
Soit α > 0, β ∈ 0, 1 , et 0 6 γ 6 1 avec γ = α + β(1− α) et f ∈ C1−γ,ψ([a, b],R), alors :

Dα,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t) = f(t).
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Démonstration. Par definition 2.2.1 et Lemme 2.1, ona :

Dα,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t) = D1,ψ

a+ I
1−α,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t)

= D1,ψ
a+ I

1,ψ
a+ f(t)

=
(

1
ψ′(t)

d

dt

)(
1

Γ(1)

∫ t

a
ψ′(t)f(t)dt

)

= 1
ψ′(t)

(
d

dt

1
Γ(1)

∫ t

a
ψ′(t)f(t)dt

)

= 1
ψ′(t)ψ

′(t)f(t)

= f(t).

Lemme 2.10
Soit t > a, α > 0, 0 ≤ β ≤ 1, avec pour 0 < γ < 1, γ = β(1− α) + α, on a :

(HDα,β,ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1)(t) = 0.

Démonstration. On a par définition 2.2.2 et 2.1,

I
(1−β)(1−α),ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1

= 1
Γ(X)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(a))X−1)(ψ(s)− ψ(a))γ−1)ds

= 1
Γ(X)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(a))γ−1[ψ(t)− ψ(s) + ψ(a)− ψ(a)]x−1ds

= 1
Γ(X)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(a))γ−1[(ψ(t)− ψ(a))X−1[(ψ(s)− ψ(a))X−1]ds

= 1
Γ(X)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(a))γ−1(ψ(t)− ψ(a))X−1

1−
(
ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a)

)X−1
 ds

= (ψ(t)− ψ(a))γ+X−2)
Γ(X)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
1−

(
ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a)

)X−1
 ds

= (ψ(t)− ψ(a))γ+X−1)
Γ(X)

∫ t

a

ψ′(s)
ψ(t)− ψ(a)

(
ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
1−

(
ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a)

)X−1
 ds.

Où X = (1− β)(1− α).

On prend µ = ψ(s)− ψ(a)
ψ(t)− ψ(a) , et dµ = ψ′(s)

ψ(t)− ψ(a)ds. Alors,

I
(1−β)(1−α),ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1 = (ψ(t)− ψ(a))γ+X−1

Γ(X)

∫ 1

0
µγ−1(1− µ)X−1dµ.

D’après la fonction Bêta

I
(1−β)(1−α),ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1 = Γ(γ)

Γ(X + γ)(ψ(t)− ψ(a))γ+X−1.
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Ou
Γ(X + γ) = Γ(1) = 1.

Donc
I

(1−β)(1−α),ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1 = Γ(γ)

Alors : (
1

ψ′(s)
d

dt

)
I

(1−β)(1−α),ψ
a+ (ψ(t)− ψ(a))γ−1 = 0.

Théorème 2.1. [8]
Si f ∈ Cn([a, b],R), n− 1 < α < n et 0 ≤ β ≤ 1, alors :

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ f(t) = f(t)−
n∑
k=1

(ψ(t)− ψ(a))γ−k
Γ(γ − k + 1)

 1
ψ′(t)

d

dt

n−kI(1−β)(n−α),ψ
a+ f(a). (2.27)

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1 et la définition de la dérivée fractionnaire ψ-Hilffer
on obtient :

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ f(t) = Iα,ψa+ (I(γ−α)
a+

RLDγ,ψ
a+ f(t))

= Iα,ψa+
RLDγ,ψ

a+ f(t))
= 1

Γ(γ)

∫ t

a
(ψ(t)− ψ(s))γ−1ψ′(s)RLDγ,ψ

a+ f(s)ds.

D’après la définition de RLDγ,ψ
a+ , on a :

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ = 1
Γ(γ)

∫ t

a
(ψ(t)− ψ(s))γ−1ψ′(s)

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n
(In−γ,ψa+ f)(s)ds.

En utilisant la formule d’intégration par partie

(ψ(t)− ψ(s))γ−1ψ′(s)
( 1
ψ′(s)

d

ds

)n
(In−γ,ψa+ f)(s) = v(s)× d

ds
u(s).

Où 
v(s) = (ψ(t)− ψ(s))γ−1,

d

ds
u(s) =

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n
(In−γ,ψa+ f)(s).

et 
d

ds
v(s) = −(γ − 1)ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))γ−2,

u(s) =
( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
In−γ,ψa+ f)(s).

et la formule d’intégration par parties, indique

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ f(t) = 1
Γ(γ)

[
(ψ(t)− ψ(s))γ−1)

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
(In−γ,ψa+ f)(s)

]t
a

+γ − 1
Γ(γ)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))γ−2

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
(In−γ,ψa+ f)(s)

= − 1
Γ(γ)(ψ(t)− ψ(s))γ−1)

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
(In−γ,ψa+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − 1)

∫ t

a
(ψ(t)− ψ(s))γ−2

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
(In−γ,ψa+ f)(s).
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En répétant le processus d’intégration par parties a la n− 1 ième étapes, on obtient :

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ f(t) = − 1
Γ(γ)(ψ(t)− ψ(a))γ−1

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−1
(In−γ,ψa+ f)(a)

− 1
Γ(γ − 1)(ψ(t)− ψ(a))γ−2

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−2
(In−γ,ψa+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − 2)(ψ(t)− ψ(a))γ−3

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−3
(In−γ,ψa+ f)(s)ds

=
...

= −
n∑
k=1

1
Γ(γ − k + 1)(ψ(t)− ψ(a))γ−k( 1

ψ′(s)
d

ds

)n−k
(In−γa+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − n)

∫ t

a
(ψ(t)− ψ(t))γ−n−1(In−γ,ψa+ )f(s)ds

= −
n∑
k=1

(ψ(t)− ψ(a))γ−k
Γ(γ − k + 1)

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−k
In−γ,ψa+ f(a) + In−γ,ψa+ Iγ−n,ψa+ f(s)ds.

En suite,

Iα,ψa+
HDα,β,ψ

a+ f(t) = f(t)−
n∑
k=1

(ψ(t)− ψ(a))γ−k
Γ(γ − k + 1)

( 1
ψ′(s)

d

ds

)n−k
I

(1−β)(n−α),ψ
a+ f(a).

Théorème 2.2. [8]
Soit f ∈ C1([a, b],R), α > 0 et 0 ≤ β ≤ 1, alors

HDα,β,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t) = f(t). (2.28)

Démonstration. En effet, on a :

HDα,β,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t) = Iγ−α,ψa+

 1
ψ′(t)

d

dt

nI(1−β)(n−α),ψ
a+ Iα,ψa+ f(t)

= Iγ−α,ψa+

 1
ψ′(t)

d

dt

nI(n−(βn−βα+α−α)),ψ
a+ f(t)

= Iγ−α,ψa+

 1
ψ′(t)

d

dt

nI(n−βn+βα),ψ
a+ f(t)

= Iγ−α,ψa+

 1
ψ′(t)

d

dt

nI(n−(γ−α)),ψ
a+ f(t)

= Iγ−α,ψa+
RLDγ−α,ψ

a+ f(t).

En utilisant le theorem 2.2.2 et le lemme 2.1, on obtient :

HDα,β,ψ
a+ Iα,ψa+ f(t) = f(t).
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CHAPITRE 3

Résultats d’existence et de stabilité
d’un système couplé impliquant un
opérateur fractionnaire ψ-Hilfer
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L’objectif de cet chapitre est d’étudier l’existence, l’unicité ainsi que les stabilités Hyers–Ulam
et Hyers–Ulam–Rassias des solutions du système proposé impliquant une dérivée fractionnaire
ψ-Hilfer de la forme :

HDα,β,ψ
a+ u(t) = f(t, u(t),HDα,β,ψ

a+ v(t)), t ∈ J = (a, b], 0 < α < 1, 0 < β 6 1,
HDα,β,ψ

a+ v(t) = g(t,HDα,β,ψ
a+ u(t), v(t)), γ = α + β − αβ,

I1−γ,ψ
a+ u(t)|t=a = ua, I1−γ,ψ

a+ v(t)|t=a = va.

(3.1)

On notée X = C(J ,R), ou f, g : J ×X ×X −→ X sont des fonctions continues et non linaires
sur un espace de Banach X . La fonction linaire ψ : J −→ R satis fies ψ′(t) 6= 0 ∀t ∈ J .

Nous définissons l’espace pondéré, noté X1−γ;ψ de toutes les fonctions continues sur J comme

X1−γ;ψ =
{
x : J → R|HDα,β;ψ

a+ (x) ∈ X
}
, 0 ≤ γ < 1

Équipé de norme

‖ x ‖1−γ;ψ=‖ x(t)(ψ(t)− ψ(a))1−γ ‖= max
∣∣∣x(t)(ψ(t)− ψ(a))1−γ

∣∣∣, 0 ≤ γ < 1,

Évidemment X1−γ;ψ est un espace de Banach sous la norme donnée, et donc le produit X1−γ;ψ×
X1−γ;ψ est aussi un espace de Banach sous la norme :

‖ (x, y) ‖1−γ;ψ=‖ x ‖1−γ;ψ + ‖ y ‖1−γ;ψ .

3.0.1 Résultats d’existence et d’unicité
Pour obtenir nos principaux résultats, nous considérons les hypothèses suivantes :

(H1) Les fonctions f, g : J × X × X −→ R tell que pour tout (u, v) , (ū, v̄) ∈ X × X et t ∈ J
et il existe Lf ,Lg,L′f ,L′g > 0 tell que :

|f(t, u(t), v(t))− f(t, ū(t), v̄(t))| ≤ Lf |u(t)− ū(t)|+ L′f |v(t)− v̄(t)|,

|g(t, u(t), v(t))− g(t, ū(t), v̄(t))| ≤ Lg|u(t)− ū(t)|+ L′g|v(t)− v̄(t)|.

(H2) Les fonctions f, g : J ×X ×X −→ R complètement continus tels que ∀u, v ∈ X et t ∈ J ,
il existe des fonctions linaire continues non décroissantes µf , µg : R+ −→ R+ satisfaisant :

|f(t, u(t), v(t))| ≤ µf (t)|u(t)|+ µ′f (t)|v(t)|,

|g(t, u(t), v(t))| ≤ µg(t)|u(t)|+ µ′g|v(t)|.

(H3) Soit max
t∈J
{η1, η2} = η < 1, où

η1 =
Lf (1 + Lg)

(
ψ(b)− ψ(a)

)α
(1− L′fLg)Γ(α + 1) .

et

η2 =
L′g(1 + L′f )

(
ψ(b)− ψ(a)

)α
(1− L′fLg)Γ(α + 1) .
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Théorème 3.1. [3]
Si (u, v) ∈ X1−γ;ψ ×X1−γ;ψ satisfies :

HDα,β;ψ
a+ u(t) = y1(t), 0 < α < 1, 0 < β ≤ 1,

HDα,β;ψ
a+ v(t) = y2(t), γ = α + β − αβ,

I1−γ
a+ u(t) = ua, I1−γ

a+ v(t) = va.

(3.2)

Alors :
u(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1ua

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y1(s)ds,

v(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1va
Γ(γ) + 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y2(s)ds.

(3.3)

Démonstration. Soit
HDα,β;ψ

a+ u(t) = y1(t), 0 < α < 1, 0 < β ≤ 1, t ∈ J

I1−γ
a+ u(a) = ua.

Depuis
HDα,β;ψ

a+ u(t) = y1(t), 0 < α < 1, 0 < β ≤ 1, t ∈ J . (3.4)

En appliquant l’intégrale Iα;ψ
a+ des deux cote et en utilisant le théorème 2.2.2 nous avons :

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ u(t) = Iα;ψ

a+ y1(t).

Alors
u(t)− (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) I
(1−β)(1−α),ψ
a+ u(a) = Iα,ψa+ y1(t).

Par suit

u(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) I
(1−β)(1−α),ψ
a+ u(a) + 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y1(s)ds.

Puisque
1− γ = (1− β)(1− α),

alors :

u(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) I1−γ,ψ
a+ u(a) + 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y1(s)ds

= (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) ua + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y1(s)ds.

Donc
u(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) ua + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y1(s)ds. (3.5)

De la même manière :

v(t) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) va + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1y2(s)ds. (3.6)
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Maintenant, considérons une boule fermée :

Br =
{

(u, v) ∈ X1−γ,ψ ×X1−γ,ψ : ‖ (u, v) ‖1−γ,ψ≤ r, ‖ u ‖1−γ,ψ≤
r

2 , ‖ v ‖1−γ,ψ≤
r

2

}
,

avec
|ua|+ |va|

Γ(γ) [1−Q] ≤ r,

et
Q =

µf (1 + µg) + µ
′
g(1 + µ

′
f )

2(1− µ′
fµg)Γ(α + 1) (ψ(b)− ψ(a))α.

Nous transformons le système (3.1) en problème de point fixe. Définir un opérateur N =
(N1, N2) ∈ Br ,avec :

N1(u(t), v(t)) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) ua

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1f(s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s))ds,

N2(v(t), u(t)) = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) va

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1g(s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s))ds.

(3.7)

Théorème 3.2. [3]
Les hypothèses (H1) à (H3) sont valables. Alors (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Étape 1. montre que N(Br) ⊂ Br.

Pour tout (u, v) ∈ Br on a :

‖ N(u, v) ‖1−γ;ψ=‖ N1(u, v) ‖1−γ;ψ + ‖ N2(u, v) ‖1−γ;ψ . (3.8)

D’après (3.7), on a :

|N1(u(t), v(t))|

=
∣∣∣∣(ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ) ua + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1f(s, u(s),HDα,β,ψ

a+ v(s))ds
∣∣∣∣

≤ (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ)
∣∣∣ua∣∣∣+ 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1

∣∣∣f(s, u(s),HDα,β,ψ
a+ v(s))

∣∣∣ds.
(3.9)

Soit ∣∣∣f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s))

∣∣∣ ≤ µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′f (s)|HD
α,β;ψ
a+ v(s)|. (3.10)

et ∣∣∣HDα,β;ψ
a+ v(s)

∣∣∣ =
∣∣∣g(t,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s))
∣∣∣ ≤ µg(s)

∣∣∣HDα,β;ψ
a+ u(s)

∣∣∣+ µ′g(s)
∣∣∣v(s)

∣∣∣. (3.11)
et ∣∣∣HDα,β;ψ

a+ u(s)
∣∣∣ =

∣∣∣f(t, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s))

∣∣∣ ≤ µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′f (s)
∣∣∣HDα,β;ψ

a+ v(s)
∣∣∣. (3.12)
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De (3.11) et (3.12), on obtient :∣∣∣HDα,β;ψ
a+ v(s)

∣∣∣ ≤ µg(s)
∣∣∣HDα,β;ψ

a+ u(s)
∣∣∣+ µ′g(s)

∣∣∣v(s)
∣∣∣

≤ µg(s)
[
µf (s)|u(s)|+ µ′f (s)|HD

α,β;ψ
a+ v(s)|

]
+ µ′g(s)|v(s)|

= µg(s)µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µg(s)µ′f (s)
∣∣∣HDα,β;ψ

a+ v(s)
∣∣∣+ µ′g(s)

∣∣∣v(s)
∣∣∣.

Alors
(1− µg(s)µ′f (s))

∣∣∣HDα,β;ψ
a+ v(s)

∣∣∣ ≤ µg(s)µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′g(s)
∣∣∣v(s)

∣∣∣.
D’où ∣∣∣HDα,β;ψ

a+ v(s)
∣∣∣ ≤ µg(s)µf (s)

∣∣∣u(s)
∣∣∣+ µ′g(s)

∣∣∣v(s)
∣∣∣

1− µg(s)µ′f (s)
. (3.13)

Remplacer (3.13) dans (3.10), on a :∣∣∣f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s))

∣∣∣
≤ µf (s)

∣∣∣u(s)
∣∣∣+ µ′f (s)

µg(s)µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′g(s)
∣∣∣v(s)

∣∣∣
1− µg(s)µ′f (s)


=
µf (s)

∣∣∣u(s)
∣∣∣(1− µg(s)µ′f (s)) + µ′f (s)µg(s)µf (s)

∣∣∣u(s)
∣∣∣+ µ′f (s)µ′g(s)

∣∣∣v(s)
∣∣∣

1− µg(s)µ′f (s)
.

Donc ∣∣∣f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s))

∣∣∣ ≤ µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′f (s)µ′g(s)
∣∣∣v(s)

∣∣∣
1− µg(s)µf (s)

. (3.14)

Remplacer (3.14) dans (3.9), on obtient :
∣∣∣N1(u(t), v(t))

∣∣∣ = (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ)
∣∣∣ua∣∣∣+ 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1×

µf (s)
∣∣∣u(s)

∣∣∣+ µ′f (s)µ′g(s)
∣∣∣v(s)

∣∣∣
1− µg(s)µf (s)

ds

≤ (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ)
∣∣∣ua∣∣∣+ µf

∣∣∣u(s)
∣∣∣+ µ′fµ

′
g

∣∣∣v(s)
∣∣∣

1− µgµf
×

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1(1)ds

≤ (ψ(t)− ψ(a))γ−1

Γ(γ)
∣∣∣ua∣∣∣+ µf

∣∣∣u(s)
∣∣∣+ µ′fµ

′
g

∣∣∣v(s)
∣∣∣

(1− µgµf )Γ(α + 1) (ψ(t)− ψ(a))α.

Alors

‖ N1(u(t), v(t)) ‖ ≤

∣∣∣ua∣∣∣
Γ(γ) +

µf ‖ u(s) ‖ +µ′fµ′g ‖ v(s) ‖
(2− µgµf )Γ(α + 1) (ψ(t)− ψ(a))α

≤

∣∣∣ua∣∣∣
Γ(γ) +

(µf + µ′fµ
′
g)r

2(1− µgµf (s))Γ(α + 1)(ψ(b)− ψ(a))α.

Donc

‖ N1(u(t), v(t)) ‖≤

∣∣∣ua∣∣∣
Γ(γ) +

(µf + µ′fµ
′
g)r

2(1− µgµf (s))Γ(α + 1)(ψ(b)− ψ(a))α. (3.15)
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De même manière on a :

‖ N2(u(t), v(t)) ‖≤

∣∣∣va∣∣∣
Γ(γ) +

(µ′g + µfµg)r
2(1− µgµf (s))Γ(α + 1)(ψ(b)− ψ(a))α. (3.16)

Les inégalités (3.15) et (3.16) associées a (3.8) donnant :

‖ N(u, v) ‖1−γ;ψ =‖ N1(u, v) ‖1−γ,ψ + ‖ N2(u, v) ‖1−γ;ψ

≤

∣∣∣ua∣∣∣+ ∣∣∣va∣∣∣
Γ(γ) +

(µf + µ′fµ
′
g + µ′g + µfµg)r

2(1− µgµf (s))Γ(α + 1) (ψ(b)− ψ(a))α

≤

∣∣∣ua∣∣∣+ ∣∣∣va∣∣∣
Γ(γ) +Qr

≤ r.

Alors ∣∣∣ua∣∣∣+ ∣∣∣va∣∣∣
Γ(γ) ≤ (1−Q)r.

Donc

‖ N(u, v) ‖1−γ;ψ≤

∣∣∣ua∣∣∣+ ∣∣∣va∣∣∣
Γ(γ) ≤ r.

Ce qui implique N(Br) ⊂ Br.

Étape 2. Nous devons montrer que l’opérateur N est continu et compact.

Considérons une suite θn = (un, vn) dans Br telle que (un, vn) −→ (u, v) dans Br. Par
conséquent, nous avons

‖ N(un, vn)(t)−N(u, v)(t) ‖1−γ;ψ ≤‖ N1(un, vn)(t)−N1(u, v)(t) ‖1−γ;ψ

+ ‖ N2(un, vn)(t)−N2(u, v)(t) ‖1−γ;ψ

On a :

‖ N(un, vn)(t)−N(u, v)(t) ‖1−γ;ψ ≤
(ψ(t)− ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(a))α−1

∣∣∣f(s, un(s),HDα,β;ψvn(s))− f(s, u(s),HDα,β;ψv(s))
∣∣∣ds

+(ψ(t)− ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(a))α−1

∣∣∣g(s,HDα,β;ψun(s), vn(s))− g(s,HDα,β;ψu(s), v(s))
∣∣∣ds.
(3.17)

D’après : ∣∣∣f(s, un(s),HDα,β;ψvn(s))− f(s, u(s),HDα,β;ψv(s))
∣∣∣

≤ Lf
∣∣∣un(s)− u(s)

∣∣∣+ L′f ∣∣∣Dα,β;ψvn(s)−Dα,β;ψv(s)
∣∣∣. (3.18)

Nous avons
|Dα,β;ψvn(s)−Dα,β;ψv(s)| = |g(s,HDα,β;ψun(s), vn(s))− g(s,HDα,β;ψu(s), v(s))|

≤ Lg|HDα,β;ψun(s)− HDα,β;ψu(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|.
(3.19)
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Par suit

|HDα,β;ψun(s)− HDα,β;ψu(s)| = |f(s, un(s),HDα,β;ψvn(s))− f(s, u(s),HDα,β;ψv(s))|

≤ Lf |un(s)− u(s)|+ L′f |HDα,β;ψvn(s)− HDα,β;ψv(s)|.
(3.20)

Remplacer (3.20) dans (3.19), on obtient :

|Dα,β;ψvn(s)−Dα,β;ψv(s)|

≤ Lg
(
Lf |un(s)− u(s)|+ L′f |HDα,β;ψvn(s)− HDα,β;ψv(s)|

)
+ L′g|vn(s)− v(s)|

≤ LgLf |un(s)− u(s)|+ LgL′f |HDα,β;ψvn(s)− HDα,β;ψv(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|.

D’où
|Dα,β;ψvn(s)−Dα,β;ψv(s)| ≤ LgLf |un(s)− u(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|

(1− LgL′f )
. (3.21)

Remplacer (3.21) dans (3.18), on obtient :

|f(s, un(s),HDα,β;ψvn(s))− f(s, u(s),HDα,β;ψv(s))|

≤ Lf |un(s)− u(s)|+ L′f
(
LgLf |un(s)− u(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|

(1− LgL′f )

)

≤ Lf |un(s)− u(s)|+ L
′
fLgLf |un(s)− u(s)|+ L′fL′g|vn(s)− v(s)|

(1− LgL′f )

≤ Lf |un(s)− u(s)|+ L′fL′g|vn(s)− v(s)|
(1− LgL′f )

.

Donc

|f(s, un(s),HDα,β;ψvn(s))− f(s, u(s),HDα,β;ψv(s))| ≤ Lf |un(s)− u(s)|+ L′fL′g|vn(s)− v(s)|
(1− LgL′f )

.

(3.22)
De même manière :

|g(s,HDα,β;ψun(s), vn(s))− g(s,HDα,β;ψu(s), v(s))|

≤ Lg|HDα,β;ψun(s)− HDα,β;ψu(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|

≤ LgLf |un(s)− u(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|
(1− LgL′f )

.

(3.23)
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Remplacer (3.22) et (3.23) dans (3.17) :

‖ N(un, vn)(t)−N(u, v)(t) ‖1−γ;ψ

≤ (ψ(t)− ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(a))α−1×

∣∣∣∣Lf |un(s)− u(s)|+ L′gL′f |vn(s)− v(s)|
(1− LgL′f )

∣∣∣∣ds
+(ψ(t)− ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(a))α−1×

∣∣∣∣LgLf |un(s)− u(s)|+ L′g|vn(s)− v(s)|
(1− LgL′f )

∣∣∣∣ds
≤ Lf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′fL′g ‖ vn(s)− v(s) ‖

(1− LgL′f )Γ(α + 1) (ψ(t)− ψ(a))α

+LgLf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′g ‖ vn(s)− v(s) ‖
(1− LgL′f )Γ(α + 1) (ψ(t)− ψ(a))α

≤

LgLf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′g ‖ vn(s)− v(s) ‖
(1− LgL′f )Γ(α + 1)

+LgLf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′g ‖ vn(s)− v(s) ‖
(1− LgL′f )Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α.

D’où
‖ N(un, vn)(t)−N(u, v)(t) ‖1−γ;ψ

≤

LgLf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′g ‖ vn(s)− v(s) ‖
(1− LgL′f )Γ(α + 1)

+LgLf ‖ un(s)− u(s) ‖ +L′g ‖ vn(s)− v(s) ‖
(1− LgL′f )Γ(α + 1)

(ψ(b)− ψ(a))α.

(3.24)

Cela implique que

‖ N(un, vn)(t)−N(u, v)(t) ‖1−γ;ψ→ 0 lorsque n→ 0.

Donc N est continue.

Étape 3. La famille (Br) est équicontinue.

Soit v1, v2 ∈ J avec v1 < v2 et pour tout (u, v) ∈ Br, ou Br et clairement borné, on obtient :

‖N(u, v)(v1)−N(u, v)(v2)‖1−γ;ψ ≤ ‖N1(u, v)(v1)−N1(u, v)(v2)‖1−γ;ψ

+‖N2(u, v)(v1)−N2(u, v)(v2)‖1−γ;ψ.
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On a :∥∥∥∥N1(u, v)(v1)−N1(u, v)(v2)
∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥ ua

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ v1

a
ψ′(s)

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

− ua
Γ(γ) −

1
Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)

(
ψ(v2)− ψ(s)

)α−1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ v1

v2
ψ′(s)

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

∥∥∥∥
+
∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

− 1
Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)

(
ψ(v2)− ψ(s)

)α−1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∥∥∥∥

≤ 1
Γ(α)

∫ v1

v2
ψ′(s)|

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
|
∥∥∥∥f(s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)∥∥∥∥ds

+ 1
Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)|

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
−
(
ψ(v2)− ψ(s)

)α−1
|
∥∥∥∥f(s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)∥∥∥∥ds

≤

∥∥∥f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s)

)∥∥∥
Γ(α)

∫ v1

v2
ψ′(s)|

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
|ds

+
‖ f

(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
‖

Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)|

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
−
(
ψ(v2)− ψ(s)

)α−1
|ds.

D’où
‖ N1(u, v)(v1)−N1(u, v)(v2) ‖1−γ;ψ

≤
‖ f

(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
‖

1−γ;ψ

Γ(α)

∫ v1

v2
ψ′(s)|

(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
|ds

+
‖ f

(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
‖

1−γ;ψ

Γ(α)

∫ v2

a
ψ′(s)|

(
ψ(v2)− ψ(s)

)α−1
−
(
ψ(v1)− ψ(s)

)α−1
|ds

≤
‖ f

(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
‖

1−γ;ψ

Γ(α + 1)

[(
ψ(v2)− ψ(a)

)α
+ 2

(
ψ(v1)− ψ(v2)

)α
−
(
ψ(v1)− ψ(a)

)α]
.

D’après (3.15), on obtient :

‖ N1(u, v)(v1)−N1(u, v)(v2) ‖1−γ;ψ

≤
r(µf + µ

′
fµ

′
g)

2(1− µgµ′
f )Γ(α + 1)

[(
ψ(v2)− ψ(a)

)α
+ 2

(
ψ(v1)− ψ(v2)

)α
−
(
ψ(v1)− ψ(a)

)α]
.

De même manière
‖ N2(u, v)(v1)−N2(u, v)(v2) ‖1−γ;ψ

≤
r(µfµg + µ

′
g)

2(1− µgµ′
f )Γ(α + 1)

[(
ψ(v2)− ψ(a)

)α
+ 2

(
ψ(v1)− ψ(v2)

)α
−
(
ψ(v1)− ψ(a)

)α]
.
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Cela implique ‖N(u, v)(v1)−N(u, v)(v2)‖1−γ;ψ → 0, comme v1 → v2.

Donc N est relativement compact sur Br. D’après théorème Ascolli-Arzelà N est un opé-
rateur compact et donc complètement continu. Ainsi, d’après le théorème du point fixe de
Schauder, le système (3.1) admet au moins une solution.

Théorème 3.3. [3]
Si les hypothèse (H1),(H2) et (H3) sont vraies, alors le système (3.1) admet une solution
unique.

Démonstration. Pour prouver le résultat requis, nous montrons que N est une application de
contraction. Pour tout t ∈ J et (u, v), (ū, v̄) ∈ Br, on a :

‖ N(u, v)−N(ū, v̄) ‖1−γ;ψ

≤‖ N1(u, v)−N1(ū, v̄) ‖1−γ;ψ + ‖ N2(u, v)−N2(ū, v̄) ‖1−γ;ψ

≤ max
t∈J
|

(
ψ(t)− ψ(a)

)1−γ;ψ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α−1
×

f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
− f

(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds |

+ max
t∈J
|

(
ψ(t)− ψ(a)

)1−γ;ψ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α−1
×

g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
− g

(
s,H Dα,β;ψ

a+ ū(s), v̄(s)
)
ds |

≤
[Lf ‖ u− ū ‖1−γ;ψ +L′fL′g ‖ v − v̄ ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1)

+LfLg ‖ u− ū ‖1−γ;ψ +L′g ‖ v − v̄ ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1)

](
ψ(b)− ψ(a)

)α

≤
[Lf (1 + Lg) ‖ u− ū ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1) + L
′
g(1 + L′f ) ‖ v − v̄ ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1)

](
ψ(b)− ψ(a)

)α
≤ η1 ‖ u− ū ‖1−γ;ψ +η2 ‖ v − v̄ ‖1−γ;ψ

≤ η ‖ (u, v)− (ū, v̄) ‖ .

sous l’hypothèse (H3) l’opérateur N est une application de contraction, donc par principe de
contraction de Banach l’opérateur N a un point fixe unique qui est l’unique solution du système
couplé (3.1).

3.1 Analyse de stabilité
Dans cette section, nous analysons les stabilités Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias de le

système proposé.
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Définition 3.1. [5]
Le système couple (3.1) est dit Ulam-Hyers stable s’il existe une constante K1,2 =
max{K1,K2} > 0 tel que pour chaque ε = max{ε1, ε2} ou ε1, ε2 > 0 et toute solution
(u, v) ∈ X × X de l’inégalité : |

HDα,β;ψ
a+ u(t)− f(t, u(t),HDα,β;ψ

a+ v(t))| ≤ ε1, t ∈ J

|HDα,β;ψ
a+ v(t)− g(t,HDα,β;ψ

a+ u(t), v(t))| ≤ ε2, t ∈ J
(3.25)

qu’il existe une solution (ū, v̄) ∈ X1−ψ,γ ×X1−ψ,γ de (3.1) satisfier :

‖ (ū, v̄)− (u, v) ‖1−γ,ψ≤ K1,2ε. (3.26)

Définition 3.2. [5]
Le système couple (3.1) est dit Ulam-Hyers-Rassias stable s’il existe une constante K1,2 =
max{K1,K2} > 0 et une fonction non décroissante λΦ = max

t∈J
{λΦ1 , λΦ2} tel que pour

chaque ε = max{ε1, ε2} ou ε1, ε2 > 0 et toute solution (u, v) ∈ X × X de l’inégalité : |
HDα,β;ψ

a+ u(t)− f(t, u(t),HDα,β;ψ
a+ v(t))| ≤ λΦ1(t)ε1, t ∈ J

|HDα,β;ψ
a+ v(t)− g(t,HDα,β;ψ

a+ u(t), v(t))| ≤ λΦ2(t)ε2, t ∈ J
(3.27)

une solution (u, v) de (3.1) satisfaisent

‖ (ū, v̄)− (u, v) ‖1−γ;ψ≤ K1,2λΦ(t)ε. (3.28)

Remarque 3.1

(u, v) ∈ X ×X satisfait l’inégalité (3.25) si et seulement s’il existe des fonctions θ1 ,θ2 ∈ X
tell que :

1. |θ1(t)| ≤ ε1, |θ2(t)| ≤ ε2, t ∈ J
2. et 

HDα,β;ψ
a+ u(t) = f(t, u(t),HDα,β;ψ

a+ v(t)) + θ1(t), t ∈ J
HDα,β;ψ

a+ v(t) = g(t,HDα,β;ψ
a+ u(t), v(t)) + θ2(t), t ∈ J

I1−γ;ψ
a+ u(t)|t=a = ua, I1−γ,ψ

a+ v(t)|t=a = va.

(3.29)
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Lemme 3.1. [3]
Si (u, v) ∈ X × X satisfait l’inégalité de(3.25). Alors (u, v) est la solution des inégalités

∣∣∣∣∣∣u(t)−
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
≤
ε1
(
ψ(b)− ψ(a)

)α
Γ(α + 1) ,

∣∣∣∣∣∣v(t)−
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
≤
ε2
(
ψ(b)− ψ(a)

)α
Γ(α + 1) .

(3.30)

Démonstration. Au vu du théorème 3.0.1 et remarque 3.1(ii) la solution de (3.29) équivaut à :

u(t) =
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ1(s)ds,

v(t) =
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ2(s)ds.

(3.31)
Considérons d’abord

∣∣∣∣u(t)−
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ1(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
∣∣∣∣θ1(s)

∣∣∣∣ds
≤ ε1

Γ(α + 1)
(
ψ(t)− ψ(s)

)α
≤ ε1

Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= K1ε1.

(3.32)

Avec K1 =

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
Γ(α + 1) .
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En répétant à nouveau cette procédure, nous obtenons

∣∣∣∣v(t)−
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ2(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
∣∣∣∣θ2(s)

∣∣∣∣ds
≤ ε2

Γ(α + 1)
(
ψ(t)− ψ(s)

)α
≤ ε2

Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= K2ε2,

(3.33)

avec K2 =

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
Γ(α + 1) .

Lemme 3.2. [3]
Si (u, v) ∈ X × X satisfait l’inégalité de (3.27). et supposons qu’il existeM1,M2 > 0 tel
que

(H4) :


Iα;ψ
a+ λφ1(t) ≤M1λφ1(t)

(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
,

Iα;ψ
a+ λφ2(t) ≤M2λφ2(t)

(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
.

Alors (u, v) est la solution des inégalités

∣∣∣∣∣∣∣u(t)−
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε1M1λφ1 ,

∣∣∣∣∣∣∣v(t)−
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε2M2λφ2 .

(3.34)

Démonstration. Au vu du théorème 3.0.1 et remarque 3.1(ii) la solution de l’inégalité (3.27)
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sera équivalente à :

u(t) =
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

+ ε1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
λφ1(s)ds,

v(t) =
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ u(s), v(s)
)
ds

+ ε2
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
λφ1(s)ds.

(3.35)
D’abord∣∣∣∣u(t)−

ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
λφ1(s)ds

∣∣∣∣
≤ ε1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α−1
λφ1(s)ds

≤M1ε1λφ1(t)
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
.

(3.36)
En répétant à nouveau cette procédure, nous obtenons

∣∣∣∣v(t)−
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
λφ2(s)ds

∣∣∣∣
≤ ε2

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α−1
λφ2(s)ds

≤M2ε2λφ2(t)
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1
.

(3.37)

Théorème 3.4. [3]
Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) soient valables selon la condition

Λ = (1−Q1f )(1−Q2g)−Q1gQ2f 6= 0.

Alors la solution de (3.1) est HU stable.

Démonstration. Soit(ū, v̄) ∈ X ×X est la solution approchée de inégalités dans (3.25) et (u, v) ∈
X × X être la solution unique du système couplé :

HDα,β;ψ
a+ ū(t) = f

(
t, ū(t),HDα,β;ψ

a+ v̄(t)
)

+ θ1(t), t ∈ J = (a, b], 0 < α < 1, 0 < β < 1

HDα,β;ψ
a+ v̄(t) = g

(
t,HDα,β;ψ

a+ ū(t), v̄(t)
)

+ θ2(t),

I1−γ;ψ
a+ ū(t) = ua, I1−γ;ψ

a+ v̄(t) = va.
(3.38)

Université Ibn Khaldoun - Tiaret Boutekhili aicha et Naib maroua



3.1. Analyse de stabilité 34

Au vu du théorème (3.1), la solution de 3.29 sera équivalente à :

ū(t) =
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ1(s)ds t ∈ J ,

v̄(t) =
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ ū(s), v̄(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ2(s)ds t ∈ J .

(3.39)
Donc∣∣∣∣u(t)− ū(t)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣u(t)−

ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

+
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

−
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣u(t)−

ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

− 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds
∣∣∣∣

≤ ε1
Γ(α + 1)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α
+ 1

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1

∣∣∣∣f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s)

)
− f

(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)∣∣∣∣ds

≤ ε1
Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
+ Lf |u(t)− ū(t)|+ L′fL′g|v(t)− v̄(t)|

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= K1ε1 + Lf |u(t)− ū(t)|+ L′fL′g|v(t)− v̄(t)|

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
.

(3.40)
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Ainsi

‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ

≤ K1ε1 + Lf ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +L′fL′g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= K1ε1 + Lf

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ

+ L′fL′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

= K1ε1 +Q1f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ .

(3.41)

Ce implique que

(1−Q1f ) ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ≤ K1ε1 +Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ . (3.42)

De la même manière

(1−Q2g) ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ≤ K2ε2 +Q2f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ . (3.43)

où
Q1f = Lf

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q1g = L′fL′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q2g = L′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q2f = LfLg
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
.

Les inégalités (3.42) et (3.43) peuvent être exprimées sous la forme formulaire :
(1−Q1f ) ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ −Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ ≤ K1ε1,

−Q2f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +(1−Q2g) ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ ≤ K2ε2.
(3.44)

La forme matricielle de (3.44) est :[
1−Q1f −Q1g
−Q2f 1−Q2g

] [
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

]
≤
[
K1ε1
K2ε2

]
.

Ce qui après calculs simples donne :[
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

]
≤ 1

Λ

[
1−Q2g Q1g
Q2f 1−Q1f

] [
K1ε1
K2ε2

]
.

où Λ = (1−Q1f )(1−Q2g)−Q1gQ2f 6= 0 Ce qui en outre implique

‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ≤
(1−Q2g)K1ε1

Λ + K2ε2Q1g

Λ . (3.45)

et
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ≤

K1ε1Q2f

Λ + (1−Q1f )K2ε2
Λ . (3.46)
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A partir des inégalités (3.45) et (3.46), on a :

‖ (u, v)− (ū, v̄) ‖1−γ;ψ ≤‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ + ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

≤ (1−Q2g)K1ε1
Λ + K2ε2Q1g

Λ + K1ε1Q2f

Λ + (1−Q1f )K2ε2
Λ

≤ Qfgε.

(3.47)

où max{ε1, ε2} = ε,max{K1,K2} = K et

Qfg = 2−Q2g +Q1g +Q2f +Q1f

Λ K1,2.

Ainsi, à partir de l’inégalité (3.47) et de la définition 3.1, la solution du système couplé (3.1)
est stable en HU.

Théorème 3.5. [3]
Supposons que les hypothèse (H1)-(H4) Soient valables selon la condition

Λ = (1−Q1f )(1−Q2g)−Q1gQ2f 6= 0.

Alors la solution de (3.1) est HUR stable.

Démonstration. Soit (ū, v̄) ∈ X × X est la solution approchée de inégalités dans (3.26) et
(u, v) ∈ X × X être la solution unique du système couplé :

HDα,β;ψ
a+ ū(t) = f

(
t, ū(t),HDα,β;ψ

a+ v̄(t)
)

+ θ1(t), t ∈ J = (a, b], 0 < α < 1, 0 < β < 1

HDα,β;ψ
a+ v̄(t) = g

(
t,HDα,β;ψ

a+ ū(t), v̄(t)
)

+ θ2(t), γ = α + β − αβ,

I1−γ;ψ
a+ ū(t) = ua, I

1−γ;ψ
a+ v̄(t) = va.

(3.48)
Au vu du théorème 3.0.1 la solution de (3.48) sera équivalente à :

ū(t) =
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ1(s)ds t ∈ J ,

v̄(t) =
va
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
g
(
s,HDα,β;ψ

a+ ū(s), v̄(s)
)
ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
θ2(s)ds t ∈ J .

(3.49)
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Donc∣∣∣∣u(t)− ū(t)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣u(t)−

ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

+
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

−
ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣u(t)−

ua
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ−1

Γ(γ) − 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, u(s),HDα,β;ψ

a+ v(s)
)
ds

− 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1
f
(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)
ds
∣∣∣∣

≤ ε1M1λφ1(t)
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ1 + 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)

(
ψ(t)− ψ(s)

)α1

∣∣∣∣f(s, u(s),HDα,β;ψ
a+ v(s)

)
− f

(
s, ū(s),HDα,β;ψ

a+ v̄(s)
)∣∣∣∣ds

≤ ε1M1λφ1(t)
(
ψ(t)− ψ(a)

)γ1 + Lf | u(t)− ū(t) | +L′fL′g|v(t)− v̄(t)|
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= ε1M1λφ1(t)

(
ψ(t)− ψ(a)

)γ1 + Lf |u(t)− ū(t)|+ L′fL′g|v(t)− v̄(t)|
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
.

(3.50)
Ainsi

‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ

≤ ε1M1λφ1(t) + Lf ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +L′fL′g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
= ε1M1λφ1(t) + Lf

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ

+ L′fL′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

= ε1M1λφ1(t) +Q1f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ .
(3.51)

Ce qui implique

(1−Q1f ) ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ≤ ε1M1λφ1(t) +Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ . (3.52)

De la même manière

(1−Q2g) ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ≤ ε2M2λφ2(t) +Q2f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ . (3.53)
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où
Q1f = Lf

(1− L′fLg)Γ(α + 1)
(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q1g = L′fL′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q2g = L′g
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
,

Q2f = LfLg
(1− L′fLg)Γ(α + 1)

(
ψ(b)− ψ(s)

)α
.

Les inégalités (3.52) et (3.53) peuvent être exprimées sous la forme formulaire :
(1−Q1f ) ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ −Q1g ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ ≤ ε1M1λφ1(t),

−Q2f ‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ +(1−Q2g) ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ ≤ ε2M2λφ2(t).
(3.54)

La forme matricielle de (3.54) est :[
1−Q1f −Q1g
−Q2f 1−Q2g

] [
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

]
≤
[
K1ε1
K2ε2

]
.

Ce qui après calculs simples donne :[
‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

]
≤ 1

Λ

[
1−Q2g Q1g
Q2f 1−Q1f

] [
ε1M1λφ1(t)
ε2M2λφ2(t)

]
.

où Λ = (1−Q1f )(1−Q2g)−Q1gQ2f 6= 0 Ce qui en autre implique

‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ≤
(1−Q2g)ε1M1λφ1(t)

Λ + ε2M2λφ2(t)Q1g

Λ . (3.55)

et
‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ≤

ε1M1λφ1(t)Q2f

Λ + (1−Q1f )ε1M1λφ1(t)
Λ . (3.56)

A partir des inégalités (3.55) et (3.56) , on a :

‖ (u, v)− (ū, v̄) ‖1−γ;ψ

≤‖ u(t)− ū(t) ‖1−γ;ψ + ‖ v(t)− v̄(t) ‖1−γ;ψ

≤ (1−Q2g)ε1M1λφ1(t)
Λ + ε2M2λφ2(t)Q1g

Λ + ε1M1λφ1(t)Q2f

Λ + (1−Q1f )ε2M2λφ2(t)
Λ

≤ Qfgελφ(t).
(3.57)

où max{ε1, ε2} = ε,max{λφ1(t), λφ2(t)} = λφ(t),max{M1,M2} =M et

Qfg = 2−Q2g +Q1g +Q2f +Q1f

Λ M.

Ainsi, à partir de l’inégalité (3.57) et de la définition 3.1, l’existence la solution du système
couplé (3.1) sont HUR stable .
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3.2 Exemple
Nous présentons ici un exemple pour étayer nos résultats. Considérez le système suivant :



HDα,β,ψ
1+ u(t) = (ψ(t)− ψ(a))α(cos(t)|u(t)|+ HDα,β,ψv(t))

30 , t ∈ J = (1, e],

HDα,β,ψ
1+ v(t) = (ψ(t)− ψ(a))α(sin(t)|v(t)|+ HDα,β,ψu(t))

20 ,

I1−γ,ψ
1+ u(1) = 1, I1−γ,ψ

1+ v(t) = 1.

(3.58)

avec
f(t, u(t),HDα,β,ψ

1+ v(t)) = (ψ(t)− ψ(a))α(cos(t)|u(t)|+ HDα,β,ψv(t))
30 ,

et
g(t,HDα,β,ψ

1+ u(t), v(t)) = (ψ(t)− ψ(a))α(sin(t)|v(t)|+ HDα,β,ψu(t))
20 .

Maintenant pour tout (u, v), (ū, v̄) ∈ X × X , ona :

|f(t, u(t), v(t))− f(t, ū(t), v̄(t))| 6 1
30 |u(t)− ū(t)|+ 1

30 |v(t)− v̄(t)|. (3.59)

|g(t, u(t), v(t))− g(t, ū(t), v̄(t))| 6 1
20 |u(t)− ū(t)|+ 1

20 |v(t)− v̄(t)|. (3.60)

En prenant
ψ(t) = ln(t), α = 1

2 , β = 1
2 , et γ = 3

4 .

Partir des inégalités (3.59),(3.60) on a

Lf = L′f = 1
30 , et Lg = L′g = 1

20 .

Après calculs, on obtient η = 0, 0292 < 1, donc le système (3.58) admet une solution unique.
De plus

Λ = (1− 0, 0337)(1− 0, 0283)− 0, 0009× 0, 0009 = 0, 9389 6= 0,

ce qui implique que le système couple (3.58) est stable par U-H.
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Résumé

L’objective de cet travaille est étudions l’existence et l’unicité des solutions d’un système
différentiel fractionnaire implicite de ψ-Hilfer couplé et commuté. Les résultats d’existence
et d’unicité sont obtenus en utilisant des techniques de point fixe. En outre, nous étudions
différents types de stabilité tels que la stabilité de Hyers-Ulam et la stabilité de Hyers-Ulam-
Rassias. Enfin, un exemple est fourni pour illustrer les résultats obtenus.

Mots clés : Equation différentielle fractionnaire de ψ-Hilfer, Théorème du point fixe de
Schauder, système couplé implicite, stabilité de Hyers-Ulam, stabilité de Hyers-Ulam-Rassias
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