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Introduction

Ce mémoire est consacré a 1I’étude d’une équation aux dérivées partielles
semi-linéaire de type Dirichlet sur un domaine borné régulier, qui est a structure
variationnelle et qui présente un défaut de compacité. Plus précisément, on

s’intéresse a I’existence de solutions positives du probleme elliptique suivant

—Au=Au+u*"" dans Q,

u>0 dans Q, (Pa)
u=0 sur  0Q,
N . £ n A% 2n s s
ou Q un domaine borné de R”, 2* = 7 est ’exposant critique de Sobolev,

A un parametre positif et Au = div(Vu).
L’équation (P,) a été introduit par Brézis-Nirenberg en 1983 dans [4]. Historiquement,
le point de départ est le probleme de Yamabe en géométrie différentielle qui a
été énoncé en [10] comme suit :
Pour toute variété Riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3, il
existe une métrique conforme a g qui est a courbure scalaire R(x) constante.
Ce probleme se réduit en terme d’analyse a la recherche d’une fonction strictement
positive u solution de 1’équation
—%Au =u”" —Ru dans M.

Pour plus de détails sur le probleme de Yamabe, on pourra se référer aux
travaux [2], [7] et [10].

La présence de I’exposant critique de Sobolev 2* dans 1’équation (P;)
implique que les techniques variationnelles standards ne sont pas applicables
car 'injection H}(Q) — L? (Q) n’est pas compacte.
En se basant sur le travail de Aubin [2], il est possible de récupérer la compacité
pour un certain niveau d’énergie en faisant intervenir la meilleure constante

de Sobolev.
Ce mémoire se présente comme suit :
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» Dans un premier temps, nous rappellons les principaux outlis d’analyse
utilisés dans ce mémoire.

» Dans le deuxieme chapitre, nous utilisons la méthode variationnelle
et les techniques adoptées dans [2, 4] pour montrer I’existence de
solutions positives de 1’équation elliptique (P,), dont 1’existence est
assurée sous certaine condition sur I’optimum de la fonctionnelle d’énergie.
» Le troisieme chapitre est consacré aux fonctions tests.

»  On termine ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de base et des résultats
de I’analyse fonctionnelle en relation que nous utiliserons dans ce mémoire.

Pour plus de détails on pourra se référer aux ouvrages [1] et [3].

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1.1 (’espace L?). Soit Q un ouvert de R" et p un nombre réel

supérieur ou égal a 1. On définit I’espace de Lebesgue LF(Q) par :

17(Q) = {f :Q > R mesurable, (f L f(x)|” dx) < oo}.
Q

On note
1Al = 11£1l, = ( f GOl dx)" P2l
Q

On peut vérifier facilement que || - ||.» définit une norme sur 1’espace vectoriel
L7(Q) ce qui montre que L”(Q) est un espace normé.
Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire :

(fs Q@ = L f(x)g(x) dx.

Définition 1.1.2 (L’espace L™). On définit I’espace L™ (Q) par :
L”(Q) ={f : Q — R; mesurable, AC > 0, telle que | f(x)| < C presque partout sur Q}
L>(Q) est une espace normé quand on le muni par la norme :

||fllze = inf {C,|f(x)| < C p. p. surQ.}.
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Théoreme 1.1.1. L’espace LP(Q) est
e un espace de Banach pour 1 < p < oo,
e un espace séparable pour 1 < p < oo,
o réflexif pour 1 < p < co.

Théoreme 1.1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,,)en
une suite de fonctions de L?(Q). On suppose que (f,,), converge p.p sur Q vers

une fonction f et qu’il existe une fonction g € L”(Q) telle que pour chaque n

[0 < g0 p.p.sur Q. Alors, f € LP(Q) et lim ||f, — fll, = 0.
n—+oo

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q) et g € L (Q) (ol
1

p’ est 'exposant conjugué de p, i.e. —+ — = 1) avec 1 < p < co. Alors
p p

fge LN(Q) et

f el < IflL, gl

1.2 Espaces de Holder

Définition 1.2.1. Soit a € (0, 1).

1. L’espace de Holder C* (Q) est ’espace des fonctions continues, muni

de la norme

|u (x) —u ()l
llutllcoa(qy := sup [u(x)| + sup ——————
xeQ xryeQ X =)

2. L’espace de Holder C*® (Q) est ’espace des fonctions de classe C?,
dont Du et D*u appartiennent a C (Q). On munit C** (Q) de la

norme définie par

b

| |D?u (x) = D*u(y)|
llullc20(qy = llullc2qy + Sup @
x£yeQ |X - yl

o Du, D*u désignent respectivement la dérivée d’ordre 1 et la dérivée
d’ordre 2 de u.
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1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Quelques rappels

Définition 1.3.1. Soit Q un ouvert de R", @ un multi-indice de longueur |a|.

1. On appelle espace des fonctions test sur Q, noté D(Q) = C.(Q),
I’ensemble des fonctions de classe C* a support compact sur €.

1
loc

a-ieme dérivable au sens de distributions, si pour toute fonction ¢ €
D(Q),

2. On dit qu’une fonction u € L, (), localement intégrable sur €, est

f (Du)¢ dx = (=) f u(D*®) dx.
Q Q

On note alors v, = D%, la a-iéme dérivée au sens des distributions
de u.
Définition 1.3.2. Soient p > 1, m € N. On définit I’espace de Sobolev
W"™P(Q) par
W"™P(Q) = {u € LP(Q), D € LP(Q),Ya € N, |a| < m}.

Proposition 1.3.1. L’espace W"P(Q) est un espace de Banach, muni de la

norme suivante :

1
p
llllwmrcy = {Z ”Da””ZJ(g)] ‘

lal<m

De plus, W™P(Q) est réflexif si 1 < p < oo.

Remarque 1.3.1. :
e Pourm =0, Wo(Q) = LF(Q)
e Pourm = 1, 'espace W"F(Q) est défini par

Hg]’gl’ o ,8n € LP(Q)
1 dy
WHP(Q) = qu € LP(Q) ua dx =—- | gipdx, pour toute
i Q

peCl(Q) ettout i=1,---,n

o Pour p = 2, l'espace W™*(Q) est particulierement noté par H™(Q),
on ’appelle parfois espace de Sobolev d’ordre m.
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Proposition 1.3.2. Pour tout entier n, et tout réel p > 1, W"P(Q) est réflexif.

Proposition 1.3.3. L’espace H"(Q) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire

<l/l, V>Hm(Q) = Z <Dal/t, DaV)LZ(Q) N

lal<m
et de la norme induite

1

2

2
lletl | ) = 1D ull;,
12(@)

lal<m
Remarque 1.3.2. : L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire
(U, Vi) = (U, Vi) + (Vu, V)2,
et de la norme induite

2 2 2
llully = el + IVl

Définition 1.3.3. L’espace W, " (Q) désigne la fermeture de C.°(Q) dans W™P(Q).
On note Hy(Q) = W,*(Q).

On rappelle maintenant le théoreme de Banach qui consiste a caractériser

la réflexivité des espaces de Sobolev.

Définition 1.3.4 (Convergence faible). Soit (E, ||.||) un espace de Banach. On
dit qu’une suite (u,) de E est faiblement convergente vers u si pour toute forme
linéaire ® continue sur E, ®(u,) converge vers ®(u) dans R. La limite u est

unique et on a nécessairement que

|le|| < liminf ||u,|.
n

Théoreme 1.3.1 (Théoreme de Banach). L’espace de Banach (E, ||.||) est réflexif
si est seulement si sa boule unité fermée centrée en 0 est faiblement compacte.
Autrement dit, ’espace (E, ||.||) est réflexif si est seulement si toute suite bornée

de E posséede une sous-suite qui converge faiblement.
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1.3.2 Inclusions de Sobolev

Nous rappelons des résultats tres importants sur les espaces de Sobolev. 11

s’agit des inclusions continues et compactes de Sobolev.

Définition 1.3.5. Soient (E, ||-||), (F, ||||) deux espaces vectoriels normés, avec
E un sous-espace vectoriel de F. On dira que I’inclusion de E dans F (E C F)

est continue s’il existe un réel C > 0 tel que, pour tout x € E, ||x||r < C ||x]|g.

Définition 1.3.6. Soient (E, ||-||), (F, ||||) deux espaces vectoriels normés, avec
E un sous-espace vectoriel de F. On dira que ’inclusion de E dans F est
compacte si les sous-ensembles bornés de (E, ||-||) sont d’adhérence compacte
dans (F, |||]). Cela revient a dire que toute suite bornée dans (E, ||-||) possede

une sous-suite convergente dans (F, ||*||).

Définition 1.3.7. Pour tout 1 < p < n < oo, on définit I’exposant critique de
Sobolev par

Nous énoncons le premier résultat concernant les inclusions continues de

Sobolev.

Théoreme 1.3.2 (Théoréeme d’inclusion de Sobolev). Soit Q C R" un domaine
borné régulier, alors
o L’espace WP (Q) s ‘injecte d’une maniere continue dans l’espace L(Q)
np
n-p
e En particulier, Iinclusion H'(Q) c LY(Q) est continue pour tout q €
11, 2%].

pour tout 1 < g < p* avec p* =

On donne maintenant un résultat trés important concernant les injections
compactes.

Théoreme 1.3.3 (Théoreme de Rellich Kondrakov). Soit Q C R" un domaine
borné régulier, alors
o L’espace W'"P(Q) s’injecte d’une maniére compacte dans I’espace LI(Q)
np
n-p
e En particulier, Uinclusion H'(Q) c LY(Q) est compacte pour tout q €
11, 2*[.

pour tout 1 < g < p* avec p* =
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1.3.3 Meilleure constante de Sobolev pour H'(R") c L>" (R")

Définition 1.3.8. On définit K, > 0 par

1 f|Vu|2 dx
So=—:= inf S
Ko weCc@n-{0) ( f lul>* dx)>*
Rn

la meilleure constante dans l’inégalité ||u||§* < K||Vu||§ de inclusion de

. 2
Sobolev H'(R") c L* (R") on 2* = n2 est [’exposant critique de Sobolev.
n —

La valeur de cette constante a été calculée par Talenti [9]. Il a montré que

2
1 nn-2w;
So=— = AT 1.1
°7 Ko 4 (1.1

ou w, est le volume de la sphere unité de R

Nous énoncons 'inégalité de Sobolev qui contient la meilleure constante
K.

Lemme 1.3.1. (/9]) Soit () un domaine borné de R". Alors pour tout € > 0,

il existe B € R tel que pour tout u € H' (Q)ona
lull3 < (Ko + € [IVull5 + Be llull3 , (1.2)

2n
n-2

ou S est la meilleure constante Euclidienne et 2* =

1.3.4 Inégalité de poincaré

Théoreme 1.3.4. [1, 3] Soit Q un ouvert borné de R". Alors, il existe une
constante c(Q) > 0, telle que

lullz2) < cllVullzq) Yu € Hy(Q). (1.3)

1.4 Rappels sur les EDP

Nous rappelons quelques définitions et propriétés des équations aux dérivées

partielles (EDPs) du second ordre notamment la notion de solutions faibles,
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les résultats de régularités et le principe de maximum associé a un opérateur
elliptique du second ordre. On terminera avec le théoréme des multiplicateurs

de Lagrange. Pour plus de détails on pourra se référer a I’ouvrage de Gilbard-Trudinger

[5]

1.4.1 Opérateur linéaire du second ordre

Définition 1.4.1. Soit Q un ouvert de R".
e Onappelle opérateur linéaire du second ordre tout opérateur qui s’écrit

sous la forme

n

L(u) = Z ai;(x)Dyju + Z bi(x)Diut + c(x)u, (1.4)

ij=1 i=1

out les coefficients a;j, b; sont des fonctions réelles de classe C* sur Q.
e Ondira que I’opérateur L est elliptique (coercive) s’il existe a > 0, tel

que pour tout & € R" et pour tout x on a
D a0 = alél, (1.5)
i,j=1

1.4.2 Principe du maximum

Définition 1.4.2. On dira que I’opérateur L vérifie le principe du maximum
Si
Yue C¥(Q),Lu)>0=>u>00uu=0. (1.6)

Théoreme 1.4.1. Soient Q un domaine borné de R" et u € C*(Q) une fonction

positive ou nulle. On suppose qu’en tout point x de

(=Au)(x) = u(x) f(x, u(x)),

ou f : QX R — R est une fonction continue. Alors u est soit partout strictement

positive, soit identiquement nulle.

Remarque 1.4.1. L’opérateur linéaire du second ordre L défini par la formule

(1.4) vérifie le principe de maximum si et seulement si il est elliptique.
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1.4.3 Solutions faibles et régularité

Définition 1.4.3. Soient Q un ouvert borné de R" et L un opérateur linéaire

du second ordre qui s’écrit sous la forme (1.4). Etant donnée fe L}OC(Q), on

dira que u est une solution faible de I’équation L(u) = f si pour tout ¢ € D(L2)

(Lu,p) = (f. 9. (1.7)

Autrement dit

_Z f a; (D) (D u) dx+Z f bi(Dju)¢ dx + f cug dx = f fo dx.
Q -1 YQ Q Q

ij=1

(1.8)

Remarque 1.4.2. Les solutions faibles d’un probleme elliptique du second
ordre ne sont pas régulieres (classiques). Pour cela nous avons besoin des
résulats de régularité. Pour plus de détails sur ce sujet on pourra se référer
au livre de Gilbarg-Trudinger [5].

Théoreme 1.4.2. Soient Q un ouvert de R" et L un opérateur linéaire elliptique

du second ordre a coefficients de classe C* qui s’écrit sous la forme (1.4).

1
loc

(i) Sif € CX(Q), k € N, a €]0, 1[, alors u € C**(Q). En particulier si
feC®(Q), alors u € C*(Q).
(i) Sif € W'P(Q), k€N, p > 1, alors u € W">7(Q).

Soient de plus f € L, () et u une solution faible de I’équation L(u) = f.

1.4.4 Point critique

On rappelle maintenant les notions de point critique et de valeur critique

que nous utiliserons dans la suite.

Définition 1.4.4. Soient X un espace de Banach et J € C'(X, R) une fonctionnelle.
e Ondit que u € X est un point critique de la fonctionnelle J si J'(u) = 0.
De plus I’image du point critique u par la fonctionnelle J est appelée
une valeur critique de J et on écrira J(u) = C.

e On dit que u est un point régulier de J si u n’est pas un point critique.

Remarque 1.4.3. Tres souvent, lorsque X est un espace fonctionnel et I’équation
J'(u) = 0 correspond a une équation aux dérivées partielles, on dit que

J'(u) = 0 est I’équation d’Euler satisfaite par le point critique u.
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1.4.5 Théoreme des multiplicateurs de Lagrange

Tres souvent, trouver la solution d’une équation aux dérivées partielles

revient a minimiser une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes. On
rappellera le théoreme des multiplicateurs de Lagrange qui est un résultat

tres important que nous utiliserons par la suite pour montrer I’existence de

solutions.

Théoreme 1.4.3. [6][Théoréme des multiplicateurs de Lagrange] Soient X

un espace de Banach, F € C Y(X, R), J € C1(X, R) et un ensemble de contraintes

non vide
H:={veX/FQk) =0}

On suppose que pour tout u € H, on a F'(u) # 0. Si en un point uy de H

J (1) = min J (u), (1.9)

alors il existe un réel A tel que
J" (uo) = AF” (up) .

Cette relation est appelée I’équation d’Euleur-Lagrange associée au probleme

de minimisation (1.9), le réel A est appelé le multiplicateur de Lagrange.



. Cha.pitre 2 .
Existence de solutions positives d’une

équation elliptique

Position du probleme

Dans ce chapitre nous cherchons les conditions pour lesquelles 1’équation

elliptique semi-linéaire suivante :

u>0 dans Q, (Pa)

—Au=Au+u*"" dans Q,
u=0 sur  0Q,

possede des solutions positives, o  est un domaine borné de R" avec n > 3,

2% =

est 'exposant critique de Sobolev, A un parametre positif et
n —

Au = div(Vu).

La présence de I’exposant critique de Sobolev dans cette équation pose un
probléme de compacité dans I’inclusion de Hé () dans L> (Q). Pour récupérer
la compacité donnée par le théoréme 1.3.3 de Rellich-Kondrakov, nous utilisons
I’approche variationnelle employée par Aubin dans [2] et Brézis-Nirenberg
dans [4], qui consiste a approcher 1’équation critique (P,) par une famille

d’équations sous-critiques de type

u>0 dans Q, 2.1

—Au=Au+u?" dans Q,
u=0 sur  0Q,

ol g est sous-critique, i.e. g < 2*.

2.0.1 Résultat principal

Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le théoreme suivant.

17
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Théoréme 2.0.1 (Théoreme principal). Soit Q un domaine borné de R" avec
n > 4. On suppose que A €]0, ;[ ou A, est la premiére valeur propre du

Laplacien sur Q. Sous la condition

Vul> - ?) d
Sz*: inf L(l ul uz) :

ueH} (Q)—{0} ( f 2 d.X)ZT
Q

<So, (2.2)

ou S est la meilleure constante de Sobolev donnée par la définition 1.3.8,

2% =

désigne I’exposant critique de Sobolev, alors il existe une fonction

strictement positive u € C** (Q) qui est solution de I’équation

—Au=Au+u*"" dans Q,
u>0 dans €,
u=0 sur 08,

et qui minimise la fonctionnelle I définie sur Hé (Q) par :

1) = Vull = Au = f (VuP - 2?) dx,
Q

lull, = fzf* dx=1.
Q

Remarque 2.0.1. L’équation (P,) ne possede pas une solution lorsque A >

sous la contrainte

Ay, o Ay est la premiere valeur propre du Laplacien —A . En effet, soit ¢, une
fonction propre associée a Ay avec ¢, > 0. Supposons que u est une solution

de I’équation (P,). On a

—f(AM)Sﬁl :/llfu(ﬁl
Q Q
:/lfug01+fu2*g01
Q Q

N e’
>/lfug01.
Q

>0
Cela entraine que
A > A
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La suite de ce chapitre est organisé comme suit :

>

Dans la premiere section, nous construisons par la méthode variationnelle,

une suite de fonctions positives (u,) solutions de la famille d’équations

sous-critiques suivantes :
—Au=Au+u?" dans Q,

u>0 dans Q,
u=0 sur 09,

ol g est I’exposant sous-critique tel que 2 < g < 2*

2n
n—-2

Dans la deuxieme section, nous étudions le comportement de la

suite (u,) lorsque ¢ tend vers 2*. Autrement dit, nous montrons que

la suite (u,) converge vers une solution strictement positive (u # 0)

de I’équation critique (P,) lorsque 1’exposant sous-critique g tend vers

I’exposant critique 2*.
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2.1 Equations avec exposants sous-critiques

Dans cette section, on s’intéresse a 1’existence de solutions des équations
sous-critiques suivantes :

—Au=Au+u?" dans Q,
u>0 dans Q, (2.3)
u=0 sur  0Q,

avec g < 2*
Nous rappelons maintenant les notions suivantes :

1. I, est la fonctionnelle d’énergie associée a 1’équation (2.3) définie sur

I’espace Hé (Q) par
L (u) = f (IVal® = ) dx = IVull3 = Allulf3. (2.4)
Q

2. §, est le minimum de la fonctionnelle I,

. L(w) .
S,:= inf /1(2) = inf I, (u)
uety@-10}  lully  uer,

ol H, est I’ensemble contraintes définie par :

ﬂq:{ueHg(g) / fuquzl}.
Q

2.1.1 Résultat d’existence pour les équation sous-critiques

On donne maintenant le résultat d’existence pour la famille d’équations

sous-critiques.

Théoreme 2.1.1. Soit Q un domaine borné de R" avec n > 3. Pour tout réel
q € 12, 2*[, il existe une fonction strictement positive u, € C>7(Q) qui est

solution de I’équation
—Au = Au+ Squ"_1 dans Q,

u>0 dans Q, (2.5
u=20 sur 08,

et qui vérifie f uldx=1,o0uS,=inf I, (u) = Li(u,).
Q MG(/'{q
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Preuve: Pour montrer ce théoreme, il nous suffit de démontrer les points
suivants,
(a) Tout d’abord, on montre que S, est fini.
(b) On montre ensuite que le minimum S, de la fonctionnelle 1, est atteint
par une fonction positive ou nulle u, € H,.
(c) On montre enfin que u, est réguliere, strictement positive et solution
de (2.3).
(a) : Pour montrer que le minimum S, de la fonctionnelle /; est fini, il suffit

de montrer que pour tout u € H,, I,(u) est minorée par une quantité finie.

En effet, soit u € H,, i.e. f lul” dx = 1. Avec I'inégalité de Holder, on pourra
Q

f/luzde/llfuzdx
Q Q
2
q -2
S/ll(fuqu) V(Q) 4
Q

<4 V(Q)'7, (2.6)

écrire que

ou V(Q) = f dx désigne le volume de Q et A, est la premiere valeur propre
Q

du Laplacien.

11 est clair que pour tout u € H,

L(u) = f |Vul?> dx — f Au? dx
Q Q

> f Vul? dx — A, V(Q)'~
Q
>, V(Q)'i.
Par conséquent
S, = -, V(Q)' i, 2.7)

ce qui entraine que le minimum § , est fini.
(b) :  On montre maintenant qu’il existe une fonction u, € H,, positive
ou nulle presque partout qui réalise I,(u,) = §S,. Pour ce faire, soit (v;) une

suite minimisante supposée positive ou nulle de la fonctionnelle 1, sur H, i.e.

lim I/l(vi) = Sq.
q—2*
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Tout d’abord, on montre que la suite (v;) est bornée dans 1’espace H,(Q2). En

effet, pour i suffisamment grand on peut écrire
I,l(Vl') < Sq +1

ce qui implique que

IIVvi||§=f|Vvi|2 dx
Q

:Iﬂ(v,')—f/lv,2 dx

Q

SSq+1—f/lvi2dx.
Q

Par ailleurs, en combinant cette derniere inégalité et ’inégalité (2.7) on obtient
alors pour tout i que

ViR < S, + 1+ 4, V(Q)' 4, (2.8)

D’autre part de I’inégalité de Holder on peut écrire

2 1-2
Ivill5 = fvlz dx < (f v dx) (f dx) .
0 o Q

Or comme v; € H,, i.e. f [vi|? dx = 1,0on déduit que
Q

Ivil < V(@) (29)
Par ailleurs, en combinant I’inégalité (2.8) et (2.9), on obtient alors pour tout
i que
IIViIIZé(Q) = (IVvill3 + Ivill3
<S,+ 1+ V(Q)"7 + V(@) 7

Ce qui montre que la suite v; est bornée dans 1’espace Hé () qui est un espace

réflexif alors d’apres le théoreme de Banach (voir le théoreme 1.3.1), il existe

une sous-suite de (v;) encore notée (v;) et une fonction u, € H(l) (Q) telle que

(i) (v;) converge faiblement vers u, dans Hé (Q),
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(if) (v;) converge fortement vers u, dans L(Q) avec g < 2*.

Le point (ii) résulte du théoreme de Rellich Kondrakov (voir le théoreme
1.3.3) puisque I’espace H,(Q) s’injecte d’une maniére compacte dans I’espace
LI(Q).

Du point (if) on peut déduire que la suite (v;) converge fortement dans L*(Q)
et presque partout sur £ vers u,

Il résulte du point (i) et de la définition 1.3.4 de la convergence faible que

2

i[5 ) < Tim inf [l
Uallmyey = B WVillgy ) -

i.e.

2 2 . . 2 2
Vi, + [l < lim inf {IVvil5 + [Ivil}
Puisque v; converge fortement vers u, dans L*(Q), il suit que
2 . . 2
||qu|| < lim inf |[Vvi]|5.
2 i—+0c0

De cette derniere inégalité et de la convergence forte de v; vers u, dans LX(Q),

on récupere que
— 2 2
Li(uy) = f (1Vuy* - ) dx
Q
2 2
= ||qu||2 - | Au,dx
Q
< lim inf{||Vv,-||§ — f 7 dx}
i—+00 Q
= lim inf [;(v;) := §.
i—+00

Par conséquent,
L(uy) < S, (2.10)

Comme la suite (v;) converge fortement vers u, dans LY(Q) et du fait que

flvil(’ dx =1,

Q

quqlq dx = lim fIv,-lq dx = 1.
Q =+ Jo

il résulte que
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D’ot u, € H,, et comme S, est le minimum de /, sur H,, on déduit que
L(uy) > S, (2.11)
De (2.10) et (2.11), on déduit que
L(uy) =S,

D’ou le minimum de la fonctionnelle 7, est atteint par une fonction u,. En
vertu du théoréme des multiplicateurs de Lagrange (voir le théoreme 1.4.3), il

existe un coefficient (qu’on appelle multiplicateur de Lagrange) a € R tel que

pour toute ¢ € Hé (Q)

(L(ug), ¢ ) = alF'(uy), ¢ ),

F(uy) = fluqlq dx.
Q

Par conséquent

2f(quV¢ - /luqqﬁ) dx = qaf u3_1¢ dx.
Q Q

Pour ¢ = u,, la derniere relation devient

L) = gaf ujdx=Za =S,
Q

=1

et par suite, la fonction u, vérifie pout toute ¢ € H,(Q) la relation

f (quV(/) - /luq(]ﬁ) dx=S, f ug_lqﬁ dx.
Q Q

D’apres la définition de la solution faible (voir la définition 1.4.3), il résulte
que u, est une solution faible de I’équation

—Au = du + Squq_l.

(c) : Pour montrer que la solution u, est de classe C**(Q) pour un certain

a € 10, 1[, il suffit d’appliquer le théoréeme de régularité (voir le théoreme
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1.4.2). De plus le principe du maximum énoncé au théoreme 1.4.1, montre

que u, est soit partout strictement positive ou soit partout nulle, comme

u, € Hyie f lugl? dx =1,
Q

alors la fonction u, est non identiquement nulle.

Par conséquent, la fonction u, est strictement positive. []

Remarque 2.1.1. Il est clair que si la fonction u, est une solution de I’équation

1

(2.5), alors la fonction v, = S ,Zj u, est une solution de I’équation (2.1).
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2.2 Equation avec exposant critique

2.2.1 Comportement de solutions des équations sous-critiques

Soit Q un domaine bornée de R", avec n > 3, sur lequel on considere

I’équation critique (P,),

—Au=Au+u*"" dans Q,
u>0 dans Q, (2.12)
u=90 sur  0Q.

Dans cette section, on €tudie le comportement de la suite (u,), construite

dans le Théoreme 2.1.1, lorsque I’exposant sous-critique ¢ tend vers I’exposant
.. 2n L.
critique 2* = P Plus précisément, on montre que (u,), converge vers une
n —_—

solution non triviale de I’équation (P,), lorsque g tend vers 2*.

Tout d’abord, on considere les notations suivantes :
% On note

L(u) = fV(Wul2 - /lu2) dx,
Q

la fonctionnelle associée a 1’équation (P,)

* Le minimum S »« de la fonctionnelle 1, est défini par :

L (w)

SQ* = 1 s =
ueH /0y Ul ueHox

ou H,« est I’ensemble de contraintes définie par

Hy = {u e H(Q) / fuz* dx = 1}.
Q

Le premier résultat que I’on veut démontrer assure la convergence de la suite
2n
n-—2

(S ;)4 lorsque g tend vers 2* =

Lemme 2.2.1. Pour q € 12,2*[, la suite (S ;), converge vers le minimum S

lorsque q tend vers 2%, i.e. liI%l Sy =S80
q—2*
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Preuve: Pour tout & > 0, il existe u € Hy« telle que

Li(u) < Sy +e.

. *
lim f ug dx = f u* dx,
q—)2* Q Q

lim Il(uq) < Sz* + E£.
q—2*

Comme

on obtient alors

par suite
hl’gl*Sq < I/l(l/t) <SS, +e&
q—)

Or ¢ est quelconque, ceci entraine que

lim §, < o (2.13)

q—2*

D’autre part, suite a I’inégalité de Holder, on aura

lim ( f uf]* dx)
q—2* Q

q
2%

VItF(Q) = qlir?* inff ug* dx

Q
> 1.
Or
Li(u
Sow < L); < Li(uy)
( fQ u[ZI* dx)2
=S,
et ainsi
lim §, > §o. (2.14)
q—2*
On déduit des relations (2.13) et (2.14) que
lim Sq = Sz* .
q—2*
D’ou le résultat demandé. [ ]

Le deuxieme résultat que 1’on veut démontré assure la convergence de la
suite (u,), vers une solution faible de 1’équation critique (P,) lorsque g tend
2n
n-2

vers 2* =
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Lemme 2.2.2. La suite de fonctions (u,), donnée par le Théoreme 2.1.1

converge faiblement vers une fonction positive ou nulle u € Hé (Q) N C*(Q)

solution faible de I’équation critique

—Au = Au + SQ*MZ*_I dans €,
u>0 dans €,
u=~0 sur 08,

oit S+ est le minimum de I, sous la contrainte Hox.

Preuve: On commence par montrer que la suite de fonctions (u,), donnée

par le théoreme 2.1.1 reste bornée dans I’espace Hé(Q). Autrement dit, on

constate que la norme ||u,|| H)(@) €St majorée par une constante C indépendamment
de q.
En effet, avec I'inégalité de Holder on pourra écrire que

q

f W2 dx < f ) dx| V@' = V@', (2.15)
Q Q

=1
ol V(Q) = f dv est le volume du domaine Q.
Q

Il est clair que V(Q)_?1 € H,, puisque
f(V(Q)‘ql)q dx = Lf dx = 1.
0 V(Q) Ja

Sq =Ly < L(V(©@)7).

Par conséquent,

Or
L(V@7) ::L’V(V(Q)‘q')r dx—L/l(V(Q)_ql)z dx

=0

:—V(Q)'ff/ldx
Q

:—V(Q)'«ffmx
Q

1-2
— AV,
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Ce qui donne

S, <—-AV(Q)'i.

Ainsi
S, < LV(Q)', (2.16)

ou A; est la premiere valeur propre du Laplacien.

En combinant (2.15) et (2.16) on obtient immédiatement que

g = [ 9 ax+ [ i ax
Q Q
:‘f|qu|2 dx—f/lufidx+fu§dx+f/lufjdx
Q Q Q Q

:Sq

:Sq+f(1+/l)u§dx
Q
< LV + (1 + 2)V(Q)"

< (1+21)V(Q)" 7. 2.17)

. I .
D’autre part, la fonction (1 + TQ)) est croissante en «, et comme

2
= <1, puisque g € |2,2*],
q

on pourra écrire que

V(Q)' = V(Q) L)

<V |1+ —)q

1
<V |1+ —)
<V(EQ) + 1.
Par conséquent, I'inégalité (2.17) devient

gl @ < (V) + D (A +24,). (2.18)
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Ce qui montre que la suite (u,), est bornée dans I’espace réflexif H)(Q).
D’apres le théoreme de Banach (voir le théoreme 1.3.1), il existe une fonction
uE Hé(Q) et une sous-suite de (u,), encore notée (u,),, telle que, lorsque

g— 2%, ona:
(a) (u,), converge faiblement vers u dans H,(Q),

(b) (u,), converge fortement vers u dans L/(€2) ol ¢ < 2*, en particulier

dans L*(Q),

(©) (uZ‘l) converge faiblement vers u”" ! dans L% (Q).

Le point (b) résulte du Théoreme de Rellich Kondrakov (voir le théoreme
1.3.3) puisque I’espace Hé (Q) s’injecte d’une maniere compacte dans I’espace
L1(Q).

Le point (c) résulte du Théoreme de Banach ( voir le théoreme 1.3.1) . En

effet on a la suite (u,), est bornée dans I’espace L (Q), il est clair que (uz_l)

* *
71 < o ) par suite (u,), est

est bornée dans Li-T Q) c L% () (car

bornée dans Lz% (Q).
Du point (b) on peut déduire que la suite (u,), converge fortement dans L*(Q)
et presque partout sur Q vers u.

Comme la suite (u,), converge faiblement vers u dans Hé(Q), par ailleurs on

pourra utiliser la définition 1.3.4 de la convergence faible pour dire que pour
tout ¢ € H)(Q)

limequgb dx:fVqub dx. (2.19)
Q Q

q—2*

N . _ . *_
De la méme facon et comme la suite (”Z D) converge faiblement vers ur !

dans L# (Q), par ailleurs on pourra utiliser la définition 1.3.4 de la convergence

faible pour dire que pour tout ¢ € H(Q) c L*" (Q)
lim | ul'¢dx= f u? ¢ dx. (2.20)
q—>2* Q Q

On obtient facilement avec (b) que pour tout ¢ € Hy(Q),

lim [ Au,¢p dx = f/luqb dx. (2.21)
Q Q

q—2*
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Or la suite (u,), est une solution faible de I’équation sous-critique (2.1) (Voir

le théoréme 2.1.1) c-a-d elle vérifie 1’équation suivante pour tout ¢ € Hj(Q)

f Vu,Ve dx - f dugpdx =S, f ul™'¢ dx. (2.22)
Q Q Q

En passant a la limite (¢ — 2*) dans 1’équation (2.22) et en tenant compte de
(2.19), (2.20), (2.21) et lim S, = S»+ (voir le Lemme 2.2.1), il s’ensuit que
1—+00

pour tout ¢ € Hy(Q),

fVqub dx - f/luqb dx = S, f uz*_lgb dx.
Q Q Q

Cela signifie que u est une solution faible de 1’équation

“Au—Au=Sour " (2.23)

On obtient alors avec le résultat de régularité énoncé dans le Théoreme 1.4.2

que la solution u de 1’équation (2.23) est réguliere i.e. u € C**(Q) ol @ €
0, 1).

On peut déduire immédiatement par le principe du maximum énoncé au théoreme
1.4.1 que u est soit identiquement nulle soit partout strictement positive, i.e.

(u > 0). D’ou le résultat demandé. [ |

2.2.2 Condition de convergence forte des solutions sous-critiques

A ce moment on a démontré que notre équation critique (P,) possede une
solution u soit identiquement nulle soit partout strictement positive. Toute la
difficulté consiste maintenant a trouver une condition qui va nous permettre
d’éviter la solution triviale (# = 0). C’est I’objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.3. Sous la condition

Sy < So, (2.24)

ou S est la meilleure constante de Sobolev énoncé dans la définition 1.3.8 et
S+ est le minimum de la fonctionnelle I,, alors la fonction u obtenue par le

lemme 2.2.2 est une solution non triviale (u # 0) de ’équation critique (2.23).
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Preuve: On raisonne par 1’absurde en supposant que u# = 0. Reprenons les
notation du lemme 2.2.2, il est clair que la suite (u,), converge faiblement

vers 0 dans I’espace Hé (Q) et fortement vers 0 dans L*(Q) i.e.

lim ué dx=0.
q-2* Jo

flquq dx=1.
Q

De I'inégalité de Holder, on pourra écrire que pour tout g

| = f|uq|q dx)q
Q
( f ()T dx)
Q

f g dx) V(Q)i T, (2.25)
Q

Onau, € H, ie.

2

V(Q)l‘zq*)

IA
e

IA

ol V(Q) est le volume de Q.
D’apres I'inégalité de la meilleure constante de Sobolev énoncé au lemme
1.3.1, pour tout £ > 0, il existe B, € R tel que

2
* 2*
( f lug | dx) < (Ky+¢€) f |Vu,|* dx + B, f u; dx,
Q Q Q

Par suite, I’inégalité (2.25) devient

2
1= (f |I/lq|q d)C)
o)
2
* 2* 2 2
s(f lu,|* dx) V(Q)i 2
o)

< V(Q)i ((KO + g)f Vu P dx + Bgfuf] dx).
Q Q

f|vuq|2 dx=S8,+ f/luj dx.
Q Q

Orona
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alors la derniere inégalité devient

1< V(Q)iF {(K0+s) (Sq+f/lu3 dx)+Bgfuj dx}
Q Q
< V(Q)iF {(KO + &S, + (Ko + &) max |4l + B, f 2 dx}.
X€ Q

En passant a la limite quand ¢ — 2*, dans la derniére inégalité et en utilisant
le fait que

lim [ «2dx=0, lim S, =S, et lim V(Q)i F = V(Q)# 7 =1,
9-2* Jo q—2* q—2*

on obtient alors
1< (K() + 8)52*.

Par conséquent, pour ¢ suffisamment petit on aura

I < KoSox,
ce qui donne
1
S * Z — = S ’
» 25 0
ce qui contredit la condition S« < Sy du lemme 2.2.3 . D’ou u # 0. [

Remarque 2.2.1. La condition (2.24) du lemme (2.2.3) est adoptée pour
assurer la convergence forte de la suite (u,) lorsque g — 2* vers une solution

non triviale de I’équation (2.23).

Lemme 2.2.4. Sous la condition

2
— N’
S <8y 107200

la fonction u donnée par le lemme 2.2.2 minimise la fonctionnelle

— 2 2
L) = fg (qul + Au ) dx,

sous la contrainte

Hou = {u € Hy(Q) / f|u|2* dx = 1}.
Q

C’est-a-dire, la fonction u satisfait les deux conditions

fuz* dx =1, et Sy« = L(u).
Q
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Preuve: Nous reprenons les notations du lemme 2.2.2. Comme la suite (ug_l)

. *_ P .
converge faiblement vers »* ~', on pourra alors écrire que pour tout ¢ € Hé (Q)

on a
. — *_
hmfug 1¢dx:fu2 1o dx.
q—>2* Q Q

En particulier pour ¢ = u, on a

. — *
lim uf] "u d)c=fu2 dx.
Q

q-2* Jo

On déduit avec I'inégalité de Holder que

* . —
fuz dx = lim uZ Y dx
Q

-2 Jo

_1
1q

ce qui signifie que
f W dx < 1. (2.26)
Q
Par ailleurs, u est solution de
—Au = du+ Spu” " (2.27)

En multipliant cette équation par u, puis en intégrant sur €2, on obtient alors

L (u) = S o f ¥ dx. (2.28)
Q

On sait que u est une solution non nulle de I’équation (2.27) i.e. u # 0 et

comme S« est un mimimum, on pourra alors écrire que

I (u)

(fg u* dx)2

> . (2.29)

x»"\’
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En combinant entre les inégalités (2.28) et (2.29), on déduit que

Sz* L uz* dx
oz

(fg u?* dx)T*

> §ox,

ce qui implique que

So ((f 2 dx)n _ 1} > 0,
Q

f W dx > 1. (2.30)
Q

On tire alors des inégalités (2.26), (2.28) et (2.30) que

d’ou

fuz* dx =1etj(u) = So.
Q
D’ou le résultat demandé. [ ]

2.2.3 Démonstration du théoreme principal 2.0.1

En conclusion, la démonstration du théoreme principal 2.0.1 est une application
directe de tout ce qui a été réalisé jusqu’a maintenant. Il suffit de voir les
démarches suivantes :

e Le Théoreme 2.1.1 montre I’existence d’une suite (u,), strictement

positives, solutions de la famille d’équations sous-critiques (2.3). De

plus cette suite minimise la fonctionnelle d’énergie
L) = f (IVul? = ) dx = [Vulf2 - Alull. (E)
Q
sous la contrainte :

H, = {ueH(l)(Q)/ fu"dx: 1},
Q

ie.
Sq = l(]I:l{fI) (I/t) = I,}(Mq).
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e Le Lemme 2.2.1 montre que le minimum S, converge vers le minimum

S« lorsque g tend vers 2*, i.e. lir? Sy =80
q—2*

e Le Lemme 2.2.2 montre que lorsque (¢ — 2%), la suite (u,), obtenue

par le Théoreme 2.1.1 converge faiblement vers une fonction positive

ounulle u € Hé (QNC*(Q) qui vérifie faiblement 1’équation critique
—Au=Au+Srpur . (%)

e Le Lemme 2.2.3 montre que sous 1’hypothese
Sy < So, (H)

la suite (u,), converge fortement vers une solution non triviale (u # 0)

de I’équation critique (x).

e Le Lemme 2.2.4 montre que sous I’hypothese (H ) la solution # minimise

la fonctionnelle d’énergie (E) sous la contrainte

Hos = {u € Hy(Q) / fuz* dx = 1},
Q

i.e.
2 1 = A ﬂ( )



Chapitre 3
Application fonctions tests

3.1 Estimation de QO(u,)
L’ objectif de ce chapitre est d’évaluer le quotient

IVull2 — Allull} Joy (1Vul? = 1) dx
_ A

Ilu”z* (L u2 dx)z

par les fonctions introduites dans [4] et qui nous servira a montrer que la

Ou) =

(3.1

condition (2.24) dans le lemme 2.2.3 aura lieu. Pour fixer les idées, nous
supposons que 0 € Q. Soit ¢ € C;°(£2) une fonction positive telle que ¢(x) = 1

sur un voisinage de 0. Nous considérons les fonction tests suivantes :

$(x)

N (3.2)
(e+1xP) 2

ug(x) =

Dans un premier temps, nous allons estimer les différents termes du quotient

Jo (IVul? = 1) dx

Ou) = 5
( fg u? dx) ”

3.1.1 Estimation de f Vu|* dx
Q
Pour estimer le premier terme du quotient (3.1), lorsque € — 0, on pourra
écrire

R (C: MR 11

(e+xR)T (e + xP)}

Comme ¢ = 1 au voisinage de 0, il s’en suit que

37
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||2

f Vi[> dx = (n — 2)* f al dx + O(1). (3.3)
Q

(8 + )"

En faisant le changement de variable y = %, I’intégrale (3.3) devient
E

2
f Vuel* dx = (n - 2)2f Lﬂ (Ve)'dy + O(1)
Q R

» € (1 + |y]?)
-2 2 2
_(n _2) |yl _dy+ 0(1),

g7 Jr (1+DP)

ainsi
K
f IVu? dx = — pour n > 4, (3.4)
Q &

ol

= (n — 2)2f —|y|2 dy
re (14 [yP?)"

3.1.2 Estimation de f u? dx
Q

Nous allons maintenant estimer le deuxieme terme du numérateur du quotient

(3.1). Lorsque &€ — 0, on pourra écrire

fo o Lt

|¢2(0) - 1] 1
o (e+ Py a (e + xRy

Puisque ¢> — 1 =0 au voisinage de 0, on obtient
que ¢

1
fu2 dx:f—_zdx+0(l).
o o (e + |x]?)"

La convergence de cette dernicre intégrale dépend de la convergence de I’intégrale

+00 n—1
r
f(; P dx.
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On distingue deux cas : n > 4 etn = 4.

Pourn >4:0na

1 1
fuzdx:f—_zdx—f ——dx+0(D).
o R (& + |x2)" ri-0 (£ + |x2)"

Comme 0 ¢R"—Q,ona

1
fuz dx = f ————— dx+ 0().
Q r (& + |x?)"

X
On pose y = 7, on aura
E

2d :f (Vo) dy + O(1).
fn” = ey @O0

Ainsi

K,
fu2 dx=—=+0(1) pourn >4, (3.5)
Q g7

f (1+ Iylz)" 1+ Ry

Pourn=4: ona

1
2d :f—d o(1).
Jyr s aeebpy O

Puisque Q est un ouvert borné contenant 0, il s’en suit qu’il existe deux

constantes 0 < d; < 9, telles que

By(61) € Q C By(92),

ce qui donne

1 1 1
f —zdxsf—zdxsf —— dx
Bo1) (€ + |x[?) o (& + [x?) Bo(5y) (& + |x]?)



Chapitre 3. Application fonctions tests 40

En utilisant les coordonnées polaires pour calculer I’intégrale

fBO(é) (e+ |x|2) f (e + r2)2

0

4r® + der er
ey s kLl M
0 r4+28r + & 0 (8+|x|2)
0
J

£ 1
2 2 2
(log(8+5 ) — log(e )) + pony-ia 5]

1

e+ r?

0o 2

T s
w3 [Zlog(8+r2)2] +

1

| 4

w3 1
= Tlog(;) +0(1)

= %Hogd +0(1),

ol w3 désigne le volume de la sphere unité S* de R*.

Alors
fuz dx = K>|log &| + O(1) pour n = 4, (3.6)
Q
ol
w
K2 = 73

Des égalités (3.5) et (3.6), on obtient que

K,

=4
fuzdx: £z
Q

K>|llogel+O(1) si n=4.

+ O(1) si n>4,

3.1.3 Estimation de f u’ dx
)

Nous allons maintenant estimer le dénominateur du quotient (3.1). Lorsque

&g — 0, on pourra écrire

2 e [@
fg” dx‘fg(s+|x|2)” .
f[¢2<x>—1]d +f Ly
= | ——dx — dx
o (e+xP)" o (e+|xP?)"
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Puisque ¢> — 1 =0 au voisinage de 0, on obtient
que ¢

. 1
u? dx = f —— dx+0()
fg o (e+1x?)

1 1
= —ndx—f ——_dx+0(D).

Puisque 0 ¢ Q, alors

x 1
2
u dx: f > dx+0(1)
L (& + [x?)

X :
En posant y = —, on obtient

\e
o g
u dxzf ————— dy+0(1)
fg & (1 +1[y1?)

’

K3
= — +0(D),

n

E2

Par conséquent,

K)F
_ 322 +0(1)
&5
D’ou
S
2%
(f i dx) = —> +0(1), (3.7)
Q &5~
ou
K = (K)™,

et K, K, et K3 sont des constantes qui dépendent seulement de n, tel que

K
R
K, °
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Nous portons (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) dans (3.1), on obtient facilement

que
K, — AK,e|log | + O(¢)
K + 0() n=4,
Q(us) = -
Ky —1Ke+O(e7) si n>4

Ks + O(e?)

Par le théoreme des accroissements finis, on peut écrire

1
=—+yC,
x+y Xx Y

ce qui entraine

Ki K
2L _A=¢logel+ Oe) si n=4,
K K

Ou,) = « p
é—aémooﬁ) sin> 4.

Finalement, I’estimation du quotient Q(u.) est donnée par la relation suivante :

K
So—A—¢llogel + O(s) si n =4,
K3

O(u,) =
K, n .
So—A—=¢e+0(e?) si n>4,
1€
ou S est la meilleure constante de Sobolev définie par (1.3.8), Il est clair que

si n > 4, pour g assez petit et lorsque le parametre A est strictement positive,
on a

O(uz) < S,

ce qui montre que la condition d’existence (2.24) aura lieu. Autrement dit,
I’optimum de la fonctionnelle d’énergie du probleme (P,) est plus petit que la

meilleure constante de Sobolev.



Conclusion

e Dans ce mémoire, nous avons montré un résultat d’existence de solutions
positives d’un probleme elliptique contenant 1’exposant critique de Soboleyv.

il s’agit de 1’équation semi-linéaire

—Au=Au+u*"" dans Q,
u>0 dans Q, (Pa)
u=0 sur 0Q,

ol Q est un domaine borné de R", 2* = est I’exposant critique de

n —
Sobolev, A un parametre positif et Au = div(Vu).

e Dans le premier chapitre, nous avons rappelé quelques outils d’analyse

fonctionnelle quand on a utilisé dans ce mémoire.

¢ Dans le deuxieme chapitre, en se basant sur le papier de Brézis-Nirenberg
[4] et le travail de Aubin [2], pour montrer I’existence de solutions positives

de I’équation (#,) dont I’existence est assuré sous la condition

inf Q(u) = inf

1 1 2 <So, (7{)
HL(Q) HL©Q) ( fg 2 dx)z*

ol S est la meilleure constante de Sobolev énoncé dans la Définition 1.3.8

e Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré a 1’évaluation de la

condition (H) par les fonctions tests suivantes

$(x)

Us(X) = ————,
(e+1xP) 2

our = |x|, avec 0 € Q et ¢ € C°(Q) est une fonction positive telle que

¢(x) = 1 sur un voisinage de 0

43
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Les calculs montrent que le minimum de la fonctionnelle d’énergie S ,« est
plus petit que la meilleure constante de Sobolev pour n > 4 et A est strictement
positif.
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