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Abstract  

 
 
 
 

In this work, we focus on studying the results of the 
existence and uniqueness of solutions for two distinct 
nonlinear fractional-order differential problems. The 
first problem pertains to hybrid differential equations 
with the Caputo derivative, while the second problem 
involves a coupled system of sequential fractional 
differential equations with the Caputo Hadamard 
derivative. We employ various fixed-point theorems 
to demonstrate both existence and uniqueness. At the 
end of each chapter, a practical example is provided to 
illustrate the application of the obtained theoretical 
results. 
 
 
 
Keywords: Fractional differential equations,  
                    existence, uniqueness, fixed point. 



 

 
Résumé 

 
 
 
 

 

Dans ce travail, nous nous intéressons à étudier les 
résultats de l'existence et de l'unicité des solutions 
pour deux problèmes différentiels non linéaires d'ordre 
fractionnaire distinct. Le premier problème concerne 
les équations différentielles hybrides avec la dérivée 
de Cauto, et le deuxième problème est le système 
couplé d'équations différentielles fractionnaires 
séquentielles avec la dérivée de Cauto Hadamard. 
Nous utilisons quelques théorèmes du point fixe pour 
démontrer l'existence et l'unicité. À la fin de chaque 
chapitre, nous présentons un exemple concret pour 
appliquer les résultats théoriques obtenus. 
 
 
Mots-clés : équations différentielles fractionnaires,  
                   existence, unicité, point fixe. 
 



 

 
 ملخص  

 
 
 
 

 

في هذا العمل، نهتم بدراسة نتائج وجود وفرادة الحلول لمسألتين  
. المسألة الأولى تتعلق ذات مشتقات كسريةتفاضليتين غير خطيتين 

كابوتو، والمسألة الثانية   وعمن ن  الهجينة مع المشتقة يةتفاضلبمعادلات 
تتابعية مع المشتقة  كسرية  تفاضلية هي النظام المقرون لمعادلات 

نقطة النستخدم بعض نظريات  كابوتو هادامارد. نوع المزدوجة من
. في نهاية كل فصل، نقدم الحلول وحدانيةو وجود  ىن علللبرها  ةالثابت 

. مثالاً عملياً لتطبيق النتائج النظرية المتحصل عليها  
 
 

، نقطة ثابتة يد وح معادلات تفاضلية كسرية، وجود،كلمات مفتاحية:   



Introduction Générale

Le calcul fractionnaire représente un domaine de recherche et de développement très actif
qui englobe la théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire. Cette théorie vise à
unifier et généraliser les concepts de différentiation d’ordre entier et d’intégration répétée.
Son champ d’application est vaste, s’étendant à des domaines variés tels que l’ingénierie, la
physique, la chimie et la biologie. Malgré son caractère à la fois ancien et moderne, le calcul
fractionnaire a connu un développement progressif au fil du temps. Son origine remonte à
des réflexions anciennes sur la possibilité d’étendre l’ordre des dérivées et des intégrales pour
inclure des valeurs numériques irrationnelles, fractionnaires ou complexes. Cette idée a été
initialement formulée par Gottfried Leibniz en 1695, qui a introduit le symbole de dériva-
tion d’ordre n entier positif sous la forme dny

dxn
. Cette question a ensuite inspiré Guillaume

de l’Hôpital à se demander ce qui se passe lorsque n = 1
2
. Cette étincelle intellectuelle a

suscité l’intérêt et la curiosité de nombreux mathématiciens, physiciens et ingénieurs, les
incitant à explorer et à développer le concept du calcul fractionnaire, à la fois sur le plan
théorique et pratique. Des figures éminentes telles que Laplace, Fourier, Euler, Lagrange (au
17ème siècle), Liouville (1832-1837), Riemann (1847), Gronwall (1867) et Letnikov (1868)
ont contribué à enrichir et à promouvoir ce domaine, en apportant à la fois des avancées
théoriques et des applications pratiques.
Le but de ce travail est de présenter les résultats concernant l’existence et l’unicité de cer-
taines équations différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire. Ce mémoire est organisé en
trois chapitres distincts. Dans le premier chapitre, intitulé "Préliminaires", nous commençons
par rassembler quelques définitions, notations et outils de base liés au calcul fractionnaire,
en mettant l’accent sur les fonctions spéciales telles que la Fonction Gamma d’Euler et la
Fonction Bêta. Nous examinons également différentes approches des opérateurs fraction-
naires pour l’intégration et la dérivation. Dans la fin de ce chapitre, nous avons présenté
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quelques définitions, notions d’analyse fonctionnelle et certains théorèmes de point fixe que
nous avons utilisés dans notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions de l’équation
différentielle hybrides d’ordre fractionnaire au sens de Caputo de la forme :

cDα

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

)
= f(t, x(t)), t ∈ I := [a, b] , b > a > 0,

x(a) = z(a, x(a)), x(b)− z(b, x(b)) = θ ∈ R,

où cDα est la dérivée de Caputo d’ordre 1 < α < 2, g ∈ C(I × R,R \ {0}), f, z ∈
C(I × R,R).

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution d’un sys-
tème couplé d’équations fractionnaires séquentielles de la forme :

C
HD

α(CHD
β + µ1)x(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [1, T ], T > 1

C
HD

γ(CHD
λ + µ2)y(t) = g(t, x(t), y(t)),

x(1) = θ1, x(T ) = ϑ1, y(1) = θ2, y(T ) = ϑ2,

où C
HD

ε, ε ∈ {α, β, γ, λ} sont les dérivées de Caputo-Hadamard d’ordre 0 < ε < 1, f, g :

[1, T ]× R× R −→ R deux fonctions continues, µi, θi, ϑi, i = 1, 2 sont des constantes réels.
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre rappelle les notions et concepts fondamentaux nécessaires pour la suite de ce
mémoire. Les concepts clés sont présentés sous forme de définitions, théorèmes, corollaires
et lemmes. Des références à la littérature seront régulièrement fournies pour plus de détails.
[1, 16, 30, 33]

1.1 Notations et définitions de base

Nous présentons ci-dessous quelques espaces fonctionnels utilisés en analyse fonction-
nelle ainsi que dans d’autres domaines des mathématiques, ces espaces offrent un cadre pour
l’étude des propriétés des fonctions et des opérateurs.

Soit Ω un intervalle fini de la forme [a, b], où 0 ≤ a < b <∞.

1.1.1 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.1.1 L’espace des fonctions continues f : Ω −→ R est note C (Ω) et

‖f‖C(Ω) = sup
x∈Ω

|f (x)|

Définition 1.1.2 Soit k ∈ Z+, on note Ck (Ω) l’espace des fonctions k-fois continument
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différentiables sur Ω, et

‖f‖Ck(Ω) =
k∑

α=0

∥∥f (k)
∥∥
C(Ω)

.

Définition 1.1.3 Soit p ∈ [1,+∞] , on définit Lp (Ω) l’ensemble des classes de fonctions
f : Ω −→ R measurable tel que

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dx
) 1

p

, p < +∞

‖f‖∞ = ess sup
x∈Ω

|f (x)| .

Définition 1.1.4 On note par AC (Ω) l’espace des fonctions absoluments continues sur Ω,
noté AC (Ω) est l’espace des fonctions primitives de fonctions Lebesgue-sommables c’est a-
dire

f ∈ AC (Ω) ⇔ ∃φ ∈ L1 (Ω) telle que f(x) = c+

∫ x

a

φ(t)dt.

Théorème 1.1 L’espace AC (Ω) coïncide avec l’espace des primitives de fonctions som-
mable de Lebesgue c’est a-dire.

f ∈ AC (Ω) ⇔ f(x) = c+

∫ x

a

φ(t)dt,
(
φ ∈ L1 (Ω)

)
Définition 1.1.5 Soit n ∈ N. On note ACn (Ω), l’espace des fonctions f : Ω −→ C
(n− 1)−fois continument derivable sur Ω tel que f (n−1) ∈ AC (Ω) , i.e. :

ACn (Ω)=
{
f : Ω −→ C, f (k) ∈ C (Ω) , k∈{0, 1, ...,n−1} et f (n−1)∈AC (Ω)

}
.

En particulier AC1 (Ω) = AC (Ω) .

Définition 1.1.6 Soit n ∈ N∗ et δ = t
d

dt
. L’espace des fonctions f qui ont δn−1-dérivées

absolument continues, noté ACn
δ (Ω) est défini comme suit :

ACn
δ (Ω) = {f : [a, b] 7−→ R : δn−1f ∈ AC (Ω)} .

Clairement AC1
δ (Ω) ≡ AC (Ω) .

1.2 Fonctions spéciales

Dans cette partie, deux fonctions spéciales utilisées dans la suite du mémoire sont pré-
sentées brièvement. Des détails supplémentaires sur ces fonctions peuvent être trouvés dans
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1.2.1 La fonction Gamma

Nous commençons par considérer la fonction Gamma, ou intégrale d’Euler d’ordre deux,
notée Γ(·). Pour plus de détails voir par exemple les références [11], [25], [27].

Définition 1.2.1 Pour p > 0 réel, la fonction Gamma, notée Γ, est définie par :

Γ (p) :=

∫ +∞

0

e−xxp−1dx. (1.1)

Proposition 1.2.1 La fonction Γ(p) est convergente pour p > 0.

Démonstration. L’intégrale (1.1) peut être écrite comme suit :

Γ(p) =

∫ 1

0

e−xxp−1 dx+

∫ ∞

1

e−xxp−1 dx = I1 + I2,

où I1 =

∫ 1

0

e−xxp−1 dx est convergente.

Puisque e−x décroît sur l’intervalle [0, 1], nous avons :∫ 1

0

e−xxp−1 dx <

∫ 1

0

xp−1 dx =
1

p
.

De plus, I2 =
∫∞
1
e−xxp−1 dx est également convergente. Nous obtenons :

1 ≤ x⇒ xp−1e−x ≤ e−x/2 ⇔ xp−1 ≤ ex/2 ⇔ xp−1

ex/2
≤ 1.

Comme limx→∞
xp−1

ex/2
= 0, nous avons :∫ ∞

1

e−xxp−1 dx ≤
∫ ∞

1

e−x/2 dx = 2e−1/2.

Alors, l’intégrale (1.1) is convergente pour p > 0.

Proposition 1.2.2 Soit p > 0. La fonction Γ vérifie la propriété :

Γ(p+ 1) = pΓ(p). (1.2)
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Démonstration.

Γ(p+ 1) =

∫ ∞

0

e−xxp dx = − e−xxp
∣∣∞
0
+ p

∫ ∞

0

e−xxp−1 dx = pΓ(p).

Les relations suivantes sont également valides :

Γ(p+ n) = (p+ n− 1) . . . (p+ 1)pΓ(p),

Γ(1) = 1,

Γ(n+ 1) = n!.

1.2.2 Quelques valeurs de la fonction gamma

Nous avons la relation de récurrence pour la fonction Gamma :

Γ (z + 1) = zΓ (z) .

Nous calculons Γ

(
1

2

)
. On a

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−tt−
1
2dt =

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt t = x2 donc dt = 2xdx

= 2

∫ +∞

0

e−x2

dx

=

∫ +∞

−∞
e−x2

dx.

On calcul l’intégrale I =
∫ +∞
−∞ e−x2

dx.

En conséquence, nous effectuons les manipulations suivantes :

I2 =

(∫ +∞

−∞
e−x2

du

)2

=

(∫ +∞

−∞
e−x2

du

)(∫ +∞

−∞
e−x2

dx

)
=

(∫ +∞

−∞
e−u2

du

)
=

(∫ +∞

−∞
e−x2

dx

)(∫ +∞

−∞
e−y2dy

)
=

∫ +∞

−∞
e−(x

2+y2)dxdy.

4



Pour calculer la dernière intégrale, on utilise le changement de variables suivant :{
x = r cos θ

y = r sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0.

Alors

I2 =

∫ +∞

−∞
e−(x

2+y2)dxdy

=

∫ +∞

0

∫ 2π

0

e−r2rdrdθ

=

∫ +∞

0

e−r2rdr

∫ 2π

0

dθ = 2π

∫ +∞

0

e−r2rdr r2 = w donc rdr =
1

2
dw

= π

∫ +∞

0

e−wdw = π

D’où

I =
∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
√
π

Ainsi, nous avons démontré que

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

1.2.3 La Fonction Beta

Une fonction spéciale, qui est directement liée à la fonction gamma d’Euler, est donnée
par la fonction Beta, définie comme suit :

Définition 1.2.2 La fonction Betta, notée B (., .) est definie par

B (p, q) :=

∫ 1

0

tp−1 (1− t)q−1 dt, (1.3)

où p, q > 0

Par la suite, nous présentons quelques propriétés fondamentales de la fonction Beta.

Proposition 1.2.3 La fonction Beta vérifiée les propriétés suivantes :

1. Pour tout p > 0 et q > 0, nous avons

B (p, q) = B (q, p) . (1.4)
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2. Pour tout p > 0 et q > 1, la fonction Beta satisfait la propriété

B(p, q) =
q − 1

p+ q − 1
B(p, q − 1). (1.5)

3. Pour tout p > 0 et q > 0, l’identité suivante est valide

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Démonstration.

1. Soient p, q > 0

B (p, q) =

∫ 1

0

tp−1 (1− t)q−1 dt x = 1− t donc dt = −dx

=

∫ 0

1

(1− x)p−1 uq−1 (−dx)

=

∫ 1

0

uq−1 (1− x)p−1 du

= B (q, p) .

2. On a

B(p, q) =

∫ 1

0

(1− x)q−1dx

xp

=
x(1− x)q−1

p

∣∣∣∣∣
1

0

+
q − 1

p

∫ 1

0

x(1− x)q−2 dx

=
q − 1

p

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−2 dx− q − 1

p

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx

=
q − 1

p
B(p, q − 1)− q − 1

p
B(p, q).

3. Le produit Γ(p)Γ(q) peut être écrit comme suit :

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞

0

e−ttp−1 dt

∫ ∞

0

e−ssq−1 ds =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(t+s)tp−1sq−1 dt ds,
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et
Γ(p+ q) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(t+s)tp−1sq−1 dt ds.

Nous utilisons la notation t+ s = x, pour 0 < t <∞ et 0 < s <∞. Le Jacobien est

D[t, s]

D[x, y]
=

y

x(1− y − x)
= −x,

d’où
dt ds =

∣∣∣∣D[t, s]

D[x, y]

∣∣∣∣ dx dy = x dx dy,

ainsi,

Γ(p)Γ(q) =

∫ 1

0

∫ 1

0

e−xxp+q−1yp−1(1−y)q−1 dx dy =

∫ ∞

0

e−xxp+q−1 dx

∫ 1

0

yp−1(1−y)q−1 dy,

Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)B(p, q).

1.3 Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel et intégral classique qui
permet d’étendre les concepts de dérivées et d’intégrales à des ordres non entiers. Ce domaine
mathématique, dont les origines remontent aux travaux de Leibniz, Euler, Liouville, Riemann
et d’autres grands mathématiciens, a gagné en popularité au cours des dernières décennies
en raison de ses applications variées dans de nombreux domaines scientifiques et ingénierie.
Il existe plusieurs approches pour définir les dérivées et intégrales fractionnaires, chacune
ayant ses propres propriétés, ainsi que des domaines d’application spécifiques, pour plus de
détailles, voir par exemple [24, 25, 27, 28].

1.4 Intégrales fractionnaires

L’intégration fractionnaire constitue une extension naturelle de l’intégration tradition-
nelle, permettant ainsi de généraliser les concepts d’intégrales à des ordres non entiers. Dans
cette section, nous explorerons différentes approches de ce concept. Les outils mathématiques
utilisés pour aborder l’intégration fractionnaire incluent les intégrales de Riemann-Liouville
et de Caputo, qui jouent un rôle essentiel dans notre travail. Pour plus de détails sur ces
approches, vous pouvez consulter, par exemple, les références [25, 27, 29, 31, 32].
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1.4.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 d’une fonc-
tion f : [a,∞[ → R,a > 0 est définie par

(
RLIαa f

)
(t) :=

1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f (s) ds, t > a. (1.6)

Remarque 1.4.1 Si α = n ∈ N, Iαa coïncide avec l’intégrale répétée n-fois de la forme :

(Iαa f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn) dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt

Exemple 1.4.1 Considérons la fonction f(x) = (x − a)β avec a ∈ R et β > −1. En
appliquant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0, on obtient

Iαa f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

0

(x− ζ)α−1 (ζ − a)βdζ. (1.7)

Pour calculer l’intégrale (1.7), on utilise un changement de variable et la définition (1.3).
On pose

ζ − a = s(x− a), dζ = (x− a)ds, 0 ≤ s ≤ 1.

Alors
Iαa f (x) =

1

Γ(β)

∫ 1

0

(
x− a− s(x− a)

)α−1
sβ(x− a)β+1 ds

=
1

Γ(α)
(x− a)α+β

∫ 1

0

(1− s)α−1sβ ds

=
1

Γ(β)
(x− a)α+βB(α, β + 1)

En utilisant les propriétés de la fonction Gamma, on obtient

Iaa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.
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Remarque 1.4.2 Pour a = 0, on trouve

RLIα0
(
xβ
)
=

Γ(β + 1)

Γ (α + β + 1)
xα+β.

Proposition 1.4.1 Soit α ∈ R Tel que α > 0, alors l’opérateur RLIαa est bien définie.

Démonstration. Soit f ∈ L1 (Ω) et α ∈ R (α > 0) . D’aprés le théorème de Fubini , on
a ∫ t

a

|Iαa f(t)| dt ≤ 1

Γ (α)

∫ b

a

∫ t

a

(t− s)α−1 |f (s)| dsdt

≤ 1

Γ (α)

∫ b

a

|f (s)|
(∫ b

s

(t− s)α−1 dt

)
ds

≤ 1

αΓ (α)

∫ b

a

|f (s)| (b− s)α ds

≤ bα

Γ (α + 1)

∫ b

a

|f (s)| ds <∞.

Proposition 1.4.2 Soit f, g ∈ L1 (Ω). Alors pour tout α ≥ 0, on a

RLIαa (c1f(t) + c2g(t)) = cRL
1 Iαa f(t) + cRL

2 Iαa g(t), c1, c2 ∈ R

Démonstration. On a

RLIαa (c1f(t) + c2g(t)) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 [c1f(t) + c2g(t)] ds

= c1
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds+ c2
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 g(s)ds

= cRL
1 Iαa f(t) + cRL

2 Iαa g(t).

Proposition 1.4.3 Soit f ∈ L1 (Ω) . Alors.

RLIαa
(
Iβa f (x)

)
=RL Iα+β

a f(t), ∀α, β ∈ R (α, β > 0) .

Démonstration. En utilisant la formule de Dirichlet , on a

RLIαa I
β
a f (x) =

1

Γ (α)

∫ x

a

(x− u)α−1 du
1

Γ (β)

∫ u

a

(u− t)β−1 f (t) dt

=
1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

f (t) dt

∫ x

t

(x− u)α−1 (u− t)β−1 du.

9



On pose y =
u− t

x− t
, donc on a

RLIαa I
β
a f (x) =

1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

f (t) dt (x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1 yβ−1dy

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1 f (t) dt =RL Iα+β
a f(t).

1.4.2 Intégrale de Hadamard

Dans cette section, nous présentons la définition ainsi que certaines caractéristiques es-
sentielles, telles que les propriétés du semi-groupe associées à l’opérateur d’intégration frac-
tionnaire de type Hadamard. Pour plus de détailles sur ces opérateurs, veuillez vous référer
à [12, 24, 23].

Définition 1.4.2 L’intégrale fractionnaire de type Hadamard d’ordre α ≥ 0, pour une fonc-
tion continue f sur Ω est définie par

J α
a f (t) =

1

Γ (α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)α−1

f (τ)
dτ

τ
, α > 0, a ≤ t ≤ b (1.8)

En particulier, si α = 0, on a J 0
a f (t) = f (t) .

Exemple 1.4.2 Considérons la fonction f(t) = ln(t) et calculons son intégrale de Hadamard
d’ordre α = 1.

L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’une fonction f est donnée par :

J α
a f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(
ln
x

t

)α−1 f(t)

t
dt.

Pour f(t) = ln(t) et α = 1, l’intégrale devient :

J 1
a ln(t) =

1

Γ(1)

∫ x

a

(
ln
x

t

)1−1 ln(t)

t
dt =

∫ x

a

ln(t)

t
dt.

Cette intégrale peut être calculée en utilisant l’intégration par parties :∫
ln(t)

t
dt =

ln2(t)

2
+ C.
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Ainsi, pour les bornes a et x, nous avons :

J 1
a ln(t) =

[
ln2(t)

2

]x
a

=
ln2(x)

2
− ln2(a)

2
=

1

2
(ln2(x)− ln2(a)).

Donc
J 1

a ln(t) =
1

2
(ln2(x)− ln2(a)).

Proposition 1.4.4 L’opérateur J α
a est linéaire.

Démonstration. La linéarité est une conséquence de la linéarité de l’intégrale.

Proposition 1.4.5 Soit f ∈ L1 (Ω) . Alors ∀α, β ∈ R (α, β > 0) , on a

J α
a

(
J β

a f (x)
)
= J α+β

a f(t) = J β
a (J α

a f (x))

Démonstration.
En utilisant la relation (1.8) et la formule de Dirichlet, on obtient

J α
a

(
J β

a f (x)
)

=
1

Γ (α)

∫ x

a

(
log x

t

)α−1

J β
a f (t)

dt

t

=
1

Γ (α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1
(

1

Γ (β)

∫ t

a

(
log

t

ξ

)β−1

f (ξ)
dξ

ξ

)
dt

t

=
1

Γ (α)

1

Γ (β)

∫ x

a

1

ξ
f(ξ)

[∫ x

ξ

(
log

x

t

)α−1
(
log

t

ξ

)β−1
dt

t

]
dξ (1.9)

En utilisant le changement de variables z = log t− log ξ

log x− log ξ
, on a

∫ x

ξ

(
log

x

t

)α−1
(
log

t

ξ

)β−1
dt

t
=

(
log

x

ξ

)α+β−1 ∫ 1

0

(1− z)α−1 zβ−1dz

=

(
log

x

ξ

)α+β−1

B (α, β) . (1.10)

En utilisant (1.9) et (1.10) et la définition de la fonction beta, on obtient

J α
a

(
J β

a f (x)
)
=

1

Γ (α + β)

∫ x

a

(
log

x

ξ

)α+β−1

f(ξ)
dξ

ξ

= J α+β
a f(x).
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1.5 Dérivations fractionnaires

Plusieurs approximations de dérivations fractionnaires sont disponibles en analyse ma-
thématique. Cette section est consacrée à quelques approches majeures, à savoir les méthodes
de Riemann-Liouville, de Caputo et de Hadamard, reconnues pour leur pertinence et leur
utilité dans de nombreux travaux de recherche. Ces techniques jouent un rôle crucial dans
notre étude. Pour plus de détails sur ces approches, nous recommandons la consultation de
[12, 24, 27, 31].

1.5.1 Dérivée de Riemann-Liouville

Définition 1.5.1 Soient f ∈ L1 (Ω) et n − 1 ≤ α < n, n ∈ N∗. La dérivée fractionnaire
Riemann-Liouville d’ordre α ∈ R+ est donnée par

(
RLDα

a f
)
(t) :=

(
d

dt

)n (
In−α
a f

)
(t) (1.11)

=
1

Γ (n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (s) ds, t > a.

Remarque 1.5.1 En particulier,

1. Pour α = 0, on a :

D0
af(x) =

(
d

dt

)(
I1af
)
(t) = f(x).

2. Pour α = n ∈ N, ona

Dn
af(x) =

(
d

dt

)n (
I0af
)
(t) = fn(x),

ou f (n) est la dérivée usuel d’ordre n de la fonction f .

Exemple 1.5.1 Considérons la fonction f(t) = t2 et calculons sa dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre α = 1

2
.

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction f d’ordre α est définie par :

(
RLDα

a f
)
(t) =

1

Γ (n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (s) ds.

12



Pour α = 1
2
, n = 1, nous avons :

D
1/2
0 t2 =

1

Γ(1/2)

d

dx

∫ x

0

t2

(x− t)1/2
dt

La fonction gamma de 1
2

est :

Γ

(
1

2

)
=

√
π

Ainsi, l’expression devient :

D
1/2
0 t2 =

1√
π

d

dx

∫ x

0

t2

(x− t)1/2
dt︸ ︷︷ ︸

I

.

Pour calculer l’intégrale I, nous utilisons un changement de variable u = x − t. Ainsi,
l’intégrale devient :

I =

∫ x

0

t2

(x− t)1/2
dt =

∫ 0

x

(x− u)2

u1/2
(−du) =

∫ x

0

(x− u)2

u1/2
du

Calculons cette intégrale :∫ x

0

(x− u)2

u1/2
du =

∫ x

0

x2 − 2xu+ u2

u1/2
du

= x2
∫ x

0

u−1/2 du− 2x

∫ x

0

u1/2 du+

∫ x

0

u3/2 du =
16

15
x5/2.

Maintenant, dérivons cette expression par rapport à x :

d

dx

(
16

15
x5/2

)
=

16

15
· 5
2
x3/2 =

8

3
x3/2.

Finalement, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α =
1

2
de la fonction

f(t) = t2 est donnée par :
D

1/2
0 t2 =

8

3
√
π
x3/2.

Remarque 1.5.2 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nul.

Proposition 1.5.1 Soit α, β > 0 tels que n− 1 < α ≤ n et m− 1 < β ≤ m avec n,m ∈ N∗.
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Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1 (Ω) , on a

(
RLDβIαa f

)
(t) = Iα−β

a f (t)

Démonstration. Pour α > β > 0, on a

Dβ (Iαf(t)) = DnIn−β (Iαf(t))

On utilise la propriété du semi-groupe, on trouve

Dβ (Iαf(t)) = Dn
(
In−β+αf(t)

)
= DnIn

(
Iα−βf(t)

)
= Iα−βf(t).

Proposition 1.5.2 Soit α > 0 tels que n− 1 < α ≤ n, n ∈ N∗. Pour f ∈ L1 (Ω) , on a

(
RLDαIαa f

)
(t) = f (t)

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville, on obtient

(DαIαf) (t) = (DnIn−αIαf) (t) .

Puisque l’opérateur Iα vérifier la propriété du semi-groupe, alors

(DαIαf) (t) = (DnIn−α+αf) (t) = DnInf (t) = f (t) .

Proposition 1.5.3 Soient α > 0,m ∈ N∗ et f ∈ L1 (Ω) . Si les dérivées fractionnaires(
RLDαf

)
(t) et (Dα+mf) (t) existe, alors

(DmDαf) (t) =
(
Dα+mf

)
(t)

Démonstration. Par définition de l’opérateur RLDα, on obtient

Dm (Dαf (x)) = Dm (DnIn−αf(x)) .
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On utilise la propriété du semi-groupe de l’opérateur Dn, on obtient

Dm (Dαf (x)) = Dm+n
(
In−αf(x)

)
= Dm+n

(
In−α+m−mf(x)

)
= Dm+n

(
Im+n−(α+m)f(x)

)
= Dm+αf(x).

1.5.2 Dérivée de Caputo

Dans cette section, nous exposons la définition et quelques propriétés de l’opérateur de
dérivation fractionnaire de type Caputo, tout en mettant en lumière son lien avec l’opérateur
différentiel fractionnaire de Riemann-Liouville. Pour des détailles plus approfondies, veuillez
consulter [24, 25, 28, 30].

Définition 1.5.2 Soit f ∈ Cn (Ω). La dérivée fractionnaire de type Caputo d’order α > 0

de la fonction f est donner par

cDα
a f(t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (n) (s) ds, n ∈ N∗, n− 1 < α < n, t > a.

Remarque 1.5.3 Si f est une fonction constante, alors on a

cDα
a f(t) = 0

Exemple 1.5.2 Considérons la fonction f(t) = t2 et calculons sa dérivée fractionnaire de
Caputo d’ordre α = 1

2
.

On a :
CD

1
2
0 f(t) =

1

Γ(1− 1
2
)

∫ t

0

(t− τ)
1
2f ′(τ) dτ.

Pour la fonction f(t) = t2, nous avons f ′(τ) = 2τ .
Ainsi, l’intégrale devient :

CD
1
2
0 t

2 =
1

Γ(1
2
)

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 · 2τ dτ.

Ainsi, nous avons :
CD

1
2
0 t

2 =
2√
π

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 τ dτ
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Pour évaluer cette intégrale, utilisons une substitution. Posons τ = ut, alors dτ = t du :

CD
1
2
0 t

2 =
2√
π

∫ 1

0

(t(1− u))−
1
2 · tu · t du

=
2t

3
2

√
π

∫ 1

0

(1− u)−
1
2u du

L’intégrale de
∫ 1

0
(1− u)−

1
2u du est connue et égale à

√
π
4

. Donc :

CD
1
2
0 t

2 =
2t

3
2

√
π
·
√
π

4
=

2

4
t
3
2 =

1

2
t
3
2 .

Proposition 1.5.4 Soient f et g deux fonctions tels que cDαf(t),cDαg(t) existes. Alors la
dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

cDα
a (λf + γg) (t) = λcDα

a f (t) + γcDα
a g(t), λ, γ ∈ R.

Démonstration. Cette propriété de linéarité de l’opérateur différentiel fractionnaire est une
conséquence immédiate de la définition de CDα

a .

Proposition 1.5.5 Si f est continue et a ≥ 0, alors

DaJa
af = f.

Nous notons que ce théorème stipule que la dérivée de Caputo d’une fonction f n’est définie
que si la dérivée de Riemann-Liouville de f existe et que de plus, f est (n− 1) fois différen-
tiable au sens classique. La relation entre les deux opérateurs différentiels fractionnaires est
donnée par le lemme suivant :

Théorème 1.2 Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, n ∈ N∗, et soit f une fonction telle que
cDα

a f (t) et RLDα
a f (t) existes, alors :

RLDα
a f (t) =

C Dα
a f (t) +

n−1∑
k=0

f (k) (a)

Γ (k − α + 1)
(t− a)k−α .

Démonstration. Voir [1].

Remarque 1.5.4 Si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1, on obtient

RLDα
a f (t) =

C Dα
a f (t)
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1.5.3 Dérivée de Hadamard

Ces dernières décennies, les équations différentielles fractionnaires ont suscité de plus en
plus d’intérêt, impliquant principalement le calcul fractionnaire de Riemann-Liouville ou de
Caputo [6, 27]. Le calcul de Hadamard (différentiation et intégration) n’a pas été mentionné
aussi souvent que d’autres types de dérivées fractionnaires, bien qu’il ait été présenté il y a
de nombreuses années [2].

Dans ce qui suit, la définition de la dérivée de Hadamard est introduite [32].

Définition 1.5.3 La dérivée d’Hadamard d’ordre α ∈ [n− 1, n[, n ∈ Z+, d’une fonction
f(x) est donnée comme suit :

HDαf (t) = δn
(
Hn−α

a f (t)
)

=
1

Γ (n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

τ

)n−α−1

f (τ)
dτ

τ

où δ = t
d

dt
, n− 1 < α < n, t > a.

Exemple 1.5.3 Soit f(x) = (ln x)β−1, β > 0. Alors

HDα(ln x)β−1 = x
d

dx
· 1

Γ(1− α)

∫ x

1

(ln x− ln t)−α (ln t)β−1dt

t

= x
d

dx
· (ln x)

β−α

Γ(1− α)

∫ x

1

(
1− ln t

ln x

)−α(
ln t

ln x

)β−1
d ln t

ln x

= x
d

dx
· (ln x)

β−α

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− u)−αuβ−1du

= x
d

dx
· (ln x)

β−α

Γ(1− α)
B(1− α, β)

= x
d

dx
· (ln x)

β−αΓ(1− α)Γ(β)

Γ(β − α + 1)

=
Γ(β)

Γ(β − α + 1)
· x d
dx

(ln x)β−α

=
Γ(β)

Γ(β − α)
(ln x)β−α−1.
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Proposition 1.5.6 Si Re(α) > 0, Re(β) > 0 et 0 < a < b <∞, alors nous avons(
HDα

(
log

t

a

)β−1
)
(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−α−1

.

Démonstration. Voir [24].

Proposition 1.5.7 Soient α, β ∈ C tels que Re(α) > Re(β) > 0. Si 0 < a < b < ∞ et
1 ≤ p <∞, alors pour φ ∈ Lp [a, b],

HDβ
aJ α

a φ = J α−β
a+ φ.

Démonstration. Voir [24].

1.5.4 Dérivée de Caputo-Hadamard

Définition 1.5.4 Soit f ∈ Cn(Ω), n ∈ N. La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard
d’ordre ρ de f est définie par :

C
HD

ρf(t) := J n−ρ
a (δnf(t)) =

1

Γ(n− ρ)

∫ t

a

(
log

t

s

)n−ρ−1

δn
f(s)

s
ds, (1.12)

où n− 1 < ρ < n, n = [ρ] + 1, δ = t d
dt

, t > a et log(.) = loge(.).

Remarque 1.5.5 En particulier,

1. Si α = n ∈ N, C
HD

ρf(t) = δnf(t).

2. Si α = 0, C
HD

0f(t) = f(t).

Proposition 1.5.8 Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)]+1 et φ ∈ C[a, b]. Si Re(α) 6= 0 ou α ∈ N,
alors

C
HD

α
a (J α

a φ) (x) = φ(x)

Démonstration. Voir [21].

1.6 Lemmes Fondamentaux

Dans cette partie, nous allons présenté quelques lemmes sur les dérivées fractionnaires,
qui seront d’une importance capitale dans notre travail. Pour plus de détaillées, vous pouvez
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consulter [1, 16, 24, 28]. Ces références offrent des explications approfondies qui viennent
enrichir notre analyse et fournissent un contexte supplémentaire pour la compréhension des
concepts abordés dans cette section.

Lemme 1.1 Pour tout α > 0, la solution générale de l’équation différentielle

cDα
ax (t) = 0

est donnée comme suit :

x (t) =
n−1∑
i=0

ci (t− a)i ,

tel que ci ∈ R, i = 0, 1, 2, .., n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 1.2 Soit α > 0. Alors, on obtient que

RLIαDαx (t) = x (t) +
n−1∑
i=0

ci (t− a)i ,

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 1.3 Soit u ∈ Cn
δ ([a, b],R) et α ∈ R+. Alors,

HIα
(
C
HD

αu
)
(t) = u(t)−

n−1∑
i=0

ci(log
t

a
)i, ci ∈ R (4)

où Cn
δ ([a, b],R) = {h : [a, b] → R : δn−1h ∈ C([a, b],R)}.

1.7 Théorèmes de point fixe

Dans cette partie, quelques théorèmes et définitions concernant le point fixe sont présen-
tés. Ces principes sont employés dans notre étude pour prouver l’existence et l’unicité des
solutions des problèmes différentiels considérés. Pour plus de détaillées sur ces théorèmes,
veuillez-vous référer aux [16, 30, 32]

Dans ce qui suit, X désigne un espace de Banach .

Définition 1.7.1 Un opérateur T : X −→ X est dite contraction s’il existe une constante
k ∈ ]0, 1[, tels que,pour tout x, y ∈ X, on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ k ‖x− y‖ .
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Définition 1.7.2 L’opérateur T : X −→ X est totalement continue s’il transforme tout
borné de X en une partie relativement compacte.

Définition 1.7.3 Soit T : X −→ X. On a appelle point fixe de T tout point x ∈ X tel que

T (x) = x.

Théorème 1.3 ( Théorème de point fixe de Banach) soit T : X −→ X un opérateur de
contraction . Alors, T admet un unique point fixe dans X.

Théorème 1.4 (Théorème d’Arzela-Ascoli ) Soit Ω un ensemble de X. alors Ω est relati-
vement compact dans X si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Ω est uniformément bornée.
ii) Ω est équicontinue.

Théorème 1.5 ( Théorème de point fixe de Schauder ) soit T : X −→ X un opérateur
complètement continue. Si l’ensemble

Ω = {x ∈ X : x = λx, 0 < λ < 1} .

est borné, alors T a au moins un point fixe .

Théorème 1.6 Soit S un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné d’une algèbre de
Banach E et soit A,C : E → E et B : S → E trois opérateurs tels que :

(a) : A et C sont Lipschitziens avec des constantes de Lipschitz respectives δ et γ ;

(b) : B est compact et continu ;

(c) : x = AxBy + Cx⇒ x ∈ S pour tout y ∈ S ;

(d) : δM + γ < 1, où M = ‖B(S)‖.

Alors l’équation d’opérateur x = AxBx+ Cx admet une solution.
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Chapitre 2
Problème aux limites hybride pour l’équation
différentielle fractionnaire de type Caputo

Introduction

Les équations différentielles fractionnaires occupent une place essentielle dans la mo-
délisation mathématique des systèmes et des processus présents dans divers domaines de
l’ingénierie et des sciences. Elles sont largement utilisées dans des disciplines telles que la
physique, la chimie, l’aérodynamique, l’électrodynamique des milieux complexes, la rhéologie
des polymères, l’économie, la théorie du contrôle, le traitement du signal et de l’image, la
biophysique, ainsi que dans l’étude des phénomènes de circulation sanguine, pour plus de
détails, voir par exemple [24, 28, 30, 31]. Ces équations permettent de décrire avec précision
des phénomènes complexes et non linéaires qui se produisent dans ces domaines. Les progrès
récents dans ce domaine sont abondamment documentés dans la littérature spécialisée, avec
une multitude de travaux de recherche et de références qui offrent un aperçu des développe-
ments les plus récents et des tendances émergentes. En parallèle, les équations différentielles
fractionnaires hybrides ont également suscité un intérêt croissant parmi les chercheurs. Ce
type d’équations combine la dérivée fractionnaire d’une fonction inconnue avec une non-
linéarité dépendante de cette fonction. Les études récentes dans ce domaine ont conduit à de
nouvelles avancées théoriques et méthodologiques, ainsi qu’à des applications pratiques dans
divers domaines de la science et de l’ingénierie. Des recherches approfondies sont menées
pour explorer les propriétés et les comportements de ces équations hybrides, ce qui contribue
à enrichir notre compréhension des phénomènes complexes observés dans la nature et dans
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les systèmes artificiels.

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence de solutions pour un problème aux limites hy-
bride d’équations différentielles fractionnaires de type Caputo, donné sous la forme :

cDα

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

)
= f(t, x(t)), t ∈ I := [a, b] , b > a > 0

x(a) = z(a), x(b)− z(b) = θ ∈ R,
(2.1)

où cDα est la dérivée de Caputo d’ordre 1 < α < 2, g ∈ C(I × R,R \ {0}), f, z ∈
C(I × R,R).

2.1 Existence de Solutions

Dans le lemme suivant, nous présentons la solution intégrale du problème linéaire associée
au problème (2.1).

Lemme 2.1 Soit h, z ∈ C (I,R) et g ∈ C(I × R,R \ {0}) . Alors la solution unique du
problème

 cDα

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

)
= h(t), t ∈ I

x(a) = z(a), x(b)− z(b) = θ ∈ R,
(2.2)

est donnée par

x(t) =z(t, x(t)) + g(t, x(t))

[∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds (2.3)

+
1

b− a

(
θ

g(b, x(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

)
(t− a)

]
, t ∈ I.

Démonstration. On a
cDα

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

)
= h(t). (2.4)

Par l’application de l’opérateur Iα0 aux deux membres de (2.4), on obtient

Iα
(

cDα

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

))
= Iαh(t).
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En appliquant le lemme (1.2), on trouve

x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))
= Iαa h(t) + c0 + c1(t− a)

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 h(s)ds+ c0 + c1(t− a), (2.5)

avec c0 et c1 sont deux constantes réelles.
On utilise la condition x(a) = z(a, x(a)), on trouve c0 = 0. D’où l’équation (2.5) devient
sous la forme

x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))
=

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 h(s)ds+ c1(t− a) (2.6)

En utilisant la condition x(b)− z(b, x(b)) = θ, on obtient

θ

g(b, x(b))
=

1

Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1 h(s)ds+ c1(b− a)

D’où

c1 =
1

b− a

(
θ

g(b, x(b))
− 1

Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1 h(s)ds

)
En substituant les valeurs de c0 et c1 dans (2.5), nous obtenons la formule (2.13) , L’inverse
suit par direct calcul.

Nous désignons par E = C(I,R) l’espace des fonctions continues à valeurs réelles définies
sur I = [a, b]. Définissons une norme ‖ · ‖ et une multiplication dans E par

‖x‖ = sup
t∈I

|x(t)| et (xy)(t) = x(t)y(t), ∀t ∈ I.

Il est clair que E est une algèbre de Banach par rapport à la norme de suprémum ci-dessus
et à la multiplication définie.

Nous introduisons les hypothèses suivantes :

(H1) : les fonctions g ∈ C(I × R,R \ {0}) et z ∈ C(I × R,R) sont continues et il existe

23



deux fonctions positives ϕ, ψ bornées telle que :

|g(t, x)− g(t, y)| ≤ ϕ(t)|x− y| (2.7)

et
|z(t, x)− z(t, y)| ≤ ψ(t)|x− y| (2.8)

(H2) : Il existe une fonction p ∈ C(I,R) et une fonction continue croissante ψ,R+ −→ R+ :

|f(t, x)| ≤ p(t)ω(|x|) , (t, x) ∈ I × R. (2.9)

(H3) : Il existe une constante M0 telle que :

|z(t)| ≤M0 , ∀t ∈ I

(H4) : Il existe une constante M1 telle que :∣∣∣ θ

g(b, x(b))

∣∣∣ ≤M1. (2.10)

(H5) : Il existe une constante r telle que :

r ≥
G0

[
2||p||ω(r)((b−a)α−(a−b)α)

Γ(α+1)
+M1

]
+K0

1− ||ϕ||
[
2||p||ω(r)((b−a)α−(a−b)α)

Γ(α+1)
+M1

]
−M0

(2.11)

où G0 = supt∈I |g(t, 0)| , K0 = supt∈I |z(t, 0)| et

||ϕ||
[2||p||ω(r)((b− a)α − (a− b)α)

Γ(α + 1)
+M1

]
−M0 < 1. (2.12)

Le théorème de point fixe hybride suivant dans une algèbre de Banach E dû à Dhage
[14] sera utilisé pour prouver le résultat d’existence pour le problème (2.1).

Théorème 2.1 On suppose que les hypothèses (Hi), i = 1, 5 sont vérifiées. Alors, il existe
au moins une solution au problème (2.1).

Démonstration. On considère un sous-ensemble S de E donné par :

S = {x ∈ E : ||x|| ≤ r}
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Clairement S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de lespace de Banach E.
Définissons l’opérateur N : E −→ E telle que :

Nx(t) =z(t, x(t)) + g(t, x(t))

[∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds (2.13)

+
1

b− a

(
θ

g(b, x(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds

)
(t− a)

]
, t ∈ I.

On transforme le problème (2.1) à un problème de point fixe N (x) = x où N est lopérateur
défini dans (2.13).
Nous décomposons N en une somme de trois opérateurs. A : E −→ E , B : S −→ E , et
C : E −→ E comme suit :

Ax(t) = g(t, x(t)) , t ∈ I. (2.14)

Bx(t) =

∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds (2.15)

+
1

b− a

(
θ

g(b, x(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds

)
(t− a), t ∈ I

et
Cx(t) = z(t, x(t)) (2.16)

Nous avons donc
Nx(t) = Ax(t)Bx(t) + Cx(t)

Nous montrons maintenant que les opérateurs A, B et C satisfont toutes les conditions du
théorème 2.1.

Etape 1 : Montrons que A et C sont lipschitziennes sur E
Soit x, y ∈ E. Alors par (H1), pour t ∈ I on a :

|Ax(t)− Ay(t)| = |g(t, x(t))− g(t, y(t))| ≤ ϕ(t)|x(t)− y(t)| ≤‖ ϕ ‖‖ x− y ‖ .

D’ou

‖ Ax(t)− Ay(t) ‖≤‖ ϕ ‖‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ E.
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Alors A est lipschitzien sur E.
De même façons, pour tout x, y ∈ E, nous avons

|Cx(t)− Cy(t)| = |z(t, x(t))− z(t, y(t))|

≤ ψ(t)|x(t)− y(t)|

≤‖ ψ ‖‖ x− y ‖ .

Ainsi, C est une application lipschitzienne sur E.
Etape 2 : Montrons que l’opérateur B est complètement continu sur S.

Nous montrons d’abord que l’opérateur B est continu sur E. Soit {xn} une suite dans
S qui converge vers un point x ∈ S. Alors, par le théorème de convergence dominée de
Lebesgue, pour tout t ∈ I, on obtient

lim
n→∞

Bxn(t) = lim
n→∞

{∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s, xn(s))ds

+
1

b− a

(
θ

g(b, xn(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, xn(s))ds

)
(t− a)

}

=

{∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
lim
n→∞

f(s, xn(s))ds

+
1

b− a

(
lim
n→∞

θ

g(b, xn(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
lim
n→∞

f(s, xn(s))ds

)
(t− a)

}

=

{∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds

+
1

b− a

(
θ

g(b, x(b))
−
∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds

)
(t− a)

}
= Bx(t).

Par conséquent, Bxn → Bx sur I. De plus, {Bxn} est une suite de fonctions équicontinues.
Ainsi, Bxn → Bx uniformément et l’opérateur B est continu sur S.

Montrons que l’ensemble B(S) est uniformément borné dans S. Pour tout x ∈ S, nous
avons
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|Bx(t)| ≤
∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

+
1

b− a

(
|θ|

|g(b, x(b))|
+

∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

)
|(t− a)|

≤
∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

+
1

|b− a|

(
|θ|

|g(b, x(b))|
+

∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

)
|b− a|

≤
∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
p(t)ω(r)ds

+

(
M1 +

∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
p(t)ω(r)ds

)
≤ 2

∫ b

a

(t− s)α−1

Γ(α)
p(t)ω(r) +M1

≤ 2||p||ω(r)((b− a)α − (a− b)α)

Γ(α + 1)
+M1

:= K1.

Donc ‖ B ‖≤ K1 ce qui montre que B est uniformément borné sur S pour tout t ∈ I.

Maintenant, nous allons montrer que B(S) est un ensemble équicontinu dans E.
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Soient τ1, τ2 ∈ I avec τ1 < τ2 et x ∈ S. Alors on a

|Bx(τ2)− Bx(τ1)| ≤

∣∣∣∣∣
∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds−

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))ds

∣∣∣∣∣
+ |τ2 − τ1|

(∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))dsds

)
+ |τ2 − τ1|M1

≤
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣∣|f(s, x(s))ds|+
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))ds|

+ |τ2 − τ1|

(∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
f(s, x(s))dsds

)
+ |τ2 − τ1|M1

≤
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣∣ ‖ p ‖ ω(r)ds+
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1

Γ(α)
‖ p ‖ ω(r)ds

+ |τ2 − τ1|

(∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
p ‖ ω(r)ds

)
+ |τ2 − τ1|M1

Lorsque τ2 − τ1 → 0, le membre de droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro indépen-
damment de x ∈ S. Par conséquent, par le théorème d’Arzelà-Ascoli, l’opérateur B est
complètement continu sur S.
Etape 3 : Montrons que l’hypothèse (c) du théorème 1.6 est satisfaite.
Soit x ∈ E et y ∈ S tels que x = AxBy + Cx. Alors, on a

|x(t)| ≤ |Ax(t)||By(t)|+ |Cx(t)|

≤ |g(t, x(t))|

{∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

+M1 +

∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
|f(s, x(s))|ds

}
+ |z(s, x(s))|

≤ (|g(t, x(t))− g(t, 0)|+ |g(t, 0)|)

{∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α)
p(t)ω(r)ds

+M1 +

∫ b

a

(b− s)α−1

Γ(α)
p(t)ω(r)ds

}
+M0

≤ |r ‖ ψ ‖ +G0|

(
2||p||ω(r)((b− a)α − (a− b)α)

Γ(α + 1)
+M1

)
+M0
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ce qui nous donne

‖ x ‖ ≤ |r ‖ ψ ‖ +G0|

(
2||p||ω(r)((b− a)α − (a− b)α)

Γ(α + 1)
+M1

)
+M0

≤ r , ∀x ∈ S.

Etape 4 : vérifions que l’hypothèse (d) du théorème (1.6) est satisfaite, c’est-à-dire montrons
que θM + η < 1. Puisque

M =‖ B(S) ‖= sup
x∈S

{
sup
t∈I

|B(x(t))|
}
≤ 2||p||ω(r)((b− a)α − (a− b)α)

Γ(α + 1)
+M1,

par conséquent, on a

‖ ϕ ‖M+ ‖ ψ ‖< 1

où δ =‖ ϕ ‖ et γ =‖ ψ ‖

Donc, toutes les conditions du théorème 1.6 sont satisfaites et par conséquent l’équation
x = AxBy + Cx a une solution dans S. En conséquence, le problème (2.1) a une solution
définie sur I.

2.2 Example

Considérons le problème de valeur aux limites hybride suivant :
cD

5
3

(
x(t)− z(t, x(t))

g(t, x(t))

)
= [x(t)]2 cos t, I = [2, 5]

x(2) = z(2), x(5)− z(5) =
3

7
,

(2.17)

où z(t, x(t)) =
|x(t)|

(6 + t2)(3 + |x(t)|)
et g(t, x(t)) = x(t)

(20 + t)(100 + x(t))
+
t

7
.

Ici, α =
5

4
, θ =

3

7
. Il est claire que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤
∣∣∣∣ t

20 + t

∣∣∣∣ |x− y| et |z(t, x)− z(t, y)| ≤
∣∣∣∣ 1

6 + t2

∣∣∣∣ |x− y|, ∀x, y ∈ R,
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On pose ϕ(t) = t

20 + t
et ψ(t) =

1

6 + t2
, on trouve ‖ϕ‖ =

1

22
et ‖ψ‖ =

1

10
,

Pour tout x ∈ R, il existe une fonction constante p(t) = 1 et une fonction continue croissante
ζ(x) = x2 pour tout x ∈ R+ telle que |f(t, x)| ≤ p(t) ·‖x‖ = ‖x‖2, et donc (H2) est satisfaite.
De plus, M0 =

1

10
, M1 =

3

175
, ‖p‖ = 1, G0 = supt∈I |g(t, 0)| =

5

7
, K0 = supt∈I |z(t, 0)| = 0.

En utilisant ces données , on trouve que les relations (2.11) et (2.12) sont vérifies.
Ainsi, toutes les conditions du Théorème 2.1 sont satisfaites. Par conséquent, le problème
(2.17) a au moins une solution sur [2, 5].
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Chapitre 3
Système d’équations différentielles avec des
dérivées fractionnaires séquentielles

Introduction

Les équations différentielles fractionnaires apparaissent dans la modélisation mathéma-
tique de nombreux phénomènes réels se produisant dans les disciplines de l’ingénierie et des
sciences. Les modèles mathématiques basés sur des opérateurs intégrales et différentielles
d’ordre fractionnaire offrent une meilleure compréhension des caractéristiques des phéno-
mènes associés, car ces opérateurs sont de nature non locale, contrairement aux opérateurs
classiques. En particulier, les systèmes couplés d’équations différentielles d’ordre fraction-
naire ont reçu une grande attention en raison de leur grande utilité dans le traitement et la
compréhension des problèmes pratiques tels que la mécanique, l’électromagnétisme, la bio-
logie mathématique et la théorie du contrôle. Pour plus de détailles et d’applications, voir
[15, 20, 22]

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité des solutions d’un système d’équa-
tions fractionnaires séquentielles de la forme :

C
HD

α(CHD
β + µ1)x(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [1, T ], T > 1

C
HD

γ(CHD
λ + µ2)y(t) = g(t, x(t), y(t)),

x(1) = θ1, x(T ) = ϑ1, y(1) = θ2, y(T ) = ϑ2,

(3.1)

où C
HD

ε, ε ∈ {α, β, γ, λ} sont les dérivées de Caputo-Hadamard d’ordre 0 < ε < 1, f, g :
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[1, T ]× R× R −→ R deux fonctions continues, µi, θi, ϑi, i = 1, 2 sont des constantes réels.

3.1 Résultats d’existence et d’unicité

Premièrement, nous démontrons le lemme clé suivant.

Lemme 3.1

Soient hi ∈ C([1, T ],R), i = 1, 2 et considérons le problème fractionnaire
C
HD

α(CHD
β + µ1)x(t) = h1(t), t ∈ [1, T ],

C
HD

γ(CHD
λ + µ2)y(t) = h2(t),

x(1) = θ1, x(T ) = ϑ1, y(1) = θ2, y(T ) = ϑ2.

(3.2)

Alors, la solution du problème (3.2) est donnée par

x(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

h1(s)
ds

s
− µ1

Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

x(s)ds (3.3)

− (log t)β

(log T )β

(
1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

h1(s)
ds

s

− µ1

Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

x(s)ds− ϑ1 + θ1

)
+ θ1,

et

y(t) =
1

Γ(γ + λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)γ+λ−1

h2(s)
ds

s
− µ2

Γ(λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)λ−1

y(s)ds (3.4)

− (log t)λ

(log T )λ

(
1

Γ(γ + λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

h2(s)
ds

s

− µ2

Γ(λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

y(s)ds− ϑ2 + θ2

)
+ θ2.
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Démonstration. En utilisant le Lemme (1.3), nous pouvons écrire

x(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

h1(s)
ds

s
(3.5)

− µ1

Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

x(s)ds+
c0

Γ(β + 1)
(log t)β + c1.

où c0, c1 ∈ R.

y(t) =
1

Γ(γ + λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)γ+λ−1

h2(s)
ds

s
(3.6)

− µ2

Γ(λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)λ−1

x(s)ds+
c2

Γ(λ+ 1)
(log t)λ + c3.

où c2, c3 ∈ R.
En utilisant les conditions de (3.2) , on obtient :

c1 =θ1,

c0 =
Γ(β + 1)

(log T )β

(
ϑ1 − θ1 −

1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

h1(s)
ds

s

+
µ1

Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)β−1

x(s)ds

)
,

c2 =
Γ(λ+ 1)

(log T )λ

(
ϑ2 − θ2 −

1

Γ(γ + λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

h2(s)
ds

s

+
µ2

Γ(λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)λ−1

x(s)ds

)
,

c3 =θ2.

En remplaçant c0, c1, c2, c3 dans (3.5) et (3.6), on trouve les formules (3.3) et (3.4).

3.2 Résultats d’existence et d’unicité

On désigne par C ([1, T ] ,R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de [1, T ]

dans R.
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L’espace E = {x(t) : x(t) ∈ C ([1, T ] ,R)} muni de la norme ‖x‖ = sup{|x(t)|, t ∈ [1, T ]} est
un espace de Banach.
De plus, soit F = {y(t) : y(t) ∈ C ([1, T ] ,R)} muni de la norme ‖y‖ = sup{|y(t)|, t ∈ [1, T ]}.
Il est évident que l’espace produit (E × F, ‖(x, y)‖) est un espace de Banach muni de la
norme définie par :

‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖ .

Le premier résultat dans ce chapitre est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 3.1 On suppose que f, g : [1, T ]×R×R → R sont deux fonctions continues. De
plus, nous supposons que :

(H1) : Il existe des constantes ki, i = 1, 2, telles que pour tout t ∈ [1, T ] et ui, vi ∈ R,
i = 1, 2,

|f(t, u1, v1)− f(t, u2, v2)| ≤ k1 (|u1 − u2|+ |v1 − v2|) ,

et
|g(t, u1, v1)− g(t, u2, v2)| ≤ k2 (|u1 − u2|+ |v1 − v2|) .

Alors, le Système (2) a une solution unique sur [1, T ], si(
4k1

Γ(α + β)
(log T )α+β +

2|µ1|
Γ(β + 1)

(log T )β
)
+

(
4k2

Γ(γ + λ)
(log T )γ+λ +

2|µ2|
Γ(λ+ 1)

(log T )λ
)
< 1

Démonstration : On définie l’opérateur T : E × F 7−→ E × F comme suit :

T (x, y)(t) = (T1(x, y)(t), T2(x, y)(t)) ,

tel que :

T1(x, y)(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

(f(s, x(s), y(s)))
ds

s
− µ1

Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

x(s)ds

− (log t)β

(log T )β

(
1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

(f(s, x(s), y(s)))
ds

s

− µ1

Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

x(s)ds− ϑ1 + θ1

)
+ θ1,
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T2(x, y)(t) =
1

Γ(γ + λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)γ+λ−1

g(s, x(s), y(s))
ds

s
− µ2

Γ(λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)λ−1

y(s)ds

− (log t)λ

(log T )λ

(
1

Γ(γ + λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

g(s, x(s), y(s))
ds

s

− µ2

Γ(λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

y(s)ds− ϑ2 + θ2

)
+ θ2.

Définissons L1 := supt∈[1,T ] |f(t, 0, 0)| <∞ et L2 := supt∈[1,T ] |g(t, 0, 0)| <∞ .
En posant

r ≥
2L1

Γ(α+β+1)
(log T )α+β + 2|θ1|+ |ϑ1|+ 2L2

Γ(γ+λ+1)
(log T )γ+λ + 2|θ2|+ |ϑ2|

1−
(

4k
Γ(α+β+1)

(log T )α+β + 2|µ1|
Γ(β+1)

(log T )β + 4k
Γ(γ+λ+1)

(log T )γ+λ + 2|µ2|
Γ(λ+1)

(log T )λ
) .
(3.7)

Montrons que T Br ⊂ Br, où Br = {(x, y) ∈ E × F : ‖(x, y)‖ ≤ r}.
On a

|f(t, x(t), x(δ1t))| ≤ |f(t, x(t), y(δ1t))− f(t, 0, 0)|+ |f(t, 0, 0)| (3.8)

≤ 2k1‖x‖+ L1 ≤ 2k1r + L1,

|g(t, x(t), y(δ2t))| ≤ |g(t, x(t), y(δ2t))− g(t, 0, 0)|+ |g(t, 0, 0)| (3.9)

≤ 2k2‖y‖+ L2 ≤ 2k2r + L2,

∀(x, y) ∈ Br, nous avons

‖T1(x, y)(t)‖ ≤ 1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|f(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

|x(s)|ds

+
(log t)β

(log T )β

(
1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

|f(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

|x(s)|ds− |ϑ1|+ |θ1|

)
+ |θ1|

≤ 2(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
(2k1r + L1) +

2|µ1|(log T )β

Γ(β + 1)
r + 2|θ2|+ |ϑ1|.
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Donc
‖T1(x, y)(t)‖ ≤

(
4k

Γ(α + β + 1)
(log T )α+β +

2|µ1|
Γ(β + 1)

(log T )β
)
r

+
2L1

Γ(α + β + 1)
(log T )α+β + 2|θ1|+ |ϑ1|

Par calcul direct, on obtient :

‖T2(x, y)(t)‖ ≤
(

4k

Γ(γ + λ+ 1)
(log T )γ+λ +

2|µ2|
Γ(λ+ 1)

(log T )λ
)
r

+
2L2

Γ(γ + λ+ 1)
(log b)γ+λ + 2|θ2|+ |ϑ2|

Par conséquent, il résulte que

‖T (x, y)(t)‖ ≤
(

4k

Γ(α + β + 1)
(log T )α+β +

2|µ1|
Γ(β + 1)

(log T )β

+
4k

Γ(γ + λ+ 1)
(log T )γ+λ +

2|µ2|
Γ(λ+ 1)

(log T )λ
)
r

+
2L1

Γ(α + β + 1)
(log T )α+β + 2|θ1|+ |ϑ1|

+
2L2

Γ(γ + λ+ 1)
(log b)γ+λ + 2|θ2|+ |ϑ2|

ce qui implique T Br ⊂ Br.
Ensuite, nous montrons que l’opérateur T est contractant. Pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ E × F

et t ∈ [1, T ], on obtient

|T1(x, y)(t)− T1(x
′, y′)(t)| ≤ 1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|f(s, x(s), y(s))− f(s, x′(s), y′(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

|x(s)− x′(s)|ds+ (log t)β

(log T )β

(
1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

× |f(s, x(s), y(δ1s))− f(s, x′(s), y′(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

|x(s)− x′(s)|ds
)
.
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Par conséquent, on obtient l’inégalité suivante :

‖T1(x, y)(t)− T1(x
′, y′)‖ ≤

(
4k1

Γ(α + β)
(log T )α+β +

2|µ1|
Γ(β + 1)

(log T )β
)
‖x− x′‖.

De plus, on obtient

‖T2(x, y)(t)− T2(x
′, y′)‖ ≤

(
4k2

Γ(γ + λ)
(log T )γ+λ +

2|µ2|
Γ(λ+ 1)

(log T )λ
)
‖y − y′‖.

Comme
(

4k1
Γ(α+β)

(log T )α+β + 2|µ1|
Γ(β+1)

(log T )β
)
+
(

4k2
Γ(γ+λ)

(log T )γ+λ + 2|µ2|
Γ(λ+1)

(log T )λ
)
< 1, par

conséquent, T est un opérateur contractant. En appliquant le théorème du point fixe de Ba-
nach, l’opérateur T a un point fixe unique. Ainsi, il existe une solution unique au problème
(3.1) sur [1, T ].

Maintenant, nous montrons le deuxième résultat d’existence via l’alternative de Leray-
Schauder.

Théorème 3.2 (H2) : Supposons qu’il existe des constantes réelles ψi, ϕi ≥ 0 pour i =
1, 2 et ψ0, ϕ0 > 0, telles que pour tout xi ∈ R (i = 1, 2), nous avons

|f(t, x1, x2)| ≤ ψ0 + ψ1|x1|+ ψ2|x2|,

|g(t, x1, x2)| ≤ ϕ0 + ϕ1|x1|+ ϕ2|x2|.

Si 4(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
ψ1 +

2|µ1|(log T )β

Γ(β + 1)
< 1 et 4(log T )γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
ϕ1 +

2|µ2|(log T )λ

Γ(λ+ 1)
< 1, alors le

problème (3.1) a au moins une solution sur [1, T ].

Démonstration : Par la continuité des fonctions f et g sur [1, T ]×R×R, l’opérateur T est
continu. Maintenant, nous montrons que l’opérateur T : E × F → E × F est complètement
continu. Soit ω ⊂ E × F borné. Alors, il existe deux constantes positives, M1 et M2, telles
que

‖f(t, x(t), x(t))‖ ≤M1, ‖g(t, y(t), y(t))‖ ≤M2, ∀(x, y) ∈ ω.
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Alors, pour tout (x, y) ∈ ω, nous avons

‖T1(x, y)‖ ≤ M1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1
ds

s
+
µ1r1
Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

ds

+
(log t)β

(log T )β

(
M1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1
ds

s

+
µ1r1
Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

ds+ |ϑ1|+ |θ1|

)
+ |θ1|.

Ce qui donne

‖T1(x, y)‖ ≤ 2M1(log T )
α+β

Γ(α + β + 1)
+

2δ1(log T )
β

Γ(β + 1)
+ |ϑ1|+ 2|θ1|.

De plus, on obtient

‖T2(x, y)‖ ≤ 2M2(log T )
γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
+

2δ2(log T )
λ

Γ(λ+ 1)
+ |ϑ2|+ 2|θ2|.

Par conséquent, à partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons que l’ensemble T ω est uni-
formément borné.
Ensuite, montrons que l’ensemble T ω est équicontinu. Pour tout (x, y) ∈ ω, et t1, t2 ∈ [1, T ]

tels que t1 < t2, nous avons

|(T1(x, y)(t1), T1(x, y)(t2))|

≤ M1

Γ(α + β)

∫ t1

1

[(
log

t2
s

)α+β−1

−
(
log

t1
s

)α+β−1
]
ds

s
+

M1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(
log

t2
s

)α+β−1

+
µ1r1
Γ(β)

∫ t1

1

[(
log

t1
s

)β−1

−
(
log

t2
s

)β−1
]
ds

s
+
µ1r1
Γ(β)

∫ t2

t1

(
log

t2
s

)β−1
ds

s

+
(log t1)

β − (log t2)
β

(log T )β

(
M1(log T )

α+β

Γ(α + β + 1)
+
µ1r1(log T )

β

Γ(β + 1)
+ |ϑ1|+ |θ1|

)
≤ M1

Γ(α + β + 1)

[
(log t2)

α+β − (log t1)
α+β
]

+
µ1r1

Γ(β + 1)

[
(log t1)

β − (log t2)
β + 2

(
log

t2
t1

)β
]

+
(log t1)

β − (log t2)
β

(log T )β

(
M1(log T )

α+β

Γ(α + β + 1)
+
µ1r1(log T )

β

Γ(β + 1)
+ |ϑ1|+ |θ1|

)
.

38



Par conséquent, nous obtenons |T1(x, y)(t2) − T1(x, y)(t1)| → 0, lorsque t1 → t2. De ma-
nière analogue, nous pouvons obtenir l’inégalité suivante : |T2(x, y)(t2) − T2(x, y)(t1)| → 0,
lorsque t1 → t2. Par conséquent, l’ensemble T ω est équicontinu. En appliquant le théorème
d’Arzelà-Ascoli, l’ensemble T ω est relativement compact, ce qui implique que l’opérateur T
est complètement continu.
Finalement, nous montrons que l’ensemble

Σ = {(x, y) ∈ E × F : (x, y) = λT (x, y), 0 ≤ λ ≤ 1}

est borné. Soit (x, y) ∈ Σ, alors nous obtenons (x, y) = λT (x, y), ce qui donne, pour tout
t ∈ [1, T ],

x(t) = λT1(x, y)(t), y(t) = λT2(x, y)(t).

Alors, nous avons

x(t) ≤ λ

(
1

Γ(α + β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|f(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ t

1

(
log

t

s

)β−1

|x(s)|ds

+
(log t)β

(log T )β

(
1

Γ(α + β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

|f(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ1|
Γ(β)

∫ T

1

(
log

T

s

)α+β−1

x(s)ds+ |ϑ1|+ |θ1|

)
+ |θ1|

)
,

et

y(t) ≤ σ2

(
1

Γ(γ + λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)γ+λ−1

|g(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ2|
Γ(λ)

∫ t

1

(
log

t

s

)λ−1

|y(s)|ds

+
(log t)λ

(log T )λ

(
1

Γ(γ + λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

|g(s, x(s), y(s))|ds
s

+
|µ2|
Γ(λ)

∫ T

1

(
log

T

s

)γ+λ−1

y(s)ds+ |ϑ2|+ |θ2|

)
+ |θ2|

)
,

ce qui implique que

‖x‖ ≤
(

4(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
ψ1 +

2µ1(log T )
β

Γ(β + 1)

)
‖x‖+ 2(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
ψ0 + 2|θ1|+ |ϑ1|,

‖y‖ ≤
(

4(log T )γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
ϕ1 +

2µ2(log T )
λ

Γ(λ+ 1)

)
‖y‖+ 2(log T )γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
ϕ0 + 2|θ2|+ |ϑ2|.
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Ainsi, on obtient l’inégalité

‖x‖+ ‖y‖ ≤ 2(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
ψ0 + 2|θ1|+ |ϑ1|+

2(log T )γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
ϕ0 + 2|θ2|+ |ϑ2|

+

(
4(log T )α+β

Γ(α + β + 1)
ψ1 +

2µ1(log T )
β

Γ(β + 1)

)
‖x‖+

(
4(log T )γ+λ

Γ(γ + λ+ 1)
ϕ1 +

2µ2(log T )
λ

Γ(λ+ 1)

)
‖y‖

(3.10)
Il en résulte que

‖T (x, y)‖ ≤
2(log T )α+β

Γ(α+β+1)
ψ0 + 2|θ1|+ |ϑ1|+ 2(log T )γ+λ

Γ(γ+λ+1)
ϕ0 + 2|θ2|+ |ϑ2|

M∗

où

M∗ = min{1−
(

4(log T )α+β

Γ(α+β+1)
ψ1 +

2µ1(log T )β

Γ(β+1)

)
, 1−

(
4(log T )γ+λ

Γ(γ+λ+1)
ϕ1 +

2µ2(log T )λ

Γ(λ+1)

)
,

ce qui montre que l’ensemble Σ est borné. D’où, l’opérateur T a au moins un point fixe dans
ω. Par conséquent, nous déduisons que le problème (3.1) a au moins une solution sur [1, T ].

3.3 Exemple

Considérons le système d’équations différentielles fractionnaires séquentielles de type
Caputo-Hadamard suivant :

C
HD

1
2

(
C
HD

1
7 + 3

8

)
x(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [1, 5],

C
HD

5
7

(
C
HD

2
9 + 4

7

)
y(t) = g(t, x(t), y(t)),

x(1) =
7

9
, x(5) =

5

6
, y(1) =

√
2, y(5) =

7

8
,

(3.11)

Dans cet exemple, on a

α =
1

2
, β =

1

7
, γ =

5

7
, λ =

2

9
, µ1 =

2

91
, µ2 =

2

101
, θ1 =

7

9
, ϑ1 =

5

6
, θ2 =

√
2, ϑ2 =

7

8
, T = 5.

1. Considérons deux fonctions non linéaires f, g : [1, 5]× R× R → R définies par

f(t, x, y) =
t2

(14 + t)2
(
x2 + 2|x|

)
+

|y|
5(20t+ 25)

+
1

5
,
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g(t, x, y) =
sin(|x|)
10t+ 71

+
tan−1(y)

75t+ 6
+

3

8
.

Puisque
|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤

1

225

(
|x1 − x2|+ |y1 − y2|

)
et

|g(t, x1, y1)− g(t, x2, y2)| ≤
1

81

(
|x1 − x2|+ e98|y1 − y2|

)
.

On obtient

4

125Γ
(
1
2
+ 1

7

) log(5) 1
2
+ 1

7+
2× 3

91Γ
(
1 + 1

7

) log(5) 1
7+

4 log(5)
5
7
+ 2

9

81Γ
(
5
7
+ 2

9

)+ 2× 4

101Γ
(
2
9
+ 1
) log(5) 2

9 < 1.

En conclusion du Théorème 3.1, le problème (3.1) a une solution unique sur [1, 5].

2. Considérons les fonctions f , g : [1, 5]× R× R → R définies par

f(t, x, y) =
1

11
+

x4 sin2 t

33(1 + |x|3)
+

|y|5 cos2 t
33(1 + y4)

,

g(t, x, y) =
2

t+ 2
+

sin x

25(t+ 6)
+
e−t2 tan−1 y

90 + 25t2
.

Il est facile de vérifier que

|f(t, x, y)| ≤ 1
11

+ 1
33
|x|+ 1

33
|y|,

et

|g(t, x, y)| ≤ 2
3
+ 1

200
|x|+ 1

190
|y|.

Comme (
4 log(5)

1
2+1

7

Γ( 1
2
+ 1

7
+1)

× 1
33

)
+ 4

91·Γ( 1
7
+1)

log(5)
1
7 = 0.23338 < 1,

et (
4 log(5)

5
7+2

9

Γ( 5
7
+ 2

9
+1)

· 1
200

)
+ 8

101·Γ( 2
9
+1)

log(5)
2
9 = 0.12851 < 1,

en appliquant le Théorème 3.2, nous obtenons que le système (3.11) a au moins une
solution sur [2, 5].
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