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RÉSUMÉ

Dans cette recherche, nous nous concentrons sur l’étude des équations
différentielles fractionnaires de Riemann-Liouville avec un ordre variable et des
conditions aux limites fractionnaires, dans le but de déterminer les conditions
d’existence, d’unicité et de stabilité de leurs solutions. Nous utilisons les concepts
d’intervalles généralisés et des fonctions en escalier constantes pour transformer le
problème en équations différentielles d’ordre constant. Ensuite, nous appliquons
deux théorèmes du point fixe(le théorème de Schaefer et le théorème de Banach)
pour garantir l’existence et l’unicité des solutions. De plus, nous étudions la stabi-
lité des solutions selon le sens d’Ulam-Hyers-Rassias (UHR). Enfin, des exemples
illustratifs sont présentés.

Mots clés : Équation différentielle fractionnaire d’ordre variable ; théo-
rème du point fixe ; problème aux limites ; l’intégrale et la Dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville ; stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias.
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Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mé-
moire sont expliquées ci-dessous :

Γ(.) La fonction Gamma.
β(., .) La fonction Bêta.
G(., .) La fonction de Green.
||.|| La norme.
E Espace de Banach.
Iua Intégrale fractionnaire d’ordre u.
Du

a Dérivée fractionnaire d’ordre u au sens de Riemann-Liouville.
dn

dtn
La dérivée partielle d’ordre n par rapport à la variable t.

n! Fonction de factorielle.
Re(z) Partie réelle de z.
C([a, b],R) Espace des fonctions continues de [a, b] à valeur dans R.
Cn([a, b],R) Espace des fonctions n fois continument différentiables.
(H) Homogène.
(NH) Non-Homogène.
R-L Riemann-Liouville
VORLFDE Equation différentielle fractionnaire de Rimmen-Liouville d’ordre

variable.
L1([a, b],R) L’espace des fonctions mesurables de lebesgue sur [a, b]



Introduction

Le calcul fractionnaire connaît à l’heure actuelle une grande popularité parmi
les chercheurs en sciences fondamentales et appliquées. En fait, il étend les opé-
rations de dérivation et d’intégration aux ordres non entiers. Au début c’était
presque un jeu d’esprit pour certains mathématiciens de renommée, qui voulaient
généraliser la notion de différentiation d’ordres entiers à des ordres fractionnaires,
permettant le calcul de la dérivée d’ordre α réel ou complexe d’une fonction diffé-
rentiable.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau,
ses origines remontaient à la fin du 17ième siècle, partant de la réponse de G.W.
Leibniz concernant la question de l’Hôpital, posée sur la signification de dnf

dtn
si

n =
1

2
. Son intérêt n’est reconnu que durant les deux dernières décennies du 20ième

siècle où de nombreuses applications ont été développées utilisant ce concept. Un
exposé historique détaillé est donné en introduction de [9] ; de plus, cet ouvrage
est sans doute l’un des premiers à rassembler des résultats épars.

Le calcul fractionnaire d’ordre variable est une généralisation de l’ordre constant,
où l’idée du calcul fractionnaire d’ordre variable est de considérer l’ordre des opé-
rateurs différentiels et intégraux d’ordre constant comme une fonction.

Alors que de nombreux chercheurs ont étudié l’existence de solutions pour les
problèmes fractionnaires d’ordre constant, l’existence de solutions pour les pro-
blèmes d’ordre variable est rarement mentionnée dans la littérature et il y a eu



8

très peu d’études sur la stabilité des solutions ; nous nous référons à [2, 14]. Par
conséquent, l’exploration de ce sujet de recherche intéressant rend tous les résul-
tats de ce livre nouveaux et précieux.

La théorie de la stabilité des équations fonctionnelles s’est développée très ra-
pidement au cours des dernières décennies.

Dans cette recherche, nous examinerons l’existence, l’unicité et la stabilité des
solutions d’un problème aux limites pour des équations différentielles fractionnaires
de Riemann-Liouville. Nous l’avons divisée en trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre : nous présentons quelques définitions concer-
nant le calcul fractionnaire qui sont utilisées dans les autres chapitres. La stabilité
d’Ulam-Hyers-Rassias. Ainsi, quelques théorèmes du point fixe qui représentent un
outil indispensable dans ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre : on traite l’existence et l’unicité de so-
lution du problème aux limites pour des équations différentielles fractionnaires
d’ordre variable suivante :

Dw(t)y(t) = g(t, y(t)), t ∈ J ,

Dw(t)−2y(0) = α0Dw(t)−2y(a), Dw(t)−1y(0) = α1Dw(t)−1y(a).

(1)

où J := [0, a]. 0 < a <∞. Dw(t) est la dérivée fractionnaire de R-L d’ordre variable
w(t), telle que w(t) : J →]1, 2], g : J × R → R est une fonction continue, α0, α1

sont des constantes données.
Dans le troisième chapitre : nous étudierons la stabilité d’Ulam-Hyers-

Rassias pour notre problème traité et donnerons des exemples pour illustrer nos
résultats.



Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous présentons des définitions et quelques propriétés pour
trois fonctions spéciales (la fonction Gamma et Bêta, Green). Ainsi, les défini-
tions d’integrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et les types de
stabilités.

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section,nous présontons certaines théories qui concernent des fonc-
tions spésciales.

1.1.1 La Fonction Gamma Γ(z)

La fonction Gamma d’Euler est l’une des outils de base du calcul fractionnaire
qui a été introduite par le mathématicien suisse leonhar d’Euler (1707,1783) , elle
est appelée aussi fonction factorielle généralisée.

Définition 1.1. ([9]) La fonction Gamma Γ(z) est définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt (pour z ∈ C,Re(z) > 0).
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Figure 1.1 – Graphique de la fonc-
tion Gamma-3D-

Figure 1.2 – Courbe représentative
de la fonction Gamma.

Propriétés de la fonction Gamma :

Proposition 1.1. Pour tout z ∈ C tel que Re(z) > 0 et n ∈ N, on a les
propriétés suivantes :
1. Γ(z + 1) = zΓ(z).
2. Γ

(
1
2

)
=

√
π.

3. Γ(n) = (n− 1)!

Preuve.

1. En utilisant l’intégration par parties :

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−ttzdt

= [−e−ttz]+∞
0 + z

∫ +∞
0

e−ttz−1dt

= zΓ(z).

2. Montrer que Γ(1/2) =
√
π

Γ(1/2) =

∫ +∞

0

e−xx1/2−1dx,

Posons
x = z2 ⇒ x1/2 = z, et dz = 1/2x−1/2dx.
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donc
Γ(1/2) = 2

∫ +∞

0

e−z2dz,

Pour calculer cet intégrale, posons

M =

∫ +∞

0

e−z2dz

On peut écrire que

M =

∫ +∞

0

e−t2dt

D’où
M2 =

∫ +∞

0

e−z2dz

∫ +∞

0

e−t2dt

Le facteur e−z2dz est une constante qu’on peut inclue dans l’intégrale

M2 =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(t2+z2)dtdz,

En utilisant les coordonnées polaires où r =
√
t2 + z2 et l’élément de surface

est égale à rdr dθ, on obtient :

M2 =

∫ π
2

0

dθ

∫ +∞

0

e−r2rdr = −1

2

∫ π
2

0

dθ

∫ −∞

0

eudu

où
u = −r2, du = −2rdr.

M2 =
1

2

∫ π
2

0

dθ[eu]−∞
0 =

1

2

∫ π
2

0

dθ =
π

4
,

M =

√
π

2
, Γ(

1

2
) = 2M =

√
π.

Par définition on a :
Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

e−ttxdt,
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on applique une intégration par partie, on trouve :∫ +∞

0

e−ttxdt =
[
−txe−t

]+∞
0

+ x

∫ +∞

0

tx−1e−tdt = xΓ(x). (1.2)

3. Nous allons montrer la formule Γ(n+ 1) = n! par récurrence sur n.
— Si n = 0, alors Γ(0 + 1) = Γ(1) = 1 = 0!.
— Supposons la formule vérifiée pour (n − 1) et considérons le cas n, cest-à-

dire que nous supposons que Γ((n− 1) + 1) = Γ(n) = (n− 1)! est vérifiée,
alors Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!.

Par conséquent, la propriété (3) est démontrée.

Exemple :

4 Γ(4) = 3! = 3× 2× 1 = 6.

4
Γ(6)

2Γ(3)
=

5!

2× 2!
=

5× 4× 3× 2× 1

2× 2× 1
= 30.

4
Γ(3/2)

Γ(1/2)
=

Γ(1 + (1/2))

Γ(1/2)
=

1

2
Γ(1/2)

Γ(1/2)
=

1

2
.

1.1.2 La Fonction Bêta β(x, y)

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Bêta
d’Euler.

Définition 1.2. ([5]) La fonction Bêta β(x, y) est définie pour x, y ∈ C par :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt; avec Re(x), Re(y) > 0.

Remarque 1.1. v la fonction Bêta est symétrique β(x, y) = β(y, x).
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Figure 1.3 – Variations de la fonction Bêta pour les valeurs positives de x et y.

Autre expression de la fonction bêta :

β(x, y) = 2

∫ π/2

0

(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ =

∫ ∞

0

tx−1

(1 + t)x+y
dt.

La relation entre les fonctions Γ(z) et β(x, y)
o La relation bêta est liée à la fonction gamma par la formule :

β(x, y) = 2

∫ π/2

0

sin2x−1θcos2y−1dθ =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
; Re(x), Re(y) > 0.

Propriétés de la fonction bêta :

Proposition 1.2. Pour tout (x, y) ∈ C2 tel que Re(x) > 0 et Re(y) > 0, on a
les propriétés suivantes :

1. β(x, y) = β(y, x).

2. β(x, y + 1) =
y

x
β(x+ 1, y) =

y

x+ y
β(x, y).

3. β(x, y) = β(x+ 1, y) + β(x, y + 1).

Preuve.

1. β(x, y) =
∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =

∫ ∞

0

(1− T )x−1ty−1dt = β(y, x).
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2.
β(x, y + 1) =

Γ(x)Γ(y + 1)

Γ(x+ y + 1)

=
yΓ(x)Γ(y)

Γ(x+ y + 1)

=
y

x

xΓ(x)Γ(y)

Γ(x+ y + 1)

=
y

x

Γ(x+ 1)Γ(y)

Γ(x+ y − 1)

=
y

x
β(x+ 1, y)

β(x, y + 1) =
y

x+ y
β(x, y).

3.
β(x, y) =

x

y
β(x, y + 1) + β(x, y + 1)

=
xΓ(x)Γ(y + 1)

yΓ(x+ y + 1)
+ β(x, y + 1)

=
Γ(x+ 1)Γ(y)

Γ(x+ y + 1)
+ β(x, y + 1),

Donc
β(x, y) = β(x+ 1, y) + β(x, y + 1).

Exemple :

4 β(2, 3) =
Γ(2)Γ(3)

Γ(2 + 3)
=

1!2!

4!
=

1× 2× 1

4× 3× 2× 1
=

1

12
.

1.1.3 La Fonction de Green G(x, y)

Soient p, q, f ∈ C([a, b]),R où p ∈ C1([a, b],R), (a < b) et (αi, βi) ∈ R2 tels que
pour tout i = 1, 2 : |α1| + |α2| 6= 0 et |β1| + |β2| 6= 0. On considère les équations
différentielles ordinaires :

(H) (py′)′ + qy = 0,

(NH) (py′)′ + qy = f,
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Ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h

{
α1y(a) + α2y

′(a) = 0,

β1y(b) + β2y
′(b) = 0,

(CB)nh

{
α1y(a) + α2y

′(a) = ζ,

β1y(b) + β2y
′(b) = δ,

Définition 1.3. On appelle fonction de Green associé au problème homogène
(H)− (CB)h une fonction G : [a, b]× [a, b] → R vérifiant les propriétés suivantes :
(a) G est continue sur [a, b]× [a, b].
(b) G est symétrique : G(t, s) = G(s, t),∀(t, s) ∈ [a, b]2.
(c) ∂G

∂t
(t, s) est continue pour tout t 6= s.

(d) La fonction partielle t→ G(t, s) est solution de l’équation (H) pour tout t 6= s.
(e) La fonction partielle t → G(t, s) vérifie les conditions (CB)h pour tout s ∈
[a, b].

Théorème 1.1 (Existence et unicité de la fonction de Green). ([6])
Si le problème homogène (H)− (CB)h n’admet pas de solution non-triviale. Alors,
il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f , dite fonction de
Green, telle que, pour toute fonction f, la solution y du problème non-homogène
(NH)− (CB)nh s’écrit de manière unique sous la forme :

y(x) =

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds.

Exemple 1.1.1. On calcule la fonction de Green pour le problème aux limites
suivant :  y′′ + y = 0, dans 0 < x < π

2
,

y(0) = y
(π
2

)
= 0.

(1.1)

La solution générale de l’équation y′′ + y = 0 s’écrit sous la forme :

y = a cosx+ b sinx

y(0) = 0 ⇒ a = 0

y
(π
2

)
= 0 ⇒ b = 0
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Donc il existe une (et seulement une) fonction de Green associée au problème
(1.1) il est clair que : {cosx, sinx} est un système de solutions fondamentales,
alors on calcule le wronskien :

W =

∣∣∣∣∣ cosx sinx

− sinx cosx

∣∣∣∣∣ = 1.

Et on obtient :

G(x, y) =

{
cos y sinx si 0 < y ≤ x,

sin y cosx si x ≤ y < π
2
.

1.2 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du calcul frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.2.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre constant

Définition 1.4. ([9]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+ de la fonction
h ∈ L1 ([a, b],R+) est défini par :

I
(α)

a+ h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds, t > a.v (1.2)

où Γ(. ) est la fonction Gamma.

Exemple 1.2.1. Considérons la fonction f(x) = (x− a)β, alors :

Iαa+(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt
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Pour évaluer cette intégrale, on utilise la définition de la fonction Bêta et on pose
le changement de variable t = a+ (x− a)k, d’où :

Iαk (x− a)β =
1

Γ(a)

∫ 1

a

[(x− a)(1− k)]a−1[(x− a)k]β(x− a)dk

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α−1kβdk

=
(x− a)α+βΓ(α)Γ(β + 1)

Γ(α)Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β,

Pour : a = 0, α = 0.5, β = 1, on obtient :

I0.50 (x) =
Γ(2)

Γ(2.5)
x1.5

=

√
x3

Γ(2.5)
.

Pour : α = 1, on obtient :

I1a+(x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(x− a)β+1

=
β!

(β + 1)!
(x− a)β+1

=
1

β + 1
(x− a)β+1.

Définition 1.5. ([9]) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
α > 0 de la fonction h ∈ L1 ([a, b],R+), est donnée par :

(
Dα

a+h
)
(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1h(s)ds. (1.3)

Où n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α.
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Exemple 1.2.2. - Reprenons l’exemple de la fonction h(t) telle que :
h(t) = (t− a)β.

Dα
a+h(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n+β−α

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβds

=
Γ(n+ β − α + 1)B(n− α, β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

=
Γ(n+ β − α + 1)Γ(n− α)Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − α + 1)Γ(n+ β − α + 1)
(t− α)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α.

Pour α = 1/2, β = 1/2 et a = 0, on aura :

D1/2t1/2 =
Γ(3/2)

Γ(1)
= Γ(3/2) = Γ(1 + 1/2) = 1/2Γ(1/2) = 1/2

√
π.

1.2.2 L’intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre variable

Définition 1.6. ([15]-[19]) Soit −∞ < a < b < +∞ et u(t) : [a, b] 7→ [0,+∞[,
l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de la fonction
h(t) est définie par :

I
u(t)

a+ h(t) =

∫ t

a

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))
h(t)dt, t > a. (1.4)

Définition 1.7. ([15]-[19] ) Soit −∞ < a < b < +∞, n ∈ N, u(t) : [a, b] 7→
(n − 1, n), la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable u(t) de
la fonction h(t) est définie par :

D
u(t)

a+ h(t) =

(
d

dt

)n

I
n−u(t)

a+ h(t) =

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−u(s)−1

Γ(n− u(s))
h(s)ds, t > a. (1.5)
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1.2.3 Quelques propriétés de l’intégrale et la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si h est continue pour t > a, alors l’intégration fractionnaire d’ordre réel arbi-
traire possède la propriété suivante :

Iαa+(I
β
α+h(t)) = Iα+β

a+ h(t), (α > 0, β > 0),

évidemment, on peut changer α et β en forme :

Iαa+(I
β
a+h(t)) = Iβa+(I

α
a+h)(t) = Iα+β

a+ h(t), (α > 0, β > 0).

La propriété la plus importante de la dérivée fractionnaire au sens de R-L, pour
α > 0 et t>a est :

Dα
a+I

α
a+h(t) = h(t),

Dβ
a+I

α
a+h(t) = Iα−β

a+ h(t)

presque partout sur [a, b], où

Lp[a, b] = {h: [a, b] → R ; h est mesurable dans [a, b] et
∫ b

a

|h(t)|pdt <∞}.
En particulier, si β = k ∈ N et α > k, alors :

Dk
a+I

α
a+h(t) = Iα−k

a+ h(t),

Soient α > 0, m ∈ N, on a :

Dm
a+D

α
a+h(t) = Dα+m

a+ h(t).

Remarque 1.2. ([20]) La propriété de semi-Group est satisfaite pour les
intégrales fractionnaires de Riemann-liouville avec les ordres constantes, mais pas
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pour celles avec des ordres variables. En d’autres termes :

I
u(t)

a+ I
v(t)

a+ y(t) 6= I
u(t)+v(t)

a+ y(t).

Exemples :

Exemple 1.2.3. Soient

u(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],

1, t ∈]1, 2],

v(t) =

{
2, t ∈ [0, 1],

3, t ∈]1, 2],

et f(t) =
t

3
, t ∈ [0, 2], alors

I
u(t)
0+ I

v(t)

0+ f(t) =

∫ 1

0

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))

∫ s

0

(s− τ)v(s)−1

Γ(v(s))
f(τ)dτds

+

∫ t

1

(t− s)u(t)−1

Γ(u(t))

∫ s

0

(s− τ)v(s)−1

Γ(v(s))
f(τ)dτds

=

∫ 1

0

(t− s)0

Γ(1)

∫ s

0

(s− τ)1τ

Γ(2)

τ

3
dτds

+

∫ t

1

(t− s)0

Γ(1)

[∫ 1

0

(s− τ)1

Γ(2)

τ

3
dτ +

∫ s

1

(s− τ)2

Γ(3)

τ

3
dτ

]
ds

=
1

3

∫ 1

0

(
s3

2
− s3

3

)
ds+

∫ t

1

[
1

3

(
s3

2
− s3

3

)
+

1

6

(
s4

12
− s2

2
+

2

3
s− 1

4

)]
ds,

On sait que,

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ f(t)
∣∣∣
t=2

=
1

72
+

1

3

∫ 2

1

(
s4

24
+
s3

6
− s2

4
+
s

3
− 1

24

)
ds,

=
96

360
.

I
u(t)+v(t)

0+ f(t)
∣∣∣
t=2

=

∫ 1

0

(2− s)1+2−1

Γ(1 + 2)

s

3
ds+

∫ 2

1

(2− s)1+3−1

Γ(1 + 3)

s

3
ds,

=
11

72
+

3

180
=

61

360
.
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Par conséquent, on obtient

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ f(t)
∣∣∣
t=2

6= I
u(t)+v(t)

0+ f(t)
∣∣∣
t=2

.

Exemple 1.2.4. Soit

u(t) =

{
2, t ∈ [0, 1],

1, t ∈]1, 3],

v(t) =

{
1, t ∈ [0, 1],

2, t ∈]1, 3],

et h(t) = t, t ∈ [0, 3].

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ h(t) =

∫ 1

0

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds

+

∫ t

1

(t− s)u(s)−1

Γ(u(s))

∫ s

0

(s− τ)v(τ)−1

Γ(v(τ))
h(τ)dτds

=

∫ 1

0

(t− s)1

Γ(2)

∫ s

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτds

+

∫ t

1

(t− s)0

Γ(1)

[∫ 1

0

(s− τ)0

Γ(1)
τdτ +

∫ s

1

(s− τ)1

Γ(2)
τdτ

]
ds

=

∫ 1

0

(t− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ t

1

(
s3

6
− s

2

)
ds

et
I
u(t)+v(t)

0+ h(t) =

∫ t

0

(t− s)u(s)+v(s)−1

Γ(u(s) + v(s))
h(s)ds,

on sait que,

I
u(t)

0+ I
v(t)

a+ h(t)
∣∣∣
t=2

=

∫ 1

0

(2− s)s2

2Γ(2)
ds+

∫ 2

1

(
s3

6
− s

2
+

5

6

)
ds,

=
5

24
+

17

24
=

22

24
.

I
u(t)+v(t)

0+ h(t)
∣∣∣
t=2

=

∫ 1

0

(2− s)2+1−1

Γ(2 + 1)
sds+

∫ 2

1

(2− s)1+2−1

Γ(1 + 2)
sds,

=
11

24
+

5

24
=

16

24
.
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Par conséquent, on obtient

I
u(t)

0+ I
v(t)

0+ h(t)
∣∣∣
t=2

6= I
u(t)+v(t)

0+ h(t)
∣∣∣
t=2

.

1.3 Fonction constante par morceaux

Définition 1.8 (L’intervalle généralisé). ([2]) : Un intervalle généralisé, noté I,
est un sous-ensemble de l’ensemble des nombres réels R, cet ensemble peut prendre
trois formes :
- Un intervalle, représenté sous forme : [α1, α2] , ]α1, α2[ , [α1, α2[ , ]α1, α2] .

- Un point unique {a}.
- L’ensemble vide φ.

Définition 1.9 (La partition). ([2]) : Soit I un intervalle généralisé, une par-
tition de I est un ensemble fini P d’intervalles généralisés contenus dans I, tels
que pour tout x appartenant à I se trouve exactement dans l’un des intervalles
généralisés E dans P.

Exemple 1.3.1. L’ensemble P = {[2, 5] , {5} , {6} , [6, 9]} d’intervalles généralisés,
c’est une partition de [2, 9] .

Définition 1.10 (La fonction constante par morceau). ([2]) : Soit I un in-
tervalle généralisé, soit g : I → R une fonction, et soit P une partition de I. g est
dite constante par morceaux par rapport à P si pour tout E ∈ P , g est constant
sur E .

Exemple 1.3.2. Considérons la fonction h : [1, 4] → R définie par :

h(x)=


−1, si 1 6 x < 2,

0, si 2 6 x < 3,

2, si x = 3,

3, si 3 6 x 6 4.

Cette fonction est constante par morceaux par rapport à la partition {[1, 2[,
[2, 3[,{3},[3, 4]} de l’intervalle [1, 4].
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Exemple 1.3.3. Soit la fonction I : [0, 5] → R définie par :

I(x)=



3, si 0 6 x < 1,

8, si x = 1,

1, si 1 < x < 3,

7, si x = 3,

5, si 3 < x 6 5.

La fonction I est constante par morceaux par rapport à la partition {[0, 1[,{1}
,]1, 3[, {3},]3, 5]} de [0, 5].

1.4 Quelques théorèmes du point fixe

Les théorèmes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident
à établir l’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du
point fixe consiste à transformer un problème donné en un problème de point
fixe. Les points fixes du problème transformé sont ainsi les solutions du problème
donné. Dans cette section, nous présenterons les théorèmes que nous utiliserons
plus tard, où le théorème de Schaefer prouve l’existence de le point fixe, tandis
que le théorème de Banach prouve l’existence d’un point fixe unique.

1.4.1 Concepts essentiels

Définition 1.11 (Espace fonctionnel). . Soit J := [0, a], a > 0. Notons
C(J ,R) l’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R, muni
de la norme

‖y‖∞ = sup{‖y(t)‖ : t ∈ J },

où ‖ · ‖ est une norme sur R.

Définition 1.12 (Ensemble convexe). . Soit E un espace vectoriel sur un corps
K(R ou C) et K ⊂ E, on dit que K est convexe si :

∀(x, y) ∈ K2, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ K.
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Définition 1.13 (Le point fixe). Un point fixe est une valeur dans un certain
domaine qui reste inchangée sous l’application d’une fonction donnée. En d’autres
termes, si f(x) = x, alors x est un point fixe de la fonction f .

Définition 1.14 (La continuité). Soient E et F deux espaces de Banach, un
opérateur T : E → F est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E telle que
(xn)n∈N converge vers x dans E, la suite (Txn)n∈N converge vers Tx dans F.

Définition 1.15 (La compacité). Soient E et F deux espaces de Banach, un
opérateur T : E → F est dit compact si pour tout ensemble borné B dans E,
l’image de B ( cest-à-dire T(B)) est un ensemble relativement compact dans F.
Cela signifie que la fermeture de T(B) est compacte .

Définition 1.16 (Complètement continu). Soient E, F deux espaces de Ba-
nach, soit T : E −→ F , on dit que :
T est un opérateur complètement continu si T est continu et s’il transforme tout
ensemble borné de E en un ensemble relativement compact de F .

Théorème 1.2. (Théorème d’Arzèla-Ascoli).[11] Soit A un sous-ensemble de
C(J , E). A est relativement compact dans C(J , E) si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :
i) L’ensemble A est uniformément borné : cest-à-dire, il existe une constante
k > 0 , telle que :

‖f(x)‖E ≤ k,

pour tout x ∈ J et tout f ∈ A.
ii) L’ensemble A est equicontinu : cest-à-dire, pour tout ε > 0, il existe δ > 0

tel que :
‖t1 − t2‖ < δ ⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε,

pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A.
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1.4.2 Théorème de contraction de Banach

Théorème 1.3. [7, 8] Dans un espace de Banach E, un opérateur F : E → E est
considéré comme une contraction, s’il existe un k ∈ R+ tel que k < 1 et

‖F (x)− F (y)‖E 6 k‖x− y‖E.

Selon la théorie de la contraction. Si f est une contraction dans E, alors il admet
un point fixe unique ( cest-à-dire : un point x tel que F (x) = x ).

1.4.3 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.4. Soit E un espace de Banach, Q est un sous-ensemble non-vide,
convexe et fermé de E, et soit F : Q → Q un opérateur complètement continu,
alors F possède au moins un point fixe dans Q, en d’autres termes, il existe au
moins un élément x ∈ Q tel que f(x) = x.

1.4.4 Théorème du point fixe de Schaefer

Théorème 1.5. Soit E un espace de Banach. Si A : E → E est un opérateur
complètement continu et si l’ensemble

ε = {x ∈ X : λAx = x pour certains λ ∈]0, 1[},

est borné, alors A possède au moins un point fixe.

1.5 Type de stabilité

1.5.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 1.17. ([13]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyers s’il existe
un nombre réel Cf > 0 tel que pour tout ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J ,R)
de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t)) |≤ ε, t ∈ J ,
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il existe une solution y ∈ C1(J ,R) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ Cf , t ∈ J ,

1.5.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée

Définition 1.18. ([13]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyers générali-
sée, s’il existe une fonction ψf ∈ C(R+,R+), ψf (0) = 0, telle que pour tout ε > 0

et pour chaque solution x ∈ C1(J ,R) de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t)) |≤ ε, t ∈ J ,

il existe une solution y ∈ C1(J ,R) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ ψf (ε), t ∈ J .

1.5.3 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias

Définition 1.19. ([14]) L’équation (1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias
par rapport à ϕ ∈ C(J ,R+), s’il existe un nombre réel Cf > 0, tel que pour tout
ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J ,R) de l’inégalité :

| Dux(t)− f(t, x(t)) |≤ εϕ, t ∈ J , (1.6)

il existe une solution y ∈ C1(J ,R) de l’équation (1) vérifiant :

| x(t)− y(t) |≤ Cfεϕ(t), t ∈ J .



Chapitre 2

Etude de l’existence et l’unicité
d’un problème aux limites pour

des équations différentielles
fractionnaires

Ce chapitre a été consacré à l’étude de l’existence et l’unicité d’un problème
aux limites pour des équations différentielles fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville d’ordre variable avec des conditions aux limites fractionnaires. Nos ré-
sultats sont basés sur l’application de deux théorèmes du point fixe(théorème de
Banach et théorème de Schaefer).

2.1 Présentation du problème

On considère le problème aux limites fractionnaires suivantes :


Dw(t)y(t) = g(t, y(t)), t ∈ J ,

Dw(t)−2y(0) = α0Dw(t)−2y(a), Dw(t)−1y(0) = α1Dw(t)−1y(a).

(2.1)
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où J := [0, a]. 0 < a < ∞. Dw(t) est la dérivée fractionnaire de R-L d’ordre
variable w(t), telle que w(t) : J →]1, 2], g : J ×R → R est une fonction continue,
α0, α1 sont des constantes données.

2.2 L’existence de la solution

Supposons l’hypothèse suivante :

(H1) Supposons que {ak}nk=0 est la suite finie de points telle que 0 = a0 < ak <

an = a, k = 1, . . . , n− 1 où n ∈ N.
Soit Jk := (ak−1, ak] , k = 1, 2, . . . , n. Alors P = ∪n

k=1Jk est une partition
de l’intervalle J .
Soit w(t) : J → (1, 2] une fonction constante par morceau par rapport à
P , c’est-à-dire

w(t) =
n∑

m=0

wmIm(t) =



w0, si t ∈ J0,

w1, si t ∈ J1,

.

.

.

wn, si t ∈ Jn,

où 1 < wm ≤ 2 sont des constantes, et Im représente l’indicateur de l’inter-
valle Jm,m = 1, 2, . . . , n, c’est-à-dire,

Im(t) =

{
1, t ∈ Jm,

0, sinon.

On note par Em ∈ C(Jm,R), lespace de Banach des fonctions continues Jm

dans R muni de la norme ||y||Em = sup |y(t)|, t ∈ Jm où m ∈ {1, 2, . . . , n}
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Pour tout t ∈ Jm,m = 1, . . . , n, on peut représenter la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville dordre variable w(t) de la fonction y(t) ∈ C(J,R), définie par
(1.5), comme la somme des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche
dordres entiers wk, k = 1, . . . ,m :

D
w(t)

0+ y(t) =
1

Γ(2− w(t))

d2

dt2

∫ t

0

(t− s)1−w(t)y(s)ds

=
1

Γ(2− w(t))

(m−1∑
k=1

d2

dt2

∫ ak

ak−1

(t− s)1−wky(s)ds

+
d2

dt2

∫ t

am−1

(t− s)1−wmy(s)ds
)
. (2.2)

Par conséquent, le problème VORLFDE (2.1) peut être exprimé sur Jm pour
chaque m = 1, . . . , n de la manière suivante :

1

Γ(2− w(t))

(
m−1∑
k=1

d2

dt2

∫ ak

ak−1

(t− s)1−wky(s)ds+
d2

dt2

∫ t

am−1

(t− s)1−wmy(s)ds

)
= g(t, y(t))(2.3)

Soit la fonction ỹ ∈ C (Jm,R) telle que ỹ(t) ≡ 0 sur [0, am−1] et elle résout l’équa-
tion intégrale (2.3). Alors, (2.3) s’écrit comme suit :

Dwm

a+m−1

ỹ(t) = g(t, ỹ(t)), t ∈ Jm.

Considérons le problème aux limites suivant : Dwm

a+m−1

y(t) = g(t, y(t)), t ∈ Jm,

Dwm−2

a+m−1

y (am−1) = α0D
wm−2

a+m−1

y (am) , Dwm−1

a+m−1

y (am−1) = α1D
wm−1

a+m−1

y (am) .
(2.4)

Pour l’existence de solutions du problème (2.4) nous avons besoin des lemmes
auxiliaires suivants :

Lemme 2.1. Pour tout α > 0 et une fonction f définie sur l’intervalle [0, b], la
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solution générale de l’équation différentielle fractionnaire Dαf(x) = 0 est de la
forme :

f(x) = w0t
α−n + w1t

α−n−1 + ...+ wn−2t
α−2 + wn−1t

α−1

où wi ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1, et n = [α] + 1, avec [α] désignant la partie entière de
α.

Lemme 2.2. Pour tout α > 0 et une fonction f définie sur l’intervalle [0, b],
l’intégrale fractionnaire de la dérivée fractionnaire est :

IαDαf(x) = f(x) + w0t
α−n + w1t

α−n−1 + ...+ wn−2t
α−2 + wn−1t

α−1

où wi ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1, et n = [α] + 1.

Lemme 2.3. Soient α0, α1 6= 1, g ∈ C (Jm × R,R) pour m = 1, . . . , n,
et γ ∈ (0, 1) un nombre tel que tγg ∈ C (Jm × R,R).

Si x est la solution de l’équation intégrale :

x(t) =
1

Γ (wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1g(s, x(s))ds +
α1t

wm−1

(1− α1) Γ (wm)

∫ am

am−1

g(s, x(s))ds

+
twm−2

(1− α0) (1− α1) Γ (wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0 (1− α1) s] g(s, x(s))ds. (2.5)

Alors, la fonction x ∈ Em est une solution du problème (2.4).

Preuve :

Soit x ∈ Em une solution du problème (2.4). Maintenant, en appliquant l’opé-
rateur Iwm

a+m−1

aux deux côtés de l’équation du problème (2.4), on trouve :

x(t) = λ1t
wm−1 + λ0t

wm−2 + Iwm

a+m−1

g(t, x(t)), (2.6)

où λ0, λ1 sont des constantes.
En utilisant (2.6), on trouve :
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Dwm−1x(t) = λ1Γ (wm) + I1g(t, x(t)).

En vue des hypothèses sur la fonction g et de la condition aux limites,

Dwm−1

a+m−1

x (am−1) = α1D
wm−1

a+m−1

x (am) ,

on obtient

λ1 =
α1

(1− α1) Γ (wm)

∫ am

am−1

g(s, x(s))ds,

puisque I2−wm (twm−1) = Γ (wm) t et I2−wm (twm−2) = Γ (wm − 1), á partir de
la condition aux limites,

Dwm−2

a+m−1

x (am−1) = α0D
wm−2

a+m−1

x (am) ,

on obtient

λ0 =
α1(α0θum − αum − 1)

(1− α1)(1− α0)Γ(um − 1)

∫ ∞

um−1

g(s, x(s))ds

+
α0

(1− α0)Γ(um − 1)

∫ ∞

um−1

(um − s)g(s, x(s))ds (2.7)

Alors la solution du problème (2.4) est donneé par :

x(t) =

∫ am

am−1

Gm(t, s)g(s, x(s))ds,

où Gm(t, s) est la fonction de Green définie par :
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Gm(t, s) =



α1t
wm−1

(1− α1) Γ (wm)
+
twm−2 [α0am − α1am−1 − α0 (1− α1) s]

(1− α0) (1− α1) Γ (wm − 1)
+

1

Γ (wm)
(t− s)wm−1,

am−1 ≤ s ≤ t ≤ am,

α1t
wm−1

(1− α1) Γ (wm)
+
twm−2 [α0am − α1am−1 − α0 (1− α1) s]

(1− α0) (1− α1) Γ (wm − 1)
,

am−1 ≤ t ≤ s ≤ am,

où m = 1, 2, . . . , n.

Le premier résultat d’existence est basé sur le théorème du point fixe de Schae-
fer.

Théorème 2.1. Supposons que les conditions du Lemme (2.3) sont satisfaites et
qu’il existe une constante N > 0 telle que

tγ|g(t, y)| ≤ N, ∀t ∈ Jm, y ∈ R,

avec γ = 2−w. Alors, le problème aux limites (2.4) admet au moins une solution
dans Cγ [am−1, am].

Preuve :

Transformons le problème (2.4) en un problème de point fixe. Considérons
l’opérateur S défini par :
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Sy(t) =
1

Γ (wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1g(s, y(s))ds+
α1t

wm−1

(1− α1) Γ (wm)

∫ am

am−1

g(s, y(s))ds

+
twm−2

(1− α0) (1− α1) Γ (wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0 (1− α1) s] g(s, y(s))ds.

(2.8)

On déduie, à partir des propriétés des intégrales fractionnaires et la continuité
de la fonction tγg que l’opérateur S : Cγ [am−1, am] → Cγ [am−1, am] défini par (2.8)
est bien défini.
Soit

Rm ≥
N
(
a1−γ
m − a1−γ

m−1

)
(1− γ)Γ (wm)

[
aγm (am − am−1)

wm−1 +

∣∣∣∣ α1am
1− α1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(α0am − α1am−1) (wm − 1)

(1− α0) (1− α1)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣α0 (1− α1) (wm − 1) (1− γ) (a2−γ
m − am−1)

2−γ

(1− α0) (1− α1) (2− γ)
(
a1−γ
m − am−1

)1−γ

∣∣∣∣∣
]
.

On considère l’ensemble

BRm = {y ∈ Cγ ([am−1, am]) , ‖y‖γ ≤ Rm} .

Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, il est clair que BRm est un sous-ensemble convexe,
fermé et non vide.

Maintenant, on démontre que S vérifie les hypothèses du théorème du point
fixe de Schaefer. La preuve sera donneé en trois étapes.

Étape 1 : S(BRm) est uniformément borné.
Soit BRm un ensemble borné dans Cγ ([am−1, am]). Alors il existe une constante N
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tel que tγ|g(t, y(t))| ≤ N, ∀y ∈ BRm , t ∈ [am−1, am]. Ainsi,

tγ|(Sy)(t)|

≤ Ntγ

Γ (wm)

∫ t

am−1

s−γ(t− s)wm−1ds+

∣∣∣∣ α1Nt

(1− α1) Γ (wm)

∣∣∣∣ ∫ am

am−1

s−γds

+

∣∣∣∣ N

(1− α0) (1− α1) Γ (wm − 1)

∣∣∣∣ ∫ am

am−1

|α0am − α1am−1 − α0 (1− α1) s| s−γds

≤
N
(
a1−γ
m − a1−γ

m−1

)
(1− γ)Γ (wm)

[
aγm (am − am−1)

wm−1 +

∣∣∣∣ α1am
1− α1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(α0am − α1am−1) (wm − 1)

(1− α0) (1− α1)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣α0 (1− α1) (wm − 1) (1− γ) (a2−γ
m − am−1)

2−γ

(1− α0) (1− α1) (2− γ)
(
a1−γ
m − am−1

)1−γ

∣∣∣∣∣
]
,

ce qui implique que

‖(Sy)‖γ ≤
N(a1−γ

m − a1−γ
m−1)

(1− γ)Γ(wm)

[
aγm(am − am−1)

wm−1

+

∣∣∣∣∣ α1am
1− α1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣(α0am − α1am−1)(wm − 1)

(1− α0)(1− α1)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣α0(1− α1)(wm − 1)(1− γ)(a2−γ
m − am−1)

2−γ

(1− α0)(1− α1)(2− γ)(a1−γ
m − am−1)1−γ

∣∣∣∣∣
]

Alors, S(BRm) est uniformément borné.

Étape 2 : S(BRm) est équicontinu.
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Soient t1, t2 ∈ Jm, t1 < t2 et y ∈ BRm , on a :∣∣∣ tγ1(Sy)(t1)− tγ2(Sy)(t2)
∣∣∣

=
∣∣∣ 1

Γ(wm)

∫ t1

am−1

[
tγ1(t1 − s)wm−1 − tγ2(t2 − s)wm−1

]
g(s, y(s))ds

− 1

Γ(wm)

∫ t2

t1

tγ2(t2 − s)wm−1g(s, u(s))ds+
α1(t1 − t2)

(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

g(s, y(s))ds
∣∣∣

≤ N
(∣∣∣ 1

Γ(wm)

∫ t1

am−1

[
tγ1(t1 − s)wm−1 − tγ2(t2 − s)wm−1

]
ds

− 1

Γ(wm)

∫ t2

t1

tγ2(t2 − s)wm−1ds
∣∣∣+ ∣∣∣ α1(t1 − t2)

(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

ds
∣∣∣).

Ainsi,
∣∣∣tγ1(Sy)(t1)− tγ2(Sy)(t2)

∣∣∣→ 0 quand |t1 − t2| → 0. Cela implique, tγS(BRm)

est équicontinu.
Par conséquent, d’après les étapes 1 et 2, et d’après théorème d’Ascoli-Arzela,
S(BRm) est relativement compact, alors S est un opérateur compact.

Étape3 : Ω est borné.
Considérons l’ensemble

Ω = {y ∈ R \ y = ηSy, 0 < η < 1},

et on montre que l’ensemble Ω est borné. Soit y ∈ Ω, alors y = ηSy, 0 < η < 1.
Pour tout t ∈ [am − 1, am], on a :

|y(t)| ≤ η
[ 1

Γ(wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1|g(s, y(s))|ds+
∣∣∣ α1t

wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∣∣∣ ∫ am

am−1

|g(s, y(s))|ds

+
∣∣∣ twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∣∣∣ ∫ am

am−1

∣∣∣α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s
∣∣∣ds].
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Alors,

‖(Sy)‖γ ≤
N(a1−γ

m − a1−γ
m−1)

(1− γ)Γ(wm)

[
aγm(am − am−1)

wm−1 +
∣∣∣ α1am
1− α1

∣∣∣
+
∣∣∣(α0am − α1am−1)(wm − 1)

(1− α0)(1− α1)

∣∣∣
+
∣∣∣α0(1− α1)(wm − 1)(1− γ)(a2−γ

m − am−1)
2−γ

(1− α0)(1− α1)(2− γ)(a1−γ
m − am−1)1−γ

∣∣∣].

Cela implique que l’ensemble Ω est borné indépendamment de η ∈ (0, 1). En
conséquence du théorème (2.1), on trouve que l’opérateur S admet au moins un
point fixe, ce qui implique que le problème (2.4) admet au moins une solution .

2.3 L’unicité de la solution

Considérons l’hypothèse suivante :

(H2) Soit g ∈ C(J × R,R) et il existe une constante K > 0 telle que

tγ|g(t, u)− g(t, v)| ≤ K|u− v|,

pour tout u, v ∈ R, t ∈ J et γ = 2− w.

Théorème 2.2. Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors,
le problème (2.4) admet une solution unique dans Cγ ([am−1, am]), si

K <
1

ρ
(2.9)
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où

ρ =
(a1−2γ

m − a1−2γ
m−1 )

(1− 2γ)Γ(wm)

[
aγm(am − am−1)

wm−1 +
∣∣∣ α1

1− α1

∣∣∣am
+
∣∣∣(α0am − α1am−1)(wm − 1)

(1− α0)(1− α1)

∣∣∣
+
∣∣∣α0(1− α1)(wm − 1)

(1− α0)(1− α1)

∣∣∣((1− 2γ)(a2−2γ
m − a2−2γ

m−1 )

(2− 2γ)(a1−2γ
m − a1−2γ

m−1 )

)]
.

Preuve :

Par l’hypothèse (H2), pour tout t ∈ [am−1, am], on obtient que :

tγ | (Su)(t)− (Sv)(t)|

≤ tγ

Γ(wm)

∫ t

am−1
(t− s)wm−1|g(s, u(s))− g(s, v(s))|ds

+
∣∣∣ α1t

(1− α1)Γ(wm)

∣∣∣ ∫ am

am−1

|g(s, u(s))− g(s, v(s))|ds

+
∣∣∣ 1

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∣∣∣ ∫ am

am−1

∣∣∣α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s
∣∣∣|g(s, u(s))− g(s, v(s))|ds,

≤ K
[ tγ

Γ(wm)

∫ t

am−1
s−γ(t− s)wm−1|u(s)− v(s)|ds+

∣∣∣ α1t

(1− α1)Γ(wm)

∣∣∣ ∫ am

am−1

s−γ |u(s)− v(s)|ds

+
∣∣∣ 1

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∣∣∣ ∫ am

am−1

s−γ
∣∣∣α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s

∣∣∣|u(s)− v(s)|ds
]
.

Par la définition de ‖.‖γ, on obtient

‖ (Su)(t)− (Sv)(t)‖γ

≤ K
[ tγ

Γ(wm)

∫ t

am−1
s−2γ(t− s)wm−1ds+

∣∣∣ α1t

(1− α1)Γ(wm)

∣∣∣ ∫ am

am−1

s−2γds

+
∣∣∣ 1

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∣∣∣ ∫ am

am−1

s−2γ
∣∣∣α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s

∣∣∣ds]‖u− v‖γ

≤
K(a1−2γ

m − a1−2γ
m−1 )

(1− 2γ)Γ(wm)

[
aγm(am − am−1)

wm−1 +
∣∣∣ α1
1−α1

∣∣∣am +
∣∣∣ (α0am−α1am−1)(wm−1)

(1−α0)(1−α1)

∣∣∣
+
∣∣∣α0(1− α1)(wm − 1)

(1− α0)(1− α1)

∣∣∣((1− 2γ)(a2−2γ
m − a2−2γ

m−1 )

(2− 2γ)(a1−2γ
m − a1−2γ

m−1 )

)]
‖u− v‖γ .
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Par conséquent, selon (2.9), l’opérateur S est une contraction. Alors d’après le
principe de Banach, nous pouvons déduire que S possède un point fixe unique, qui
est une solution unique du problème (2.4).

Théorème 2.3. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et l’inégalité (2.9) sont
satisfaites pour tous m ∈ {1, 2, . . . , n}.
Alors, le problème (2.1) admet une solution unique dans Cγ ([0, a]).

Preuve :

Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, d’après le théorème (2.2), le problème aux limites
(2.4) possède une solution unique ỹm ∈ Cγ[am−1, am].
Nous définissons la fonction

ym =

{
0, t ∈ [0, am−1],

ỹm, t ∈ Jm.
(2.10)

Ainsi, la fonction ym ∈ Cγ[am−1, am] satisfait l’équation intégrale (2.3) sur
Jm, ce qui implique que ym(0) = 0, ym(am) = ỹm(am) = 0 et résout (2.3) pour
t ∈ Jm, m ∈ {1, 2, . . . , n}.

Alors, la fonction

y(t) =



y1(t), t ∈ J1,

y2(t) =

{
0, t ∈ J1,

ỹ2, t ∈ J2,
...

yn(t) =

{
0, t ∈ [0, an−1],

ỹn, t ∈ Jn.

est une solution de problème VORLFDE (2.1) dans Cγ[0, a].



Chapitre 3

Stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias
du VORLFDE

Dans ce chapitre, nous intéressons à la notion stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias
du VORLFDE.

3.1 Stabilité Ulam-Hyers-Rassias du VORLFDE

Théorème 3.1. Considérons les hypothèses (H1), (H2), (2.9) et

(H3) la fonction κ ∈ C(J ,R+) est croissante et il existe λκ > 0 tel que

Iwm

am−1
+κ(t) ≤ λκ κ(t), pour t ∈ Jm, m = 1, 2, . . . , n.

Alors, le problème VORLFDE (2.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport
à κ.

Preuve : Soit ε > 0 un nombre arbitraire et la fonction y(t) ∈ C(J,R) vérifiant
linégalité (1.6).

Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, on définit les fonctions y1(t) ≡ y(t), t ∈ [0, a1] et
pour m = 2, 3, . . . , n :

ym(t) =

{
0, t ∈ [0, am−1],

y(t), t ∈ Jm.
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Pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, d’après l’égalité (2.1) pour t ∈ Jm, on obtient :

Dw(t)

0+ ym(t) =
1

Γ(2− w(t))

d2

dt2

∫ t

am−1

(t− s)1−wm
y(s)

s
ds. (3.1)

On prend l’integral Iwm

a+m−1

des deux côtés de linégalité (1.3), on applique (H3)
et on obtient :

∣∣∣∣ym(t) − 1

Γ(wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1g(s, ym(s))ds−
α1t

wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∫ am

am−1

g(s, ym(s))ds

− twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s]g(s, ym(s))ds

∣∣∣∣,
≤ ε Iwm

am−1
+κ(t)

≤ ε λκ κ(t).

D’après le théorème (2.3), le problème VORLFDE (2.1) a une solution y ∈
C(J ,R) définie par x(t) = xm(t), pour t ∈ Jm, m = 1, 2, . . . , n, alors :

xm =

{
0, t ∈ [0, am−1],

x̃m, t ∈ Jm.
(3.2)

et x̃m ∈ Em est une solution de (2.4).
D’après le lemme (2.3) l’équation intégrale

x̃m(t) =
1

Γ(wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1g(s, x̃m(s))ds+
α1t

wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∫ am

am−1

g(s, x̃m(s))ds

+
twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s]g(s, x̃m(s)ds.

est vérifié.
Soit t ∈ Jm où m ∈ {1, 2, . . . , n}. Alors, on obtient :
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|y(t)− x(t)| = |y(t)− xm(t)|

= |ym(t)− x̃m(t)|

≤
∣∣∣∣ym(t)− 1

Γ(wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1g(s, ym(s))ds−
α1t

wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∫ am

am−1

g(s, ym(s))ds

− twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s]g(s, ym(s))ds

∣∣∣∣,
+

1

Γ(wm)

∫ t

am−1

(t− s)wm−1

∣∣∣∣g(s, ym(s))− g(s, x̃m(s))

∣∣∣∣ds
+

α1t
wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∫ am

am−1

∣∣∣∣g(s, ym(s))− g(s, x̃m(s))

∣∣∣∣ds
+

twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s]

∣∣∣∣g(s, ym(s))− g(s, x̃m(s))

∣∣∣∣ds,
≤ λκ ε κ(t) +

1

Γ(wm)

∫ t

am−1

s−γ(t− s)wm−1(K|ym(s)− x̃m(s)|)ds

+
α1t

wm−1

(1− α1)Γ(wm)

∫ am

am−1

s−γ(K|ym(s)− x̃m(s)|)ds

+
twm−2

(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)

∫ am

am−1

[(α0am − α1am−1 − α0(1− α1)s]s
−γ(K|ym(s)− x̃m(s)|)ds,

≤ λκ ε κ(t) +
(t− am−1)

wm−1(t1−γ − am−1
1−γ)

(1− γ)Γ(wm)
(K‖ym − x̃m‖Em)

+
α1t

wm−1(a1−γ
m − am−1

1−γ)

(1− γ)(1− α1)Γ(wm)
(K‖ym − x̃m‖Em)

+
twm−2a−γ

m−1(am − am−1)

2(1− α0)(1− α1)Γ(wm − 1)
[2(α0am − α1am−1)− α0(1− α1)(am − am−1)](K‖ym − x̃m‖Em),

≤ λκ ε κ(t) + η‖y − x‖J .
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Alors,
‖y − x‖J

(
1− η

)
≤ λκ ε κ(t),

Alors, pour tout t ∈ J .

|y(t)− x(t) ≤ ‖y − x‖J ≤ λκ
1− η

εκ(t).

Par conséquent, le problème VORLFDE (2.1) est stable (UHR) par rapport à κ.

3.2 Exemples

Exemple 1 : Considérons le problème aux limites suivant : D
w(t)

0+ x(t) =
sinx(t) + 2 cos(t)

t2
, t ∈ J := [0, 4],

D
w(t)−2

0+ x(0) = α0D
w(t)−2

0+ x(4), D
w(t)−1

0+ x(0) = α1Dw(t)−2

0+ x(4).
(3.3)

Soit
f(t, x) =

sinx+ 2 cos(t)

t2
, (t, x) ∈ [0, 4]× R.

et

w(t) =

{
3
2
, t ∈ J1 := [0, 2],

10
9
, t ∈ J2 :=]2, 4].

(3.4)

Par (3.4), l’équation du problème (3.3) est décomposée en deux expressions
comme suite :  D

3
2

0+x(t) =
sinx(t) + 2 cos(t)

t2
, t ∈ J1,

D
− 1

2

0+ x(0) = α0D
− 1

2

0+ x(2), D
1
2

0+x(0) = α1D
1
2

0+x(2),
(3.5)

et  D
10
9

2+x(t) =
sinx(t) + 2 cos(t)

t2
, t ∈ J2,

D
− 8

9

2+ x(2) = α0D
− 8

9

2+ x(4), D
1
9

2+x(2) = α1D
1
9

2+x(4).
(3.6)
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Pour t ∈ J1, nous vérifions que la condition suivante est satisfaite

tγ
∣∣∣f(t, x)∣∣∣ ≤ t

1
2

∣∣∣sinx(t) + 2 cos(t)

t2

∣∣∣ ≤ 3

2
√
2
= N. (3.7)

Soit κ(t) = t
1
2 . Alors, on obtient :

Iw1

0+κ(t) =
1

Γ(3
2
)

∫ t

0

(t− s)
1
2 s

1
2ds

≤
√
2

Γ(3
2
)

∫ t

0

(t− s)
1
2ds

≤ 2
√
2

3Γ(3
2
)
κ(t) := λκ(t)κ(t).

Alors, la condition (H3) est satisfaite par λκ = 2
√
2

3Γ( 3
2
)

.
D’après le théorème (2.1), le problème (3.5) a une solution x̃1 ∈ E1, et d’après le
théorème (3.1) l’equation de (3.5) est Ulam-Hyers-Rassias stable.

tγ
∣∣∣f(t, x)∣∣∣ ≤ t

8
9

∣∣∣sinx(t) + 2 cos(t)

t2

∣∣∣ ≤ 3.4
−10
9 = N. (3.8)

Soit κ(t) = t
1
2

Iw2

2+κ(t) =
1

Γ(10
9
)

∫ t

2

(t− s)
1
9 s

1
2ds

≤ 2

Γ(10
9
)

∫ t

2

(t− s)
1
9ds

≤ 9

5Γ(10
9
)
κ(t) := λκ(t)κ(t).

Par conséquent, (H3) est satisfaite par λκ = 9
5Γ( 10

9
)

.
D’après le théorème (2.1), le problème (3.6) possède a une solution x̃2 ∈ E2.
En conséquence, par le théorème (2.3) le problème (3.3) admet une solution

x(t) =

{
x̃1(t), t ∈ J1,

x2(t), t ∈ J2,
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où

x2(t) =

{
0, t ∈ J1,

x̃2(t), t ∈ J2.

Par le théorème (3.1), le problème pour VORLFDE (3.3) est Ulam-Hyres-Rassias
stable par rapport à κ.
Exemple 2 : Considérons le problème suivant : D

u(t)

0+ y(t) =
siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

, t ∈ J := [0, 2],

D
u(t)−2

0+ y(0) = α0D
u(t)−2

0+ y(2), D
u(t)−1

0+ y(0) = α1Du(t)−2

0+ y(2).
(3.9)

Soit

u(t) =

{
6
5
, t ∈ J1 := [0, 1],

4
3
, t ∈ J2 :=]1, 2],

(3.10)

et

g(t, y) =
siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

, (t, y) ∈ [0, 2]× R.

Par (3.10), l’équation du problème (3.9) est divisée en deux expressions comme
suit :  D

6
5

0+y(t) =
siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

, t ∈ J1,

D
− 4

5

0+ y(0) = α0D
− 4

5

0+ y(1), D
1
5

0+y(0) = α1D
1
5

0+y(1),

(3.11)

et  D
4
3

2+y(t) =
siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

, t ∈ J2,

D
− 2

3

2+ y(1) = α0D
− 2

3

2+ y(2), D
1
3

2+y(1) = α1D
1
3

2+y(2).

(3.12)

Pour m = 1, on a :

tγ
∣∣∣g(t, y)∣∣∣ ≤ t

4
5

∣∣∣siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

∣∣∣ ≤ 1 = N. (3.13)

Soit κ(t) = t
1
2 . Alors, on obtient :
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Iu1

0+κ(t) =
1

Γ(6
5
)

∫ t

0

(t− s)
1
5 s

1
2ds

≤
√
2

Γ(6
5
)

∫ t

0

(t− s)
1
5ds

≤ 5
√
2

6Γ(6
5
)
κ(t) := λκ(t)κ(t).

Alors, la condition (H3) est satisfaite par λκ = 5
√
2

6Γ( 6
5
)

.
D’après le théorème (2.1), le problème (3.11) a une solution ỹ1 ∈ E1.

pour m = 2. On a :

tγ
∣∣∣g(t, y)∣∣∣ ≤ t

2
3

∣∣∣siny(t)− (y(t) + 2)cost

5
√
1 + t

∣∣∣ ≤ 0.902 = N. (3.14)

Soit κ(t) = t
1
2

Iu2

2+κ(t) =
1

Γ(4
3
)

∫ t

1

(t− s)
1
3 s

1
2ds

≤ 2

Γ(4
3
)

∫ t

1

(t− s)
1
3ds

≤ 3

4Γ(4
3
)
κ(t) := λκ(t)κ(t).

Par conséquent, (H3) est satisfaite par λκ = 3
4Γ( 4

3
)
.

D’après le théorème (2.1), le problème (3.12) possède une solution ỹ2 ∈ E2.
En conséquence, par le théorème (2.3), le problème (3.9) a une solution

y(t) =

{
ỹ1(t), t ∈ J1,

y2(t), t ∈ J2,

où

y2(t) =

{
0, t ∈ J1,

ỹ2(t), t ∈ J2.

Par le théorème (3.1), le problème pour VORLFDE (3.9) est Ulam-Hyers-
Rassias stable par rapport à κ.



Conclusion

Dans ce mémoire, le problème aux limites a été étudié avec succès,via deux
théorèmes de point fixe : Schaefer et principe de contraction de Banach pour mon-
trer l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions de notre problème.
D’après notre analyse, il est clair que les résultats obtenus sont une généralisation
lorsque w(t) est une fonction variable, c’est-à-dire nous avons converti le problème
fractionnaire d’ordre variable en un problème équivalent d’ordre constant.
Un exemple est donné à la fin pour valider la potentialité de tous les résultats
obtenus .
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